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Aufgabe 1: 4 Punkte
Es sei f: R — R die durch

fz) =z 371 z € R,

definierte Funktion und n € N. Beweisen Sie durch vollstindige Induktion, dass fiir die
n-te Ableitung von f gilt:

F(z) = 3"z +n-3771) . 321 VreR.

(Formulieren Sie die benutzte Induktionsprozedur sorgfiltig und ausfihrlich)

Aufgabe 2: 4 Punkte
Zeigen Sie, dass fiir alle komplexen Zahlen z,w € C gilt:

|2+ wf? + |2 = wl? = 2|2 + [w]?).

Aufgabe 3: 1+1+3+1 Punkte

a) Sei A C R eine nach oben beschréinkte Menge. Was versteht man unter dem Supre-
mum von A? (Definieren Sie diesen Begriff).

b) Wann nennt man eine Folge reeller Zahlen (x,,) konvergent? (Definieren Sie diesen
Begriff).

c¢) Zeigen Sie: Wenn (z,,) eine nach oben beschrinkte und monoton wachsende Folge
reeller Zahlen ist, dann ist (x,) konvergent und es gilt

lim z, = sup{z, | n € N}.
n—oo

d) Gilt fiir Folgen reeller Zahlen (z,) auch die Implikation:
() nach oben beschriankt = (z,) konvergent.

(Begriinden Sie Ihre Aussage)

Aufgabe 4: 3+3 Punkte

Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz:

a) kg(—l)k%-

(Formulieren Sie die benutzten Konvergenzkriterien sorgfiltig und ausfiihrlich).



Aufgabe 5: 14+1+4 Punkte
Sie f: D C R — R eine Funktion.

a) Wann nennt man f stetig? (Definieren Sie diesen Begriff).
b) Wann nennt man f lipschitzstetig? (Definieren Sie diesen Begriff).

c) Zeigen Sie: Wenn f lipschitzstetig ist, dann ist f auch stetig.

Aufgabe 6: 145 Punkte

a) Sei f: I C R — R eine auf dem Intervall I C R definierte Funktion.
Wann nennt man f in g € I differenzierbar? (Definieren Sie diesen Begriff)

b) Untersuchen Sie, in welchen Punkten xy € R die Funktion f : R — R, definiert durch

f(@) ::{ ga:\g-sin(%) x 70,

z =0,

differenzierbar ist und bestimmen Sie ggf. die Ableitung f'(zg).

Aufgabe 7: 6 Punkte

Bestimmen Sie alle lokalen und globalen Extremwerte der Funktion f : [-2,2] C R — R,
definiert durch
f):=(x—-1)"+3@x—-1)3  Vrel[-22],

und geben Sie an, an welchen Stellen sie angenommen werden.

Aufgabe 8: 343 Punkte
Die Funktion f : RT — R sei definiert durch

f(x) := cos(In(z)), r € RY.

a) Bestimmen Sie das 2. Taylorpolynom 7T5(f,1)(x) von f im Entwicklungspunkt
Tog = 1.

b) Zeigen Sie, dass fiir > 1 die Fehlerabschétzung

[7@) = Ta(£1)(@) | < Sle = 1P

gilt.
Tipp: Die Lagrange-Form des 2. Restgliedes von f im Entwicklungspunkt zy lautet:

Ra(fw0)(@) = Loz o,

wobei & eine Zahl zwischen xg und x ist.

Bewertung: Gesamtpunktzahl: 44 Punkte

ab Punkte | 40 | 38 | 36 | 34 | 32 | 30 | 28 | 26 | 24 | 22
Note 101,31 1,7]20]23]27]30]33]37]40




Losungen

Aufgabe 1:
Induktionsanfang: Die Ausage gilt fiir n = 1, da:

f/(x) — e3x—1 + 31,63.’2—1 — (1 +3f1}')e3m_1 — (1 . 30 +31 . x)e3w—1'

Induktionsschritt: n — n + 1:

LVor: Es gelte fiir ein n € N: f™(z) = (3"z4+n-3""1) .31 VzeR.
LBeh: Bsgilt f+h)(z) = (3" x4+ (n+1)3") - ¥ 1 VzeR.

I.Bew:

f("+1)(33) — (f(n))/(ﬂj) 1.Vor %((371:17 +n- 3n—l) . e3x—1)

— 3" . 63:(:—1 + 3(3”3) +n- 3n—1) X e3x—1
— (371 + 3n+1x +n- 371) . 63:(:—1
= 3"z 4+ (n4+1)3") .32 O

Aufgabe 2:

lz+wP+]z—w? = +wErw) +(z—w)(Ez—w)
(z+w)(Z+w)+ (2 —w)(z —w)

ZZ + 2w+ wZ + ww + 2Z — 2w — wzZ + ww
22z + 2ww

= 2(12 + |wf?) 0

Aufgabe 3:

a) ¢ € R heifit Supremum von A, wenn g die kleinste obere Schrankr von A ist, d.h. es
gilt:

— a < g fir alle a € A (obere Schranke) und

— Fiir alle £ > 0 existiert ein a € A, so dass g — € < a (kleinste obere Schranke).

b) (xy) heiBt konvergent, wenn es ein x € R gibt so dass fiir alle ¢ > 0 ein ng € N
existiert mit |z — z,| < € fiir alle n > ny.

c) Wir setzen g := sup{x, | n € N}. Sei ¢ > 0. Da g die kleinste obere Schranke
der Folgenelemente ist, existiert ein ng € N, so dass ¢ — € < xp,. Da (z,,) monoton
wachsend und g eine obere Schranke der Folgenelemente ist, gilt

g—e<zTp, < zp <g<g+e Vn>nyg.
Damit gilt aber |g — x,| < ¢ fiir alle n > ng. Folglich konvergiert (z,) gegen g.

d) Nein. Gegenbeispiel: (z,,) mit x,, := (—1)". Diese Folge ist beschrinkt, hat aber zwei
verschiedene Haufungspunkte +1 und —1, ist also nicht konvergent.



Aufgabe 4:

a) Esgilt > (_1)k152t11 = 2_: (—1)k(k+lf)% = g_: (—1)’“%.
(ﬁ) ist eine monoton fallende Nullfolge positiver reeller Zahlen. Deshalb konver-
giert die Reihe nach dem Leibniz-Kriterium. Die Reihe ist nicht absolut-konvergent,

da [e.e] [e.e] o0
R )
— = — =
k=2 & 1 k=2 k=1 k=1
o0
und die harmonische Reihe ) + divergent.
k=1

ol

k2
b) Sei ay = i(%) . Dann gilt:

3

k
wobei e die Eulerzahl bezeichnet. Da e < 3 gilt

limsup {/|ag| = lim {/|ax| = ‘o
k—00 k—o00 3

Somit ist die Reihe nach dem Wurzelkriterium absolut konvergent (und auch kon-
vergent).

R COREC S

H 1
3 3¢

Aufgabe 5:

a) f: D CR — R heifit stetig, wenn fiir alle x € D gilt:
Fiir alle € > 0 existiert ein 6 > 0, so dass fiir alle y € D gilt:

ly -zl <d = [fly) - f@)] <e

b) f: D C R — R heifit lipschitzstetig, wenn es eine Konstante L € RT gibt, so dass
fiir alle z,y € D gilt:

|f(y) = f(2)] < L-|y— .

c) Sei f lipschitzstetig mit der Lipschitzkonstante L. Wir zeigen, dass f stetig ist.
Sei dazu € > 0 beliebig gewéhlt. Wir setzen § := £. Dann gilt nach Voraussetzung
fir alle z,y € D mit |y — x| < J:

If(y)—f(x)ISLly—:vl<L-5=L-%:e.

Folglich ist f stetig.

Aufgabe 6:

a) f:1 CR — R heifit in ¢ € I differenzierbar, wenn der Grenzwert

o L@ = fo)

T—rT0 T — X0

=: f'(x0)

in R existiert.



b) Wir betrachten die Félle x < 0, z > 0 und z = 0.
1. Fall: x < 0. Dann gilt:

f(z) = (—x)% sin (l)

X

Die Funktion f ist auf (—o0,0) differenzierbar, da sie die Verkniipfung und das
Produkt differenzierbarer Funktionen ist und es gilt nach Ketten- und Produktregel:

Fla) = g(_$)%(_1)sin (%) + (—)2 cos <l> ' ( : )

)\ a?

3||.<1> ||%1 <1>

= ——+/|z|sin{—) —|z|2— cos|—]).

2 T x? x

2. Fall: x > 0. Dann gilt:

3 1
—xZsin(=).
flz)==x sm<$>

Die Funktion f ist auf (0,4+o00) differenzierbar, da sie die Verkniipfung und das
Produkt differenzierbarer Funktionen ist und es gilt nach Ketten- und Produktregel:

3 1 1 3 1 1
/ _ e ool _ 5 _ . .
fix) = 2x2 sin (g;) 4 x2 cos (:E) ( x2>
_ 3 2] si <l>_\ ,%i (l)
= Vlelsin( = z[2—5cos ().

3. Fall: xg = 0. Dann gilt fiir die links- und rechtsseitigen Grenzwerte

3 .1

— - = 1
i L@ =FOQ gy, C02sG) (i (z) -
z—0~ z—0 z—0~ —(—ZE) =07 N — X

—0 beschr.Fkt
RN 1
lim M = lim WLH(’C) = lim 3:% sin <l> =0.
z—0+ z—0 z—0~ T :v—>0+\_)/0/ T
beschr.Fkt

Da der linksseitige und der rechtseitige Grenzwert {ibereinstimmen, existiert der
Grenzwert des Differenzenquotienten und ist gleich 0. Folglich ist f in x¢g = 0 diffe-
renzierbar und es gilt f/(0) = 0.

Aufgabe 7: Es gilt
fllx) =4z —13+9x—-1)? = (- D29+ 4(z — 1)) = (z — 1)*(5 + 4x).

Kandidaten fiir lokale Extremstellen im offenen Intervall (—2,2):

flx) =0 < x:lundg;:_g

Wir untersuchen das Monotonieverhalten von f auf [—2,2]:

flay<o  Vrel-2,-2)

fl@)>0 Vre (—2,2] \ {11,

d.h. f ist streng monoton fallend auf [—2, —32) und streng monoton wachsend auf (—2,1)
und (1,2].
5

Folglich nimmt f in z = —% ein lokales und globales Minimum an, némlich f (—%) =

5



—3(9)3 = —% und hat in # = 1 keinen lokalen Extremwert.

In den Randpunkten nimmt f lokale Maxima an und es gilt: f(—2) = 0 und f(2) = 4.
Folglich ist 4 das globale Maximum von f und wird in ¢ = 2 angenommen.

Aufgabe 8: Wir berechnen die ersten drei Ableitungen von f mit der Kettenregel:

fa) = —sin(in(z)-
" 1 . 1 1 .
f(x) = —cos(ln(z)) - o + sin(In(x)) - Pl (sm(ln(:p)) - cos(ln(:p)))
f(x) = ;—32<sin(ln(x)) — cos(ln(x))) + % (cos(l;;a(x)) + Sin(li(x))>
= x—lg . (3 cos(In(z)) — sin(ln(m))).

Fiir das 2. Taylorpolynom von f im Entwicklungspunkt x¢q = 1 folgt

T(f, 1)) = FO)+ M@ =1+ 3 f (W~ 12 =140+ (1) 1)

1
= 1—5(3;—1)2.

Fiir die Fehlerabschitzung folgt:

[f(x) = To(f, D)(2)] = [Ra(f, 1)(2)]

= fﬂgg)(x—l)?’ fiir ein € € (1,x)

= Sl = 1P179)

A 5 1 ,

< gl 'g-(3'\COS(ln(S))\+!Sln(1n(§))!)
4 1

< 6|$—1|3§

< §|:17—1|3.



