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Aufgabe 1: 4 Punkte
Es sei f:(—1,4+00) — R die durch

f(z) :==1In(1 + z), x € (—1,400),

definierte Funktion und n € N. Beweisen Sie durch vollstdndige Induktion, dass fiir die
n-te Ableitung von f gilt:

(=)L (n—1)!

() () —
fH(z) (1+z)n

Ve (—1,400).

(Formulieren Sie die benutzte Induktionsprozedur sorgfiltig und ausfihrlich)

Aufgabe 2: 4 Punkte

Bestimmen Sie alle Losungen z € C der Gleichung

3_8-V2

Z = ;
1—1
und skizzieren Sie diese in der Gauflschen Zahlenebene.
(Tipp: Benutzen Sie die trigonometrische Darstellung von w := %Y?)
Aufgabe 3: 24341 Punkte

Sei (x,,) eine Folge reeller Zahlen.
a) Definieren Sie die Begriffe:

e (z,) ist konvergent.

e (z,) ist beschrankt.
b) Beweisen Sie die Implikation: (z,) ist konvergent = (z,,) ist beschrénkt.

c) Gilt auch die Implikation: (x,) ist beschrankt = () ist konvergent ?
(Begriinden Sie Ihre Aussage)

Aufgabe 4: 2+4 Punkte
o0

Sei P(z) := 3. ag(z — 20)* eine komplexe Potenzreihe.
k=0

a) Was wissen Sie {iber die Konvergenzeigenschaften von P(z)?

b) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihen

o0

P = Y () e



Aufgabe 5: 2+4 Punkte
Sei f: I C R — R eine reelle Funktion.

a) Wann nennt man f in xg € I stetig?
(Definieren Sie diesen Begriff mit dem ¢ — ¢ -Kriterium).

b) Beweisen Sie: Wenn f in xg € I stetig ist, dann gilt fiir jede Folge (x,) aus I, die
gegen x( konvergiert, dass die Bildfolge (f(x,)) gegen f(xo) konvergiert.

Aufgabe 6: 14+1+4 Punkte
Sei f: I C R — R eine reelle Funktion und zg € 1.

a) Definieren Sie, was es bedeutet, dass f in xg € I ein lokales Maximum annimmt.
b) Wann nennt man f in z¢ € I differenzierbar? (Definieren Sie diesen Begriff).

c) Es sei xg ein innerer Punkt von I, d.h. es existiert ein offenes Intervall («, ), so dass
xo € (o, 8) C I. Beweisen Sie:
Ist f in z differenzierbar und nimmt f in xy ein lokales Maximum an, so gilt

f'(z0) = 0.

Aufgabe 7: 6 Punkte

Bestimmen Sie alle lokalen und globalen Extremwerte der Funktion f : [-1,1] C R — R,
definiert durch

f(x) := arctan (%xZ - %x), Vo e [-1,1],

und geben Sie an, an welchen Stellen sie angenommen werden.

Aufgabe 8: 343 Punkte
Die Funktion f: RT — R sei definiert durch

f(z) := In(2?), r € R,

a) Bestimmen Sie das 2. Taylorpolynom T5(f,1)(x) von f im Entwicklungspunkt
Tro = 1.

b) Zeigen Sie, dass fiir alle > 1 die Fehlerabschétzung

[F(@) = T 1) (@) | < Sl — 1P

gilt.
Tipp: Die Lagrange-Form des 2. Restgliedes von f im Entwicklungspunkt zg lautet:

_ "

Ra(f.0)(w) = 1 ’

(1‘—.130) )

wobei £ eine Zahl zwischen xg und z ist.

Bewertung: Gesamtpunktzahl: 44 Punkte

ab Punkte | 40 | 38 | 36 | 34 | 32 | 30 | 28 | 26 | 24 | 22
Note 101,315,720 23]27[30]33]37]40




Losungen

Aufgabe 1:

Induktionsanfang: Die Ausage gilt fiir n = 1, da:
1o (—pttt
S 14z (T4

f'()

Induktionsschritt: n — n + 1: .
I.Vor: Es gelte fiir ein n € N: f(")(z) = % Ve (—1,+00).

nl-(=1)7+2

1. Bew:

d /(n—1)-(=1)"+!
%( (14 z)" )

= (n—1)-(—1)HL. CZ:(W)
= (=D(-1)"T (=)L +2) """
n!-(—1)"+2

S @) = (F) @) P

Aufgabe 2: Es sei w := %—‘_/?. Dann gilt

8vV2  8V2(1+1)
1—i  (1—4)(1+19)
= 8- ( cos(45°) +isin(45°) ).

;. L2 V2

(1+i):8-(7+27

Dann hat die Gleichung 2% = w die drei Losungen

2= V8- (cos (420 +k360°) + 4 sin (430 + k3600>> , k=0,1,2

3 3
d.h.
20 = 2-(cos(15°) 4 isin(15°)),
z1 = 2-(cos(135%) 4+ isin(135°)),
2

zo = 2-(cos(255°) 4 isin(255%)).




Aufgabe 3:

a) Die Folge (x,) heifit konvergent, wenn es ein = € R gibt, so dass gilt:
Fiir alle £ > 0 existiert ein ng € N so dass |z — z,| < ¢ fiir alle n > ny.
Die Folge (z,,) heifit beschriankt, wenn es ein C' > 0 gibt, so dass |z,| < C fiir alle
n € N.

b) Sei (z,) konvergent und = lim x,. Dann gibt es ein ng € N, so dass |z — z,,| < 1
n—oo

fiir alle n» > ng. Mit der Dreiecksungleichung erhalten wir die Abschatzung:
|zn| < |xn — x| +|z| <14 |z| Vn>no.
Folglich gilt fiir alle n € N:
|zn| < max{|z1]|,|z2l,. .., |[Tno—2]s |Tne-1], 1 + |2|} =: C.
Somit ist (x,) beschrénkt.

c¢) Nein. Gegenbeispiel: (x,) mit x,, := (—1)" ist beschrinkt, da |z,| =1Vn € N.
(z,) ist aber nicht konvergent, da —1 und +1 zwei verschiedene Haufungspunke von
() sind.

Aufgabe 4:

a) Es gibt eine offene Kreisscheibe Kr(z9) = {z € C| |z — 20| < R} vom Radius R um
2o (Konvergenzkreisscheibe), so dass gilt:
—  P(z) konvergiert absolut fiir alle z € Kpr(2)
— P(z) divergiert aufierhalb der abgeschlossenen Kreisscheibe, d.h. fiir alle z € C
mit |z — 29| > R.

Sei A := limsup {/|ag|. Fiir den Konvergenzradius R gilt dann:

k—o00

falls A € (0, +00),

falls A = 400,
+oo falls A = 0.

O >

k2
b) Sei ay := (%) . Dann gilt

k4+1\F%  k+1\k INF koo
k
fry _ — _ fry 1 —) — s
Vias] ( k ) < k ) ( Tk ¢
wobei e die Eulerzahl bezeichnet. Der Konvergenzradius Ry von Pj(z) ist somit:
Ry =1.
2k
k

Sei by, := %5. Dann gilt

Vbk| =

V- k- Ik 1-1-1

Der Konvergenzradius Rz von P (z) ist somit: Rg = %

= 2.




Aufgabe 5:

a) f heifit in xy € I stetig, wenn fiir alle ¢ > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir alle x €

gilt:
|z — x| <6 = |f(z)— f(zo)| <e.

b) Sei f in 2y € I stetig und (z,,) eine beliebige Folge in I, die gegen x( konvergiert.
Z.z. (f(zy)) konvergiert gegen f(zo).
Sei € > 0 beliebig gewahlt. Da f in x( stetig ist, existiert ein § > 0 so dass Va € I
gilt:

T—wol <6 = |f(@) - flao)l <e ()

Da (z,,) gegen xo konvergiert, existert ein ng € N so dass |29 — z,| < § Yn > nyg.
Wegen (x) gilt dann |f(xo) — f(zn)| < € Vn > ng. Folglich konvergiert (f(x,)) gegen
f (o).

Aufgabe 6:

a) f nimmt in zy € I ein lokales Maximum an, wenn es ein € > 0 gibt, so dass

f(zo) > f(x) Vaelmit|r— o <e.

b) f heifit in xg € I differenzierbar, wenn der Grenzwert

i L) = £0)

=: f'(xo)
T—x0 T — X

existiert.

¢) Da der Grenzwert des Differenzenquotienten existiert und zp ein innerer Punkt von
1 ist, gilt fiir den links- und rechtsseitigen Grenzwert:

fow) — 1@ =G0
T—x0 T — T
o @S0  J@) = fla)
1’—>acg T —Zo T—=T( T —To

Da f in z( ein lokales Maximum annimmt, existiert ein £ > 0, so dass

f@) = flwo) o

Vamit xg —e < x < x,

T — X
MSO Vamit zg < x < z9+ €.
T — xg

Folglich gilt fiir die einseitigen Grenzwerte

Flag) = tim L8 =@
Tz T — X0
:B—ma' €T — X

Daraus folgt f/(xzo) = 0.



Aufgabe 7: Es gilt arctan’(z) = H% Aus der Kettenregel folgt:

fa) = 1+(éx1— Lo? (x_%>

Kandidaten fiir lokale Extemstellen im offenen Intervall (-1, 1):

Monotonieverhalten von f:
f(x) >0 Vze <1 1}
27 Y
1
fl(x)<0 Vxe[—l,i).

Also ist f auf [—1, %) streng monoton fallend und auf (%, 1] streng monoton wachsend.
1

Folglich hat f in x = 5 ein lokales und globales Minimum, némlich

i) = arctan (5 = ) = artan (— ) = —aretan () <
— arctan 4 — arctan 3 == arctan 3 5

2 8
und in den Randpunkten x = —1 und xz = 1 lokale Maxima, ndmlich:
1 1
f(=1) = arctan (5 + 5) = arctan(l) = %,
1 1
f(1) = arctan <§ - 5) = arctan(0) = 0.
7 ist also das globale Maximum von f und wird in z = —1 angenommen.

Aufgabe 8: Fiir die Ableitungen gilt:

1 2
f/(.'II) = ?21‘: ;7
2
f”(l‘) = ?a
4
@) =
Folglich gilt fiir das 2. Taylorpolynom
B(£1) (@) = SO+ PO -1+ D @12 = 0426 1)~ (z-1)2 = 200 -1) - (- 1)
Fiir die Fehlerabschitzung erhilt man
[f(z) = To(f, (@) = [Ra(f,1)(2)]
= f6(§)(x - 1)3‘ fiir ein € € (1,x)
1 14
= 5 lgl k-
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