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Aufgabe 13

Wir betrachten zwei abzählbare Mengen A und B. Entscheiden Sie, ob die folgenden
Mengen höchstens abzählbar, abzählbar oder überabzählbar sind:

a) A×B,

b) A ∪B,

c) A ∩B.

Beweisen Sie Ihre Aussagen.
6 P

Aufgabe 14

Zeigen Sie, dass für alle n ∈ N und alle positiven reellen Zahlen a1, . . . , an gilt:

a1 + . . .+ an

n
≥ n

√
a1 · . . . · an ≥ n

1

a1
+ . . .+ 1

an

.

↑ ↑ ↑
arithmetisches Mittel geometrisches Mittel harmonisches Mittel

von a1, . . . , an von a1, . . . , an von a1, . . . , an

Zeigen Sie außerdem, dass in beiden Ungleichungen die Gleichheit genau dann eintritt,
wenn a1 = . . . = an.

Tipp: Sie können zum Beweis die Aufgabe 8c) benutzen. Setzen Sie dazu pn := a1 · . . . · an
und xi :=

ai
n
√
pn
.

6 P

Aufgabe 15

Zeigen Sie, dass für alle x, y ∈ R
+ und für alle n ∈ N die folgenden Ungleichungen gelten:

a) n
√
x+ y ≤ n

√
x+ n

√
y,

b) | n
√
x− n

√
y| ≤ n

√

|x− y|,

c) x−1

n
≥ n

√
x− 1.

Tipp: Sie können zur Lösung der Aufgabe die Binomische Formel und die Bernoullische
Ungleichung benutzen. 6 P

Insgesamt: 18 P
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