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Aufgabe 34

a) Wir beschreiben die Punkte des R3 durch Zylinderkoordinaten, d.h. wir betrachten

f : U := (0,∞) × (0, 2π) × R −→ V := R
3 \ ([0,∞) × {0} × R) mit

f(r, ϕ, z) := (r cos(ϕ), r sin(ϕ), z).

Zeigen Sie, dass f : U → V ein Diffeomorphismus ist.

b) Wir beschreiben die Punkte des R3 durch Kugelkoordinaten, d.h. wir betrachten

φ : U ′ := (0,∞) × (−π
2 ,

π
2 )× (0, 2π) −→ V = R

3 \ ([0,∞) × {0} × R) mit

φ(r, u, v) := (r cos(u) cos(v), r cos(u) sin(v), r sin(u)).

Zeigen Sie, dass φ : U ′ → V ein Diffeomorphismus ist.

Hinweis: Die Bijektivität von f und φ können Sie ohne Beweis voraussetzen, das hatten
wir in der Vorlesung geometrisch begründet. (Vollziehen Sie diese Begründungen beim
Nacharbeiten der Vorlesung für sich selbst nochmal nach).
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Aufgabe 35

Sei Ψ : R2 → R
2 die Abbildung

Ψ(x, y) := (xy, x4 − y4).

a) Zeigen Sie, dass Ψ um jeden Punkt (x, y) 6= (0, 0) ein lokaler Diffeomorphismus ist.

b) Bestimmen Sie für den (lokalen) Diffeomorphismus Ψ̃ := Ψ|U : U → V um den
Punkt (x, y) 6= (0, 0) die partiellen Ableitungen der Umkehrfunktion Ψ̃−1 : V → U

und das Differential (dΨ̃−1)Ψ(x,y) : R
n → R

n.

c) Ist Ψ : Rn → R
n ein globaler Diffeomorphismus?

8 P

—- bitte wenden —-
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Aufgabe 36

Wir betrachten die Abbildung φ : R2 → R
2

φ(x, y) := (2ex − x2, x+ y).

a) Zeigen Sie, dass φ bijektiv ist.
Tipp: Überlegen Sie sich zuerst, dass die Funktion φ1 : R → R mit φ1(x) := 2ex−x2

bijektiv ist.

b) Zeigen Sie, dass φ ein Diffeomorphismus ist.

c) Berechnen Sie die Jacobi-Matrix der Umkehrabbildung φ−1 im Punkt (2, 0).
8 P

Insgesamt: 24 P
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