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Aufgabe 9 1-Punkt-Kompaktifizierung

Es sei (X, τ) ein topologischer Raum und ∞ ein zusätzlicher Punkt (der nicht in X liegt).
Wir betrachten die Menge X∞ := X ∪ {∞} und die Mengenfamilie τ∞ ⊂ P(X∞)

τ∞ := τ ∪ {{∞} ∪ (X \ A) | A ⊂ X ist kompakt und abgeschlossen}.

Zeigen Sie:

a) (X∞, τ∞) ist ein topologischer Raum und für die auf X induzierte Toplogie gilt
(τ∞)X = τ .

b) (X∞, τ∞) ist kompakt.

c) Ist (X, τ) nicht kompakt, dann ist X ⊂ X∞ dicht.

d) (X, τ) ist lokal-kompakt und T2 ⇐⇒ (X∞, τ∞) ist T2.

e) (X, τ) lokal-kompakt mit abzählbarer Basis =⇒ (X∞, τ∞) hat abzählbare Basis.

Der topologische Raum (X∞, τ∞) heißt 1-Punkt-Kompaktifizierung von (X, τ) und der
Punkt ∞ heißt unendlich ferner Punkt.

Aufgabe 10

Wir betrachten R
n mit der von der Euklidischen Norm ‖ · ‖ definierten Topologie und

einen zusätzlichen Punkt ∞. Sei (xk) eine Folge in R
n. Zeigen Sie:

xk −→ ∞ in R
n
∞

⇐⇒ ‖xk‖ −→ +∞ in R.

Aufgabe 11

Zeigen Sie, dass die folgenden topologischen Räume homöomorph sind:

a) Sn und R
n
∞
.

b) S2, C∞ und CP 1.

c) S1, R∞ und RP 1.

Aufgabe 12

Ein topologischer Raum (X, τ) heißt lokal Euklidisch, wenn jeder Punkt x ∈ X eine Um-
gebung U(x) und einen Homöomorphismus ϕ : U(x) → V auf eine offene Menge V ⊂ R

n

besitzt. (Hier ist n eine feste Zahl).
Zeigen Sie: Ist (X, τ) lokal Euklidisch, dann gilt:

(X, τ) ist zusammenhängend ⇐⇒ (X, τ) ist bogenzusammenhängend.
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