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Aufgabe 30

Zeigen Sie, dass die Matrizengruppen SO(n), SL(n,R), GL(n,C), SL(n,C), U(n) und
SU(n) Lie-Gruppen sind und bestimmen Sie ihre Lie-Algebren und ihre (reelle) Dimensi-
on.

Aufgabe 31
Sei G eine Lie-Gruppe und X € X(G) ein linksinvariantes Vektorfeld auf G.

a) Sei 7. : I € R — G eine Integralkurve von X durch das neutrale Element e € G
und sei g € G. Zeigen Sie, dass v, : I — G,

Y(t) =g 7(t), tel,
eine Integralkurve von X durch g ist.

b) Sei I, der Definitionsbereich der maximalen Integralkurve von X durch e.
Zeigen Sie: Sind s,t € I, so gilt t + s € I, und Ye(s +t) = Ve () - Ve(t).

c) Zeigen Sie, dass X vollstindig ist.

Aufgabe 32

Sei M C R? eine Untermannigfaltigkeit des R?. Fiir zwei Vektorfelder X, Y € X(M)
definieren wir das Vektorfeld VxY € X(M) durch

peM +— (VxY)(p):=projryu X(Y)(p).
a) Begriinden Sie, dass VxY tatséchlich ein Vektorfeld auf M ist.

b) Untersuchen Sie, welche der folgenden fiinf Abbildungen Tensorfelder sind:

VY : X(M) — X(M),
X — VxY.
Vx: X(M) — X(M),
Y — VxY.
A: X(M) x X(M) x X(M) — X(M),
(X,Y, 2) s VxVyZ
B: X(M)xX(M)xX(M) — X(M),
(X,Y,Z) — VxVyZ —-VyVxZ.
R: X(M)xX(M)xX(M) — X(M),
(X,Y,Z) — VxVyZ = VyVxZ —VxyZ
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Aufgabe 33

Sei X ein Vektorfeld auf einer glatten Mannigfaltigkeit M und bezeichne {¢;}+cr seinen
FluB. Unter der Lie-Ableitung eines (k,0)-Tensorfeldes B auf M in Richtung X versteht
man das durch folgende Definition gegebene (k,0)-Tensorfeld Lx B:

d .
pPEM +— (LxB)p=—(¢iB)y| €TEOT,M). (%)

Begriinden Sie, dass () tatséchlich ein (k,0)-Tensorfeld auf M definiert und beweisen Sie
die folgenden Rechenregeln fiir die Lie-Ableitung von Tensorfeldern:

a) Lx(f-B)=X(f)-B+f-LxB.
b) Lx(Bl ® By) = LxB; ® By + By ® Lx Bs.

k
¢) (LxB)(X1,...,Xp) =X (B(X1,...,Xp) =2 B(Xy,..., Xi1, [X, Xi], Xipa, .., Xp).
=1

Hierbei bezeichnet B ein (k,0)-Tensorfeld, B; und By (k1,0) bzw. (k2,0)-Tensorfelder,
X, X1,..., X} glatte Vektorfelder und f eine glatte reell-wertige Funktion auf M.



