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Aufgabe 34

Sei n = k + l und bezeichne R
k,l den R

n, versehen mit dem Skalarprodukt

〈x, y〉k,l := −x1y1 − . . .− xkyk + xk+1yk+1 + . . . + xnyn,

wobei x = (x1, . . . , xn) und y = (y1, . . . , yn). Sei r > 0.
Wir betrachten die Hyperfläche

Sn
k (r) := {x ∈ R

k,l+1 | 〈x, x〉k,l+1 = r2} ⊂ R
k,l+1

mit der durch das Skalarprodukt 〈·, ·〉k,l+1 induzierten Metrik g, sowie die Hyperfläche

Hn
k (r) := {x ∈ R

k+1,l | 〈x, x〉k+1,l = −r2} ⊂ R
k+1,l

mit der durch das Skalarprodukt 〈·, ·〉k+1,l induzierten Metrik h.
Zeigen Sie:

a) (Sn
k (r), g) ist eine n-dimensionale semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit vom Index k.

b) (Hn
k (r), h) ist eine n-dimensionale semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit vom Index k.

Aufgabe 35

Wir betrachten die Lie-Gruppen G = SU(2) und G = SL(2,R) und definieren einen
Schnitt im Bündel der (2, 0)-Tensoren T (2,0)(G) durch

A ∈ G 7−→ BA ∈ T (2,0)(TAG)

wobei
BA(X,Y ) := 4 · Spur

(

(A−1 ◦X) ◦ (A−1 ◦ Y )
)

, X, Y ∈ TAG.

Zeigen Sie:

• −B ist eine Riemannsche Metrik auf G für G = SU(2).

• B ist eine Lorentzmetrik auf G für G = SL(2,R).

— bitte wenden —
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Aufgabe 36

Für eine komplexe Matrix A =

(

a b

c d

)

∈ GL(2,C) bezeichne FA : C∞ → C∞ die

Möbiustransformation

FA(z) :=

{

az+b
cz+d

falls z ∈ C,
a
c

falls z = ∞.

(H+, gH+) sei die Poincare-Halbebene

H+ := {x+ iy ∈ C | y > 0}, gH+ :=
1

y2
· (dx2 + dy2).

Zeigen Sie, dass die durch eine Matrix A ∈ SL(2,R) definierte Möbiustransformation FA

eine Isometrie der Poincaré-Halbebene (H+, gH+) auf sich selbst induziert.

Tipp: Benutzen Sie, dass F := FA holomorph ist, d.h.

∂F

∂x
(z) = F ′(z) und

∂F

∂y
(z) = i · F ′(z).

Aufgabe 37

Zeigen Sie, dass die stereographische Projektion ϕN : Sn \ {N} → R
n aus dem Nordpol

(siehe Aufgabe 6 und Aufgabe 14) eine konforme Abbildung ist, wenn man Sn ⊂ R
n+1

mit der induzierten Riemanschen Metrik gSn := 〈·, ·〉Rn+1 |X(Sn)×X(Sn) und R
n mit der

Euklididschen Metrik gRn := 〈·, ·〉Rn versieht.
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