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Besprechung in der Übung am 7.1.

Aufgabe 38

Sei B ein (k, 0)-Tensorfeld und X,Y glatte Vektorfelder auf M . Beweisen Sie, dass für die
Lie-Ableitung gilt:

L[X,Y ]B = (LX ◦ LY − LY ◦ LX)B.

Tipp: Benutzen Sie die Formel c) aus Aufgabe 33).

Aufgabe 39

Wir betrachten den R
4 mit den Euklidischen Koordinaten ϕ(x) = (x1, x2, x3, x4) und das

(2, 0)-Tensorfeld

g := dx1 ⊗ dx2 + dx2 ⊗ dx1 + f(x2, x3, x4) · (dx3 ⊗ dx3 + dx4 ⊗ dx4)

auf R4, wobei f eine positive glatte Funktion auf R3 ist.

a) Zeigen Sie, dass g eine Lorentz-Metrik auf R4 ist.

b) Zeigen Sie, dass das Vektorfeld X := ∂
∂x1

ein Killing-Vektorfeld auf (R4, g) ist.

Gilt das auch für das Vektorfeld Y := ∂
∂x2

?

Tipp: Benutzen Sie die Formel c) aus Aufgabe 33).

Aufgabe 40

Wir betrachten die Sphäre Sn ⊂ R
n+1 mit der durch das Euklidische Skalarprodukt

〈·, ·〉Rn+1 induzierten Riemannschen Metrik g.
Für v,w ∈ R

n+1 bezeichne Xv,w : Sn → R
n+1 die durch

Xv,w(p) := 〈v, p〉 · w − 〈w, p〉 · v, p ∈ Sn,

definierte Abbildung, wobei 〈·, ·〉 := 〈·, ·〉Rn+1 .

a) Zeigen Sie, dass Xv,w ein glattes Vektorfeld auf Sn ist.

b) Zeigen Sie, dass Xv,w ein Killing-Vektorfeld auf der Riemannschen Mannigfaltigkeit
(Sn, g) ist.

Tipp: Benutzen Sie die Formel c) aus Aufgabe 33).

— bitte wenden —
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Aufgabe 41

Sei (M,g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und ∇ eine kovariante Ableitung auf
M , für die gilt:

X(g(Y,Z)) = g(∇XY,Z) + g(Y,∇XZ) ∀ X,Y,Z ∈ X(M).

Sei γ : I → M eine glatte Kurve auf M und V und W Vektorfelder entlang γ. Beweisen
Sie, dass

d

dt
gγ(t)(V (t),W (t)) = gγ(t)

(∇V

dt
(t),W (t)

)

+ gγ(t)

(

V (t),
∇W

dt
(t)

)

∀ t ∈ I.

Beschäftigen Sie sich nochmal mit den Aufgaben der vorigen Übungsserien, die Sie
bisher noch nicht gelöst haben.
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