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Aufgabe 42

Sei V eine kovariante Ableitung auf M, X und Y Vektorfelder auf M und ~ die Integral-
kurve von X durch p € M. Beweisen Sie, dass sich die kovariante Ableitung V auf folgende
Weise durch die Parallelverschiebung Py entlang v ausdriicken 148t:

(@x)p) = 57T (Vo) |,

Tipp: Betrachten Sie eine Basis vi(t),...,vn(t) in TyyyM, die durch Parallelverschiebung
einer Basis vi, ..., v, von T,M entlang v entsteht und driicken Sie Y (vy(t)) in dieser Basts
aus.

Aufgabe 43

Wir betrachten die Sphire S? C R? mit der induzierten Riemannschen Metrik g und dem
Levi-Civita-Zusammenhang V zu g. Seien p = (0,0,1) der “Nordpol“ und ¢ = (0,0, —1)
der “Siidpol“ von S2.

Sei v € T),S? ein Einheitsvektor und v, : [0, 7] — S? die Kurve

Yo(t) :=sin(t) - v + cos(t) - p.

Zeigen Sie, dass v, eine Kurve auf S? ist, die p und ¢ verbindet und bestimmen Sie die

Parallelverschiebung
Py T,8° — T,5°

Tipp: Benutzen Sie, dass ein Vektorfeld Z € %7(52) genau dann parallelverschoben entlang
v bzgl des Levi-Civita-Zusammenhanges ist, wenn der Vektor Z'(t) fiir jeden Parameter t
ein Normalenvektor an S? im Punkt ~(t) ist. (Satz aus der Vorlesung).

Aufgabe 44

Sei F': (M,g) — (N, h) eine Isometrie zwischen semi-Riemannschen Mannigfaltigkeiten.
Fiir ein Vektorfeld X € X(M) bezeichne F, X € X(N) das induzierte Vektorfeld auf N:

(BX)(F(p)) = dFy(X(p)),  peM.

Zeigen Sie, dass fiir die Levi-Civita-Zusammenhinge V9 von (M, g) und V" von (N, h)
gilt:
F, (vgy) —Vh FY VXY e€X(M).

Tipp: Benutzen Sie die Koszul-Formel fiir den Levi-Civita-Zusmmenhang.

— bitte wenden —



Aufgabe 45

Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und f; M — R eine glatte Funktion
auf M. Der Gradient von f ist das durch folgende Bedingung definierte Vektorfeld grad f
auf M:

df (X) = g(grad f, X) VX eX(M).

Wir betrachten die Sphire S C R™*! mit der induzierten Riemannschen Metrik g. Sei
v € R"! und f, : S™ — R die Funktion

Jo(p) == (D, v)gn+1, peS™.
Zeigen Sie:

a) Der Levi-Civita-Zusammenhang VY auf (S, g) ist gegeben durch
(VEY)(p) = X(Y)(p) + (X(p), Y (p))gn+s -2,  p €S, XY €X(S").
b) Der Gradient von f, auf (S™,g) ist gegeben durch
grad fu(p) = v — (v,p)gns1 -p,  pES™.
c) Fiir alle Vektorfelder X auf S™ gilt:
Véerad f, = —f, - X.

d) grad f, ist ein konformes Vektorfeld auf (S, g), das fiir v # 0 kein Killingfeld ist.

Tipp: Benutzen Sie die Formel aus der Vorlesung, die die Lie-Ableitung durch den
Levi-Civita- Zusammenhang ausdriickt.



