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Aufgabe 46

Sei γ : I ⊂ R → R
n eine Frenetkurve mit den Krümmungen k

γ
j : I → R, j = 1, . . . , n− 1.

Zeigen Sie:

a) k
γ
j > 0 für j = 1, . . . , n− 2.

b) Sei ρ : J → I eine orientierungserhaltende Parametertransformation und γ̃ := γ ◦ ρ
die Umparametrisierung von γ mittels ρ. Dann gilt:

k
γ̃
j (s) = k

γ
j (ρ(s)), ∀ s ∈ J, j = 1, . . . , n− 1.

c) Sei T : Rn → R
n eine eigentliche Euklidische Bewegung, d.h. Tx = Ax+ x0, wobei

A ∈ SO(n) und x0 ∈ R
n. Dann gilt für die Kurve δ := T ◦ γ

kδj = k
γ
j , j = 1, . . . , n− 1.

Aufgabe 47

Sei γ : I → R
2 eine reguläre ebene Kurve mit der Krümmung k : I → R und c eine reelle

Konstante. Dann gilt

a) k = 0 ⇐⇒ γ(I) liegt auf einer Geraden.

b) k = c 6= 0 ⇐⇒ γ(I) liegt auf einem Kreis vom Radius 1

|c| .

Aufgabe 48

Sei γ : I → R
3 eine reguläre Raumkurve. Zeigen Sie:

a) Für die Krümmung k : I → [0,+∞) von γ gilt:

k = 0 ⇐⇒ γ(I) liegt auf einer Geraden.

b) Ist γ eine Frenetkurve, dann gilt für die Windung τ : I → R von γ

τ = 0 ⇐⇒ γ(I) liegt in einer Ebene.

c) Ist γ eine auf Bogenlänge parametrisierte Frenetkurve mit τ(t) 6= 0 für alle t ∈ I.
Dann gilt:

γ(I) liegt auf einer Kugeloberfläche, d.h. es existiert ein M ∈ R
3 und ein r ∈ R

+, so
dass ‖γ(t) −M‖ = r für alle t ∈ I , genau dann, wenn

τ

k
+

(
1

τ
·
(1
k

)′
)′

= 0.

— bitte wenden —
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Aufgabe 49

Eine Frenetkurve γ : I → R
3 heißt Schraubenlinie, wenn sie (ggf. nach Umparametrisierung

und Anwendung einer Euklidischen Bewegung) die Form

γ(t) = (r cos(t), r sin(t), ht), t ∈ I

hat, wobei r > 0 und h ∈ R.
(D.h. γ schraubt sich mit konstanter Winkelgeschwindigkeit um einen Zylinder vom Radius
r und dabei mit konstanter Geschwindigkeit in Richtung der Zylinderachse.)

Eine Frenetkurve γ : I → R
3 heißt Böschungslinie, wenn es einen Vektor v0 6= 0 im R

3

gibt, so dass der Winkel ∠) (v0, γ
′(t)) konstant ist.

(D.h. die Kurve γ läuft eine Böschung in konstanter Richtung entlang.)

Zeigen Sie:

a) γ : I → R
3 ist eine Schraubenlinie genau dann, wenn die Krümmung k und die

Windung τ von γ konstant sind.

b) γ : I → R
3 ist eine Böschungslinie genau dann, wenn das Verhältnis τ

k
konstant ist.
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