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8.1 Das Problem der Volumendefinition fiir Teilmengen
des R"

In Kapitel 7 hatten wir das Riemann-Integral von Funktionen einer Variablen benutzt, um
den Flicheninhalt gewisser Teilmengen des R? zu definieren und zu berechnen. Wir wollen
uns nun mit der Frage beschiftigen, ob man fiir jede Teilmenge A des R™ ein Volumen p(A)
definieren kann, so daf} eine Reihe verniinftiger Figenschaften erfiillt sind? Zum Beispiel
soll das Volumen einer ’klassischen Fiche’ im R? ihr geometrischer Flicheninhalt sein und
das Volumen eines ‘klassischen Korpers’ sein geometrisches Volumen. Wir stellen an eine

Volumenfunktion p auflerdem die folgenden ’'verniinftigen” Forderungen. u sei eine Funktion
p: ACR" — pu(A) = Volumen von A € [0,00) U {o0}
mit den folgenden Eigenschaften:
(1) Ist A C B, so gilt u(A) < p(B) (Monotonie).

(2) w ist translationsinvariant, das heifit fiir zp € R™ gilt pu(A + x0) = p(A).

(3) Ist W =[a1,b1] X ... X [an, b,] ein Wiirfel im R™, so gilt u(W) = ] (b; — a;).

=1

(4) Sind Aq, Ag, ... disjunkte Teilmengen, so gilt u( |J An) = > p(A,) (o-Additivitét).
1

n= n=1

Satz 8.1 Es existiert keine Funktion p : P(R™) — [0, 00] mit den Eigenschaften (1)-(4),
das heifit ein n—dimensionales Volumen fiir alle Teilmengen des R™ kann nicht definiert

werden.

Beweis: Angenommen p : P(R™) — [0, 00] wire eine Abbildung mit den Eigenschaften
(1)-(4). Wir betrachten auf dem Wiirfel [0,1]" C R” folgende Aquivalenzrelation

r~y & r—yeQn.

Sei A C [0,1]" eine Teilmenge des Wiirfels, die aus jeder dieser Aquivalenzklassen genau ein
Element enthélt. Wir betrachten die Menge

B := U A+ {r}.
re[—1,1]"NQ"
Da Q™ abzidhlbar ist, ist B die Vereinigung abzéhlbar vieler Mengen.
(1) Ist ry # 7o, so folgt A+ {r1} N A+ {ro} =0, das heifit B ist eine disjunkte Vereinigung.

Angenommen es ist b =a + 11 = o’ + rs fiir a,a’ € A, dann folgt
a—ad =r—71€Q" = a~d = a=4d.

Somit ist r1 = 79, was im Widerspruch zur Annahme steht.
(2) Man sieht leicht ein, dass [0,1]" C B C [—1,2]". Wegen der Monotonie von 4 gilt dann
1 < u(B) < 3™ Wegen der o—Additivitit und Translationsinvarianz gilt dann auch

1< S wA+{r}) < 3"
reQrn[—1,1]"

= > n(A)

reQPN[—1,1]7




u(A) wird dabei unendlich oft summiert. Dies geht nicht fiir 0 < p(A4) < oo, wir haben
folglich einen Widerspruch erhalten. O

Ausweg: Man definiert ein “n—dimensionales Volumen” nicht fiir alle Teilmengen, sondern

nur fiir eine bestimmte Auswahl von Teilmengen.

(1) Jordansches Volumen: u(A) wird fiir bestimmte beschréinkte Teilmengen A C R™ de-

finiert. Dies ist die historisch erste Variante zur Prézisierung des Volumenbegriffes.
Zwar ist sie heute iiberholt, oft aber dennoch sehr praktikabel. Entspechend dem zur
Zeit giiltigen Studienplan werden wir in Analyis IIla zunéichst diesen Volumenbegriff

verwenden.

(2) Lebesgue-MaB: Definition des Volumens fiir groBlere Klassen von Teilmengen, z.B. auch

fiir unbeschrinkte. (Dies behandeln wir in Analysis IIIb).

8.2 Das Jordansche Volumen

Sei W = [ay,b1] X ... X [an,b,] C R™ ein Wiirfel. Das Volumen das Wiirfels definieren wir

als

Definition. Eine Zerlequng des Wiirfels W ist ein n—Tupel P = (Py,...,Pn) von Zerle-
gungen Py, der Intervalls [ay, bg].

Sei P = (P1,...,Py) eine Zerlegung von W mit P, = {ar = zko < 1 < ... < Tgn, = b}
Durch

ba
Wal...an = [$1a1—17m1a1] X ... X [xnan—hxnan]
fiir 1 < «; < N; werden kleinere Wiirfel definiert, die 22
W zerlegen. Somit ergibt sich fiir den Wiirfel
Ny Ny, Ta1
wo=UJ ... U Waran
a;=1 an,=1
a2
vol(W) := Z vol(Way . .a,)- a T11 by
1.0
Definition. Die Zerlequng P’ = (Py,...,Pl) heifit Verfeinerung der Zerlegung

P=(P1,...,Pn) von W, falls Pj, > Py, fiir alle k € {1,...,n}.

Ist P’ eine Verfeinerung von P, so schreibt man P’ > P.

Durch eine Verfeinerung wird W weiter in kleinere Wiirfel durch neue Teilungspunkte zerlegt.



Sei A C R™ beschrénkte Teilmenge. Wir wéhlen
einen Wiirfel W C R™ mit A C W. Sei P eine o
Zerlegung von W. Dann gilt

S(A,P) = Z vol(Wa, ..o, -
Way...anNcl(A)#0 ~
SAP):= > wvol(Way, a,) -

WaluAanCInt(A)

Dann folgt aus der Definition
e S(A,P) <T(A,P).
e Gilt P’ > P, so folgt S(A,P) < S(A,P") < S(A,P') < S(A,P).

e Sind P, P zwei Zerlegungen von W, dann gilt S(A,P) < S(4,P).

Definition. Sei A C R" beschrinkte Teilmenge und W C R"™ ein Wiirfel mit A C W.

Dann heifst vol(A) := supp S(A,P) inneres Volumen von A und vol(A) := infp S(A,P)

dufleres Volumen von A.

Diese Definition ist offensichtlich unabhéngig von der Wahl des Wiirfels W. Ist A € R"
beschrankt, so gilt

0 < wol(A) < wol(A) < Ho0.

Definition. Eine beschrinkte Menge A C R™ heifit Jordan-mefbar, falls vol(A) = vol(A)
gilt. In diesem Fall heifit

das Jordan—Volumen von A.

Im folgenden bezeichnen wir mit J(R™) die Menge der beschrinkten, Jordan—mefbaren

Teilmengen des R™.

Offensichtlich gilt
e Sind A,B € J(R™) mit A C B, so gilt vol(A) < vol(B).

e Ist A C R™ beschrinkt und vol(A) = 0, so ist A Jordan-meBbar und es gilt vol (A) = 0.

Definition. Eine beschrinkte Menge A C R heifit Jordansche Nullmenge, falls vol(A) = 0.

Jordansche Nullmengen sind also Jordan-mefbar und haben das Jordan-Volumen 0. Jede

Teilmenge einer Jordanschen Nullmenge ist ebenfalls eine Jordansche Nullmenge.

Beispiel: In Kapitel 7 haben wir den Begriff der Lebesgue’schen Nullmenge kennengelernt.
Diese beiden Begriffe unterscheiden sich, wie das folgende Beispiel zeigt. Wir betrachten



dazu die Menge A :=QnN0,1] C R. A liegt im 1-dimensionalen Wiirfel [0, 1].
Sei 0 =1ty <t1 <...<t, =1 eine Zerlegung von [0, 1]. Dann gilt

d(A)=[0,1]NI#0, und Iy ¢ Int(A) Vke{l,...,n}.
=0

n

Nach Definition folgt dann wvol(A) = > vol(I) = 1 und wvol(A) = 0. Folglich ist A keine
k=1
Jordansche Nullmenge und auch nicht Jordan—mefbar. Da A abzihlbar ist, ist A aber eine

Lebesgue’sche Nullmenge.

Die folgenden Eigenschaften Jordan—mefibarer Mengen nennen wir (aus Zeitgriinden) ohne

Beweis. Den Beweis iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

Satz 8.2 (Kriterium fiir Jordan—Mef3barkeit) Fiir jede beschrinkte Menge A C R™
gilt
vol(A) — vol(A) = vol(DA).

Insbesondere ist die beschrinkte Menge A C R™ genau dann Jordan—mej$bar, wenn der Rand
OA eine Jordansche Nullmenge ist, das heifit wenn vol(OA) = 0.

Fiir Jordan-mefibare Mengen kann man mit diesem Kriterium die folgenden Eigenschaften

beweisen.
Satz 8.3 (1) Ist W C R™ ein Wiirfel, so ist W € J(R").
(2) Sind A,B € J(R"), so gilt AUB, AN B, A\B € J(R").

(3) Gilt Ae JR") und xg € R", so ist A+ x9 € J(R™).

Satz 8.4 Das Jordan—Volumen vol : J(R™) — [0, 00) hat folgende Eigenschaften
(1) W =[a1,b1] X ... X [an,b,] = vol(W) =[], (b; — a;).
(2) AcCc B, A,Be JR") = wvol(A) C vol(B).
(3) wol ist translationsinvariant, das heifit aus A € J(R™) folgt vol(A + o) = vol(A).

(4) Sind A1, Ag, As, ... € J(R"™) paarweise disjunkte Mengen und A= |J A, € J(R"),
1

n=

118

so ist vol(A) = vol(Ay) . (eingeschrinkte o—Additivitit).

n=1

Folglich definiert das Jordan—Volumen eine Abbildung

p:JR") — [0,00)
A — wol(A)

mit den Eigenschaften (1)-(4) aus Abschnitt 8.1.

Zur Berechnung des Volumens Jordan-mefbarer Teilmengen im R™ benutzt man das
Riemann—Integral fiir Funktionen mehrerer Veréinderlicher, das wir im néchsten Abschnitt

einfithren wollen.



8.3 Integration beschrinkter Funktionen mehrerer Ver-

aAnderlicher

Sei W C R™ ein Wiirfel und f : W C R® — R! beschrinkt. Sei P eine Zerlegung des
Wiirfels W mit den Teilwiirfeln Wy, 4, . Die Obersumme von f beziiglich P ist

S(fWP) = Y sw(fiw, ) vol(Way . a,).

Way...an

Die Untersumme von f beziiglich P ist

S(fW,P)i= > inf(f,,

Way...an

) - vol(Way . ay )-

1---Qn

Dann gilt
(1) 8(f,W,P) < S(f,W,P).
@) P'>P = S(f.W,P) < S(f,W,P') < S(f,W,P") < S(f,W,P).

(3) Sind P, P’ zwei Zerlegungen von W, so ist S(f, W,P) < S(f, W, P").

Definition. [ f:= supS(f,W,P) heifit unteres Riemann—Integral von f iber W,
72 P

ff me (f,W,P) heifit oberes Riemann—Integral von f iber W.

Aus der Eigenschaft (3) folgt die Existenz des oberen und des unteren Riemann-Integrals
und die Ungleichung

S(f,W.P) /f /f < S(1W.P).
Definition. FEine beschrinkte Funktion f : W — R heifst Riemann—integrierbar tiber W,

falls B
4 f= VJ .

Diese Zahl heifit Riemann—Integral von f tber W und wird mit

[1=[@a
w w

bezeichnet. Dabei ist x = (x1,...,2,) € R™.

Mit R(W;R) bezeichnen wir die Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen iiber dem
Wiirfel W. Aus der Definition folgt dann unmittelbar

Satz 8.5 (Riemannsches Integrierbarkeitskriterium) Sei W ein Wiirfel im R™. Eine
beschrinkte Funktion f : W — R ist genau dann Riemann—integrierbar, wenn fir allee > 0

eine Zerlequng P von W ezistiert, so daf

g(f:wp)_ﬁ(famp) <e

EN|



Wir beweisen in den folgenden Sdtzen wichtige Eigenschaften fiir das Riemann-Integral.

Satz 8.6 Sei W ein Wiirfel im R™, f : W — R beschrdinkt und Riemann—integrierbar
und h:R — R stetig. Dann ist ho f: W — R ebenfalls Riemann—integrierbar.

Beweis: Da f beschriinkt ist, existiert ein m € R, so da} gilt f(W) C [ — m,m]. Da
h: R — R stetig und [ — m,m] kompakt ist, ist h gleichmifig stetig auf [ — m, m]. Das
heifit, fiir alle & > 0 existiert ein § > 0, so daB fiir alle ¢, s € [ — m,m] gilt

[t —s] <6 = |h(t) —h(s)] <e (x).

Sei K := sup{|h(t)| | t € [ —m,m]} und ein € > 0 gegeben. Da f € R(W,R), existiert eine
Zerlegung P von W mit
R 52
suwp) > [1-5. Suwe) < [1+5,
w w
wobei 0 > 0 aus (%) mit 6 < e gewidhlt wurde. Folglich gilt nach Definition von P
S(f,W,P) = S(f.W,P) = > (sup(f},,.) — inf(fj,,.)) - vol(W*) < 62,
W=eP
wobei W* die Teilwiirfel von W bezeichnen. Wir unterteilen nun P in zwei Familien von

Wiirfeln

P ={W* € P| sup(f,.)—inf(f,.) <o}, P2={W* € P| sup(f),.)—inf(f},.) > d}.

Dann gilt
5 . Z ’UOZ(W*) S Z (Sup(f‘w*) — ll’lf(f‘W* )) . UOZ(W*)
W*ePa W*ePy
< 3 (up(fi,.) —inf(fi,,.)) - vol(W*) < 82,
W*eP

Alsoist > wol(W*) < 4. Ist W* € Py, so folgt aus (x)
WPy

sup(h o f,.) —inf(ho f.) <e.
Daraus ergibt sich

S(ho f,W,P) = S(ho f,W,P) = > (sup(ho f,.)—inf(ho fi,.)) - vol(W*)
W*ePy

+ Y (sup(ho fi,.) —inf(ho f,.)) - vol(W*)
WHePy

- E vol(W*)+2-K -0 <e-(vol(W)+2K).
—_———
W*ePy

konst.

IN

Also existiert fiir alle € > 0 eine Zerlegung P von W, so dafl
S(ho f,W,P)—S(ho f,W,P) < ¢ (vol(W) + 2K).

Somit ist h o f Riemann—integrierbar. |



Satz 8.7 Seien f,g: W C R®™ — R beschrdnkte, Riemann—integrierbare Funktionen auf
einem Wiirfel W. Dann gilt

(1) Fiir reelle Zahlen Ay und Ay ist die Funktion A1 f+MXag ebenfalls Riemann—integrierbar
und es gilt

Al/f(x) dac—l—)\g/g(x)dx:/(Alf(ac)+)\29(x))dx.
w

w w

(2) Das Produkt f-g: W — R ist Riemann—integrierbar.

(3) |f]: W — [0,00) ist Riemann—integrierbar und es gilt

%fls!m.

(4) Ist f < g, s0gilt [ f< [g.
w w

Beweis: (1) Seien f,g € R(W;R), ¢ € R. Es geniigt f + g und ¢- f € R(W;R) zu zeigen.
Es gilt

S(f+g,W,P) = Y inf(f+g,.) vol(W*)
W+eP

> (inf fi,,. +infgy,.) - vol(W*) = S(f,W,P) + S(g, W, P).
W*eP

Y

Analog ergibt sich S(f + g, W,P) < S(f,W,P) + S(g, W, P) und es folgt somit

/f+/g§/f+g§/f+g§/f+/g-
w w w w w

w

Da f und g Riemann-integrierbar sind, folgt

/f+g=/f+g, also f 4+ g € R(W;R).
W w

Desweiteren gilt S(cf, W,P) = c¢-S(f, W, P) und S(cf, W, P) = c-S(f, W, P) fiir ¢ > 0. Also

" /cf:c/f und 70f:C7f
W W w

w
und folglich ¢f € R(W;R). Fiir ¢ < 0 ergibt sich durch analoge Rechnung ebenfalls
cf € R(W;R).
(2) Esgilt f-g=1((f+9)*—(f—9)?). Da f,g € R(W;R) ist und h(z) = 2? stetig ist,
folgt aus (1) und Satz 8.6, dafl f - g Riemann—integrierbar ist.
(3) x — |z| ist stetig. Da f € R(W;R) ist, folgt mit Satz 8.6, daBl |f| € R(W;R) gilt. Der
Rest der Behauptung folgt unmittelbar aus der Definition. m|

Der folgende Satz zeigt, wie man das Volumen einer Jordan-mefbaren Menge A C R™ durch

das Riemann-Integral ausdriicken kann.



Satz 8.8 Sei A C R" eine Jordan—-meflbare Menge und W ein Wiirfel im R™, der A enthiilt.
Mit xa : W — R bezeichnen wir die charakteristische Funktion von A, das heifit die

XA(I)S—{l reA

Funktion

0 z¢gA.
Dann ist xa ist iber W Riemann—integrierbar und es gilt

/XA = vol(A).

w

Beweis: Sei P eine Zerlegung von W. Dann gilt

S(xa, W,P)= Z sup(xa|w=)vol(W*) = Z vol(W*) < Z vol(W*) = S(A,P),

WH*eP W=*NA#D W*NAZ)
S(xa,W,P)= Z inf(x a|w~)vol(W*) = Z vol(W*) > Z vol(W*) = S(A,P).
WrePp W+CA W+ CInt(A)

Somit gilt S(A,P) < S(xa, W,P) < S(xa, W,P) < S(A,P) und folglich

vol(4) = sup S(4,P) < sup S(xa, W.P) = [ xa
P P

< [ xa =infS(xa, W,P) < i%fg(A,P) = vol(A).

P

S|

Da A Jordan-meBbar ist, gilt vol(A) = vol(A) = vol(A) und somit

VZ / [ xa = woita

w

a

Definition. Sei A C W Jordan-mefbar und f : W — R Riemann—integrierbar. Nach
den Sdtzen 8.7 und 8.8 ist x4 - [ Riemann—integrierbar. Unter dem Integral von f dber A

verstehen wir die Zahl

[ f@dei= [(-xa)@)da.

A w

Insbesondere gilt fiir das Volumen einer Jordan-mefibaren Menge A C R"

vol(A) = / 1dz.

A

Die Rechenregeln von Satz 8.7 gelten auch fiir das Integral tiber A. Fiir des mehrdimensio-
nale Riemann-Integral gelten analoge Eigenschaften, wie wir sie in Kapitel 7 bereits fiir das

Riemann-Integral fiir Funktionen einer Variablen bewiesen haben.

Das Lebesguesche Integrierbarkeitskriterium

Definition. A C R™ hat das Lebesgue—Mafl Null (1(A) = 0), wenn fir alle ¢ > 0 eine Folge
von Wiirfeln W1, Ws, ... € R™ existiert, so dafs

10



(1) Ac @ Int(W,),

(2) il vol(W,) < ¢

Die folgenden Aussagen iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

e Ist A, Ay, As,. .. eine Folge von L-Nullmengen, so gilt u( G A,) =

e Jede abzdhlbare Menge A C R™ hat Lebesgue-Mafl Null. =t

e Ist H C R™ eine Hyperfliiche, so ist u(H) = 0.

e Ist A C R™ kompakt und vom Lebesgue-Mafl Null, so ist A Jordansche Nullmenge.

Satz 8.9 (Lebesguesches Integrierbarkeitskriterium)
Eine beschrinkte Funktion f: W — R ist genau dann Riemann—integrierbar iber W, falls
die Menge ihrer Unstetigkeitsstellen das Lebesque—Mafl Null hat.

Beweis: Analog zum eindimensionalen Fall. O

Folgerung Ist f: W — R beschrankt und hat f hdchstens abzdhlbar viele Unstetigkeits-

stellen, so ist f Riemann—integrierbar.

Satz 8.10 Seien f, : W — R Riemann—integrierbare Funktionen, n € N, und konvergiere

die Funktionenfolge (f,) gleichmdfsig gegen f. Dann ist f Riemann—integrierbar und es gilt

lim fn dx—/f

n—oo

Beweis: Sei ¢ > 0 gegeben. Da die Folge (f,,) gleichmiflig gegen f konvergiert, existiert ein
ng, so daf} fiir alle n > ng und alle z € W

flz) —e < fulx) < fz) +e
Also gilt fiir jede Zerlegung P von W und alle n > ng
S(f,W,P) < S(fn, W, P) +¢-vol(W), S(f,W,P) > S(fn, W, P) ~ e -vol(W).

Da f,, Riemann—integrierbar ist fiir alle n € N, folgt

Zfsvlfwg.wz(w), W/fZVan_g.UOZ(W) das e ()

und wir erhalten

0</f /f<25 vol(W) Ve >0, also / =

w

S

%\\

Folglich ist f Riemann—integierbar. Aus (x) folgt weiterhin

/fn—s-vol /f</fn+5 vol (W) Vn > no(e).
w

= [ [ f= | ful <2e-vol(W) Vn > ng(e).
[~

11



Daraus folgt lim [ f, = [ f. O

[ee]
Folgerung Sind fi, f2,... : W — R Riemann—integrierbar und ist f(z) = > fn(x)

gleichmdfig konvergent, so ist f Riemann—integrierbar und es gilt

/f(x) do = i/fn(:c)da:.
1% n=ly,

Satz 8.11 (Mittelwertsatz) Sei f: W — R stetig, g : W — R Riemann—integrierbar
und g > 0. Dann ezistiert ein xog € W mit

[ 1@ de = fo) [ gla)da.

Insbesondere existiert ein yo € W mit
[ @)z = fan) - vol().
4%

Beweis: Analog zum eindimensionalen Fall. O

In den folgenden beiden Abschnitten werden wir Methoden kennenlernen, mit denen man
die Berechnung des mehrdimensionalen Riemann-Integrals auf die Berechnung des Integrals

im 1-dimensionalen Fall zuriickfithren kann. Die Methoden fiir letzteres haben wir in Kapiel
7 behandelt.

8.4 Der Satz von Fubini

Satz 8.12 (Satz von Fubini (Spezialfall))

Seien W1 C R™ und Wy C R™ Wiirfel im R™ bzw. im R™. Dann ist W1 x Wy ein Wiirfel im
R™*™, Sei weiterhin f : Wi x Wy — R eine beschrinkte, Riemann—integrierbare Funktion,
x € Wy fiziert und g, : Wo — R definiert durch g,(y) := f(x,y). Wir setzen

U = [ atydy= [ 1wy
e e

O(x) = /gx(y)dy=/f(x,y)dy-
Wo Wo

Dann sind die Funktionen U,O : W7, — R Riemann—integrierbar und es gilt

[ 1= [uwi= [(] f@paya.

W1 xWs Wy W
/ U / O(z) de = / (7f(f€7y)dy)dx.
Wi x Wa Wy W W

12



Bevor wir den Satz von Fubini beweisen, machen wir zunéchst noch einige Bemerkungen zu
diesem Satz.

Bemerkung 1: Ist f: W; x Wy — R beschrinkt und Riemann—integrierbar, so muf3
gz : Wo — R nicht unbedingt Riemann—integrierbar sein. Das heifit, man kann [ g, und
Wo

J g, im allgemeinen nicht durch [ g, ersetzen. Wir betrachen dazu das folgende Beispiel.
W2 W2

Sei f:]0,1] x [0,1] — R gegeben durch

1 x irrational
flx,y) = 1z rational, y irrational

1-L1 = %, 1y rational,

wobei p und ¢ teilerfremd sind. Die Menge A = (Q x Q) N ([0, 1] x [0,1]) ist die Menge der
Unstetigkeitsstellen von f. Da A das Lebesgue-Maf3 Null hat, ist f Riemann-integierbar. Ist

nun z irrational, so ist g, = 1 und somit Riemann—-integrierbar. Ist andererseits x rational,

so ist
1 y irrational
1 .
gz(y) =4 1— p x = %, (p,q) = 1, y rational.
——
konst.

Folglich ist g, (auch Dirichlet—Funktion genannt) in keinem Punkt stetig und somit nicht
Riemann-integrierbar. Es gilt aber

1
1 x irrational
U(z) =/gz(y)dy= { )

s =2 (ho=1

o

Somit ist ¢ Riemann—integrierbar, da die Menge der Unstetigkeitsstellen QNI0, 1] entspricht.
Es gilt nun

= [ U(x)dx = inf{S(U,P)} = inf up(f, ) L(Ix) = inf L([0,1]) = 1.
/ O/() B (S(P)) = > sup(s,) A = g E(0.1)

[0,1]x[0,1] -1

Bemerkung 2: Ist f: Wi x Wy — R stetig, so ist g,(y) := f(z,y) stetig und folglich
auch Riemann—integrierbar. Somit gilt

Ux) = / 9:(y) dy = /f(x,y)dy = /W 9:(y)dy = O(z),
LW, Wa P!

/ flz,y) = /(/f(x,y)dy)dx-

Wi xWs Wy W

also

Ist f: W =Ja1,b1] X ... X [an,by] — R stetig, so folgt durch mehrmaliges Anwenden
dieser Bemerkung die folgende iterierte Formel fiir die Integralberechnung:

b1 b2 bn—l

/f(x)dx = / / / < abn f(xl,...,xn)dxn> drp_1...| dz;.
w 2 Gn-1 "

ai
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Dies ist die Formel fiir das iterierte Integral. In diesem Fall kann man das Integral von

f also sehr einfach auf das Integral fiir Funktionen einer Variablen zuriickfithren und

berechnen.

Beweis des Satzes von Fubini: Sei P = (Py,...,P,) eine Zerlegung von Wi mit den
Teilwiirfeln W*, P = (?517 e ,75m) eine Zerlegung von Wy mit den Teilwiirfeln W**. Dann
ist @ := (’P775) eine Zerlegung von Wy x W5 mit den Teilwiirfeln W* x W** und es gilt

S(EWLx Wo, Q) = > inf(f .y J0OL (W Yool (W*).
WHeP, W**eP

Ist x € W*, so gilt inf(f),,. ) < inf(gy|w=~). Fiir festes W* und = € W* gilt nun

R
Y ([l g JOOUW™) < Y7 inf(galwes Jool(W™) = S(gs, Wa, P) < /gw =U(z).

WP WP W

Daraus folgt

> nf( e e 0OUW) < inf{Ud(z) | 2 € W*}, also
WrreP

S(f, W x Wo, Q) < Y inf{U,. Jvol(W*) = SU, W1, P) ().
WxeP

Analog zeigt man, dafl S(f, W1 x Wy, Q) > S(O, Wy, P) (). Somit erhalten wir
ﬁ(f7 Wl X WQa Q) S S(U,Wl,P) < E(valvp) S S(Oa lep) S S(fv Wl X W27 Q)
Da f auf W7 x W5 integrierbar ist, folgt

| s- sup S(/. Wi x W, @) = inf S(£.W7 x W2, Q)

W1 XW2

Da sup S(U, Wy, P) = inf S(O, W1, P) = inf S(U, Wy, P) ist, gilt

supﬁ(U,Wl,P):i%fg(u,Wl,P):/f und sup S(O, W1, P) = meO WL, P /f
s W1><W2 P W1><W2

Folglich sind U, O : W; — R Riemann-integrierbar und es gilt

R e ey e

W] XWQ 1 V[/2 W] W2

Offensichtlich gilt der gleiche Beweis, wenn man die Rollen von W7 und W5 vertauscht. Wir
erhalten deshalb

Folgerung 1 Ist f : W1 x Wy — R Riemann—integrierbar, so gilt

[ =] /fxydy dw—/<wfxy dz | dy,

W1 X W2 W1 2

[ 1 7f(x,y>dy do= [ | [ sewiz| ay

Wl X W2 Wl 2 W2 Wl

14



Ist insbesondere f: Wy x Wy — R stetig, so gilt

/fa?y dy dw—/(w f(z,y)dz | dy,

das heifst / f kann durch die iterierten Integrale berechnet werden, wobei die Reihen-

W1 X W2
folge der Integration beliebig ist.

W1 ><W2

Folgerung 2 Sei A C R" eine beschrdinkte, Jordan—mefsbare Teilmenge, ¢ € R und die
Menge
Ac:={(z1,...,2n_1) | (Z1,...,Tn_1,¢) € A} CR"!

Jordan—mefbar fiir alle c € R (oder §).

Sei f: AC Wy XJer,e0] CR® — R stetig. Dann
gilt

/f(a:)dxz/(A flxy, .o xp_y,¢)dey .. den,—1 | de,
A cy ¢

wobei [c1,ca] C R ein Intervall ist, so daff A, = 0 fiir
alle ¢ & [c1, ca].

Beweis: Sei [ f(z)dz := [ xaf, wobei W ein Wiirfel ist, der A enthélt. Wir wéhlen
A W
W = Wi X [c1,c2], Wi C R*! als den Wiirfel, der alle A, enthilt. Mit Satz 8.12 folgt dann

[ o= /ﬂtmf W—//XUZbdw
A

W1><[(11 ('2 c1 Wy

wobei y = (21,...,2,-1). Es ist y € A, genau dann, wenn (y,c) € A. Somit gilt xa(y,c) =
X4, (y) und wir erhalten

/} M—//M %@@w=j4ﬂwwmw
c1 Ac

Cc1 W1

Folgerung 3 (Das Prinzip von Cavalieri)
Insbesondere gilt unter den Voraussetzungen der vorhergehenden Folgerung

C2

vol(A) = /vol(Ac) de.

C1

Beispiel 1: Wir betrachten die Abbildung
f:[0,1] x[0,1] — R
(x,y) — flz,y) =2 +y"
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und berechnen das Integral von f iiber [0, 1] x [0, 1]:

/1(/1(962 +y") dz) dy

1
(G2* +y'o)lt) dy

f

[0,1]x[0,1]

1
(g +yh)dy

+

Il
Wik O O~

ol =
—
[

Beispiel 2: Nun betrachten wir die Abbildung
FiA={(y) R [a?+y2 <1} — R
(@,y) — flz,y) =z +y.

Der Rand von A, die Menge 04 = {(z,y) | f(z,y) = 2> +y?> — 1 = 0} = S, ist eine
kompakte Hyperfliche im R2. Somit ist A kompakt, vom Lebesgue-Maf Null und damit

Jordansche Nullmenge. Also ist A Jordan—mefbar und wir kénnen rechnen

/f(w,y)dwdyzj(/f(a:,c)dx)dc.
A

1A,
Da
Ac={zeR |22+ <1} =[-V1-, V1=
folgt
T—c2
/f(x,y)dxdy = | ( / (x 4+ ¢)dx)de
A Y

1 e
(5.%2 +cx|7%) dc

2c\/1 - c2de

I
e L—

0 1
= 2/0\/1—c2dc +2/cx/1—c2dc = 0.
0

-1
—_— ——

1
2 [ evi—e2 de
0

Beispiel 3: Seien A C R” Jordan—mefibar, f: A — [0,00) Riemann—integrierbar und

B={(z,y) eR"xR|ze A 0<y < f(z)}
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Dann gilt
vol(B) = /f(:c) dz.

A
Nach Definition ist
sup f
vol(B) = / xB(z,y)drdy = /( / xB(z,y)dy) dx.
W1 x[0,sup f] Wi O

Es gilt
() = { Lyelo,f),zeA _ { xalz) y €0, f(2)] |

0 sonst 0 sonst

Darau folgt

f(@)
vol(B / O/ii@dy ) dx ZW/XA(x).f(x)dx:A/f(x)dm_

Beispiel 4: Das Volumen von Rotationskérpern im R3.

Sei f:[a,b] — R! nichtnegativ und Riemann-integrier-
bar. Wir betrachten in der (z,z)-Ebene den Graphen der
Funktion * = f(z) und rotieren diese Kurve um die z—
Achse. Die Menge V¢, die von der dabei entstehenden
Fléche eingeschlossen wird, heifit der von f erzeugte Rotati-
onskorper. Es ist (z,y, 2) € Vy genau dann, wenn z € [a, ]
und 22 + y? < f2(2). So erhalten wir das Volumen des
Rotationskorpers Vy als

b

vol(Vy) = [ 1= ldedy)dz = | f3(2)dz.
Jiofi [ ramies

a z24y2<f2

Beispiel 5: Sei f: W =[a1,b1] X ... X [an,b,] — R eine stetige Funktion der Form
flxe, .. xn) =hp(z1) - o hp(zp).

Dann gilt
b1 bn
[1=([miw)is /hn )da)
w ay

Beweis: Es gilt

1

I
—~
—~

=
=
—~

8
=
~

b1 (@n—1) hn(xn)) dey,) .. day

w ar a2 an konst.
b1 bz bn—l bn
= /(/ (hl(l'l) hn,1($n,1)/hn(1’n) dmn)dmn,l...dxl.
a; az Ap—1 an
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Durch mehrmaliges Wiederholen erhalten wir die Behauptung. O

8.5 Koordinatentransformation fiir Riemann-Integrale

Satz 8.13 Sei ¢ : Uy C R* — Us C R™ ein C'-Diffeomorphismus (d.h. eine Koor-
dinatentransformation) zwischen den offenen Mengen Uy und Us. Sei weiterhin A C U

Jordan—mefbar und f : Uy — R stetig. Dann ist ¢(A) Jordan-messbar und es gilt

/ f(y) dy = / H(6(2)) - [detD(a)| de.
P(A) A

Beweis: erfolgt in Analysis I1Ib im allgemeineren Kontext fiir Lebesgue—Integrale.

Diese Formel verallgemeinert die Substitutionsregel fiir Integrale fiir Funktionen einer Va-
riablen: Sei ¢ : [a,b] — [¢,d] ein C'-Diffeomorphismus. Wir fithren die Substitution
y = ¢(x), dy = ¢'(x) de durch und wissen D¢ (x) = ¢'(x). Damit folgt

d ¢~ (d)
/ f(y) dy = / F(6(2))é () da.
c 6-1(0)

Es ist entweder ¢'(z) > 0 fir alle z € [a,b] oder ¢'(x) < 0 fir alle « € [a,b], denn ¢ ist
stetig und ¢'(z) # 0, da ¢ Diffeomorphismus ist. Ist also ¢'(z) > 0 fiir alle « € [a, ], so ist
¢ monoton wachsend und es gilt ¢~1(c) = a, ¢~1(d) = b. Ist ¢'(x) < 0 fiir alle = € [a, b]. so
ist ¢ monoton fallend und es gilt $~1(c) = b, ¢~1(d) = a. Folglich erhalten wir

d b b
[ twray= [ 10w 16@ldz = [ f6(a)- detDo(a)
In den folgenden Beispielen demonstrieren wir die Anwendung der Transformationsformel.
Beispiel 1: Wir berechnen das Volumen der Kugel im R™ vom Radius R. Die Kugel wird
beschrieben durch
D™(R) = {(z1,...,2,) €ER" | 23 + ... + 22 < R?}.
Wir betrachten zunéichst den Fall n = 2.
vol(D*(R)) := / 1.
D?(R)
Wir beschreiben D?(R) durch Polarkoordinaten bis auf eine Menge vom Maf Null. Sei dazu
g:Up =(0,R) x (0,21) — Uy = D*(R)\(A:=SLUR")
(ry@) — g(r,¢) = (rcoseg,rsing).

Dann ist g : Uy — Us ein Diffeomorphismus und beschreibt die Polarkoordinatentransfor-
mation. A ist eine Menge vom Lebesgue-Mafl Null und es gilt D?(R) = Uy U A. Folglich
gilt

18



und somit

UOZ(DQ(R))=/1: / 1:/|deth(3:)|da:.

Uz g(Ur) Ui

Wir berechnen nun die Jacobi-Matrix von g:

991 9g1 :

B B0 cos ¢ —rsin¢

Dyg(@)=| 5m b0 | =1 . :

o 9 sing rcoso

Wir erhalten
detDg(r, ¢) = r(cos® ¢ + sin? ¢) = r

und folglich ist

R

R 27
vol(D*(R)) = / rd¢dr:/(/rd¢)dr:/27rrdr:27rR?2:7rR2.
0 0

[0,R] x[0,27] 0

Zur Berechnung des Volumens der n-dimensionalen Kugel D™(R) benutzen wir analog Po-

larkoordinaten im R™:

T1 = TrCOS¢py - COSPy - ... COSPp_o - COSPp_1,

To = rsing) -coSgy ... COSPp_2 - COSPp_1,

T3 = TSNy COSP3 - ...  COSPy_ o COSPp_1,
Tp_1 = TSN, _o-COSPy_1

Ty, = rSsing,_1,

wobei 0 <7 <00, 0< ¢ <27, —F < ¢ < 7 fiir alle k € {2,...,n — 1}. Sei nun

g: Uy = (0,00) x (0,27) x (—g, %)"—2 — U, =R™\ A

der Diffeomorphismus, der obige Polarkoordinatentransformation beschreibt. Im folgenden
zeigen wir durch Induktion iiber die Dimension n, daf3

|detDg(r, ¢1,...,¢n_1)] =7""' - cosgo-cos®pz-...-cos" 2 p,_1. (%)
Ind.—Anfang: Im Fall n = 2 erhalten wir
|detDyg(r, ¢1)| =r
und fiir n = 3 gilt

COS (1 + COS b —T - Sin ¢y - COS Po —7 - COS ¢y - Sin o
Dyg(r,¢1,¢2) = Singq - cosSgy 1 -COSPy - COSPy  —71 - Sin ¢y - sin ¢o
sin ¢o 0 T - COS ¢g

und somit
det Dg(r, ¢1, ) = 12(cos? p1 cos® gy + sin? ¢y sin? ¢ cos Py + cos? ¢y sin? Py cos ¢y
+sin? ¢y cos® py)
= 72(cos® ¢y + sin? ¢y cos ) = r2(cos ¢ (cos? Py + sin? ¢o))

= r?cos ¢o.
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Da der Induktionsanfang fiir n = 2 und n = 3 richtig ist, geniigt es () fiir n 4+ 2 zu zeigen

unter der Annahme, da8 (x) fiir alle & < n wahr ist. (Ubungsaufgabe)

Wir konstruieren nun eine Rekursionsformel fiir das Volumen vol(D"(R)). Es gilt

vol(D™(R)) = / (detDg(r, b1, ., 1) dr ... 1

[0,R]x[0,27] x [~ %, Z ]2
R
0/

ks rr

27

/ /2 / Leos gy .. cos" P 1) dpni ... drdr
0

[SE]

-
2

us

el dr~/d¢1-/2 COS ¢o d¢2~/2 cos® g des - ... - /cos”_2 On—1dpn_1
A -3 -3

Il
S —

[SE]

-R™. costdt-...- cos™ 2 tdt

Il
=¥
\wu
\wu

(NE]
|
[SE]

5 5
2
= T gr.gn—2. /costdt- ~/cos"*2tdt.
n
0 0
Wir wissen aber, dass
El L3..2m-1) x . _ o
/cosktdt = 224(2?;;) ?
0 Tsemin F=2m+1
Somit ist
vol(D"2(R)) = vol(D"™(R)) - /cos tdt - / s"Ltdt- R?-4 12.
n
0
Desweiteren gilt
1:3-..-(2k—1) 2:4-...-(2k—2) n— 2%

. L
2:4-..-(2k) 2 " 1.3..-(2k—1)
1

/cos”tdt./cos”*tdt - 24-0(2k)  1:3-..(2k—1)
0 0 T3 (2kt])  24..(2F) 2 n=2k+1

_{ w5 n=2
!
n

s F n=2k+1

Wir erhalten somit
1
n+2

vol(D"*?(R)) = 2nR? - ~vol(D™(R)). ()

Nun kénnen wir also Kugelvolumina rekursiv berechnen:

vol(DY(R)) = 2R, vol(DX(R)) = =R, vol(D*(R)) 2 %,
2 R4
vol(DH(R)) 2 %, vol(DP(R)) 2 %wmi »
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Satz 8.14 Fir das Volumen der n-dimensionalen Kugel gilt:

”(Z})%, n gerade
Iy
vol(D™(R)) =
9 n+1 n—1 R
2 w2 "
“T35.m  nungerade

Beweis: Wir beweisen dies durch Induktion iiber n. Der Induktionsanfang ist bis n = 5
gesichert (siehe oben). Es geniigt nun zu zeigen, dass die Formel fiir die (k + 1)—dimensionale
Kugel stimmt, wenn sie fiir die k¥ — 1-dimensionale Kugel gilt.

1. Fall: Sei k = 2] gerade. Dann gilt

k k=2

; ol — 1 Ind.—vor. 277z RF1 1
(DFY(R)) 2 wol(D(R)) - 2 R2 . —— ™= Y p——
vol(DX(R)) =" vol(D™(R)) - 2m R 5=y 13 (k=1 " k+1
2" 5 Rl
13- (k+ 1)
2. Fall: Sei k = 2] + 1 ungerade. Dann gilt
Hk _ 1 Ind.—vor. W%Rk_l 1
(D" (R)) 2 wol(DMY(R)) - 27R? - —— o=y 20 or 2.
vol(D™(R)) =" vol(DTH(R)) - 2R oy I BT Y
7.(.l—i-ll%k+1
((+ 1!
O
Beispiel 2:
y
Sei A = {(z,y) € R? | (z — a)® +y*> = a®}. Wir
berechnen [(2? + y?)dzdy . Wir parametrisieren dBR
A
A durch Polarkoordinaten (bis auf eine Nullmenge r/<
Ly:seiz=a+rcosg, 0<r<a,y=rsing, 0< ¥
¢ < 27 und a X
9:(0,a) x (0,2m) — A\ L ~L |
(r,@) — (a+rcoseg,rsing).
Es gilt nun
/(:U2 +y?)dedy = / (z% + y?) dx dy
A A\L

a 27

//(((a +7cos¢)? +r2sin? @) - |detDg(r, $)|) de dr.
00

Die Jacobi-Matrix von g ist

sing 7rcos¢

cos¢ —rsing
Dg(r,¢) = ( )
Folglich gilt
27

(2 +y*)dedy = [ ([ (a®+2arcose+r?)-rde)dr
fur i - [

A 0
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Beispiel 3: Wir berechnen das Integral

z? dx dy dz.
z24y?24+22<1
Wir parametrisieren dazu die Menge A = K3(1) mittels Kugelkoordinaten im R3.
Sei also © = rcos ¢1 cos o, Yy =rsing;cosps, z=rsingy und
9:(0,1) x (0,2m) x (= 3, 5) — A\L
(’/‘, ¢17 (b?) E— (1'7 Y, Z)

Damit ist |detDg(r, 1, ¢2)| = 72 cos g2 und wir erhalten

/ 2?2 dedydz = / z? dzedydz

A A\L

127 %
// / (12 cos? ¢y cos® )12 cos ¢y dr dpy doy
00

w3

1 27 %
= /r4 dr-/0052 ¢1 dopy - /(3053 P dps
0 0 -z
9 27 % 4 % 4
= g-/COSQtdt-/COSStdt:E-4-/C052tdt=1—5'ﬂ'.
0 0 0
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