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Worum geht es in der Vorlesung “Differentialgeometrie I?

Im Grundstudium wurden die Differential- und Integralrechnung im R™ und auf Unter-
mannigfaltigkeiten des R™ behandelt. Fiir die Differentialgeometrie benotigen wir eine
allgemeinere Klasse von Réumen, die differenzierbaren Mannigfaltigkeiten. Mannigfal-
tigkeiten sind abstrakte Mengen M, die man lokal um jeden Punkt durch n reelle Koor-
dinaten beschreiben kann. Lokal verhalten sie sich also wie Euklidische Rdume. Solche
Mengen treten natiirlicher Weise z.B. als Nullstellenmengen von Abbildungen oder als
Mengen der Aquivalenzklassen bei Aquivalenzrelationen auf. Beispiele fiir Mannigfaltig-
keiten sind Flichen xxx im R3, wie regulire Quadriken, das Mobiusband oder Rotati-
onsflachen . Aber auch die klassischen Gruppen oder die Menge aller k-dimensionalen
Unterrdume des R" sind Mannigfaltigkeiten. Nach dem Einbettungssatz von Whitney ist
jede differenzierbare Mannigfaltigkeit diffeomorph zu einer Untermannigfaltigkeit eines
reellen Vektorraumes RY, so dass es geniigen wiirde, Geometrie und Analysis auf Un-
termannigfaltigkeiten zu betreiben. Meist ist es aber einfacher und geniigt, ein Objekt
als abstrakte Mannigfaltigkeit zu betrachten ohne seine (oft recht aufwendig hinzuschrei-
bende) Einbettung in den RY zu kennen. Dies ist z.B. der Fall, wenn die Objekte durch
Verklebungen entstehen oder als Orbitraume von Gruppenwirkungen, die unter anderem
in der Physik eine grofse Rolle spielen.

Die Vorlesung ist eine Einfithrung in die Grundlagen der Riemannschen Geometrie auf
Mannigfaltigkeiten. Wichtige Fragen, die wir kldren wollen, sind:

e Wie definiert und berechnet man man den Abstand von Punkten, die Linge von
Kurven oder das Volumen von Teilmengen von Mannigfaltigkeiten?

e Wie beschreibt man Kriimmungen der Objekte?

e Welche globalen Eigenschaften der Mannigfaltigkeiten kann man aus den lokalen
(wie z.B. den lokal definierten Kriimmungen) ablesen? Kann man durch lokale
Messungen die Gestalt der Erde oder des Kosmos erkennen?

e Wie kann man entscheiden, wann die gleichen geometrischen Verhéltnisse auf zwei
gegebenen Mannigfaltigkeiten vorliegen?

e Kann man Mannigfaltigkeiten bzgl. gewisser topologischer oder geometrischer FEi-
genschaften klassifizieren? D.h. kann man entscheiden, wieviel "verschiedene" Man-
nigfaltigkeiten es gibt und diese durch spezielle Invarianten charakterisieren?

Die in der Vorlesung behandelten Konzepte der Riemannschen Geometrie sind grund-
legend fiir die mathematische Modellierung physikalischer Prozesse. Sie spielen unter
anderem eine entscheidende Rolle in der Allgemeinen Relativitdtstheorie.
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1 Topologische Raume

In diesem Abschnitt werden wir zunéchst einige Grundbegriffe aus der Theorie der topo-
logischen Rdume zusammenstellen. Insbesondere sollen die speziellen Eigenschaften von
Hausdorffschen topologischen Rdumen mit abzéhlbarer Basis besprochen werden. Als
spezielle Literatur zu diesem Kapitel eignen sich die folgenden Biicher

e Engelking, General Topology,

e K. Jénich, Topologie, Springer Verlag 1990.

e E. Ossa, Topologie, Vieweg Verlag 1992.

e C. Kosniowski, A first course in algebraic topology, Cambridge Univ. Press 1980.

e P. Giinther, Grundkurs Analysis Bd. II, Teubner-Verlag Leipzig 1973.

e LL.A. Steen, J.A. Seebach, Counterexamples in Topoplogy, Dover Publ. Inc. N.Y.
1995.

Skript zur Analysis I* (Dozentin Prof. Baum), Kapitel 2.

1.1 Definition und Beispiele

Es sei X eine nicht leere Menge. Mit P(X) bezeichnen wir im folgenden die Potenzmenge
von X, d.h. die Menge aller Teilmengen von X.

Definition. Sei X eine nicht leere Menge. Ein Mengensystem 7 C P(X) heifit Topologie auf X,
falls die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

1. (T1) 0, X € 7.
2. (T2) Die Vereinigung beliebig vieler Mengen aus 7 liegt wieder in 7.
3. (T3) Sind U,V € 7, so liegt auch der Durchschnitt U NV in 7.

D.h. das Mengensystem 7 ist abgeschlossen gegeniiber beliebigen Vereinigungen und end-
lichen Durchschnitten. (X, 7) heifst topologischer Raum. Die Mengen U € 7 nennt man
die offenen Mengen des topologischen Raumes (X, 7).

Beispiel 1.1. Beispiele fiir Topologien auf einer Menge X
1. Diskrete Topologie
In dieser Topologie ist jede Menge offen: 7 := P(X).
2. Antidiskrete Topologie
In dieser Topologie gibt es nur zwei offene Mengen: 7 := {0, X}.
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3. Die von einer Metrik erzeugte Topologie
Zur Erinnerung: Eine Abbildung p: X x X — R heiftt Metrik auf X, falls fiir alle
z,y,z € X gilt
e p(z,y) >0und p(z,y) =0 x=y
o p(z,y) = ply,x)
o p(x,2) < pla,y) + ply, 2)
Sei p eine Metrik auf X. Wir betrachten das folgende Mengensystem:

7, ={UCXNVexeU3e>0: K(z,e) ={ye X |p(z,y) <e} CU}

T, ist eine Topologie auf X:

Da (T'1) und (72) per Definition unmittelbar klar sind, bleibt zu zeigen, dass mit
zwei Mengen U und V' auch ihr Durchschnitt in 7, liegt. Sei dazu x € UNV. Dann
gibt es zwei Zahlen £; > 0 und €3 > 0, so dass K(z,e1) C U und K(z,e9) C V.
Dann folgt aber K (z,min(e1,e2)) C UNV. 7, heift die von p erzeugte Topologie
auf X.

Definition. Ein topologischer Raum (X, 7) heifst metrisierbar, falls es eine Metrik p
gibt, so dass 7 = 7, gilt.

Natiirlich ist nicht jeder topologische Raum metrisierbar. Ein Beispiel hierfiir ist die
antidiskrete Topologie 7 := {0, X}, wobei X mindestens zwei Elemente enthélt. Ange-
nommen, eine 7 erzeugende Metrik p wiirde existieren. Fiir zwei verschiedene Punkte
r,y € X ist dann 0 < p(z,y) =: €. Dann ist y ¢ K(z,5). Es gibt also eine weitere von
X und 0 verschiedene offene Menge K (x, 5). Somit ist (X, {0, X'}) nicht metrisierbar.

Die diskrete Topologie 7 := P(X) wird durch die diskrete Metrik p; induziert:

pi: XxX — R
,_ 0 ,z=y
Pd(x7y) H {1 ,fL'?éy

Da fiir diese Metrik {z} = K(z,1) gilt, ist jede einpunktige Menge offen. Aus (7'2) folgt
dann 7,, = P(X).

Die metrischen Raume bilden eine echte Teilmenge der Menge der topologischen Rdume.
Spater wird bewiesen, dass jede differenzierbare Mannigfaltigkeit metrisierbar ist.

Beispiel 1.2. Weitere Beispiele fiir Topologien.
1. Die auf Teilmengen induzierte Topologie

Sei (X, 7) ein topologischer Raum und A eine Teilmenge von X. Wir betrachten
das Mengensystem
Ta:={UNA|U €T}

74 heifit die auf A induzierte Topologie. 74 ist tatséichlich eine Topologie, denn:
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e )=0NAund A=XnNA,dh. X und 0 sind in 74.

e Sei {Vi};c; eine Familie von Mengen mit V; € 74, so existiert fiir jedes 7 ein
U; € 1, sodass V; = U; N A. Daraus folgt dann

Uvi=Uwin4) =(Ju)nAera.
el el el
N —
=ver

o Fiir V1,V5 € 74 gilt V; = U; N A wobei U; € 7 und ¢ € {1,2} . Daraus folgt
VinVy, = (UlﬂA)ﬂ(UgﬂA) :(UlﬂUg)ﬂAETA
U
=ver

2. Die Produkttopologie

Seien (X, 7x) und (Y, 7y) topologische Rdume. Wir betrachten das folgende Men-
gensystem auf X x Y:

TXXY ‘= {ACXXY|A:UVZ'XUZ‘;VZ‘ET)(,UiéTy}
i€l

Tx xy heifit die von 7x und 7y induzierte Produkttopologie. Die Topologie-Figenschaften
folgen aus den Vertauschungsregeln fiir x, U und N.

3. Die Faktortopologie

Seien (X, 7) ein topologischer Raum, Y eine Menge und f : X — Y eine surjektive
Abbildung. Wir betrachten das folgende Mengensystem auf Y’

ri={ACY| A e T}

77 ist eine Topologie auf Y - die durch f induzierte Faktortopologie.
Verifizieren der Topologieeigenschaften:
e s denn f7L(0) :=0€T.
eYersdenn fH(Y)=X e
e Sei U; € 7y fiir 7 € I, so folgt aus
-1 -1
f (UUZ) = Uf (Us) e

i€l i€l er

auch Uie[ U; € Tf.
e Fiir Uy, U; € 7y folgt aus

f_l(Ul M U2) = f_l(Ul) ﬂf_l(Ug) eET

auch U1 NUy € Tf-
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Faktortopologien werden insbesondere auf Mengen von Aquivalenzklassen betrach-
tet. Wir erinnern an die Definition einer Aquivalenzrelation: Sei X eine Menge und
R C X x X eine Menge von Paaren. Wir schreiben kurz x ~ y falls (z,y) € R. R
bzw. ~ ist eine Aquivalenzrelation, falls gilt:

o Reflexivitit Vo € X : z ~ .
e SymmetrieVa,ye X : x ~y = y ~ .
o Transitivitit Va,y,z € X : a ~y AN y~z = x ~ 2.
Fiir # € X ist [z] := {y € X |z ~y} die durch z definierte Aquivalenzklasse.

X /o = {[z] | * € X} ist die Menge der Aquivalenzklassen bzgl. ~. Die Projektion
auf die Aquivalenzklassen ist:

Wir versehen eine solche Menge von Aquivalenzklassen X /. immer mit der durch
m induzierten Faktortopologie.

Nun wollen wir noch einige konkrete Beispiele angeben.

Beispiel 1.3. Wichtige Beispiele fiir topologische Rdume

1. Der Euklidische Vektorraum R"

R"™ sei immer mit der von der Euklidischen Metrik induzierten Topologie versehen

p(r,y) = |lv -yl =

2. Die Sphire S™

Die Sphire im R®*! vom Radius r
Sl= {x c R+ | ||lz]| = 7"}

sei immer mit der induzierten Topologie des R"*! versehen. S™ := S? sei die Sphiire
vom Radius 1.

. Der n-dimensionale Torus T"

Der n-dimensionale Torus 7" := S! x -+ x S € R?" sei immer mit der Produkt-
N————

n mal
topologie versehen. Den 2-dimensionalen Torus T2 konnen wir bijektiv auf einen

Rotationstorus 72 im R3 abbilden:
T?% := {((2 + cosv) cosu, (2+ cosv)sinu, sinv) | u,v € R}
Die Abbildung ¢ : T2 —» T2 ist gegeben durch

o((e™,e™)) = ((2 + cosv) cosu, (24 cosv)sinu, sinwv).
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4. Der reell-projektive Raum RP"

Wir betrachten die S™ mit der Aquivalenzrelation V z,y € S* 1z ~y <= z =
+y.
RP" :=S" /.

ist der n-dimensionale reell-projektive Raum versehen mit der Faktortopologie.

™ s* — RP"
x=(20,T1,...,%n) +— |x]=[r0:21:...: 2y

5. Der komplex-projektive Raum CP"
Wir betrachten die

SPHL = L= (20, ., 20) € C"P | 202 4+ 4 |20)? = 1}

mit der Aquivalenzrelation V z,w € Sl :z~w <= IANCC: N\ =1 A z=
Aw.
(CPn — S2n+1 /N

ist der n-dimensionale komplex-projektive Raum versehen mit der Faktortopologie.

T Sntl . Ccpn
2=10(20,21,---,2n) = [2]=lz0:21:...: 2]

6. Der quaternionisch-projektive Raum HP"

H ist der Schiefkérper der Quaternionen.

H ~ C2 ~ R4
q=x0+z1i+x2j + 23k = (T0+ 214, T2+ 237) = (20, T1, T2, T3)

Wobei 2 = j2 = k? = —1lund i-j = k. § := 29 — 215 — x2j — x3k und damit
lq|? := q - §. Wir betrachten

Gan+3 {g = (q0,---,qn) € H ! ’ \q0]2 4+ 4 \qn!2 = 1}
mit der Aquivalenzrelation
Vg,§654n+3:g~§ = JpeH: |p=1A q=pz

HP" = S4n+3 /N

ist der n-dimensionale quaternionisch-projektive Raum versehen mit der Faktorto-
pologie.
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7. Das Mobiusband (Mob)
Wir betrachten @Q = [0,1] x [0,1] C R? mit der Relation

‘ (z,y) = (2, w) oder
(@9) ~ (2,0) = { {x,i} ={0,1} und y +w=1

dann ist Méb = Q /.~

8. Der Torus 72, die Kleinsche Flasche K2 und der RP?

Q Zylinder Torus T2
Q Mob K?
Q Mob RP?

Jede zweidimensionale, kompakte und zusammenhiingende M? (ohne Rand) setzt sich
aus S2, 72, RP? und K2 zusammen. ~ algebraische Topologie)

Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum und A C X eine Teilmenge.

e Eine Teilmenge U C X heift Umgebung von = € X (Bezeichnung U(x)), falls = €
Uund U € 7.
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e Sei A C X. Ein Punkt z € A heifit innerer Punkt von A, falls es eine Umgebung
U(z) C A gibt.

e Eine Teilmenge A C X heifit abgeschlossen, falls X \ A offen ist.

e int(A):={x € A| x ist innerer Punkt von A} heift Inneres von A.

e cl(A):= X \ int(X \ A) heifst Abschluss von A.

o 0A:= X\ (int AUint(X \ A)) heift Rand von A.

Satz 1.4. Sei (X, 1) ein topologischer Raum, A C X. Dann gilt
1. int(A)= U U, d.h. int(A) ist die grifite offene Menge, die in A liegt.
UCA
U offen

2. cl(A) = N F, d.h. cl(A) ist die kleinste abgeschlossene Menge, die A

ACF
F' abgeschlossen

enthdlt. Jede Umgebung von x schneidet A.

3. 0A = cl(A) \ int(A). Dariiber hinaus ist x € JA g.d.w. jede Umgebung von x
schneidet sich mit A und mit X \ A.

Der Beweis lduft genauso wie fiir metrische Rédume.

Sei f : X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Raumen. f heift offen (bzw.
abgeschlossen), falls gilt: Ist U C X offen (bzw. abgeschlossen), so ist auch f(U) C Y
offen (bzw. abgeschlossen).

1.2 Topologische Riume mit abzihlbarer Basis
Definition. Eine Menge heifse hier abzidhlbar, wenn es eine Injektion von der Menge in
die natiirlichen Zahlen gibt, d.h. wenn sie endlich oder abzdhlbar unendlich ist.

Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. 8 C 7 heifst Basis von (X, 1), falls jede
nicht leere, offene Menge die Vereinigung von Mengen aus [ ist.

Beispiel 1.5. Basen von topologischen Rdumen

1. Sei (X, p) ein metrischer Raum. Dann ist
Bi={K(ze):={ye X |p(r,y) <e} |[z€ X, ceRT}

eine Basis von (X, 7,).

2. Eine Basis der Produkttopologie (X x Y, 7xxy) ist gegeben durch
B:={UxV|UC X offen, V CY offen}.

Definition. Ein topologischer Raum (X, 7) heifst topologischer Raum mit abzahlbarer Basis
(erfiillt das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom), falls es eine Basis § von 7 mit abzéhlbar vielen
Elementen gibt.
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Wie héngen die metrischen Rdume mit den topologischen Radumen mit abzéhlbarer Basis
zusammen?

Definition. Ein topologischer Raum (X, 7) heifit separabel, falls es eine abzéhlbare,
dichte Teilmenge A C X gibt (d.h. cl(4) = X).

Bemerkung. Hat (X, 7) eine abzihlbare Basis , so ist (X, 7) separabel. (UA)

Satz 1.6. Die Menge der metrischen Rdume, die auch topologische Rdume mit abzdhl-
barer Basis sind, ist gleich der Menge der separablen metrischen Rdume.

{metrische Riume} N {top. Riume mit abzihlbarer Basis}
= {separable metrische Riume}

Den Beweis dieses Satzes iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

Beispiel 1.7. Abzdhlbare- und nicht abzdhlbare Basen
1. R": B={K(x,e) |z € Q" € QT} ist eine abzihlbare Basis.
2. Sorgenfrey-Linie

In R betrachte man die Mengen 8 = {[a,b) | — oo < a < b < co}. Dies ist eine
Basis von

TSorg = {0} U{U C R | U ist Vereinigung halboffener Intervalle}

(R, Tsorg) ist nicht metrisierbar und hat keine abzéhlbare Basis.

3. (R,P(R)) ist metrisierbar (diskrete Metrik) und hat keine abzéhlbare Basis (denn
jede einelementige Menge ist offen).

4. (R,7 = {0,R}) ist nicht metrisierbar und hat eine abzéhlbare Basis.

Satz 1.8. FEs gqilt

1. Sei (X, 7) ein topologischer Raum mit abzdhlbarer Basis, A C X, dann hat auch
(A,74) eine abzihlbare Basis.

2. Seien (X, 1x), (Y,7y) topologische Riume mit abzdhlbaren Basen, dann hat auch
(X XY, 7xxy) eine abzihlbare Basis.

3. Habe (X, T) eine abzihlbare Basis und sei f : X — Y surjektiv und offen bzgl. Ty,
dann hat (Y,7¢) eine abzihlbare Basis.

Beweis. Zu den einzelnen Aussagen:
1. Sei Bx = {U;,Us,...} eine abzihlbare Basis von X.

Ba = {UlﬂA,UgﬂA,...}CTA
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Behauptung: [4 ist eine Basis von 74.
Sei V' C A offen, V # (). Dann gilt

AU er:V=UnNA.

Da 3 eine Basis von (X, 7) ist, gilt: U = |J;c 7o Us- und damit

V=(Ju)na={Jwin4).
i€l 1€l EB'A

2. Sei Bx eine abzéhlbare Basis von (X, 7x) und Sy eine abzihlbare Basis von (Y, 7y).
Dann ist Bxxy :={U x V |U € Bx, V € By} eine abzihlbare Basis von X x Y.

3. Sei Bx eine abzéhlbare Basis von (X, 7). Da f offen ist, gilt 7 D B :== {f(U) | U € Sx}-
B¢ ist abzéhlbar und eine Basis von 7¢, denn aus V € 7p mit V # () folgt
f71(V) € 7, dh. es ex. eine Familie {U;},.; C Bx mit f~H(V) = J;c; Ui- Da-
mit ist .

fet = v = 1wy
~ N~
1€l
Eﬁf

und 3; eine Basis von 7.

Beispiel 1.9. Topologische Rdume mit abzdhlbarer Basis

e R” mit der Euklidischen Topologie, S™ mit der induzierten Topologie und 1™ mit
der Produkttopologie haben nach Satz 1.8 abzéhlbare Basen.

e RP™ und CP" haben nach Satz 1.8 abzihlbare Basen, da die Projektionen offen
sind (UA).
e Das Mobiusband und die Kleinsche Flasche haben abzidhlbare Basen.

Bemerkung. Im Allgemeinen iibertrigt sich bei der Faktortopologie die abzédhlbare
Basis nicht: gegeben sei R mit der Standardtopologie.

r~y <= (r=y V x,y €EZ)

dann hat R /. keine abzdhlbare Basis.

Eigenschaften von Riumen mit abzihlbarer Basis

Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum und (z,)nen eine Folge in X. (2, )nen
konvergiert gegen z € X (kurz x,, — = oder lim,, o, x,, = z), falls fiir jede Umgebung
W (z) ein ng € N existiert mit z,, € W (x) fiir alle n > ny.

Lemma 1.10. Sei (X, 7) ein topologischer Raum mit abzdhlbarer Basis und sei x € X.
Dann ezistiert eine Folge von Umgebungen {Vy,}, oy von x mit den folgenden Figenschaf-
ten:
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1. Vipy1 C Vy, fiir alle n.
2. Ist W eine beliebige Umgebung von x, dann existiert ein ny € N, sodass V,, C W.

3. Sei {x,} so, dass x, €V, fir alle n, dann konvergiert x,, gegen x.

Va1

Beweis. Sei (8 eine abzihlbare Basis von (X,7) und (z) := {U € 8| z € U}. Dann ist
B(x) = {Uy,Us,...} abzihlbar und

ist eine Umgebung fiir . Nun zu den einzelnen Punkten:
1. Dies ist nach Definition erfiillt.
2. Sei W(x) eine beliebige Umgebung von x. Dann gilt: W (z) = J,¢; U; mit U; € B.
Da z € W(z) gilt, existiert ein Index ig mit S(z) > U;, = Uy, fiir ein ny € N.

Damit ist
no

Voo (@) = (Ui C Uny = Uiy € W ().
i=0
3. Sei z,, € V,(x) beliebig gewahlt, n € N, z.z. x, — x. Sei W(z) eine beliebige
Umgebung von z. Dann existiert ein ng € N mit V,,(z) € W(z), sodass x, €
Vo(z) C Vyo(z) € W(x) fiir alle n > ng. Daraus folgt aber die Konvergenz von
{z,} gegen x.
O

Bemerkung. Lemma 1.10 gilt fiir Raume mit abzdhlbarer Umgebungsbasis (1. Abzahl-
barkeitsaxiom).

Definition. Eine Umgebungsbasis fiir (X,7) von z € X ist ein Mengensystem (8, C 7
mit € U fiir alle U € 3, . Dariiber hinaus existiert fiir jede Umgebung W (z) € 7 ein
U e B, mit U C W(x).
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Satz 1.11. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Dann gilt:
1. Seien A C X und (zp)nen eine Folge in A mit x,, — x € X. Dann gilt x € cl(A).

2. Habe (X,T) eine abzihlbare Basis und sei A C X. Dann gilt: ist x € cl(A), so
existiert eine Folge (xn)nen in A mit x, — .

Beweis. Zu den einzelnen Aussagen:

1. Sei (xy)nen eine Folge in A mit x,, — x € X. Nach Satz 1.4 gilt:

c(A) = ﬂ F
FDOA
F abg.

Damit muss z in jeder abgeschlossene Menge F' liegen, welche A enthélt. Ange-
nommen es existiert eine abgeschlossene Menge Fy mit A C Fy und = & Fy. Dann
ist X'\ Fy eine offene Umgebung von = und x,, € X \ Fy bzw. x,, € Fp und z,, € A
fiir alle n > ng. Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.

2. Sei z € cl(A). Sei (V,(z)) eine Folge von schrumpfenden Mengen (aus Lemma
1.10). Nach Satz 1.4 gilt V,(x) N A #  fiir alle n € N. Man wiéhle nun fiir jedes n
ein beliebiges x,, € V,,(x). Nach Lemma 1.10 gilt dann z,, — =.

O

Folgerung. Sei (X, 7) ein topologischer Raum mit abzihlbarer Basis und A C X eine
beliebige Teilmenge. Dann ist A genau dann abgeschlossen wenn jeder Grenzwert einer
konvergenten Folge aus A bereits in A liegt.

Beweis. (=): (gilt in jedem topologischen Raum). Sei A abgeschlossen, d.h. A = ¢l A.
Mit Satz 1.11 (1) folgt die Behauptung.

(<) Sei x € ¢l A. Nach Satz 1.11 (2) existiert eine Folge (z,)nen in A mit x,, — z. Dann
ist nach Voraussetzung x € A und demnach also ¢/ A = A. O

Beispiel 1.12. Ein Gegenbeispiel fiir Satz 1.11 (2)
Sei X = R und 74, := {R\ A | A ist abzihlbar} U {(}. Dann ist (R, 74.) ein topologi-
scher Raum (UA). Dieser hat die folgenden Eigenschaften:

1. A C R ist abgeschlossen bzgl. 7,5, < A abzéhlbar oder A = R

2. Sei B C R, dann gilt

R , falls B iiberabzahlbar
cl(B) = { B, sonst

3. Sei (zn)nen eine Folge in (R, 74,) , dann gilt
T, > € RSz, =2 Vn > ny,

denn U(z) := R\ {xy, | v, # x} ist eine offene Umgebung von z, und mit z,, — =
gibt es ein ng € N sodass z,, € U(x) fir alle m > ng. Insbesondere ist damit
Ty = .
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Man betrachte nun die Menge A = (0,1) C R. Diese ist weder offen noch abgeschlossen
und nach 2. gilt ¢l(A) = R. Aufgrund der Eigenschaft 3 konvergiert keine Folge aus A
gegen einen Punkt in cl(A)\A C cl(A). Nach Satz 1.11 (2) kann (R, 74p,) damit keine
abzdhlbare Basis besitzen.

1.3 Stetige Abbildungen und Hom6omorphismen

Definition. Seien X und Y topologische Riaume.

e Fine Abbildung f : X — Y heifit folgenstetig, falls gilt: wenn z,, — z in X
konvergiert, so konvergiert f(x,) — f(z) in Y.

e FEine Abbildung f : X — Y heifst stetig, falls die Urbilder offener Mengen offen
sind, d.h. ist U C Y offen, so ist f~1(U) C X offen.

Beispiel 1.13. Sei (X,7) ein topologischer Raum, f : X — Y surjektiv. Dann ist
[ (X, 1) = (Y, 7¢) stetig. 7 ist die feinste Topologie mit dieser Eigenschaft.

Bemerkung. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. f: X =Y ist stetig.

2. Das Urbild jeder abgeschlossenen Menge ist abgeschlossen.

. flc(A)) Ccd(f(A) VACX.

4. Sei By eine Basis der Topologie von Y. Dann ist das Urbild von B € Sy in X offen,
fiir alle B € By.

5. Fiir alle x € X und jede Menge B € By mit f(z) € B existiert eine Umgebung
V(z) von z mit f(V(z)) C B.

w

Satz 1.14. Seien X,Y topologische Rdume.
1. Ist f : X =Y stetig, so ist f folgenstetig.

2. Ist X ein Raum mit abzihlbarer Basis (es reicht abzihlbare Umgebungsbasis), dann
ist jede folgenstetige Abbildung f : X — Y stetig.

Beweis. Zu den einzelnen Aussagen:

1. Sei f stetig. Z.z. Ist {z,},cy eine Folge in X mit x,, — z, so gilt f(z,) — f(x).
Sei U(f(z)) eine beliebige Umgebung von f(x). Da f stetig ist, ist

FHU(f() € X
eine offene Umgebung von z € X. Dann gilt x,, € f~1(U) fiir alle n > ng. Damit
ist f(zn) € f(f7HU)) C U fiir alle n > ng und {f(z,)},, € N konvergiert gegen
f(x).
2. X habe eine abzahlbare Basis und f: X — Y sei folgenstetig.

Annahme: f ist nicht stetig. D.h. es existiert ein £ € X und eine Umgebung
U(f(z)), so dass fiir alle Umgebungen V(z) gilt: f(V(z)) € U . Sei (V(2))nen



1.3 Stetige Abbildungen und Hom&omorphismen 19

die schrumpfende Familie von Umgebungen aus Lemma 1.10. Dann existiert fiir
jedes n € N ein z,, € V,,(x) mit f(zy,) ¢ U.

V71+1

I/;I

Mit Lemma 1.10 gilt also x,, — x und f(z,) - f(z). Dies ist ein Widerspruch zu
der Voraussetzung, dass f folgenstetig ist.

O

Beispiel 1.15. Folgenstetig impliziert i.A. keine Stetigkeit!

Seien X = (R,7u,), wobei 74, := {R\ A | A abzéhlbar} U {0}. Sei dariiber hinaus
Y = (R, T|.|) die reellen Zahlen mit der euklidischen Topologie, Id : X — Y die identische
Abbildung. Jede Abbildung f: X — Y ist folgenstetig, denn aus

Ty > TS T, =2Vn>ng.

folgt

f(zn) = f(x)Vn > ng, baw. f(x,) — f(x).
Die Abbildung Id : X — Y ist aber nicht stetig, denn U := (0,1) C Y ist offen in der
euklidischen Topologie, aber I d_l(U ) = U C X ist nicht offen bzgl. 74,.

Satz 1.16. Es gilt
1. Seien f: X — Y und h: Y — Z stetig. Dann ist auch

hof: X —Z

stetig.
2. Ist f: X — Y stetig und A C X, so ist auch f|a: (A, T4a) — Y stetig.
3. Seine X und Y topologische Riume und X XY mit der Produkttopologie versehen.
Dann gilt:
px: XxY — X
(r,y) = =

py: XxY — Y
(z,y) — ¥
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sind stetig. Eine Abbildung [ : Z — X X Y ist stetig genau dann, wenn px o f
und py o f stetig sind.

4. Seien X und Z topologische Riume und f : X — Y surjektiv. Fine Abbildung
g: (Y, 7¢) — Z ist genau dann stetig, wenn go f: X — Z stetig ist

Beweis. zu 4.7 = 7. Sei g stetig. Da f : X — (Y, 7¢) stetig ist, folgt, dass
gof: X —2Z2

stetig ist.
" <7 Seigof: X — Z stetigund U C Z offen. Dann ist (go f)~1(U) C X offen.

= fHg U V) =(go )" (U) C X ist offen.
= g Y (U) CY ist offen in der Faktortopologie.
= g ist stetig.

0

Eine Abbildung f : X — Y heilst Homéomorphismus, falls f bijektiv ist und f und
f! stetig sind. Zwei topologische Riume X und Y heiffen hombomorph, falls es einen
Homéomorphismus f : X — Y gibt. Zwei Teilmengen A C X und B C Y heiflen
homGomorph, falls (A, 74) und (B, 7) homéomorph sind.

Bemerkungen:

e Man unterscheidet homéomorphe topologische Rédume nicht, da sie die gleichen
topologischen Eigenschaften haben.

e Sei f: X — Y bijektiv und stetig. Dann gilt:

f ist ein Hom6omorphismus
<= [ ist offen (bzw. abgeschlossen)
<= weitere Kriterien spéter

Beispiel 1.17. Beispiele fiir Homéomorphismen
1. Die Stereographische Projektion
S™\ {(1,0,...,0)} ist homdomorph zu R™. Sei

enp S"N\{(0,0,...,0,1)} — R" = {2z e R"" | 2,1 =0},

wobei ¢, (z) der Schnittpunkt der Geraden durch den Nordpol (0,0,...,0,1) und
x mit der Hyperebene

R" = {z € R"" | 2,41 =0} C R"!

ist.
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@y p ist ein Homdomorphismus, denn

(PNP(‘T) - (PNP((‘Tlv e ,$n+1)) - (H:f;—iﬁﬁ Hf;—iﬂv T 1—32—2_,_1>
@) = ean(Wm) = e @ 20, 20 lyIP - 1)
Iyl =2+ +v7)
Also sind ¢, und <p;”13 stetig.
2. Der RP"™ als Quotient der S"

RP" ist homéomorph zur Menge aller Geraden durch 0 im R™*! mit der folgenden
Topologie:
X =R"™N\{0}, 2~y <= FIANER: z=)\y.

X/ ... ist die Menge aller Geraden im R™*! durch 0 versehen mit der Faktortopologie.

RP" =S"/. — X/
] — Lx)=R-z

Dies ist ein Hom&omorphismus.
3. Der CP" als Quotient der S>**+!
CP" ist hom6omorph zur Menge aller komplexen Geraden durch 0 in C**1,

Y:(C”H\{O}, z~w <= IAeC: z=\w.

Y/~ ist die Menge aller komplexen Geraden in C"™! durch 0 versehen mit der
Faktortopologie.
Cpr=g5tl) . — Y/
[z2] = Lc(z)=C-z

Dies ist ein Hom&omorphismus.
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Informationen.

1. Satz tiber die Invarianz der Dimension
Sei R™ homéomorph zu R™ (beide versehen mit der euklidischen Topologie). Dann
gilt n = m.

2. Satz dber die Invarianz des Gebietes
Seien U, V' C R™ homéomorphe Teilmengen. Dann gilt: U ist offen (zusammenhén-
gend) <= V ist offen (zusammenhéngend).

1.4 Hausdorff-Riume (7, - Rdume)

Definition. Ein topologischer Raum X heift Hausdorff-Raum (75-Raum), falls es zu
jedem Paar verschiedener Punkte z,y € X offene Umgebungen U(z) und V (y) gibt, die
sich nicht schneiden.

Beispiel 1.18. Beispiele fiir Hausdorff-Rdume

1. Metrische Riume sind T5-Raume.
Sei (X, p) ein metrischer Raum, z,y € X mit z # y. Dann gilt p(z,y) =:¢ > 0.

Dann ist K(z, )N K(y, 5) = 0.

2. Nicht jeder Th-Raum ist metrisierbar: (R, 7sorg) Sorgenfrey-Linie!
B=A{[a,b)| —c0o<a<b< oo}

ist eine Basis von 7yorg. (R,Tgorg) ist T5, hat aber keine abzdhlbare Basis und ist
nicht metrisierbar. (Beweis: UA)

3. (X,7 = {X,0}) ist nicht Ty, hat aber eine abzihlbare Basis.

4. (R, 74p,) ist nicht T» und hat keine abzdhlbare Basis. Es gilt sogar, dass sich alle
offenen Mengen schneiden, denn seien X1, Xo € 74, \ {0}, so gibt es abzihlbare
Teilmengen A, A C Rmit X1 =R \ A, Xo =R \ Ay und es gilt: X1 N Xy =
R\NA)NR\A) =R\ (A UA 0.

R\ A)NR\ Az) =R\ (A1 UA; ) #

abzdhlbar

lsiehe auch Bsp. 1.7 auf Seite 14
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Elementare Folgerungen.

1. In einem Th-Raum sind alle einelementigen Mengen abgeschlossen.

Beweis. Seix € X.Z.z. X\{x}ist offen. Sei y € X\{z}, d.h. x # y. Dann existieren
Umgebungen U(z), V(y) mit U(z) NV (y) = 0 . Demnach ist V(y) C X \ {z} und
somit X \ {z} offen und {z} abgeschlossen.(Bemerkung: Wir haben nur die 73-
Eigenschaft benutzt: mit z # y existiert eine Umgebung V(y) mit z ¢ V(y).) O

2. Sei X ein To-Raum. Dann ist der Grenzwert jeder konvergenten Folge eindeutig
bestimmid.

Beweis. Angenommen es gibt eine Folge {x;,},cy mit
Tp = zund z, =y, T F£ Y.

Da X T ist, gibt es Umgebungen U(x),V (y) mit U(z) N V(y) = 0. Da (xn)nen
gegen x und y konvergiert, gibt es ein ng € N mit

xn € U(x), x, € V(y) ¥V n > ng.

Das ist ein Widerspruch zu U(z) NV (y) = 0. O

Bemerkung. Im Allgemeinen ist der Grenzwert einer Folge nicht eindeutig, z.B. kon-
vergiert in (X, 7 = {X,0}) jede Folge gegen jeden Punkt.
Satz 1.19. Es gilt:

1. Seien f,h: X — Y stetige Abbildungen und Y ein To-Raum. Dann ist {x € X| f(z) = h(z)} C
X abgeschlossen.

2. Sei X ein Th-Raum, A C X. Dann ist auch (A,7|a) ein To-Raum.

3. Seien X und Y Th-Rdaume, so ist auch X XY wersehen mit der Produkttopologie
ewn To-Raum.

4. Sei X ein beliebiger topologischer Raum, f: X — (Y, 7y) surjektiv und offen und
sei

D ={(x,y) € X x X| f(x) = f(y)} C X x X

abgeschlossen. Dann ist (Y, 7¢) ein Ty-Raum.
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Beweis. Zu den einzelnen Aussagen:
1. Es ist zu zeigen: A := {z € X| f(x) # h(z)} C X ist offen.
Sei x € A. Da Y ein Th-Raum ist, existieren offene Umgebungen U(f(x)) und
V(h(x)) mit
U(f(z)nV(h(z)) = 0.
Da f und h stetig sind, ist W := f~1(U)Nh~Y(V) C X offen und z € W. Es gilt
W C A, denn sei z € W, so folgt f(z) € U und h(z) € V.
Da aber U NV =), muss f(z) # h(z) sein und somit z € A. Also ist A offen und
X\A={ze X | f(z) = h(z)} abgeschlossen.

2. Sei (X, 7) ein Tp-Raum, A C X. Seien z,y € A,x # y. Da X T, ist, existieren
offene Mengen U(z) C X und V(y) C X mit U(z) NV (y) = 0.

Dann gilt:

(U@)NA)N(V(y)NnA)=10
N——— N————r
offen in 74 offen in 74

3. Seien (z,y), (z,w) € X x X verschieden. O.B.d.A. = # z.

Da X ein Tp-Raum ist, existieren offene Umgebungen U(x), V(z) mit U(x)NV (z) =
(). Damit ist
U)xY)N(V(z) xY)=10

und U(x) X Y ist eine offene Umgebung von (z,y) € X x Y und V(z) x Y ist eine
offene Umgebung von (z,w) € X x Y.

(z,w)

(z,y)
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4. f: X — Y ist surjektiv.

Seien also f(z), f(z) € Y zwei beliebige, verschiedene Punkte von Y. Wir suchen
Umgebungen beziiglich der Faktortopologie, die f(x) und f(z) trennen. Da f(x) #
f(2) gilt, ist (z,z) kein Element von D. Da D abgeschlossen ist, ist (X x X)\ D
offen. Folglich existiert eine Umgebung

Ul)xV(z) (X xX)\D
von (z,z), wobei U(z) und V(z) in X offen sind, und es gilt
U(x)NV(z)=0.

Da f : X — (Y, 74) eine offene Abbildung ist, gilt f(U), f(V) C Y sind offen bzgl.
7¢. Weiter gilt: f(z) € f(U), f(2) € f(V)und f(U)Nf(V) = 0, denn angenommen,
y € f(U)N f(V), so existieren ein u € U und ein v € V mit f(u) =y = f(v).
Dann gilt aber (u,v) € D und (u,v) € U x V. Dies widerspricht der Wahl von
UxVcCc(XxX)\D.

O

Beispiel 1.20. Hausdorff-Rdume und nicht- Hausdorff- Riume

o R™ S" T RP™und CP" sind nach Satz 1.19 To-Réume. Durch direktes Ausrech-
nen lift sich beweisen, dass auch Méb und K? Th-Riume sind.

e Der folgende Faktorraum ist nicht 75:
X=Rx{0})U(Rx{1}) =R x{0,1} c R?

mit der Topologie, die von fx = {U x {0},V x {1} | U,V in R offen} erzeugt
wird.Auf X fithren wir eine Aquivalenzrelation ein, die die beiden Geraden fiir
x < 0 “verklebt”.

r=y, s=t fir x > 0,

(x,t)w(y,s) i {x:y’ s,tG{O,l} fir z < 0.

(0,1)

«- 000000
— 0

-~

(0,0)

In X/~ ist der Grenzwert einer Folge (x,,, yn)nen mit x, — 0 nicht eindeutig. X/~ ist
also nicht T». X/~ hat eine abzéhlbare Basis.
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1.5 Kompakte und folgenkompakte topologische Riaume

Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum und A C X. A heift kompakt, falls es zu
jeder offenen Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung gibt, d.h.

AcC U Uy, U, offen
ael
= Joa,...apel: AC Ul Uy,

A heifst folgenkompakt, falls jede Folge {x,}, .y von Punkten aus A eine in A konvergente
Teilfolge enthalt.

Bemerkung. Es gilt: A C R” ist kompakt, g.d.w.. A ist abgeschlossen und beschrinkt.

(Satz von Heine-Borel)

Satz 1.21. 1. Sei X ein To-Raum, A C X kompakt. Dann ist A ist abgeschlossen.
2. Jede abgeschlossene Teilmenge eines kompakten topologischen Raumes ist kompakt.
3. Sei f: X =Y stetig, A C X kompakt, so ist auch f(A) kompakt.
4. Seien X,Y kompakte topologische Rdaume, dann ist auch X XY kompakt.

5. Sei X ein topologischer Raum mit abzdhlbarer Basis. Dann gilt:

X ist kompakt < X ist folgenkompakt

(Fiir “=" ist das erste Abzdhlbarkeitsaxiom notig und fir “<=” das zweite.)

Bemerkungen.

e Es existieren kompakte topologische Rdume, die nicht folgenkompakt sind.

e Es existieren folgenkompakte topologische Riume, die nicht kompakt sind.

Beweis. Die Beweise von 1.) - 4.) laufen genauso wie fiir metrische Réume. Es wird
lediglich Fiinftens bewiesen:

o Ist X kompakt, dann ist X auch folgenkompakt.
Sei (xn)neN eine beliebige Folge in X. Gesucht ist eine konvergente Teilfolge. Be-

trachte Fy, = c{Tm,Tm+1,Tm+2,...}. Es gllt F, D> F, D F3D... und F; ist
abgeschlossen fiir alle i € N. Behauptung ﬂ F,, # (. Angenommen ﬂ F, =0.
1

Dann folgt "

oo oo

X=X\ () Fu= U@\ Py
m=1 m=1 .
offen

Da X kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung

N N
X = U\ Bu) = X\ (N ).
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Damit ist ﬂf\il F; =0, aber es gilt ﬂ,]L Fi = Frax(mi,...my) 7 0 — Widerspruch!
o

Folglich existiert ein z € () F,,. Nun wihlen wir schrumpfenden Umgebungen
m=1

(Vi(x))22; aus Lemma 1.

V71+1

I/;I

Da z € cdl{zm,Tms1,.--} = Fn ¥V m €N, gilt nach Satz 1.4
V() N {xm, Ty, ...} #0 ¥Yn,m e N.
Also koénnen wir die folgende Teilfolge wihlen:

Tn, € Vi(x)N{xy,z9,...}
Tn, € Va(x)N{Tp,+1,Tni+2,---}
Tng € V3($) N {$n2+1, Tno+2, - }

Die Teilfolge (7y,)jen von (zn)nen konvergiert nach Lemma 1 gegen x.
o Ist X folgenkompakt, dann ist X kompakt.

Man kann aus jeder Uberdeckung eine abzihlbare Teiliiberdeckung auswihlen, da
X eine abzéhlbare Basis hat:

X = U U; ,U; offen = Uj; lakt sich als Vereinigung von Basismengen darstellen.

iel
Damit ist X = |J W}y wobei die Wy, Basismengen sind. Nun wihlen wir zu
keKCN
jedem k € K C N ein Uy mit Wi C Uy,
ke KCN

Man kann aus jeder abzihlbaren Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung aus-
wahlen:



28 1 Topologische Rdume

o

Sei X = | W; W; C X offen. Angenommen, die Behauptung gilt nicht. Dann
i=1

existiert zu jedem m € N ein

s

(L’mGX\( W])

J=1

(Zm)men ist eine Folge in X. Da X folgenkompakt ist, existiert eine konvergente
Teilfolge
i n
ﬂ:mjjjfx EX:UWi.

i=1

Also existiert ein m € N mit x € W,,. Dann 3ip € N Vi > iy = € W, und

m
T, € U W; ¥ m; > n,m;,
Jj=1

Das ist ein Widerspruch zur Wahl von z,,!

Beispiel 1.22. Beispiele fiir kompakte Rdume
S™ T RP™ CP", Moéb und K? sind laut Satz 1.21 kompakt.

Satz 1.23. Sei f : X — Y stetig und bijektiv, X kompakt und Y T5. Dann ist f ein
Homdomorphismus.

Beweis. f ist bijektiv und stetig. Es geniigt zu zeigen, dass f abgeschlossen ist. Sei
A C X eine beliebige abgeschlossene Teilmenge. Da X kompakt ist, ist auch A kom-
pakt und damit auch f(A), weil f stetig ist. In einem T»-Raum ist aber nach Satz 1.21
jede kompakte Menge auch abgeschlossen. Also ist f(A) abgeschlossen und somit f ein
Homdéomorphismus. O

Man kann jeden topologischen Raum durch Hinzufiigen eines zusétzlichen Punktes kom-
paktifizieren.

Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Sei weiterhin oo ein zusétzlicher Punkt mit co ¢ X .
Dann ist

X = X U{oo} und
TU{(X \ A4)U{oo}| A C X abgeschlossen und kompakt}

Too

Satz 1.24. Es gilt:
1. (X0, Too) ist ein topologischer Raum.
2. (Xoos Too) ist kompakt.

3. 7 ist die von X auf X induzierte Topologie, d.h. T |x=T
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4. X C X ist eine dichte Teilmenge genau dann, wenn X nicht kompakt ist.

Beweis. Zu den einzelnen Aussagen:
1. Ubungsaufgabe.

2. Sei Xoo = Uy Ui mit U; € 7. Dann existiert ein 49 € I mit oo € Us,. Nach
Definition von 74 gilt U;, = (X\A)U{oco} wobei A C X kompakt und abgeschlossen
in X ist. Da A kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung von A C U;, U
LU, ij € I. Somit ist

X C U; ul; U...uUl;,
~— —_———
=(X\A)U{oo} DA

3. Sei U € 7 |x fixiert. Dann existiert ein O € 7,omit U = X N O. Ist O € 7,
so folgt U € 7. Anderenfalls existiert eine abgeschlossene und kompakte Menge
A € 7,s0odass O = (X \ A) U{oo}. Die Menge O = X\ A ist offen in X und mit
U=0NX=0nX folgt U € 7.

Sei andererseits U € 7 fixiert. Aus 7 C 7oo und U C X folgt U € 7o und XNU = U,
bzw. U € 7o |x-

4. Da X, die einzige Menge ist, die echt iiber X liegt, gilt:

X dicht in Xoo : &l X = X
< X Ccl X & X ist nicht abgeschlossen.

Aufserdem gilt aber:

X abgeschlossen in 7o, < {00} = {oo} U (X \ X) € 7o
: < X kompakt (in X) (denn X ist stets abgeschlossen in X).

O

Definition. (X, 7o) heifit 1-Punkt-Kompaktifizierung von X. oo heift unendlich ferner
Punkt.

Beispiel 1.25. Beispiele fiir 1-Punkt-Kompaktifizierungen.
1. 8" = RY
2. S?=2CP'=Cy
3. S!2RP' =R

Wobei “2” hom6omorph meint.
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=/ AN

Definition. Ein topologischer Raum (X, 7) heift lokal-kompakt, falls es zu jedem z € X
eine Umgebung U(x) € T gibt mit ¢l U(x) ist kompakt.

Bemerkungen.
o (Xoo,Too) ist ein To-Raum, g.d.w. (X, 7) ein lokal-kompakter 75 — Raum ist.

o (X, 7o) besitzt eine abzdhlbare Basis, wenn (X, 7) ein lokal-kompakter Raum
mit abzdhlbarer Basis ist.

Beispiel 1.26. Beispiele fiir lokal-kompakte Rdume
1. X ist kompakt, dann ist X auch lokal-kompakt.
2. Der euklidische Raum R"™ ist lokal-kompakt, aber nicht kompakt.
3. (R, Ty.) ist nicht lokal-kompakt 2.

Tab: = {R\ A | A abzihlbar} U {0}

Behauptung: R ist weder kompakt noch lokal-kompakt beziiglich 7, -

a) Seien A, :={z€Zlz<r},reR.

R=J®R\A4,)
reR
offen

Angenommen, es existiert eine endliche Teiliiberdeckung, dann ist

R=|J®\A,) =R\ ([)A) #R Widerspruch!
=1 =1
#0

Damit ist (R, 74p,) ist nicht kompakt.

%siehe auch Bsp. 1.12 auf Seite 17
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b) Sei z € R. Jede Umgebung von z hat die Form R\ A, wobei A abzéhlbar ist.
Dann ist
cd(R\ A) =R,
da R\ A iiberabzéhlbar ist. Also ist /(R \ A) ist nicht-kompakt und damit
(R, Tap,) ist nicht lokal-kompakt.

Wir wollen nun noch beweisen, dass topologische Raume (X, 7) die eine abzihlbare Basis
haben und lokal-kompakt sind, auch parakompakt sind.

Definition. Sei ¢« = {Uy,},; offene Uberdeckung von X. Eine Familie offener Mengen
V ={Vs} g, heikt lokal endliche Verfeinerung von ¢, falls

1. V ist eine offene Uberdeckung von X, d.h. X = UBeA V3.
2. Vist eine Verfeinerung von U, d.h.fiir alle Vg € V existiert ein U, € U mit Vg C U,.

3. V ist lokal endlich, d.h. zu jedem x € X existiert eine Umgebung W (z), die sich
nur mit endlich vielen Mengen aus V schneidet.

Ein topologischer Raum heift parakompakt, falls jede offene Uberdeckung eine lokal-
endliche Verfeinerung besitzt.

Satz 1.27. Sei X ein lokal-kompakter, topologischer Raum mit abzdhlbarer Basis. Dann
1st X parakompakt. Genauer: Zu jeder offenen Uberdeckung

U= {Ua}ael
existiert eine abzdhlbare lokal-endliche Verfeinerung
V= {Vﬁ}ﬁe/\

mit cl Vg ist kompakt fiir alle Vg € V.
Bemerkung. Dies benutzt man zur Konstruktion einer Zerlegung der 1.

Beweis. In mehreren Schritten.
1. Es existiert eine abzdhlbare Basis B von X, so dass cl U kompakt ist fir alle U € 3.

Sei 3 eine abzéhlbare Basis. Zu jedem x € X withlen wir eine offene Umgebung
U(xz) mit kompaktem Abschluss, das ist moglich, da X lokal-kompakt ist. Die
Menge

g ={Wep|WcU(x) firenzeX}cp

ist abzéhlbar, da ' abzihlbar ist. Sei dann
5;{VnWﬂVeﬂJVeﬂ},

so gilt:
a) ( ist abzéhlbar.
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b) (VW) C (W) C c(U(x)) und cl(U(x)) ist kompakt. Damit ist cl(V N

—_———
abgeschlossen
W) kompakt.
c) [ ist eine Basis. Denn sei U C X offen und U = |J Vj sowie
Viep’
x=v@= U m,
rzeX WkGBN
dann gilt
v=vnx = (JwnclU m
Vjeﬁ/ WkEBN
= Jwinwy)
e ——
s en

Somit existiert zu jedem lokal-kompakten topologischen Raum mit abzahlba-
rer Basis eine abzahlbare Basis 8 mit ¢l(U) ist kompakt fiir alle U € 3.

2. Es eaistiert eine Folge kompakter Teilmengen (A,)0e, in X mit A, C int Apiq
o
und X = J An -

n=1
Sei § = {W1, Wy, ...} eine abzdhlbare Basis von (X, 7), so dass ¢/ W; kompakt ist
fiir alle ¢ € N. Wir betrachten die kompakten Mengen
n
B, = UdWi n=12...
i=1

(o]
Dann gilt: B, C Bp41 Vn € Nund X = |J B,,. Wir definieren nun (A,,)nen
n=1
induktiv. A := 0. By ist kompakt und By C [J22, W; ist eine offene Uberdeckung.
Folglich existiert eine endliche Teiliiberdeckung By C W;, U...UW;, . Wir definieren

k
Ay = d(Wi, U UW;,) = d Wi,
j=1
Ay ist kompakt und By C Wy, U...UW;, Ciant(cl(W;, U...UW;,)).
:int(Al)
Induktionsvoraussetzung: Es existieren kompakte Mengen Aq, ..., Ag so dass

BiUA,_1CintA; i=1,...,k.

Zur Konstruktion von Api1: Bjy1 U Ay ist kompakt und wird von g = {W;}.2,
iiberdeckt. Dann existiert eine endliche Teiliiberdeckung Bj,11UA, C Wj,U. . .UWj,.
Dann sei

Apy1 = Cl(le u...u le)
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Wie beim Induktionsanfang folgt dann, dass A1 kompakt ist und Bgiq U Ap C
int Ag41. Da X = ;2| By, gilt, folgt X = (U, A,.

3. SeilU eine beliebige offene Uberdeckung von X . Wir konstruieren die gesuchte lokal
endliche Verfeinerung V.

Sei wieder 3 die Basis aus Schritt 1 und bezeichne i die folgende Verfeinerung von
U:

U={WcCX|WeBud3dUeld WcU}
Dann ist U eine abzihlbare Verfeinerung von U so dass ¢l(W) kompakt ist fiir
alle W € U. Wir miissen aus U noch eine lokal-endliche Verfeinerung machen.
Wir betrachten die Ausschopfung (A,)>°; von X durch die kompakten Mengen

aus Schritt 2. A4 \ int(A,) ist kompakt, da eine abgeschlossene Teilmenge einer
kompakten Menge kompakt ist. int(Ay+2) \ An—1 ist offen.

An+2
An+l

Ay

Es gilt weiter:
An+1 \znt(An) - int(An+2) \Anfl.

Sei
Ugn = Uy N (int(Ans2) \ Ap_1), Us €U.

)

Dann ist fiir fixiertes n € N L?n = {Ua,n| U, € Z]} eine offene Uberdeckung von

Apt1 \ int(4,). Da letztere Menge kompakt ist, existieren endlich viele Mengen
Vis ooy Vi, € Uy, die den “Ring” A, 41 \ int(A,) iiberdecken.

) nﬁn
Fiir
Vi={Vo, In=12,...,4n=1,....0.}
gilt nun:

a) V ist eine offene Uberdeckung von X, da (A,) eine Ausschopfung von X ist.

b) V ist eine Verfeinerung von U, da V eine Verfeinerung von U und U eine
Verfeinerung von U ist.

c) cl(Vy,) ist kompakt, da V;,; C U, € U und cl U, kompakt ist.
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d) V ist lokal-endlich, denn ist z € X, so existiert ein n € N mit z € A, C
int(Ap+1) und int(Ay,41) ist eine offene Umgebung von z, die sich nur mit
endlich vielen Mengen aus V schneidet, ndmlich

(Vi | B<n+250=1,...;i

1.6 Zusammenhingende und bogenzusammenhangende
Mengen in topologischen Raumen

Definition. Ein topologischer Raum (X, 7) heift zusammenhéngend genau dann, wenn
keine offenen, disjunkten, nicht leeren Mengen U,V C X mit X = U UV existieren. Dies
ist dquivalent zu

{U C X : U ist offen und abgeschlossen} = {0, X'}.

(X, 7) heift bogenzusammenhéngend genau dann, wenn fiir alle z,y € X eine stetige
Abbildung w : [a,b] C R — X mit w(a) = z, w(b) = y existiert. w heit Weg von x
nach y.

A C X heikt zusammenhingend (bogenzusammenhéngend) genau dann, wenn (A, 74)
zusammenhéngend (bogenzusammenhéngend) ist. D.h. A C X ist zusammenhéngend,
g.d.w. keine offenen Mengen U,V C X existieren, welche die folgenden Eigenschaften

erfiillen:

e ACUUV,
e AN(UNV) =0,
e ANU #Pund ANV #10.

Beispiel 1.28. Zusammenhdngende und bogenzusammenhdngende Rdume
1. Kugeln im R" sind zusammenhéngend.

2. A C R ist zusammenhéngend, g.d.w. A ist ein Intervall (offen, halboffen, abge-
schlossen).

3. Konvexe Mengen im R" sind bogenzusammenhéngend.

4. Die Sorgenfrey-Linie (R, 75or¢)
Eine Basis der Topologie® 74,4 ist: 8 = {[a,b)] — 0o < a < b < oo}
Behauptung: A ist zusammenhédngend bzgl. Tsorg, g.d.w. A = {z}. D.h. (R, Tsorg)
ist total unzusammenhangend.

Beweis. (<): Eine einelementige Menge ist nach Definition zusammenhéngend, da
sie nicht in zwei disjunkte Mengen zerlegbar ist.

3siehe auch Bsp. 1.7 auf Seite 14
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(=): Ein Intervall [a,b) ist offen und abgeschlossen, denn:

@) =R\ ( |J na)u |J b))

a>neZ b<n€eZ

offen

Sei T' C R zusammenhéngend und x € T. Dann ist U = [z,x +¢) C R offen fiir
allee > 0und V =R\ [z,z+2) C R ebenfalls, da [z, z +¢) auch abgeschlossen ist.
Es gilt dann U NV = () und damit UNV NT = (. Da T zusammenhingend und
x € TNU ist, muss TNV = ) gelten. Daraus folgt dann TN (R \ [z,z +¢)) =0
fiir alle € > 0, sodass T' C [z,z +¢) fiir alle e > 0, bzw. T' = {z}. O

Satz 1.29. Es gilt

1. Sei f : X — Y stetig, A C X zusammenhdangend (bogenzusammenhdngend), so
ist f(A) CY zusammenhdngend (bogenzusammenhdingend).

2. Sei A C X bogenzusammenhdngend, so ist A zusammenhdngend.

Beweis. Zu den einzelnen Aussagen:

1. Sei f: X — Y stetigund A C X zusammenhdngend. Angenommen f(A) ist nicht
zusammenhéngend. Dann existieren offene Mengen U,V C Y mit f(A) Cc UUV,
f(ANUNV =0, f(A)NU # P und f(A)NV # 0. Damit sind f~4(U), f~1(V) Cc X
offen, da f stetig ist, und es gilt AN f~1(V)N f~1(U) = 0. Weiter ist A C f~1(U)U
YV, Anf=YU) #0, Anf~Y(V) # (. Also ist A nicht zusammenhingend. Sei
A bogenzusammenhéngend. Dann existiert fiir alle z,y € A eine stetige Abbildung
w: [a,b] — X mit Im(w) C A, w(a) =z, und w(b) =y, sodass f ow ein stetiger
von f(x) nach f(y) in f(A) ist.

2. Sei A bogenzusammenhéngend. Angenommen A ist nicht zusammenhéngend. Dann
existieren disjunkte Mengen U,V C X mit A C (UUV), ANU #0, ANV # 0
und ANUNV =0.Seize ANU und y € ANV. Da A bogenzusammenhingend
ist, existiert eine stetige Abbildung w : [a,b] — A C X mit w(a) = z, w(b) = y.
Da [a,b] C R zusammenhingend ist, ist auch w([a,b]) C X zusammenhéngend.
Es gilt aber 2 € w([a,b]) NU # 0, y € w([a,b]) NV # 0, w([a,b]) C UUV und
w([a, b)) N (UNV) = 0. Das ist ein Widerspruch.

U

Beispiel 1.30. Bogenzusammenhdngende Rdume

1. R* S™ T RP™ CP™, Mobiusband und Kleinsche Flasche sind bogenzusammen-
hingend und somit auch zusammenhéngend.

2. Nicht jede zusammenhédngende Menge ist bogenzusammenh#ngend.
Beispiel: “Floh und Kamm”
Sei X ¢ C, X = AU B wobei

A={i}=Floh  B={[0,1]}U {% +iy| y €10,1],n € N} = Kamm
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Dann ist X C C ist zusammenh&ngend aber nicht bogenzusammenhingend.

Satz 1.31. Sei (X, 7) ein topologischer Raum.
1. Sei A C X zusammenhdngend. Gilt fir BC X A C B C cl A, so ist auch B zu-
sammenhdngend. Insbesondere ist der Abschluss jeder zusammenhdngenden Menge
zusammenhdangend.

2. Seien A; C X,i € I beliebig viele zusammenhdngende Mengen, wobei je zwei dieser
Mengen einen nicht leeren Durchschnitt haben. Dann ist

A:Um

i€l
zusammenhdngend.

Beweis. Zu den einzelnen Aussagen:

1. Angenommen B ist nicht zusammenh#ngend. Dann existieren offene Mengen U, V' C
X mit BCUUV,BNUNV =0, BNU # () und BNV # (). Da A C B ist, gilt auch
ACUUV und ANUNV = (. Behauptung: A ist auch nicht zusammenhéngend,
also ANU # ) und ANV # (). Angenommen ANU = (). Dann ist A eine Teilmenge
der abgeschlossenen Menge X \ U. Dies impliziert aber auch B C c¢l(A4) C X\U,
bzw. BNU = .

2. Angenommen A = [J A; ist nicht zusammenhéngend. Dann existieren offene Men-

i€l
gen U,V C Xmit ACUUV, ANU #0, ANV #Qund ANUNV =0.Seiiel
beliebig. Dann ist A;, C UUV. Da A;, zusammenhéngend ist, gilt A;, NU = () oder
A;, NV =0 (beides kann nicht gelten, da A;, C UUV). Also ist A;, C UN A oder
A;y C VNA. Da jeweils zwei Mengen A,, A, einen nicht leeren Durchschnitt haben,
gilt entweder A; CUNAV i€ Toder A, CVNAVY i€ I, denn (UNA)N(VNA) = 0.
Damit ist
A=|JA4 cUNAoder ACVNA.
el
Das ist Widerspruch zur Voraussetzung: U N A # () und ANV # 0.

Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum, 2 € X. Die Menge

C(z) = U A
A zsh
reA

heillt die durch z bestimmte Zusammenhangskomponente von X.

Bemerkungen.

1. C(x) ist zusammenhéngend nach Satz 1.31.
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2. C(x) ist die grofte zusammenhéngende Menge, die z enthélt.
3. Sind z,y € X, so gilt entweder C(x) = C(y) oder C(z) N C(y) = 0:

Angenommen C(z) N C(y) # 0, so folgt mit Satz 1.31, dass C'(z) U C(y) zusam-
menhéngend ist. C'(z) U C(y) enthélt aber x und y. Damit ist

C(z)UC(y) Cc C(x)und C(x)UC(y) C C(y)
D.h. C(z) = C(y).

4. Damit zerlegt sich X in seine Zusammenhangskomponenten:

X = |JCw@
reX
= UC’(Q:Z) (disjunkte Vereinigung)

Satz 1.32. Jede Zusammenhangskomponente von (X, T) ist abgeschlossen.

Beweis. Seix € X, C(x) die Zusammenhangskomponente, die z enthilt. Dann ist ¢l C(x)
nach Satz 1.31 zusammenhéngend und enthélt x. Es gilt also ¢l C(x) C C(x) C ¢l C(x)
und damit C(z) = ¢l C(x), d.h. C(x) ist abgeschlossen. O






2 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

2.1 Definition und Beispiele

Definition. Ein topologischer Raum M heifst n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit,
falls gilt:

1. M ist ein Th-Raum mit abzihlbarer Basis.

2. M ist lokal euklidisch, d.h. zu jedem z € M existiert eine Umgebung U(x) C M,
die homdomorph zu einer offenen Menge des R ist.

Bemerkung:

1. Die T»-Eigenschaft kann man nicht aus den anderen Axiomen herleiten.

2. FEine topologische Mannigfaltigkeit ist lokal kompakt, da der R™ lokal kompakt ist.
Somit ist nach Satz 1.27 aus Kapitel 1 jede topologische Mannigfaltigkeit auch
parakompakt.

3. Die Zahl n ist eindeutig bestimmt und heifst Dimension von M. Die Eindeutigkeit
folgt aus dem Satz iiber die Invarianz der Dimension: Seien U C R offen, V C R™
offen und U homsomorph zu V, so gilt n = m.

4. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit. Dann ist M genau dann zusammenhin-
gend, wenn M bogenzusammenhingend ist.

Wir iiberlassen dies dem Leser als Ubungsaufgabe. Hinweis: Es geniigt zu zeigen,
dass eine zusammenhéingende Mannigfaltigkeit auch bogenzusammenhéngend ist.
Man fixiere dazu einen Punkt zg € M und betrachte die Menge F:

F :={y € M | 3 stetiger Weg von z( nach y} C M

Zu zeigen ist dann, dass F' offen und abgeschlossen ist.
Bezeichnungen und Definition:

e Sei M™ eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit und € M. Dann exis-
tiert eine Umgebung U(z) C M und ein Homdomorphismus

¢ :U(x) — U € 1gn

(U(x), ) heift Karte um « € M, und ¢ = (z1,...,x,) heifen lokale Koordinaten
um z € M.
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e Seien (U, = (z1,...,7y)) und (V;9 = (y1,...,y,)) Karten auf M mit VNU # 0.
Dann ist
Yo lipUNV) — p(UNV)

ein Homéomorphismus und heiftt Karteniibergang von (U, ) nach(V, ).

e Koordinatentransformation:

SD(UQV) 9 (:L‘l, R ’mn) = (yl(mlﬂ R ?xn)’ M ’yn(xlﬂ R ’mn)) = /l[)osoil(xl?’ i ?xn)

Die topologischen Mannigfaltigkeiten sind die Grundobjekte, auf denen wir Geometrie
und Analysis betreiben wollen. Dazu benétigen wir einen Differenzierbarkeitsbegriff.

Man konnte z.B. eine Funktion f: M — R in 2y € M differenzierbar nennen, falls fiir

jede Karte (U, ) um zo
foe l:UCR" —R
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in ¢(xg) differenzierbar ist. Dabei tritt jedoch folgendes Problem auf: Seien (U, ¢), (V, )
zwei Karten um zg, dann gilt:

foy ™t =foplo(poy™).

Ist fop~! differenzierbar, dann braucht foi)~! jedoch nicht differenzierbar zu sein! Damit
die Differenzierbarkeit von f sinnvoll erklirt werden kann, fordern wir, dass ¢ o ¢! fiir
alle Karten differenzierbar ist.

Definition. Eine Familie A = {(Us, ¥a)},c; von Karten der topologischen Mannigfal-
tigkeit M™ heift C*F-Atlas auf M™ (0 < k < oo), falls

1. M= U,
acl

2. Fiir alle (U, ), (V,v) € A mit UNV # () sind die Karteniibergéinge
pop e(UNV)—p(UNV)

Ck-Abbildungen.
Zwei Ck-Atlanten A und A auf M"™ heifien dquivalent, falls A U A ein C*-Atlas auf M
ist. [A] ist die durch den Atlas A bestimmte Aquivalenzklasse von Atlanten.

Ein Paar (M, [A]) aus einer n-dimensionalen topologische Mannigfaltigkeit M und einer
Aquivalenzklasse von C*-Atlanten auf M heift n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit. [A]
heift auch C*-Struktur auf M und ist durch die Angabe von A € [A] eindeutig bestimmt.

Ein Atlas A auf der C*-Mannigfaltigkeit (M, [A]) heifit zulissig, falls A € [A] (d.h.
A ~ A). Eine Karte (U, @) auf (M, [A]) heift zulissig, falls AU {(U, )} ~ A.

Bemerkungen:

1. Jede topologische Mannigfaltigkeit ist eine CY-Mannigfaltigkeit. Die C%-Struktur
auf M" ist eindeutig bestimmt, da alle C%-Atlanten dquivalent sind.

2. Auf einer topologischen Mannigfaltigkeit kénnen verschiedene C*-Strukturen exis-
tieren, falls k > 1.

Sei M =R', A; = {(R, 1 = id)} und Ay = {(R, p2)} mit @o(z) = 2°. A; und A,
sind C*-Atlanten auf M aber A; ¢ As, denn
P10 cpg_l : R — R
y = Yy
ist in 0 nicht differenzierbar.

Information zur Existenz von C*-Strukturen:

1. Existiert auf jeder topologischen Mannigfaltigkeit eine C''-Struktur? Nein!

e Fiir alle n > 10 existieren n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeiten, die
keine C'!'-Struktur haben. (1. Beispiel Kervain 1960)
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e Fiir n < 4 existiert auf jeder n-dimensionalen topologischen Mannigfaltigkeit
eine C'!-Struktur.

2. Ist M™ eine topologische Mannigfaltigkeit und A ein C*-Atlas auf M, so ist A auch
ein C!-Atlas fiir alle | < k.

3. Es gilt auch die Umkehrung: Sei (M, [A]) eine C*-Mannigfaltigkeit, & > 1. Dann
existiert fiir jedes I, k < I < oo, ein C'-Atlas A mit A ~cn A. D.h. (M, [A]) ist eine
C'-Mannigfaltigkeit. Insbesondere hat jede C'-Mannigfaltigkeit M einen zulissigen
Atlas, der eine C*°-Struktur auf M liefert.' (%)

Vereinbarungen:

e Wir betrachten im folgenden nur noch C'*°°-Mannigfaltigkeiten:
Nach (%) ist dies keine Einschrinkung gegeniiber C* fiir k > 1. Mit einer differen-
zierbaren bzw. glatten Mannigfaltigkeit ist nun immer eine C°°-Mannigfaltigkeit
gemeint!

e Wir lassen oft die Angabe der Atlanten weg.

Satz 2.1. Sei N ein topologischer Raum, M™ eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit
mit dem zuldssigen Atlas A und f: N — M ein Homdoomorphismus. Sei

Ap = {7 V), 00 )] (U,¢) € A}

Dann ist (N, [Ay]) eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit. [Af] ist eindeutig bestimmd.

Beweis. f ist ein Homéomorphismus und damit ist N 75 und besitzt eine abzéhlbare
Basis.

N ist lokal euklidisch, denn zu jedem x € N existiert eine Karte (U, ¢) € Aum f(x) € M.
D.h. (f~Y(U),po f) ist eine Karte um .

Die Karteniibergéinge: Seien (f~1(U),p o f), (f~1(V),¢ o f) Karten um z, dann ist

Woflo(pof) t=rvop ipUNV) —ypUNV)

nach Voraussetzung k-fach stetig-differenzierbar.

Sei A~ A auf M, so ist Ajp ~ flf, da die gleichen Karteniibergéinge auftreten. O

Beispiel 2.2. Beispiele fiir Mannigfaltigkeiten
1. Der R" ist eine n-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit mit einem Atlas A = {(R",id)}.

2. Der C" ist eine 2n-dimensionale C'*°-Mannigfaltigkeit mit einem Atlas A = {(C", ¢)},
wobei

90(21" .. azn) = (xl’yl" .. ’xnayn)

mit 2; = x; + 1y;.

'"Whitney: Annals of Math. 37 (1936), 645-680
Munkres: Elementary Differential Topology
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3. Die Sphire S™ als Mannigfaltigkeit

Die S™ ist eine n-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit? mit einem Atlas aus zwei
Karten: der Projektion aus dem Nordpol ¢y und ¢g, der Projektion aus dem

Stidpol.
on:S"\{NP} — R"
(xl,...,$n+1) — (1*‘2“—;#—17...71722-%1)
pg:S"\{SP} — R”

Fiir die Karteniibergénge gilt:

psopy 1 en(S"\{NP,SP}) — ¢s(S"\ {NP,SP})
—R"\{0} —R"\{0}

r = s
[l

pnopgt 1 RM\ {0} — R"\ {0}
T e

Dh. A={(S"\{NP},on),(S"\ {SP},ps)} ist ein C*°-Atlas.
4. Der reell projektive Raum RP" als Mannigfaltigkeit
Der reell-projektive Raum RP" ist eine n-dimensionale C°°-Mannigfaltigkeit®, denn:
o RP" ist ein To-Raum mit abzadhlbarer Basis.

e Der RP" ist homdomorph zur Menge aller Geraden R -z, z € R, im R**!
versehen mit der Faktortopologie.

R"‘H\{O}/N r~y<=R-z2=R-y

Die Mengen U; := {(z1,...,2p1) €R"™ |2, £0} mit i =1,...,n+ 1 sind
offen in R"*1\ {0}, und

7 R {0} — R\ {0} /o = RP"

ist eine offene Abbildung. D.h. U; := n(U;) C RP"ist offen fiiri = 1,...,n+1

und
n+1
RP" = | J U;
i=1
Definition einer Kartenabbildung auf U;: Da
X1 Ti—1 Tit+1 Tn+1
[T 0. i) = [ .. 2 2L 2D

Zsiehe auch Bsp. 2 auf Seite 10 und Bsp. 1
3siehe auch Bsp. 4 auf Seite 11 und Bsp. 2 auf Seite 21
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ist
Uy — R"?
[1:.. iz — (B Ti—1 Tit1 Tnil)

ey Ty Ty
bijektiv. Und da

Gi:0i — R
5. Z1 Ti—1l Titl In+1
Gi(x1, ..y Tpy1) —> (xi""’ L Ty e )

stetig ist, ist auch ¢; stetig. Die Umkehrabbildung

QD;IIRH — U;
(y17"'7yn) — W((yh"'ayi—hlayia"'7yn))

ist stetig, da 7 stetig ist. Damit ist der RP" eine n-dimensionale topologische
Mannigfaltigkeit.

e Nun zur C'°°-Struktur:
A:{(Ui,gpi) |i: 1,...,7’L+1}
bildet einen C°°-Atlas, denn fiir i < j ist

piow; ipiUinl;) — ¢ (UinU;)

RrN{z;_1#0} =R"N{z;#0}
mit L
QO] OgOi (Zl,...,Zn)
= goj(ﬂ(zl,...,zi,l,l,zi,..., Zj,1 ,...,Zn))
~—~
j-te Stelle
_ ( z1 Zi—1 1 Zj—2 Zj Zn )
- Zj_17" " zj_1 )z zim ) ) zj—10 Yz

eine C*°-Abbildung. Analog folgt dies auch fiir ¢; o (pj_l.
Der RP" ist also auch eine n-dimensionale C°°-Mannigfaltigkeit.

. Offene Untermannigfaltigkeiten

Sei (M,[A]) eine n-dimensionale C°°-Mannigfaltigkeit und B C M eine offene
Teilmenge von M. Dann ist B mit dem Atlas

Ap = {(BNU,¢lpw) | (U,p) € A}

eine n-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit.

Die Gruppe der invertierbaren (n x n)-Matrizen ist z.B. eine offene Untermannig-
faltigkeit des R"Q, denn

Gl(n,R) = (det) ' (R\ {0}) C Mg(n,n) = R"

und die Determinantenfunktion ist stetig und R\ {0} ist offen.
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6. Produktmannigfaltigkeiten

Seien (M™,[A]) und (M™,[A]) C*®-Mannigfaltigkeiten. Auf M x M definieren wir
einen Atlas durch:

Apir = {(Ux Voo x 6) | (U, 0) € A, (V,9) € A}

Damit ist (M x M, [A,,, ]) eine C®-Mannigfaltigkeit.
Zum Beispiel ist
Th =S % ... x §!
—_——
n-mal
eine C*°-Mannigfaltigkeit.
7. Untermannigfaltigkeiten

Sei (M, [A]) eine C*°-Mannigfaltigkeit der Dimension N und
McM

eine beliebige Teilmenge. M heift n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M,
falls fiir jeden Punkt 2 € M C M eine zulissige Karte (U, ) von M um x existiert,
so dass

e(UNM)=oU)N{zn1 =+ =ay=0}.

Jede n-dimensionale Untermannigfaltigkeit M C M ist eine n-dimensionale Man-
nigfaltigkeit mit dem Atlas

U, ) ist eine zulédssige Karte mit }
Ay =< ({UNM, &
M {( SD|UOM) go(UﬂM)ZQD(U)ﬂ{xn+1:"‘:xNZO}

Die Karteniiberginge sind C*°, da sie die Einschrinkungen der Karteniibergéinge
von zuldssigen Karten von M auf den Unterraum R sind.

2.2 Differenzierbare Abbildungen

Definition. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und
F:M—N

eine Abbildung. F' heift C*-Abbildung (k € N U {oc}), falls fiir alle zulissigen Karten
(U,) von M und (V,1) von N gilt, dass

poFop l:oUNF (V) — (V)

eine C*-Abbildung ist. ¥ o F o ™! heifit Kartendarstellung oder Koordinatendarstellung
von F.
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C¥(M, N) bezeichnet die Menge aller C*-Abbildungen von M nach N und C*(M) den
Vektorraum aller C*-Abbildungen von M nach R. Mit der Multiplikation

(f-h)(x) == fz) - h(z) Yo e M
ist C*(M) sogar ein Ring.

Satz 2.3. Es gilt:

1. Seien (M, [Ap]) und (N, [An]) Mannigfaltigkeiten. Es geniigt, die Differenzierbar-
keit der Kartendarstellungen einer Funktion f: M — N fir alle Karten aus Ajf
und Ay zu tiberpriifen.

2. Seien f € CF(M,N) und g € C¥(N, P), so ist go f € C*(M, P).

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:
1. Ubungsaufgabe!

2. Dies folgt unmittelbar aus

da die Verkniipfung von glatten Abbildungen im R"™ bekanntlich auch glatt ist.

Definition. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten.
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1. F: M — N heift C*-Diffeomorphismus, falls F' bijektiv ist, F € C*(M, N) und
F~1e Ck(N,M).

2. M und N heiflen diffeomorph, falls es einen C*°-Diffeomorphismus von M nach N
gibt.

3. Diff(M, N) bezeichnet die Menge aller C*°-Diffeomorphismen von M nach N.

Satz 2.4. Es gilt:

1. Sei M eine C®°-Mannigfaltigkeit und ¢ : U — U eine zulissige Karte. Dann ist
@ ein Diffeomorphismus zwischen den entsprechenden offenen Untermannigfaltig-
keiten.

2. Sei f: M — N ein Homdomorphismus zwischen den topologischen Rdaumen und
sei (N, [A]) eine C*°-Mannigfaltigkeit. Dann ist

[ (M [Af]) — (N, [A])
ein Diffeomorphismus.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. U ist eine Mannigfaltigkeit mit einer zuldssigen Karte (U, ). U ist eine Mannig-
faltigkeit mit einer zulassigen Karte (U,id). Die Kartendarstellung von ¢ ist:

idogop t=id

und damit glatt.
2. Die Kartendarstellung von f ist:

pofoof)y t=gpofof oy t=poy!

und damit auch glatt.

Bemerkungen zu Diffeomorphietypen von Mannigfaltigkeiten:
o Auf einer Mannigfaltigkeiten kdnnen nicht dquivalente C°°-Atlanten existieren,
meistens sind sie jedoch diffeomorph.
e Auf top. Mannigfaltigkeiten der Dimension n < 3 existiert nur ein Diffeomorphie-
typ.
e Jede zusammenhingende 1-dimensionale Mannigfaltigkeit ist diffeomorph zu S*
oder R.

e Im Fall n = 2 kennt man alle glatten zsh. Mannigfaltigkeiten.

e Im Fall n = 3 sind fiir kompakte Mannigfaltigkeiten (ohne Rand) nach dem Beweis
von Grigori Perelman seit 2002 alle Homéomorphie- (und damit auch Diffeomorphie-
) Typen bekannt.

e Ab n > 4 existieren mehrere Diffeomorphiestrukturen, z.B. 28 auf S7.
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e Fiir n > 5 existieren hochstens abzdhlbar viele Diffeomorphiestrukturen. Ist M™
dariiber hinaus kompakt, so existieren hochstens endlich viele Strukturen.

e Mit der “Yang-Mills-Theorie” (ca. 1984) kann man auf dem R* iiberabzihlbar viele
Diffeomorphiestrukturen nachweisen. Fiir n # 4 besitzt der R™ jedoch nur einen
Diffeomorphietyp.

2.3 Der Tangentialraum und das Differential einer glatten
Abbildung

Bevor wir uns mit dem Begriff des Differentials fiir glatte Abbildungen auf Mannigfal-
tigkeiten befassen, noch ein paar Erinnerungen an die Analysis:

e Fiir eine differenzierbare Abbildung f : R™ — R™ ist
dfz : R" =T,R" — R™ =T, R™
v %f(m—i—tv)‘tzo

e Sei M C RY eine Untermannigfaltigkeit, = € M. Der Tangentialraum im Punkt x
ist

T,M:={veRY |Iy: ICR— M:9(0) =z,7(0) =v}.
Fiir eine glatte Abbildung f : M ¢ RN — M < R gilt hier

v=7'(0) %f('V(t))‘t:()

Definition. Sei M" eine glatte Mannigfaltigkeit, x € M. Zwei glatte Kurven ~, § : I C
R — M mit y(0) = §(0) = = heifen dquivalent (Bezeichnung: v ~ ¢), falls fiir eine
zuldssige Karte (U, ¢) um z gilt:

(¢ 079)(0) = (¢ d)'(0).
Dies ist unabhéngig von der Wahl der zuléssigen Karte. Ein Tangentialvektor in x € M
ist eine Aquivalenzklasse von Kurven durch x.

T, M := {[y] | v ist Kurve durch =}

ist der Tangentialraum an M im Punkt z.
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Satz 2.5. Der Tangentialraum T, M ist ein reeller Vektorraum mit der Operation:

Ayl +uld] =g~ (A poy+p-pod)
fir \,u € R, [7],[0] € T M, wobei (U, ) eine zulissige Karte um x mit p(x) = 0 ist.

Bewess. Die Kurve
e Aoyt p-pod)
ist eine Kurve durch z da
e A poy(0) +p-pod(0) = @ A p(x) +p-p(x))
= ¢ 'A-0+p-0)
= ¢ H0)==
Die Definition ist unabhéngig von der Wahl der Vertreter v € [y] und 6 € [0]. Weiterhin

ist die Definition unabhéngig von der gewéhlten Karte (U, ¢), denn sei (U, 1) eine weitere
Karte mit ¢ (z) = 0, so gilt:

(o™t (A oy +p-od)(0) = d

I
&
€ €

' )
- (d(po 1)?@07)’50))
= (pop ' A poy+pu-pod))(0)

D.h.
et N poytpupod) ~ YT N oy +pu-pod).

Bemerkung. Sei M" C RY eine Untermannigfaltigkeit, so ist die Abbildung:

.M — TUYMEN
M = Y(0)eRY
ein linearer Isomorphismus.

Vereinbarung. Fiir Untermannigfaltigkeiten M™ C RY benutzen wir immer die Reali-
sierung
T,M = TYMEM = {+/(0) | v: I — M, 7(0) =z} C R,

Wir benutzen auch fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten fiir die Tangentialvektoren die for-
male Bezeichnung +/(0) := [v].

Beispiel 2.6. Tangentialraum an der Sphdre
Wir betrachten die n-dimensionale Sphére S™, x € S™. Es gilt:

TxSn = {’U c RnJrl | <,I,’U>]Rn+1 = 0},
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denn sei 7y : (—g,e) — S™ eine Kurve mit v(0) = z, so gilt:

(v(8),~(t)) = 1.

Damit ist

FO W)= = 2(4(0),7/(0))
= g(wm’(O»

und “C” gezeigt. Die Gleichheit folgt dann aus Dimensionsgriinden.

Definition. Sei f: M — N eine C°°-Abbildung, x € M.

b = [fen]
7(0) = (fo)(0)

heift Differential von f in x. Sei v € T, M, so ist v(f) := df,(v) die Richtungsableitung
von f in Richtung v.

Bemerkungen:

1. Die Definition von df; ist korrekt, d.h. aus v ~; 0 folgt f o~y ~f) fod, denn sei
(U, ) eine zulassige Karte um z und (V1) eine zulissige Karte um f(z), so gilt:

(ofor)(0) = (Yofopltopon)(0)

d(¢ © f © (Pil)cp(ar)(go © 7)/(0)
d(w ofo (Pil)ap(z)(go o 5)1(0)
(o foptopod)(0)

= (Yo fod)(0)

2. Sei M C M eine Untermannigfaltigkeit und F' : M — N eine C°°-Abbildung.
Dann ist f := F|p : M — N eine C*°-Abbildung und es gilt:

1)

2
1<

dfy = dFy |7, a fiir alle z € M

3. Sei N C N eine Untermannigfaltigkeit. Dann ist f : M — N C N genau dann
glatt bzgl. der Untermannigfaltigkeitsstruktur, wenn

f:M—N
C™ ist. Dies folgt aus der Gleichheit der Differentiale.

Satz 2.7. Es gilt:
1. Die Kettenregel: Seien f: M —s N und h: N — M C*-Abbildungen, so gilt:

d(h o f)a: = dhf(a:) o dfx
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2. Ist f : M — N eine glatte Funktion, so ist
dfz M — Tf(I)N
eine lineare Abbildung der Vektorrdume.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:
1. Aus

dh s -
ToM 2% Ty oy N2 Ty M
ergibt sich
d(ho fz[v] = [h(fom)]
= dhg(z)f o]

= dhyg) o dfz7]
2. Z.z. ist, dass fiir [y],[0] € TuM, \,u e R

dfx()‘h/] + M[(S]) = )‘dfar[’)/] + Mdfar[(s]

Sei (U, ¢) eine Karte um z mit ¢(z) = 0 und (V,v) eine Karte um f(z) mit
Y(f(z)) = 0, dann folgt aus der Linearitit fiir Differentiale auf dem R™:

dfs A+ o) = dfe([o7 (A oy 4 p-pod)])
[fop™t(A-poy+p-pod)

[t oo fop i (A-poy+pu-pod)

= (dpood(pofop g (A povy+pu-pod)(0)

linear =A(p07)(0)+p-(pod)’ (0)
= (dy~ 1)0()\ d(i/fOfOﬂP Ho(p o) (0)+
4 d( ) (¢ 00)(0))

= (dy~ )( ( 7)'(0) + - (Yo f00)(0))
= [w‘l(k-¢0fov+ﬂ ¢Of 9)]
)‘dfaﬁh]"i_ﬂdfar[é]

Folgerungen:

1. Ist f : M — N ein Diffeomorphismus, x € M, so ist
dfy : TyM — Tyy N
ein linearer Isomorphismus, denn
diz = d(F7" 0 f), = dfyy o dfs

und

- —1
Al N =d(fo ™), =dfz0df ;g
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2. Ist f: M — N eine C*°-Abbildung und
dfz T M — Tf(I)N

ein linearer Isomorphismus, dann ist f ein lokaler Diffeomorphismus. (Satz iiber

den lokalen Diffeomorphismus)

Die kanonischen Basen in T, M

Sei M™ eine n-dimensionale C'*°-Mannigfaltigkeit, x € M und (U, ¢ = (z1,...,%,)) eine

zuldssige Karte um x € M, dann wird

2 (2) = [o N (plx) +te;)] € T,M
= jt(so*(@o( ) +te)|,_q
%"2) ([o(z) + tes])

w(:v ¢i)
fiir alle 4 = 1...n zu einem Tangentialvektor in T, M.

Satz 2.8. FEs gilt:

1. Sei M™ eine n-dimensionale C°°-Mannigfaltigkeit, v € M und sei (U, p = (21, ..

eine zuldssige Karte um © € M, dann bilden die Tangentialvektoren

(a%(x),... 9

o))

eine Basis in T, M. Sie heifit kanonische Basis . (Insbesondere ist dim T, M = n.)

2. Seive T, M und

v=2 &5 @)
1=1

dessen Basisdarstellung. Sei weiter v = [y] und

poy =7, 27162

die Koordinatendarstellung von v beziglich einer geeigneten Karte (U, ), dann gilt

¢ =0

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Eine zuléssige Karte um = ¢ : U C M — ¢ (U) C R™ ist bekanntlich ein Dif-
feomorphismus, ¢ € Dif f (U, ¢ (U)). Ihr Differential wird damit zu einem Isomor-
phismus. Und da Isomorphismen Basen in Basen iiberfiihren, folgt die Behauptung

aus

dor (5 @) = don (ap () = e
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2. Aus der Linearitéit des Differentials folgt einerseits

" L B 4
dipg (v) = dpy (Z flg (95)> = Z§Zdﬂpx <8—x (9”)> = Z§Z€i
i=1 ¢ i=1 ’ ‘
und andererseits gilt

dey (V) = [por] =(poy)(0)=(11(0),..,7,(0) = > ~i(0)e;.

Kurve im R™

Satz 2.9. Transformationsformeln fiir kanonische Basen

1. Seien (U, = (z1,...24)), (V0 = (Y1,...,yn)) 2wei zuldssige Karten um x € M,
dann transformieren sich die kanonischen Basisvektoren auf folgende Weise:

1

(@) = 3 e (o) 5 (@),

a=1

2. Sei f: M — N eine C*-Abbildung, (U, = (z1,...,2,)) eine zulissige Karte
um x € M und (V,p = (y1,...,yn)) eine zuldssige Karte um f(z) € N, dann gilt:

A (@) = 3 20l () 52 (f(x).

Beweis. 7Zu den einzelnen Punkten
1. Es gilt

Il
QU
—~
<
—
o
<
O
‘Gl :

—
~—
33
&
—~
o
N
~—

2. Ubungsaufgabe (analoge Rechnung)

Der duale Tangentialraum 7, M

Wie in der Linearen Algebra betrachtet man auch hier den Dualraum eines Vektorraumes.
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Definition. Der duale Tangentialraum in z € M ist definiert als

T:M :={L:T,M — R | L ist linear}

Sei (U, = (z1,...,2y,)) eine zuldssige Karte um x € M. Fiir das Differential der glatten
Koordinatenabbildung z; : U C M — R, y+— z;(y) gilt:

D.h. (dx;), ist eine lineare Abbildung von T, M nach R. Somit gilt:

(dxz)x S T;M

Satz 2.10. Die Linearformen ((dxi)y,...,(dx,)s) bilden eine Basis in Ty M, die dual

zur kanonischen Basis (a%l(x), o 22 (x)) von T M ist.

? Oz,

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass (dx;)y (8%](36)) = 0;; gilt:

(ds)a (%(gg)) = (dz)s (dp~'(e;))
= d (% © 90_1)%,(1) (e]')
= d(Li) g (€5) = (&),
= 3y
[l

Durch leichte Rechnung zeigt sich nun daraus, dass Dualbasen ein dhnliches Transforma-
tionsverhalten zeigen wie die kanonischen Basen aus Satz 2.9.

Satz 2.11. Seien (U, = (z1,...,2y)) und (V, = (y1,...,Yyn)) zuldssige Karten um
x € M. Dann gilt

~ (0Woy™h):
(dy;). = ———— | (x1,... ) (dT0)s-
Y ; < 0% > !

Bemerkungen:

e Vergleicht man die Indizes der Ubergangsmatrizen, so bemerkt man, dass die Trans-
formationsmatrix der Dualbasen die Transponiert-Inverse der Transformationsma-
trix der kanonischen Basis ist.

e Man bezeichnet die Vektoren des Dualraumes auch als Kovektoren. Diese trans-
formieren sich per Definition also kovariant. Die Vektoren des Tangentialraumes
transformieren sich dagegen kontravariant.
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2.4 Vektorfelder und Fliisse

Definition. Sei M" eine C'°°-Mannigfaltigkeit und TM := U T, M die disjunkte Ver-
zeM
einigung aller Tangentialriume. Eine Abbildung

X:M—TM

heiflt glattes Vektorfeld auf M :<—
1. X(2) € LM VYzeM
2. Sei A ein zuléissiger Atlas von M, (U,p = (21,...,2y)) € Aund fiir z € U

X(@) = Y &) (@)
i=1 ¢

die Basisdarstellung von X, so gilt
& € CO(UR) fiir allei =1,...,n.

Bemerkungen:

e Die Forderung 2.) ist unabhéngig vom zuldssigen Atlas.

o Sei (U, = (x1,...,2,)) eine zuldssige Karte, dann sind % € X(U) die kanoni-
schen Basisfelder auf U C M.

X(M) bezeichnet die Menge aller C*°-Vektorfelder auf M und ist ein Modul iiber dem
Ring der glatten Funktionen:

X, Y eX(M) = X+Y eX(M),
XeX(M), feC®M) = f-XeX(M),

wobei X +Y und f Y punktweise definiert werden.

Satz 2.12. Sei M™ C RV eine Untermannigfaltigkeit und X eine Abbildung:

X:M — TM
z — X(z)eT,McRY

Dann gilt:
X st ein glattes Vektorfeld auf M <= Die Abbildung X : M —s R¥ist glatt.
Beweis. Sei (U, h) eine UMF-Karte von M, d.h. U C RY ist offen,

h:U—UCcRN
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ist ein Diffeomorphismus und

hU N M) =Un(R" x{0}).

Dann ist (UNM, ¢ = h|ynar) eine Karte von M™. Fiir die kanonische Basis dieser Karte

gilt bekanntlich:
0 _
8—961'(96) - dwvgr)(ei)

dle Basisdarstellung von X auf U N M.

1. (=) :Sei X € X(M) und X = 252

Mit ¢ € C(U) ist
—1

n
_ ‘ _ 0
Xoprl=) gop™ 5o
i=1 !

8p—1
= gxl (%15--,Zn)

als Verkniipfung von C'*°-Abbildungen (¢! ist ein Diffeomorphismus) glatt. Und

da dies fiir jede Karte gilt, ist

X:M—RN
glatt.
2. (<):Sei X : M — RY eine C*°-Abbildung. Da
X(2) = z €i(x) b () = 3= (g, )

= (I)(Z 52( ) )
ist

dips (X (2)) = (€' (2), ..., " (2))
als Verkettung von glatten Abbildungen auch glatt, insbesondere sind die ¢ : U —
R damit C*°-Abbildungen.

0

Definition. Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit, X € X(M), f € C°°(M,R™). Dann heifit
die Abbildung X (f) € C*°(M,R™) definiert durch

X(f)(@) = dfu(X () € Ty R™ = R™

Richtungsableitung von f nach dem Vektorfeld X.
M), f,g €

Folgerungen. Aus den Eigenschaften des Differentials folgt fiir X € X(

C>®(M):
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(X +Y)(f) = X(/)+Y(f)

X(f+9) =X()+X(9)

X(f-9)=f -X(9)+g-X(f) (Produktregel)

Sei (8%1, cey %) die kanonische Basis von (U, ¢),
X=> fia%i die Basisdarstellung von X auf U, dann ist

- L D=

01
X =Y e -y elle Lo,

Insbesondere gilt

d . O(fop™h

5. Fiir eine Abbildung

XM — TM
xr — X(z)eTl,M

gilt:
X ist ein glattes Vektorfeld. < X(f) € C°(M,R) VY f € C*(M,R).

Definition. Seien X,Y € X(M), (U, = (x1,...,x,)) eine zuldssige Karte und X =
zgiﬁ, Y = Zni% die Basisdarstellungen auf U. Das Vektorfeld
i 7 i 7
n . |
X, )i= S (X0~ V()
(2

i=1

heifit Kommutator von X und Y.

Bemerkung. Der Kommutator ist unabhéngig von der Kartenwahl. (Dies kann man mit
den Transformationsregeln direkt ausrechnen.)

Definition. Sei F' : M — N eine C*°-Abbildung und X € X(M), Y € X(N). Man
sagt X und Y seien F-verkniipft, falls

Y(F(z)) = dFy(X(z))

. Man schreibt dann Y = F, X oder auch Y = dF(X). Bemerkung. Im Allgemeinen ist
dF(X) kein Vektorfeld!

Satz 2.13. Eigenschaften des Kommutators
1. [X,Y] = —[X,Y] (Schiefsymmetrie)
2. ANX +uY, Z] = M\X, Z) + ulY, Z] (linear in jeder Komponente)
3. [[X,Y],Z] + Y, Z), X] + [[Z, X],Y] = 0 (Jacobi-Identitiit)
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4. Seien f,g € C®(M).
[fX,9Y] = fglX. Y]+ fX(9)Y — gV (f)X
5. Sei f € C°(M,R™). Dann gilt fir die Richtungsableitung
(X, Y](f) = X(Y(f)) - Y (X(/))

6. Sind X1,Xo € X(M),Y1,Ys € X(N) durch eine glatte Abbildung F' : M — N
verkniipft, d.h. es gilt

Yj(F(z)) = dFp(X(2)) j=1,2.
Dann sind [ X1, Xs] und [Y1,Y3] auch F-verknipft:
dF([X1, Xo](2)) = [Y1, Yo (F(2))

7. Sei M C RN eine Untermannigfaltigkeit, dann kann man X € X(M) als C>-
Abbildung X : M — RY auffassen, und es gilt:

X,Y] = X(Y) - Y(X)
wobei X (Y') die Richtungsableitung ist.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

e 1. bis 6. sind Standardaufgaben (Ubungsaufgaben).

e zu 7.: Sei M C RY eine Untermannigfaltigkeit. Die Karten auf M entstehen durch
Diffeomorphismen deszN .Sei h: U c RN — U c R¥ ein solcher Diffeomorphis-
mus mit h(UNM) =UnN(R" x {0}), dann ist (UNM, ¢ = h|yna) eine Karte von
M. Mit der kanonischen Basis a%i(w) = agg: (p(x)) € RN (i =1,...,n) ergibt sich
nun eine Darstellung

;i 0 i 0
X:ZS ox;’ Y:Znaxi

Nach der Produktregel fiir die Richtungsableitung gilt

XW) =¥ () = 3 (X + X ()
V() - €Y ()
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Es gilt:
i, 0 . R R 9 0
5 - & = ted - N
Z:(nX(axi) Evn) ;(775 )~ € ()
(0 , 0 g, 0
. t¢d (=N =
= 2t (axj(axi) axi(axj)>
,J _
=0
= 0
denn:
o 0 9 !
~— ~~
VF Fkt part. Abl
32 -1
= o (p(@))
JULg

o~ ! ist eine C*°-Funktion zwischen reellen Riumen und mit dem Lemma von
Schwarz ergibt sich

82()071
pmi, (P(@)
o , 0

92; oz, @
el g
VF Fkt

O

Definition. Sei M™ eine C*°-Mannigfaltigkeit, X € X(M), I C R ein offenes Intervall
um 0 € R. Eine glatte Kurve

vyl — M"
heifst Integralkurve von X durch x € M, falls
*7(0) =z
« V()= X)) Viel
Beispiel 2.14. Beispiele fiir Integralkurven

e Sei M = R". Die Integralkurve von X durch x € R" ist die Lésung einer autonomen
gewoOhnlichen Differentialgleichung mit Anfangsbedingung.

o M =52
X(w,y,2) = (~y,2,0) = X €X(5%)
Die Integralkurven von X sind die Breitenkreise. Aus v/(t) = X (v(t)) folgt dann

Y1 (t) = —2(t), 73(t) = 71(t) und ~3(¢) = 0.
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Damit ist /3 (t) = const. und

< 1; ) =c- ( _C(S)isr(lititg())) >

Durch die Anfangsbedingungen ~(0) = (xo, Yo, 2z0) = po ist dann die Integralkurve
an X durch py € S? eindeutig bestimmt.

Y(t) = (\/1 — 28 cos(to + t),/1 — 23 sin(to + t), 20),
wobei (zg,y0) = /1 — 23 (cos to,sintp).

Durch Ubertragung des Satzes iiber Differentialgleichungen im R™ erhilt man:

bzw.

Satz 2.15. Sei X € X(M™").

1. Zu jedem x € M existiert eine eindeutig bestimmte mazimale Integralkurve
X .
Ve Iy CR— M
von X durch x. Hierbei meint mazimal, dass der Definitionsbereich maximal ist.

2. Sei W ={(t,x) e Rx M|t € I} CR x M. Dann gilt:

o W C R x M ist offen.
e Die Abbildung

6 WCRxM — M
(tz) = dilz) =2 (1)
ist C*°.
o Ist (t,x) € W und (s,¢i(x)) € W, so folgt (t + s,x) € W und ¢sqi(x) =
¢8 o ¢t(x))

Gstt(T)
) f )

o
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Der Beweis liuft analog zum R” indem man Karten nutzt?.

Definition. Sei X € X(M). Die Abbildung

¢ WCRxM — M
(t,x) = ¢u(x) = (1)

heiflt Fluss des Vektorfeldes X.

M

Definition. Ein Vektorfeld X € X(M") heift vollstindig :< Alle maximalen Integral-
kurven X von X durch o € M sind auf R definiert.

Ist X € X(M) vollsténdig, so ist der Fluss ¢; von X ein Diffeomorphismus fiir alle ¢t € R:

¢ RxM — M
(t,z) — (1)
b M — M
= gi(x) = (1)

Es gilt ¢y 0 ¢s = ¢py4s und ¢g = id. Die Menge {¢;} C Diff (M) ist eine einparametrische
Untergruppe von Diffeomorphismen definiert durch das vollstdndige Vektorfeld X.

Satz 2.16. Sei X € X(M") ,

Yo : Iy = (a,b) CR — M (mita € RU{—o00})

die mazximale Integralkurve von X durch x und gelte b < oo. Dann gibt es zu jeder
kompakten Teilmenge A C M ein € > 0 so, dass

w(t) € A Ve (b—e,b).

(D.h. eine nicht auf ganz R definierte mazimale Integralkurve verlisst jeden kompakten
Bereich in endlicher Zeit.)

“siehe: Gromoll-Klingenberg-Meyer: Riemannsche Geometrie im Grofen (Anhang)
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Beweis. Angenommen die Behauptung stimmt nicht. Dann existiert eine Folge

(tn)peny C Iy mit t,, — b und 7, (t,) € A. Da A kompakt ist, ist A auch folgenkompakt.
D.h. es existiert eine in A konvergente Teilfolge von (v(t,)) O.B.d.A konvergiere
(72(tn)) pen gegen p € A. Nach Satz 2.15 gilt

neN-*

(0,p) € W := Definitionsbereich des Flusses ¢ von X.

AuRerdem ist W offen. Somit existiert eine Umgebung von (0, p), die in W liegt:

(—6,8) x U(p) C W.

Fiir hinreichend grofse n gilt dann
b—t, <dund v,(t,) € U(p)

Sei B: (t, — d,ty, + ) — M definiert durch

/B(t) = ¢(t —tn, 'Yx(tn))a

dann ist ¢(t — tp,v.(ty)) fiir alle t € (¢, — 6,t, + 0) definiert. Und da ¢(t,,z) und
@(t — tn,72(tn)) existieren, existiert nach Satz 2.15 auch

Oty +1t—tn,x) = ¢(t, x) fur alle t € (t, — 0, ¢, + 0).

Dies ist eine Verlingerung der Integralkurve ~y, auf das Intervall (a,t, + ) und ein Wi-

>b
derspruch zur Maximalitét von -, auf (a,b). O

Folgerung und Definition. Sei M eine C°°-Mannigfaltigkeit und X € X(M) ein Vek-
torfeld. Mit

supp X :=cl{xr € M|X(x) #0} C M
bezeichnen wir den Triger von X.

Satz 2.17. Ist der Triger kompakt, so ist X wollstindig. Insbesondere ist jedes C°°-
Vektorfeld auf einer kompakten Mannigfaltigkeit vollstindig.

Beweis. Sei x € M, v, : [, C R — M die maximale Integralkurve von X durch x. Z.z.
I, =R
1. Fall: z € M \ supp X. Auf M \ supp X gilt dann X =0, d.h. die Kurve ~, = x ist
die maximale Integralkurve von X durch z.

2. Fall: z € supp X. Dann ist ~,(I,) C supp X, denn auferhalb von supp X sind alle
Integralkurven konstant. Mit Satz 2.16 folgt I, = R.

0
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Satz 2.18. Seien XY € X(M), x € M. Seien ¢y : Wy ={z e M |te l,} — M die
durch den Fluss von X definierten lokalen Diffeomorphismen. Dann gilt:

XY10) = (@000 Y (0D

t=0

Beweis. Sei x € M fixiert und (U, = (x1,...,x,)) eine zulissige Karte um x € M.
Zudem seien

X:z;ga—xi,yzz;naxi

die Basisdarstellungen von X und Y auf U. Dann gilt:

@6-Du¥ G0 = (@6 (5 (ou(e) g (010))
= L W) @)y, (7 (02))
SEZO S o)) | £ o lono 006 )]
j=1 k=1

Wir benutzen die Taylorentwicklung entlang von Integralkurven. Mit h € C*°(U), y € U
folgt

h(de(y)) = h(y) +t - dhy(X(y)) + o(t?),
denn sei f(t) := h(¢¢(y)), dann ist

2
F@) = 10) +- f(0)+ 5 - f"(0) +
~——
o(t2)
und mit der Kettenregel gilt:

f1(0) = %(h( G (y)))li=0 = dhoo ) (5 (qbt( Dli=0) = dhy (X (y))

und
£(0) = h(do(y)) = h(y).
Sei jetzt speziell h =z, € C*°(U) die k-te Koordinate von (U, ), dann ergibt sich

e(o—i(y)) = wp(y) —t-dop(X(y)

= g @od) () = G-t 7€) +o(t®) VyeU
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und es folgt

(A1) gy (Y (60(@))) = 3 1P (dn(a)) [@-k—t- (") (@) +o<t2>] @) enM

jk=1

Insgesamt erhilt man

E(do— (Y (¢e(2)))],ey = kfi

0

Satz 2.19. Sei F : M —s N ein Diffeomorphismus, X € X(M) mit dem Fluss {¢;* }.
Sei F.X € X(N) definiert durch

(*){ (F.X)(y) = dFp-10)(X(F~(y)))
( dFy(X ()

e
ks
o
2
I

mit dem Fluss {gbt *X}. Dann gilt

1. X o F = Fo ¢
2. X=FX < Fo¢f=0¢f0F

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. z.z. Die Kurve v(t) = F(¢ (z)) ist die Integralkurve von F,X durch F(z), denn
diese ist eindeutig bestimmt.

e Als Anfangswert haben wir v(0) = F(¢¢ (z)) = F(z).
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e Fiir die Ableitung ergibt sich
V() = %(F(ébi((g)))
iFys o (G0 @)
N———

=X (67 (2))
qusg((x) (X((ﬁf((m)))

= (BX)(F( (2)
N——

=v(t)

—
*
~

2. Sei X = F, X. Mit 1.) folgt
¢ o F = Fody.

Sei umgekehrt ¢;X o F = F o ¢;*.

(ﬁiXOF:FO(ﬁtXé(ﬁt*XOF {OF_1

d
:>¢ix = f*X ‘%‘t:O

=X =F.X
O

Satz 2.20. Seien X,Y € X(M) Vektorfelder auf M mit den Flissen {¢;*} und {¢} }

Dann gilt:
o oY =Y 0o Vs,t aus dem Definitionsbereich <= [X,Y] = 0.

Beweis. Die einzelnen Implikationen:
o (=): F := ¢, ist ein lokaler Diffeomorphismus. Nach Satz 2.19 gilt wegen Fogp) =

¢Y o F auch Y = F,Y. D.h.
Y(z) = (FY)(2)

und damit ist
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o («<):Sei [X,Y]=0auf M. Da
¢ 0y = ¢y o dy = oy

ist nach Satz 2.19

(07 )X =X
und es folgt
0 = (@)(X.Y]@)
Sa.tz:2.13 [(¢t )* ( )*Y]($)
- [X( X).Y ]( )

T (A )gr i ()Y (@X@)))|
L (A6, ) g ()97 ), (Y (6%, (62 ()))) )

(6%, 0 6 ) g o (Y (624 (0)))|

LX) g (Y (6X @))|

&|& Sl B me

Somit ist die Kurve d(¢X)sx ) (Y (5 (2))) = ((¢X,)«Y)(x) konstant, und es gilt

(6% ):Y)(@) = ((65):Y)(2) = Y (x)

Aus Satz 2.19 folgt nun die Behauptung.

Vektorfelder und Lie-Algebren

Definition. Eine Gruppe G heifst Liesche Gruppe falls sie eine C'°°-Mannigfaltigkeit ist,
so dass die Abbildung G x G — G, (g,a) — g-a~! glatt ist.

Sei G eine Liesche Gruppe. Dann sind die Gruppenhomomorphismen

lg:G — G Linkstranslation
a — g-a

rq: G — G Rechtstranslation
a — a-g

Diffeomorphismen.

Beispiel 2.21. Beispiele fiir Lie-Gruppen
o (R",+)
. (C"=C\{0}.")
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(I Sh xS (it $7 {2 € € la] = 1)

e Sind G und H zwei Liesche Gruppen, so ist G x H mit dem komponentenweisen
Produkt eine Liesche Gruppe.

e Gl(n,R) C M(n,R) = R™ ist eine offene Untermannigfaltigkeit und eine Liesche
Gruppe.

e Jede (topologisch) abgeschlossene Untergruppe von Gl(n,R) ist eine Liesche Grup-
pe. (O(n), Sp(n), U(n),...)
Definition. Ein Paar (V,[, |) heifit Lie-Algebra , falls V' ein reeller Vektorraum ist und
[,]:V xV — V folgende Eigenschaften erfiillt:
1. [, ] ist schiefsymmetrisch.
2. [, ] ist linear in beiden Komponenten.
3. Es gilt die Jacobi-Identitét

(X, Y], Z] +[[Y, 2], X] + [[2,X],Y] =0 VX,Y,Z€V.

Beispiel 2.22. Beispiele fiir Lie-Algebren

1. X(M) mit dem Kommutator von Vektorfeldern ist eine (oo-dimensionale) Lie-
Algebra.

2. M(n,R) mit [A, B] := Ao B — Bo A ist eine Lie-Algebra.
3. R? mit dem Vektorprodukt [v,w] := v x w ist eine Lie-Algebra.

4. Sei (M?",w) eine symplektische Mannigfaltigkeit. Dann ist C° (M) mit der Poisson-
Klammer {f, g} := w(s — grad(f),s — grad(g)) eine Lie-Algebra.

Definition. Sei G eine Liesche Gruppe. Ein Vektorfeld X € X(G) heifst linksinvariant,
falls (I5).X = X fiir alle g € G, d.h.

([g)« X (lga) = (dlg)a(X(a)) = X(g9-a) = X(lga) Va,g € G.
Bemerkung. Der Kommutator [X, Y] zweier linksinvarianter VF ist auch linksinvariant,
denn sind X,Y € X(G) linksinvariant,
so ist nach Satz 2.13

(lg)«[X, Y] = [(Ig)+ X, (1g)Y] = [X, Y]

Definition. Die Lie-Algebra einer Lieschen Gruppe G ist der Vektorraum aller linksin-
varianten Vektorfelder von G mit dem Vektorfeld-Kommutator.

g=LA(G)

bezeichnet die Lie-Algebra von G.
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Bemerkung. Sei e das neutrale Element der Liegruppe. Dann ist die Abbildung

g — T.G
X = X(e)

ein Vektorraum-Isomorphismus, da X (g) = (dlg)(X (e)) gilt. Somit ist dim(g) = dim/(G)
und man kann g mit 7.G identifizieren. Die Lie-Klammer auf 7T.G wird definiert durch

[v,w] = [‘7, W](e) v,w e TG,

wobei V(g) := (dly)e(v) und W (g) := (dly)e(w).

Beispiel 2.23. Die Lie-Algebra von Gl(n,R)

Sei G = Gi(n,R). Dann ist die Lie-Algebra von G die Menge der n x n-Matrizen mit
dem Matrizenkommutator.

g=M(n,R) [A,B]:==AoB—-BoA

2.5 Immersionen, Einbettungen und Submersionen

Definition. Sei f: M — N eine C*°-Abbildung. Dann heift f
Submersion :& dfy : T M — T}, N ist eine surjektive Abbildung fiir alle z € M.
Immersion :¢ dfy : Ty M — Ty, N ist eine injektive Abbildung fiir alle z € M.

Einbettung :& f ist eine injektive Immersion und f : M — f(M) C N ist ein Homoo-
morphismus bzgl. der auf f(M) durch N induzierten Topologie.

Beispiel 2.24. Immersion, FEinbettung und Submersion
1. Die Abbildung
f:R — R?
t o= (12— 4t 2 —4)
ist eine Immersion.

2. Die Abbildung

f:RP? — R4
[x:y:2] = (yz,oz,2y 2%+ 2y + 32?)

ist eine Einbettung. (Ubungsaufgabe)

3. Die Hopf-Faserung:
1:8% — CP'=5?
(2’1, 2’2) — [21 : 22]

ist eine Submersion. (Ubungsaufgabe)
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4. Nicht jede injektive Immersion ist eine Einbettung.
Die Abbildung f : R — R? mit f’(¢) # 0 ist keine Einbettung.

f®)

Satz 2.25. Sei f: M — N eine injektive Immersion und M kompakt. Dann ist f eine
Einbettung.

Beweis. f : M — N ist stetig. Somit ist auch f : M — f(M) C N stetig bzgl.
der durch N induzierten Topologie. Fixiere auf f(M) die durch N induzierte Topologie.
Dann ist f : M — f(M) bijektiv und stetig. Da M kompakt ist und f(M) T ist (da
N T, ist), folgt aus Satz 1.23, dass f : M — f(M) ein Homdomorphismus ist. D.h. f
ist eine Einbettung. O

Lemma 2.26. [Erinnerung an die Analysis II]
1. Sei G C R"™ offen,
f:GCR"—R"
glatt und

ein Isomorphismus fiir ein x € G. Dann ist f ein lokaler Diffeomorphismus um x.
D.h. es existiert eine Umgebung U (x), auf der f ein Diffeomorphismus ist. (“Satz
iber den lokalen Diffeomorphismus”)

2. Sei G C R" eine Umgebung von 0 € R™ und f : G C R™ — R" eine glatte
Abbildung mit f (0) =0

a) Ist m <n und dfy injektiv, dann existiert eine Karte (U, g) um 0, sodass
gof(u)=i(u),

wobei i : R™ — R™ mit i (u) = (u,0) die Einbettung bezeichnet.

b) Ist m > n und dfy surjektiv, dann existiert eine Karte (U, h) um 0, sodass
foh=m,
wober m : R™ — R" die kanonische Projektion bezeichnet.

Beweis. 7Zu den einzelnen Punkten:
1. Siehe Analysis II

2. Seien e; die kanonischen Basisvektoren im R™ bzw. R".
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a)

Sei fiir 1 <14 < m a; := dfy(e;) und fiir m < i <n a; € R" so, dass (a;)1<i<n
Basis des R"™.
Sei nun A die lineare Abbildung mit a; — e;. Dann ist

F:GxR"Y™ S R"
(u,v) = A(f(u)) +v
glatt mit

also existiert nach dem Satz iiber den lokalen Diffeomorphismus eine Umge-
bung W C G x R"™™ von 0, sodass Fly : W — F(W) diffeomorph ist. Ab
hier seien alle Funktionen auf W bzw. geeignete Bilder von W eingeschrénkt.

Flodof:u A(f(u) +0=F(u,0) "> (u,0) = i(u).
Also ist (AY(F(W)), F~1A) eine gesuchte Karte.

Hier sei ap41, ..., am Basis von Ker(dfy) und ay, ..., a, so, dass fiir alle i < n
dfo(a;) = e;. Sei A hier deshalb die durch e; — a; charakterisierte Abbildung
und 7 und ¢ seien die Projektionen

T (X1 ey Tiy) = (L1, 00y Tpy)
@i (X1 ey Tin) > (Tptdy ooes Tin)-
Dann ist
F:R" 5R'XR"™" ™ F:=(foA,)

glatt mit dFy = id, also existiert nach dem Satz iiber den lokalen Diffeomor-
phismus ein W C G, sodass F|y : W — F(W) diffeomorph. Dann gilt

f(A(u)) = m(v),

foAoF 1 :v=F(u) = (f(Au)),¢(v)) e
m(v)

also ist hier A o F~! die gesuchte Kartenabbildung.

Ubertragung auf Mannigfaltigkeiten

Satz 2.27. Sei f: M™ — N™ eine glatte Abbildung, © € M und

ein Isomorphismus. Dann ist f ein lokaler Diffeomorphismus um x € M, d.h. es existiert
eine Umgebung U(x), so dass

f|UU—>f(U)

ein Diffeomorphismus ist.
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Beweis. Man wihle eine Karte (U,¢) um z und (V,1) um f(z) und wende das obige

Lemma auf ¢ o f oo~ ! an. O

Satz 2.28. Sei f: M™ — N" eine Immersion. Dann ezistiert zu jedem x € M eine
Umgebung U(x) C M, so dass f : U(x) — N eine Finbettung ist.

Beweis. Sei (U, ) eine zulissige Karte um z € M mit $(z) = 0 und (V,v) eine zuliissige
Karte um f(z) € N mit ¢(f(z)) = 0. Nach Voraussetzung ist d(¢) o f o 3~ 1)g injektiv.
Mit dem obigen Lemma existiert also eine Koordinatentransformation g auf {/;(17), S0
dass B B

go (o fod ) (@) = (a,0) = i(a) Vi € U ¢ F(D).

Sei U := & 1(U), und ¢ := @y, dann ist (U, ) eine Karte um x € M. Die Karte (V, 1))
um f(x) sei definiert durch

Yi=got, Vi=¢ (g(V)) N (0)).
D.h. f hat die Kartendarstellung 1 o f o ¢! =4 auf U. Somit ist
f|U :U— N

eine Einbettung. O

Satz 2.29. Sei f : M™ — N™ eine Einbettung. Dann ist f(M) C N eine m-dimensionale
Untermannigfaltigkeit und die Abbildung

mit der Untermannigfaltigkeitsstruktur auf f(M) ist ein Diffeomorphismus.
Beweis. Nach Satz 2.28 existiert der folgende zuléssige Atlas auf M:

Ay =13 (U, 9) (U, ¢) ist eine Karte um x € M und es existiert eine
M= AW PN Karte (V,¢) um f(2), so dass o fo ™! =i auf o(U)

Insbesondere gilt:
(VN f(M)=yp(V)N{zpms1 ==z, =0}.

D.h. f(M) ist eine Untermannigfaltigkeit von N. Die Abbildung f : M — N ist ei-
ne Einbettung, d.h. f : M — f(M) ist ein Homdomorphismus bzgl. der induzierten
Topologie auf f(M). Analog zu den Sitzen 2.1 und 2.4 folgt, dass

Aran = {(f(U), 0o f71) | (U,p) € A}
ein Atlas auf f(M) und die Abbildung

fo(M, Ap) — (F(M), Apar)
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ein Diffeomorphismus ist. Es bleibt zu zeigen, dass Ay ein Atlas ist, der durch Unter-
mannigfaltigkeitskarten entsteht. Sei (f(U),p o f1) € Ay und (V,¢) eine Karte um
f(x) mit 1o fop ! =iauf o(U), dann folgt

pofopt = jqauf )
L Fep = wlauf ()

1
= pof = Ylvasan
S—— —_————

A eAR Gy

0

Definition. Sei f : M™ — N™ eine glatte Abbildung, m > n.y € N heift regulérer Wert
von f, falls
dfy : TyM — TyN
surjektiv ist fiir jedes z € f~1(y).
Satz 2.30. Sei f: M™ — N™ eine glatte Abbildung, m > n und y € N ein requldirer

Wert von f. Dann ist
B:=fYy)cM

eine m — n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M.

Beweis. Wir betrachten die von M auf B induzierte Topologie und konstruieren Unter-
mannigfaltigkeitskarten auf B. Sei x € B C M und (U, ¢) eine zulédssige Karte von M
um z mit p(z) = 0. Sei weiter (V,4) eine Karte auf N um f(z) mit ¢(f(z)) = 0. Laut
Voraussetzung ist
surjektiv. Somit ist auch
d@ofog)o: THR™ — THR"
surjektiv. D.h. es existiert eine Karte (W(0), h) mit W (0) C (U), so dass
Yo foF tohly =m|w.
——
::(p*l
Die Karte U := ¢~ Y(h(W)), ¢ := h™! o |y ist eine Untermannigfaltigkeitskarte um
r€ BCM,denn Ve € U

reB
e flz)=y
& 0=9(f(x))

= (Yo foyplop)(z)

p(r) € 7(0)
& 0=vi(z)=..

en(2),
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d.h. (U N B) = o(U) N7 1(0). O

Satz 2.31. Einbettungssatz von Whitney (1936)°
Sei M™ eine glatte Mannigfaltigkeit. Dann existiert eine Finbettung

fo M* — R

Insbesondere ist jede glatte Mannigfaltigkeit M™ diffeomorph zu einer Untermannigfal-
tigkeit des R?"+1.

Beispiel 2.32. Untermannigfaltigkeiten
1. Der Graph einer glatten Abbildung f: M" — R™

B = graph(f) :={(z, f(z)) e M xR™ |z € M}

ist eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M™ x R™.
Betrachte dazu die glatte Funktion
F:M"xR"™ — R™

Es gilt B = F~1(0) und 0 ist ein regulérer Wert von F', denn Vz,y dF ) (0,e;) =
—€;.
2. Rotationsflichen

Sei f: (a,b) C R — R glatt mit f > 0.

M? = {(x,y,z) eR? ! ? +y? = f(z)z}

ist eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R3.

3. Gleichungsdefinierte Untergruppen von Gi(n,R)

On) == {A€GI(nR) | A A" =I,} C Gl(n,R) C R™

ist eine @
die Funktion

-dimensionale Untermannigfaltigkeit der Gl(n,R). Betrachte dazu

F:Gl(n,R) — {symmetrische n x n-Matrizen} = R
}_)

A A- A

O(n) = F~Y(I,,)) und I, ist ein regulirer Wert von F'.

®Ein Beweis steht in M.Hirsch: Differential Topology, Springer 1976
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2.6 Tensorbiindel und Tensorfelder

Als Vorbereitung wiederholen wir zunéchst einige Begriffe aus der Algebra, die wir im
folgenden benutzen werden.

2.6.1 Tensorprodukt von Vektorriumen

Im folgenden bezeichne K den Vektorraum der reellen oder der komplexen Zahlen. Alle
Vektorrdume, die wir hier betrachten, seien Vektorrdume iiber dem Korper K.

Wir betrachten Vektorraume Vi, Vs, ..., V, der endlichen Dimension n; = dimg V; < oc.
Diesen Vektorraumen werden wir einen neuen Vektorraum

Verhe...V,
der Dimension nj -...-n, zuordnen, das so genannte Tensorprodukt von Vi,...,V,.

Definition. Eine r-lineare Abbildung ¢ : V4 x ... x V. — W in einen Vektorraum W
heifst tensoriell, falls die folgende Universalitatseigenschaft erfiillt ist: Zu jeder r-linearen
Abbildung f : Vi x...xV, — H in einen Vektorraum H existiert genau eine lineare Ab-

bildung hy : W — H so dass hyot = f gilt. 1774

Satz 2.33. Es ezistiert eine tensorielle Abbildung
t:VixVox...xV,— W.

Diese ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. D.h. seien die Abbildungen t : Vi X
XV — W und t : V1~ X ... x V., — W tensoriell, so existiert ein Vektorraum-
Isomorphismus o : W — W so dass pot =1 gilt.

Beweis. Eindeutigkeit: Aus der Universalitétseigenschaft folgt, dass eindeutig bestimmte
lineare Abbildungen h; : W — W und hy : W — W mit der Eigenschaft h;ot = ¢ und

; . h; .
hiot = t existieren. W W
ht
[~
i
Vix...xV,.
Dann gilt h; o hyot = t. Andererseits gilt natiirlich auch idy ot = t. Wir betrachten das
. htohf ~
Diagramm W W
Idw
Tt /
t
Vix...xV,

Aus der Eindeutigkeit in der Universalitdtseigenschaft folgt:
idy = hy o hy.
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Analog zeigt man h; o hy = idy;,.
Existenz: Es gibt verschiedene Moglichkeiten, eine tensorielle Abbildung von V4, ...V, zu

realisieren.’ Wir betrachten hier die folgende: Mit V" bezeichnen wir den dualen Vektor-
raum zu Vj, d.h. V*:={L:V; — K| L linear}. Wir betrachten nun den Vektorraum

W:={L:V{x...xV'—K | L r-linear}
und die r-lineare Abbildung

t:Vix...xV, — W
(vl,...,vr) — L(v1,..-,vr)7

wobei Ly, . ., € W folgendermafen definiert ist:
L(Uly__wvr)(al, o) =0l(v) .0 (v) (o) € Vi)

Wir zeigen, dass die Abbildung ¢ : Vi x...xV,, — W tensoriell ist. Sei dazu (a;1, . .. ,ajnj)
eine Basis im Vektorraum Vj. Dann sind die linearen Abbildungen

<L(a1p1,...,arpT) ’ Ps € {17 e 7n8}>

eine Basis im Raum der Abbildungen W. Sei nun f: V) x ... xV, — H eine r-lineare
Abbildung. Dann definieren wir

hf(L(alply--wanr)) = f(alpu s 7a7’pr) (*)

und setzen hy linear auf W fort. Dann gilt offensichtlich hy ot = f und hy ist eindeutig
bestimmt, denn (*) muss wegen hyot = f gelten. O

Wir fithren folgende Bezeichnung ein:

Definition. Sei ¢t : V] x ... x V., — W eine tensorielle Abbildung. Der Vektorraum
M1 ®...%V,:=W heiltt Tensorprodukt von Vi, Vs, ..., V,.. Weiterhin sei

tVix... xV, 2 Vie..oV

(U1, y0) — 1 Q...Q U =1t(v1,...,0;)
Der Vektor v; ® ... ® v, heift das Tensorprodukt der Vektoren wvq,...,v,.
Wihlen wir die Realisierung des Tensorproduktes aus Satz 2.33, so gilt

Viw..eV,={L:V{"x...xV’— K| L rlinear}

Eine andere Realisierung des Tensorproduktes findet man in F.W. Warner: Foundations of differen-
tiable Manifolds and Lie groups.
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und
V1® ... QU = Ly, 0

Nach Definition gilt
Viw--®@V,=spang{v1 ®---@uv, |v; € V;,j=1,...,n}.

Da die Abbildung ¢t r-linear ist, hat man fiir das Tensorprodukt von Vektoren die fol-
genden Rechenregeln:
1. )\-(v1®...®vr) :vl®...®vj_1®)\vj®vj+1®...®vr ()\GK)
2 01®..001Q 0+ W) ®Vj41Q...0U, =01 ®...QU +11 Q... 0Vj_1 QW; ®
'U]'Jr1®...®vr .
Insbesondere erhilt man die folgende Basisdarstellung fiir Tensorprodukte von Vektoren:

Sei (aj,...,aj, ) eine Basis von Vj, j =1,...,r. Dann ist
J

(a1p, ® ... @ arp, | pje{l,...,n5})

eine Basisvon V1 ® ... ® V.
Ist v; = > §Piaj,, die Basisdarstellung von v; € Vj, so ist
pj=1

V1 R... R, :Zg”’l-...-g”pralm ® ... ® arp,
die Basisdarstellung von v; ® ... ® v,. Dies zeigt, dass
dimg (V1 ®...0V,)=n1-...-n, .

Satz 2.34. Seien Vi,...,V.,W und W endlich-dimensionale Vektorrdume. Dann qilt:

1. VP@.. VW ={L:V; x...xV, — W | Lr-linear}
Insbesondere ist: V* @ W = Homg (V, W)

20.VW=WeV
3 VaWmeW=Ve WeW)=VeaWeW
4. (VW) =V W*

Beweis. Die Behauptungen 2), 3) und 4) sind klar. Man schreibt den Isomorphismus
mittels Basen direkt hin oder benutzt die Universalitdtseigenschaft.

Zu 1.): Fiir einen endlich-dimensionalen Vektorraum V' gilt:
Vv o= (V¥
v Oy dv(o) =0c(v) firoceV”

Nach Definition und Satz 2.33 ist dann

V®..VW={L: Vi x...xV, xW* — K| L (r+1)-linear}
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Der Vektorraum auf der rechten Seite ist isomorph zum Vektorraum
{ﬁ:Vl X ... xV,— W | ﬁr—linear}.

Dieser Isomorphismus wird beschrieben durch L — L mit

n
L(vy,...,v) = ZL(vl,...,vr,aj)aj,
j=1

wobei (ai,...,a,) eine Basis von W und (¢!,...,0") die dazu duale Basis in W* ist. [
Definition. Sei V' ein n-dimensionaler Vektorraum.

TrWV) =V*®..0VQV®...0V

r-mal s-mal

heift Vektorraum der (r,s)-Tensoren iiber V' (oder der r-fach kovarianten und s-fach
kontravarianten Tensoren iiber V.

Speziell gilt:

TEO(V) = v*
TOYW) = Vv
7O (V) K
TCW) = {L:Vx...xVxV*x...xV*— K| L multilinear
r-mal s-mal
TO(WV) = {L:Vx...xV —V| L multilinear
1
r-ma.

(siehe Satz 2.34). Aus den Tensorprodukten iiber V' kann man eine Algebra bilden, die
Tensoralgebra iiber V.

T(V):= @ T (V) (Menge aller endlichen Tupel)

r,s>0
Das Algebrenprodukt ist gegeben durch:

T(r,s)(v) % T(f,é)(v) &) T(r—l—f,s-ﬁ-é)(v)
(L,L) — L®IL,

wobel

(L®-E)(xla"',x7‘+fayla"'ay8+§) = L(‘Tla"'axrayla"'ys)

r s+1 s+8
'L($r+1,---a$r+h?/ yeer Y )
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mit z; €V, yl e V.

Ist (ai,...,a,) eine Basis von V und (o', ...,0") die dazu duale Basis von V*, so ist
("®..00"®a, ®...0a;, | ire{l,...,n},5€{l,....,n})

eine Basis von T3V .

Sei nun a;- = >, bija; ein Basiswechsel in V. Fiir die Kobasen im Dualraum V* ergibt
sich damit

, ‘
o, = Z bilg,
l

Dabei bezeichne b den i-l-ten Eintrag der zur Matrix B = {b;} inversen Matrix. Ein
Basisvektor aus T transformiert sich dann aufgrund der Multilinearitit wie folgt:

. !
ol R.. Q" Ra. R...Qa.:
J1 Js
_ i1l1 1 irly 1
= ;bzl o ®...® ;bw T @ Y bty 151Gl ® .. ® > bty 105 Qs
1 T

lrg1 lrys

i1l il
= S b by LGt e @R, @ ®a,,,)
-, —

r-fach kovariant s-fach kontravariant

Alternierende Tensoren

Im Vektorraum der k-fach kovarianten Tensoren iiber V existieren 2 wichtige Unterrdume,
der Vektorraum der alternierenden bzw. der der symmetrischen Tensoren. Es sei nun

TEOY = V* g ... @ V* = oFV*.
N——
k-mal

Definition. Eine multilineare Abbildung L : V x ... x V — K heifit alternierend,

wenn L(...,v,...w,...)=—L(...,w,...,v,...) fir alle v,w € V gilt. Der Vektorraum
A*(V*) == {L:V x...xV — K | L multilinear und alternierend
————
k-mal

heifdt Vektorraum der alternierenden k-Formen auf V.

Aus den Vektorrdumen der alternierenden k-Formen kann man ebenfalls eine Algebra
machen. Dazu betrachten wir die folgende Abbildung

A ARV x ALV — AR (V)

(w,0) — wAo
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definiert durch

1

(WAo) (@1, Tqy) = I Z SENT  W(Tr(1)s -+ 5 Tr(k)) * T (Tt 1)s - - - s T (lotl))
) ) WESk+l

In diesen Formeln bezeichnet S, die Gruppe der Permutationen der Zahlen 1,...,k.

Definition. Die (k + [)-Form w A o heifst das alternierende Produkt, Dachprodukt oder
wedge-Produkt von w und o.

Bemerkung. Manche Autoren multiplizieren in der Definition von w A ¢ noch zusétzlich
1

mit (TR
Satz 2.35. Das alternierende Produkt hat folgende Eigenschaften:
1. who= (=)o Aw, w e AV, 0 e A{(V*)
2. (WAo)An=wA (o An)
3. Fiir 1-Formen w und 0 gilt WA =w®0 —0 Quw
4

. Seienol,...,cF € V* wvi,...,u, € V. Dann gilt

(01 Ao®A .. N ak) (v1,...,v;) = Determinante der Matriz (ai(vj))ijzl m

5. Ist (o', ...,0™) eine Basis von V*, so ist (6" A... Ao |1<i; <...<i <n)
eine Basis von A¥(V*). Insbesondere gilt fiir einen n-dimensionalen Vektorraum V

dim A*V* = (Z) fir k<n=dimV und A*V*=0 firk>n

Fiir k£ = 0 setzen wir AV* : =K und M w:=X-w=:wA X fiir A € AOV* w e AFV*,
Die Algebra

<A(V*) = Zn:Ak(v*), /\)
k=0

heiftt Algebra der alternierenden Formen iiber V.

Symmetrische Tensoren

Definition. Eine multilineare Abbildung L : V x ... x V — K heifit symmetrisch,
wenn L(...,v,...w,...)=L(...,w,...,v,...) fiir alle v.w € V gilt. Der Vektorraum

SFV*) = {L:Vx..xV—K| L multilinear und symmetrisch

k-mal

heiflt Vektorraum der symmetrischen k-fach kovarianten Tensoren iiber V.
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Aus den Vektorrdumen der symmetrischen Tensoren kann man ebenfalls eine Algebra
machen. Dazu betrachten wir die folgende Abbildung

o: SFV*) x S{(V*) — SFH(V)
(w,0) — woo

definiert durch

1
(woo) (..., xhp) == ] > W@ty Ta) (Tt ) - - Tr(itr))

W€5k+l

Definition. Der (k + [)-Tensor w o o heift das symmetrische Tensorprodukt von w und
o.

Satz 2.36. Das symmeltrische Tensorprodukt hat folgende Eigenschaften:
1. woo=c0ow
2. (woo)on=wo(oon)
3. Fir 1-Formen w,o gqilt: woo = %(w ®o+oRw)

4. Ist (o',...,0™) eine Basis von V*, soist (0l o...o0% | 1<i3 <ipg<...<
ix <n) eine Basis von S¥(V*). Insbesondere gilt:

mmszw:<"+k_1>

k

Fiir k = 0 setzen wir SO(V*):=K und AoT =\-T=To\ fiir A € SO(V*) =K, T €
SE(V).

Die Algebra

(S(V*) = i SE(V™), o)
k=0

heiftt Algebra der symmetrischen, kovarianten Tensoren iiber V.

Man kann Tensoren mittels linearen Abbildungen von einem Vektorraum auf einen an-
deren iibertragen.

Sei f:V — W eine lineare Abbildung. f induziert eine Abbildung auf den kovarianten
Tensoren

o T®OW = gk — TRy = ghy
T — T mit
(v, op) =T (f(v1), -5 (o), v €V

f*T heilt der durch f aus T induzierte Tensor. f* heiflt die induzierte Abbildung auf
den Tensorprodukten.
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Ist f: V — W sogar ein Isomorphismus, so kann man allgemeiner die folgende Kon-
struktion machen: Wir betrachten die duale Abbildung f*: W* — V* zu f:

(ffo)(w) =o(f(v)), oW vel.
Dann induziert f eine Abbildung
frorrEw — ey
T — f'T
wobei
T (v, v 0t 0%) = T(f(v1), ..., f(ue), f o), o 77 H0®) v € V,00 € V*
Satz 2.37. Fir Tensoren B, B und lineares f gilt:

f{(B®B) = f*(B)® f*(B).

2.6.2 Tensorbiindel und Tensorfelder auf Mannigfaltigkeiten

pry und pro seien hier die Projektionen von Paaren auf erste bzw. zweite Komponente.
d.h. pri(z,v) := x und pra(z,v) == v

Definition. Sei M™ eine glatte Mannigfaltigkeit, K = R oder K = C. Ein Tripel
(E, 7, M) heift glattes Vektorbiindel vom Rang r iiber M, falls
1. FE ist eine glatte Mannigfaltigkeit, 7 : E — M ist glatt.

2. F ist lokal-trivial, d.h. zu jedem z € M existiert eine Umgebung U(x) C M und
ein Diffeomorphismus ¢y : 771 (U) — U x K", so dass m = pry o ¢y.
3. Die “Fasern” E, := n~!(x) C F sind K-Vektorriume und die Abbildungen

bUz =praodule, : Ex — K"

sind Vektorraumisomorphismen.

Dabei heikt E Totalraum, 7 die Projektion und M Basis des Biindels. Das Paar (U, ¢y)
heifst Biindelkarte oder lokale Trivialisierung und

A = {(UOC7¢U(1) ’ « 6 I7 (Ua7¢Ua) Bﬁndelkarten’M = U Ua}
aecl

heifst Bundelatlas.

Beispiel 2.38. Beispiele fiir Vektorbitindel

1. Sei U C M offen, (E,n, M) ein Vektorbiindel iiber M. Dann ist (E|y := 7~ 1(U), 7|y, U)
ein Vektorbiindel iiber U.

2. (M x K", pry, M) ist ein triviales Vektorbiindel.
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3. Das Tensorbiindel iber M

Sei x € M. T, M ist der Tangentialraum an M im Punkt z und T M der Kotan-
gentialraum an M in x.

T (T, M) ®T*M®®TM

Sei (U, = (x1,...,xy)) eine zulédssige Karte von M. Dann ist

(a%(x),... ,%(@)

eine Basis in T, M und ((dz1)z, ..., (dz,)y) ist die duale Basis in 7M. Somit ist

0 0 o
{@n)e oo @) G () ® 8 (@) | i € (oot}
eine Basis in T("*)(T,,M). Abkiirzend schreibt man auch dw%@% I=(i1,...%), J=
(jla oo ajs)-

TN = | ) 70T, M)
zeM

7 TSM — M

T (T,M)>B ~ =z

Insbesondere ist

TOOM = T*M = |\J TiyM das Kotangentialbiindel und
zeM

TOYM = TM = | T,M das Tangentialbiindel.
zeM

Satz 2.39. Das Biindel der (r,s)-Tensoren T = (T"®) M, 7, M) ist ein glattes
Vektorbiindel vom Rang n™* diber M.

Beweis. In mehreren Teilen:
a) erster Teil der Definition von lokalen Trivialisierungen von T:

Sei Aj; ein zuldssiger Atlas auf M, (U, ¢ = (x1,...2,)) € Ay Dann ist

{wh.o w117}

eine Basis in T (T, M).
Die Bijektion R .
¢(U,<p) : 7T_1(U) — (p(U) x K"
sei definiert durch
TN T,M) 3 By v (21(2), ..., 2n(2), (B )1y) €U,

wobei By =37 ; Bidzl ® %(m).
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b)

Definition der Topologie auf T M:
Sei Ay ein zulissiger Atlas auf M. O € T M heikt offen, falls

é(U7¢)(O N 7T_1(U)) C R"™ x Rnr+s

offen ist fiir alle zuldssigen Karten (U, ) € Ajps. Dies definiert unabhéngig
von der Wahl des zulissigen Atlas eine Topologie auf T(*) M, die Tj ist und
eine abzihlbare Basis hat, da M und R* diese Eigenschaften haben.

T M ist eine glatte Mannigfaltigkeit:
Die Kartenbereiche des Atlas

Ar = {(”71((])7&(&@)) | (U,¢) € AM}

iiberdecken ganz 7% M und die Abbildungen ngb(UN,) sind Homéomorphismen.
Somit ist T(*) M eine topologische Mannigfaltigkeit.
Seien (U, = (x1,...,24)), (V,¥ = (y1,...,9n)) € Ay mit UNV # (), dann
ist der Karteniibergang
Sv) © Dl P PUNV) X R — (UNV) xR"
(1. .. ,xn,ag) = (Yo l(ay,... ,xn),bf)
1

48

glatt. Dies folgt einerseits aus der Glattheit von ¥ op™" und zum anderen aus
dem Koordinateniibergang von a7 nach b¥. Aus den Siitzen 2.9 und 2.11 folgt
namlich

1 J el
Z(ZJdIE ®8_x1
1,J

_ ANetop)iy ok A top), o
= Z (Z5 (Z 8$k1 1 dy 1 ® e ® lz 8$j:0 L 33/13

I,J k1

A~ o) oWt o)
N IZ\¢v =~ %u LS AL K 0
= [;LIZJGJ . oz, <dy ®"'®8yL)
bic
und d.h.
plivels Z a(ﬁpil o Y)iy . ‘a(tpfl ° )i, _a(w_l ° SO)lTH . ‘3(¢*1 ° P at
E1,eekor - D, e D, 7z, . oz, J

Diese Abbildung ist offensichtlich glatt.
7 TS M —s M ist glatt:
Betrachte die Kartendarstellungen von m. Seien (U, ¢), (V,9) € Ayy.

pomodid e aal) = vor(S ol i (z)

= ¥()
= 1][) (¢} SD_l(xl, . ,JTn)

1o @~ ist glatt und somit ist auch 7 glatt.
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e) lokale Trivialisierung von (T M, m, M):
Sei z € M und (U, ¢) € Ay eine Karte um z.

~ 5 r+s —1 4
S = (97t X id) 0 dr gy : 7 HU) MO L) x RPN g« R

r+s

sei eine Biindelkarte iiber U. Es gilt:
1. ¢,p) ist nach Definition ein Diffeomorphismus.
ii. pryo ¢(U,<p) =7

Und die Abbildung

pr2 0 ¢(U,<p)’7r*1(x) : 7771('%') — Rn’"+5

B, = Y ai(da’), ® aixl(x) = (ah)
7

ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen.

Spezialfille:

a) Das Tangentialbiindel TM™ ist eine 2n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit
mit folgendem Atlas:

Sei (U, ¢) € Aumr, ¢ = (x1,...,xy). Sel weiter t, € T, M, ty => ", 5%‘; ().

S (ts) = (p(x), dpy(ta)) = (z1(2), - .. wn(2), €', E7)

(TM,m, M) ist ein glattes Vektorbiindel vom Rang n.

b) Das Kotangentialbiindel 7% M ist eine 2n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit
mit folgendem Atlas:

Sei (U, ¢) € Aum, = (21, ..., 2,). Sei weiter Ly € TiM, Ly =" ni(dz?),.
¢(U,¢)(Lx) = (xl(x)’ ce ’xn(x)’ LACERE ,77n)

(T*M, 7, M) ist ein glattes Vektorbiindel vom Rang n.
c) Analog zu Satz 2.39 zeigt man, dass

k . k
AM:= ] N\NTMm)

zeM

eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n + (}}) ist, so dass (N* M, 7, M)
ein glattes Vektorbiindel vom Rang (Z),
das Biindel der (alternierenden) k-Formen ist.

Basen fiir die lokale Trivialisierung:

{(d.%'il)x/\---/\(d.%'ik)x’1§i1<---<ik§n}
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d) Die Menge

SPM = | ] SH(TrM)
xeM
ist eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n+ ("le_l), so dass (S¥M, 7w, M)
ein glattes Vektorbiindel vom Rang ("H]z_l),
das Biindel der k-fach kovarianten Tensoren iiber M ist.

Basen fiir die lokale Trivialisierung:
{(dzi;)g oo (drs )y |1 <ip <+ <ip <n}
Definition. Sei £ = (E, 7, M) ein glattes Vektorbiindel. Eine glatte Abbildung
s:M—F

mit 7 o s = idys heift glatter Schnitt des Biindels . Mit I'(E) wird die Menge aller
glatten Schnitte von & bezeichnet. (I'(E) = C*(M, E))

Bemerkung. I'(E) ist ein C°°(M)-Modul:

I'(E)>s1,82 — s1+s€l(E
(s1+ s2)(x) := s1(x) + s2(z)
C®(M)xI(E)> (f,s) — f-sel'(F)
(f - 8)(x) = [f(x) - s(x)
Definition. Sei (E, 7, M) ein Vektorbiindel vom Rang r, s1,...,s, € ['(E|y), U C M

offen, so dass (si(x),...,s,(x)) fir alle x € U eine Basis in E, ist. Dann nennt man
(s1,...,sr) eine lokale Basis in (E,m, M) iiber U.

Bemerkungen:

1. Ist ¢y : 7 1(U) — U x K" eine Biindelkarte und (ay,...,a,) eine Basis in K", so
sind s; : U — FE definiert durch

si(z) = (it_]l(w,ai), zelU
(¢=1,...,r) eine lokale Basis von E iiber U.

2. Ist (s1,...,s,) eine lokale Basis von E iiber U, so definiert
oy (U) — UxK"
zceU E,2v — (z,&...,€)
wobei v = >"T_, &'s;(x) ist, eine Biindelkarte von E iiber U.

Satz 2.40. Sei (E,m, M) ein glattes Vektorbindel und s : M — E mit mo s = idys
gegeben. Sei U = {U,} eine offene Uberdeckung von M, (Say,---,Sa,) €ine lokale Basis
von E dber Uy und sly, = > 11 §Y8q,. Dann ist s € I'(E) genau dann, wenn

M eC®Uy) i=1,...,7VU, €U
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Den Beweis iiberlassen wir als Ubungsaufgabe.

Folgerungen:
1. Ist (U, = (21,...,2,)) eine zuldssige Karte und
di' @ 52U — TCIM|y
T (dxl)z ® %(x)
Dann ist (dz! ® %)[’J eine lokale Basis von T M iiber U.

2.Si B: M >z B, € T")(T,M) gegeben. Dann ist B € I'(T"*) M) genau
dann, wenn B}] € C>*(U) fiir alle 1, J, wobei

0

B, =Y Bi(z)(dz"), ® %(x).
1,J

Insbesondere gilt: X(M) = I'(T'M).

Definition. Ein glattes Tensorfeld von Typ (r,s) r € N, s =0, 1 ist eine Abbildung

C>®(M) ,s=0

B:}C(M)r—>{ D) s—1

die C°°(M)-multilinear ist, d.h.
B(...,fl -X1+f2'X2,...) = f1 B(,Xl,)+ng(,X2,)

fir alle X1, Xo € 3€(M) fi, fo € COO(M)
X("9) (M) bezeichnet die Menge der (r, s)-Tensorfelder iiber M. X (M) ist ein Modul
iber C*°(M).
Beispiel 2.41. Bezispiele fiir Tensorfelder
1. Die Induzierte Riemannsche Metrik
Sei M C RY eine Untermannigfaltigkeit.

X(M)={X € C°(M,RY) | X(2) e T,M VaecM}

Die induzierte Riemannsche Metrik g : X(M) x X(M) — C*(M) ist definiert
durch

9(X,Y)(2) = (X (), Y (2))rw
g ist ein symmetrisches (2, 0)-Tensorfeld.

2. Sei M =R®. Dann ist
B:X(R?) x X(R3) — X(R3)
(X,Y) — XxY
(X xY)(z) = X(x) x Y(x)

ein (2, 1)-Tensorfeld.
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3. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Dann ist der Kommutator

[, ] : XM)xX(M) — X(M)
(X,Y) — [X)Y]

kein Tensorfeld, denn [fX,Y] = f[X,Y] - Y (f)X.

4. Sei (U, = (z1,...,2")) eine zuliissige Karte. Die duale Basis {dxl, e ,dw"} von

{%7”'78% ist definiert durch
(do?)(X) := f;e Cc>U) fir
X@) = L@k aeU
(da'(X))(2) = (da")o(X(x))

Definition. Seien B; € X9 (M) und By € X220 (M). Dann ist das Tensorprodukt

B ®Bs € %(r1+7"2’0)(M) von B und By definiert durch

(Bl & BQ)(Xl, ... 7X7"1+7"2) = Bl(Xl, ... 7X7"1) . BQ(XTI_H, ... 7X7"1+7"2)

Beispiel 2.42. Tensorprodukt fir kanonische Basisfelder

Sei (U, = (x1,...,x,)) eine zuldssige Karte, und bezeichne
0 A #J
h=¢1 =17

mit Reihenfolge
dann ist mit dz;;, ® --- @ dx;, € %(T’O)(U)

) ) .

(dxy, ®"'®d$z‘1~)(%ﬁ7---,@) =0y

und damit

(dxh@@dxlr)(XlaaXr): 11 TZ;T,

n
: _ o)
wobel X] = g 15.;?{%.
a=

Satz 2.43. Lokalisierungssatz fiir Tensorfelder

Sei B € X*)(M) mit s € {0,1} und (X1,...,X,), ()21,...,)?7") Vektorfelder auf M

mit X;(z) = X;(z) firi=1,...,r. Dann gilt

B(X1,...,X)(z) = B(X1,...,X)(2).
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Beweis. Sei (U, = (x1,...,x,)) eine zuldssige Karte um « € M. Sei f € C°°(M) mit
f(z) = 1, supp(f) C U (fiir die Existenz von f siehe 2.48). Seien Y1,...Y,, € X(M)
definiert durch 5
S~y , Y € U
Yi(y):{ g(y) 5 (W) Y

, sonst
Dann ist
[Xi=) €7, fXi=) &%,
Jj=1 Jj=1
und somit

— (f?lB(X1, X)) ()
= B(fXi,....fX;)(x)

— B(Y €9, 3 €9Y;) (@)

Jji1=1 Jr=1
_ Zn: £1j1...£rjrB(le’_”’yjr)> (x)
J1y-esdr=1
- Z léljl(x)'"grjr(x)B(ijla'--’ijr)(x)
Il r=

aus f(x)X;(z) = f(x)X;(z) folgt jedoch £¥i(z) = £Ui(z), d.h.

B(Xy,.... X)) @)= Y &9@)--- 7 (@)B(Y,,...,Y),)(@)

Jiseensdr=1

Analog rechnet man dies fiir B(X1,...,X,)(z) und daraus folgt dann die Behauptung.
U

Folgerung. Ein Tensorfeld B € X% (M) mit s € {0,1} ldsst sich auf eine offene
Teilmenge U einschriinken. By € X(™*)(U) ist definiert durch

By(X1,...,X.)(z) = B(X1,...,X,)(z),

wobei z € U, X; € X(U), X; € X(M) mit X;|y = X;. Ist insbesondere (U, =
(x1,...,2y)) eine zuldssige Karte und B € X9 (M), so ist

n
By = Z Bi, . dry; @ - @ dz;,,

i1, ip=1

cx(n0) (1)

wobei By, ;. € C°(U) definiert ist durch B;, ;. := BU(a%7 .. L)
i
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Satz 2.44. Es existiert eine bijektive Beziehung

XO(M)  «——  T(TCI(M)) (s=0,1)
B —  (M>3xzw B, € T")(T,M))
fiir v; € T, M wdhle X; € X(M) mit X;(z) = v;
Bi(vy,...,v.) = B(X1,..., X,)(x)
B + (M>3z— B,)el(T")(M))

B(X1,...,X,)(x) = B (Xi(z),..., X, (x))

Definition. Sei ¢ : M — N eine glatte Abbildung und B € ("0 (N). Dann induziert
dies ein Tensorfeld ¢*B € X("0) (M) durch

(¢"B)(X1,..., Xi)(z) = By(y)(doz(X1(2)), ..., dde(Xr (7)) X; € X(M)

¢* B heiftt induziertes Tensorfeld.

Eine k-Form auf M ist ein alternierendes (k,0)-Tensorfeld

Wi X(M) x - x X(M) — C®(M)

k-mal
mit den Eigenschaften
e w ist C°°(M)-linear
e w(...,.X,....Y,..)=—w(....Y,...,X,...)
QF (M) bezeichnet den Modul der k-Formen iiber M.

Bemerkung. Es gilt Q%(M) ~ T(A* M).

2.7 Die “Zerlegung der 1” auf einer glatten Mannigfaltigkeit

Die “Zerlegung der 1”7 hat eine zentrale Bedeutung fiir die Analysis und Geometrie auf
Mannigfaltigkeiten. Grofsen, die man im R™ kennt, kann man dadurch auf Mannigfaltig-
keiten “zusammenkleben”, zum Beispiel das Integral oder Skalarprodukte.

Definition. Sei M eine C°°-Mannigfaltigkeit, A ein zuléssiger Atlas auf M. Eine abzihl-
bare Familie { f,},~; von nicht negativen Funktionen f,, € C*°(M) heift Zerlegung der 1
zu (M, A), falls
1. Fir alle n € Nist supp f,, := cl{z € M | f,(x) > 0} kompakt und in einer Karte-
numgebung von A enthalten.

2. Die Familie der Mengen {supp f,},., ist lokal endlich, d.h. zu jedem z € M

existiert eine Umgebung U(z) so dass U(x) Nsupp fr, # @ nur fiir endlich viele
n € N.

3. ifn(x)zl Ve e M.
n=1
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Bemerkung:

o0
>~ fnist nach 2.) eine C°°-Funktion, da fiir alle x € M die Summe auf einer Umgebung
n=1

U(z) endlich ist.

Lemma 2.45. Ist eine Familie von Mengen (A,)S2, A, C M, lokal-endlich und K C

n=1»

M kompakt, so schneidet K nur endlich viele Mengen aus (A;,)S°

n=1"

Beweis. Da zu jedem x € M eine Umgebung U(x) C M mit U(z) N A, = 0 fiir fast alle
n € N existiert und K € M = [, U(2) gilt, gibt es endlich viele Mengen U (z;) mit

KcU(x1)U---UU(xm)

Jedes U (x;) schneidet sich nur mit endlich vielen Mengen aus (A4,,)>2; und somit gilt das
auch fiir K. I

Ziel dieses Abschnittes ist es, zu zeigen, dass zu jeder Mannigfaltigkeit M und jedem
zuléssigen Atlas A eine Zerlegung der 1 existiert.

Lemma 2.46. Sei M eine glatte MF, U C M offen und K C U kompakt. Dann existiert
eine nicht negative Funktion f € C* (M) mit

flx > 0und supp f C U.

Beweis. In mehreren Teilen:

1. Behauptung: Fiir jedes z € U existiert eine Umgebung V(z) C U und eine nicht
negative Funktion f, € C°°(M), so dass f,(z) > 0 und supp f, C V().

Wihle eine Karte (V(x), @) um x mit ¢(x) = 0 und V(z) C U. o(V(z)) C R™ ist
eine Umgebung von 0. Wéhle ein € > 0, so dass cl(K(0,¢)) C o(V(x)).

ist eine C*°-Funktion auf R.

p(t) = { e~ 1/t ,falls t >0

0 ,falls t <0

fo € C°(M) wird definiert durch

o { PE =TI Bl y €V
s\ 0 falls y € M\ V(z)

Es gilt: f.(x) = p(¢?) > 0 und supp f, C ¢ 1 (cl K(0,¢)) C V(z) C U.
2. Konstruktion von f:

Sei x € K C U. Wéhle f, € C®(M) wie in 1). W(x) := {y € M|fz(y) > 0} ist
eine offene Teilmenge von M.

cdW(z)=supp f, CV(x) CU (%)
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K C |J W(x). Da K kompakt ist, existiert endliche Teiliiberdeckung:

rzeK
KcW()U...UW(zy,)
Sei nun
f=fo,+.. 4 fz, € CZ(M)
dann gilt:

e f ist nicht negativ.
o flx >0, daeszujedem z € K ein z; gibt mit x € W(x;) und fg,(z) > 0 und
frj(x) > 0 fiir i # j.
und
suppf =c{ye M|f(y) >0} =cd(W(x1)U...UW(xy,))

=cdW(z1)U...UcdW(zy) (E)

O

Satz 2.47. Sei M eine C°°-Mannigfaltigkeit und A ein zuldssiger Atlas. Dann existiert
eine Zerlequng der 1 zu (M, A).

Beweis. In mehreren Schritten:

1. Sei A = {(Ua,¥a)}qen- O-B.d.A. kénnen wir annehmen, dass U = {Uy},cp eine
abzéhlbare, lokal-endliche Uberdeckung und ¢l U, kompakt ist, denn nach Satz 1.27
existiert zu U eine solche Verfeinerung.

2. Behauptung: Es existiert eine offene Uberdeckung W = {Wataen von M mit

cl Wy C U,.
Zu x € M existiert ein a(z) € A mit z € Uy(,). Wir wihlen eine offene Men-
ge O(z) mit clO(x) C Uy (2.B. so: FeK(p(x),e) C p(Uy). Wihle O(z) =
¢! (K (¢(z),5)).) Dies ergibt eine offene Uberdeckung O von M. Nach Satz 1.27
existiert eine abzdhlbare, lokal-endliche Verfeinerung N' = {Ny}, cj von O, d.h.

a) M= |J Ni.
KEK

b) Vo€ M3k € K N, CO(x) C Uy y)-

¢) {Ni}.cx ist lokal endlich.

d) el N, CclO(x) C Uy fiir ein beliebiges z € M.
Sei v € A fix. J, = {k € K | cIN, C Uy}. Da {N,} lokal-endlich ist und clU,
kompakt, ist J, nach Lemma 2.45 endlich.
Sei nun W, := |J Ni. Wy ist offen. W = {W4},c, ist eine abzihlbare Uberde-

KEJq
ckung von M

AW, = cl ( U NH> - U ¢IN, c U,

KEJn KEJn
Auferdem ist clW,, kompakt, da clW,, C clU,, ist und clU, nach 1. kompakt ist.
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3. Definition der Zerlegung der 1:
Wir wenden das Lemma 2.46 auf c/(W,) C U, an.

Es existiert eine nicht negative Funktion g, € C*°(M) mit go|law, > 0 und

Supp go C Uy. Sei g := > go. g existiert und ist eine C°°-Funktion, da {U,}
a€el
eine lokal endliche Familie von Mengen ist und g, aufserhalb von U, verschwindet,

d.h. > galy(s) ist fiir jedes x € M eine endliche Summe.
acl

g(x) > 0 fiir alle z € M, da zu jedem = € M ein o € A existiert mit z € W, und
9o > 0 auf ¢l W, und gg > 0 fiir 5 # .

fo =22 c (M)
g
Es gilt:

a) fa >0, supp fo = supp ga C U
b) {supp fa},eca ist lokal endlich, da {Uy},cp lokal endlich ist.

C) Zfoz: g =1

a€EA

Damit wird {fa},cp zu einer Zerlegung der 1 von (M, A).

Aus dem Beweis ergibt sich die

Folgerung. Sei M eine C'*°-Mannigfaltigkeit. Dann existiert ein abzihlbarer zuléssiger
Atlas
A= {(UOH(:OOé) ’ o€ A}7

sodass

1. {U,},, ist eine lokal-endliche Uberdeckung von M.
2. cl U, ist kompakt fiir alle & € A.
3. Es existiert eine Zerlegung der 1 {fo},cp zu (M, A) mit supp fo C Uy.

Satz 2.48. Sei M eine C*-Mannigfaltigkeit, U C M offen, K C M kompakt und
K C U. Dann existiert eine nicht negative Funktion f € C®(M) mit flx = 1 und
supp f C U.

Beweis. Wir wihlen einen Atlas Aaus der Folgerung und verfeinern ihn:

A={(VnUglvaw) | (U)€ A}

U (VN M\ K),elvnank) | (U,e) € A}
(Uas pa) | a € A}

—
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so dass entweder U, C U oder Uy, C M \ K. Sei {fa},cp eine Zerlegung der 1 zu A,

supp fo C U, und .
A:={aeA|supp faNK #0}

Nach Wahl des Atlas A gilt: « € A = suppfa C Uy C U, denn fiir a € A kann
supp fo C Uy C M \ K nicht gelten. Fiir

[i=) fa€C®(M)

a€el
gilt dann:
1. £>0
2. flg =1, da fiir alle z € K und a € A aus f,(z) > 0 folgt, dass o aus A ist, d.h.
flx = Zfa|K51-

aEA

3. suppf = |J supp fo C U.
ae]\

2.8 Orientierbare Mannigfaltigkeiten

Zur Erinnerung:

2.8.1 Orientierung eines Vektorraumes |V mit Dimension n

Es sei
B (V) = Menge der Basen in V.

Wir fithren darauf eine Aquivalenzrelation ein:
a=(ay,...,an) ~b= (bl,...,bn) = det Myp > 0,
dabei bezeichne 9,y die Ubergangsmatrix von a nach b.

Definition. Eine Orientierung in V ist eine Aquivalenzklasse von Basen
[(a1,...,an)] € B(V),.
Bemerkungen:

e Es existieren genau 2 mogliche Orientierungen von V.

e Mit Oy wollen wir eine Orientierung von V bezeichnen. Sei dann das Paar (V, Oy)
vorgegeben, so wollen wir a € B (V) /~ Dositiv orientiert nennen, falls a € Oy .
Anderenfalls heifit a negativ orientiert.
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Beispiel 2.49. Beispiele fiir Orientierungen von VR
1. Die Orientierung Orn = [(€1,...,€,)] des R™, wobeie; = (0,...,0, 1  ,0,...,0),

i-te Stelle
heiflt positive Orientierung des R"™.

2. Im R? sind (a1, a2) € Oge <= ¢ € (0,), wobei

a2
/5

ay

3. Im R3 gilt: (a1, as,a3) € Ops genau dann, wenn sie die “rechte Hand Regel” erfiillen:

as

2.8.2 Orientierung auf Mannigfaltigkeiten

Definition. Sei M™ eine C'*°-Mannigfaltigkeit. Eine Orientierung von M ist eine Familie
von Orientierungen der Tangentialrdume

On = {01, M} penr

mit folgender Eigenschaft: Zu jedem x € M existiert eine zuléssige Karte (U, ¢ = (21,...,2,)),
sodass fiir deren kanonische Basis gilt:

0 0 .
(8—901@)”6—%(3/)) EOTyM fir alle y e U

M heifst genau dann orientierbar, wenn eine Orientierung Ojy existiert. (M, Ops) nennt
man dann orientierte Mannigfaltigkeit.

Sei (M, Ojy) eine orientierte MF. Eine zuléssige Karte (U, ¢ = (z1,...,%,)) heifit positiv orientiert

bzw. negativ orientiert, falls

0 0 .
(8—351@)”6—%@)) EOTyM fir alle y e U

bzw.

0 0 .
(8—901@)”6—3:”(?/)) ¢OTyM fir alle y e U
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Bemerkung. Sei (U, ¢ = (x1,...,x,)) eine zuldssige Karte und sei ¢~ := (—z1,x2,...,Zy),
dann gilt:

(U,¢) ist positiv orientiert <= (U, ) ist negativ orientiert

Beispiel 2.50. Beispiele fiir orientierbare MF
e R™" C™ und graph (f) mit f : Usggen C R™ — R™ sind orientierbar, da man sie
durch eine einzige Karte iiberdecken kann.
e S! ist orientierbar, denn fiir 7 () = (cost,sint) ist Op, g1 = [7/ ()] eine Orientie-
rung.

Satz 2.51. M™ ist genau dann orientierbar, falls ein zuldssiger Atlas A auf M ezistiert,
so dass fiir alle Karten (U, p),(V,9) € A gilt:

det <D ($o @*l)m)) >0 firallex €UNV

Beweis. (=): Sei Oy eine Orientierung von M. Nach Definition existiert nun um z € M
eine zulédssige Karte (U, ¢;), so dass

d 0 )
<8—ﬂ:1( ),,a—xn(y)) € Or, s fiir alle y € U,

Betrachten wir nun den Atlas A = {(Uz, ¢z)},cpr- Sei daraus (U, ;) und (Uy, ¢,) mit
U, NU, # 0, dann ist mit z € U, N U, und der Transformationsformel fiir kanonische
Basen

Ox;

D (¢, 0 cp;l =M . *
( Yy )gp(z) ( 9 (Z)) ( F) (Z)) ( )
Da aber nach Voraussetzung (U, ¢,) und (Uy, ¢,) positiv orientiert sind, gilt

det M >0 ()

() (%)

Damit haben wir einen Atlas mit den gewiinschten Eigenschaften gefunden.

(<): Sei x € M und A der besagte Atlas. Sei weiterhin (U, ¢) € A eine Karte um z,
dann definieren wir

T = 0x1 T Oy, ’
Wegen (%) und (xx) ist dies korrekt definiert und damit bildet

On = {01, M} pen

eine Orientierung von M. O
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Folgerung. Seien M und N orientierbar, so ist auch M x N orientierbar. Denn seien
(Unt x Unyonr X on) und (Vag X Vi, s X ¢n) aus dem Produktatlas Apr«n , so gilt

5 ((% < ) o (o1 X S02)_1> _ < D (1#1;@11) 5 (1/12(1 o) ) .

Damit wird z.B. der n-Torus 7" = S! x ... x S! orientierbar.

Satz 2.52. Fine n-dimensionale MF M™ ist genau dann orientierbar, falls eine n-Form
w € Q" (M) mit der Eigenschaft

wy # 0 Ve e M

existiert.
Beweis. (<): Sei w die besagte n-Form, so existiert fiir jedes z € M eine Basis (a1 (), ..., ay(x))
in T, M mit wy (a1(x),...,an(x)) # 0. Sei (b1(z),...,by(x)) nun eine weitere Basis dieser

Art, so gilt bekanntlich aufgrund der Schiefsymmetrie von w,

wy (a1(x),...,an(x)) = det (W(ai)(bj)> wy (b1 (x),...,bn(x)) > 0.

D.h. die Definition
Or,vr = [(a1(x), ..., an(2))]
ist korrekt. Wir zeigen nun, dass Oy := {Or, 0} 4¢py eine Orientierung von M bildet:

Sei € M und (U, ¢) eine zuldssige Karte um x und U zusammenhéngend. Aufgrund
der Stetigkeit ist dann nach dem Zwischenwertsatz entweder

0 0

oder 5 5

Im ersten Fall realisiert (U, ) die Orientierung, im zweiten ist es dagegen (U, p™).

(=): Hier benutzen wir die Zerlegung der 1: Sei A = {(Us, ;) },c; ein abzihlbarer Atlas
aus positiv orientierbaren Karten und { f;},; eine Zerlegung der 1 zu A mit supp f; C U;.
Zu jeder Karte ¢; = (z1,...,z,) definieren wir w; := dzy A ... Adz, € Q(U;) und

betrachten
W = Z f,wi .
€l co(mr)
Zu zeigen ist nun, dass w, # 0 fiir alle x € M: Sei (a1 (x),...,an (x)) € O, 0, dann ist
(wi), (a1 (z),...,an (x)) > 0 fiir jedes € U; und ¢ € 1. Da nun

fi (@) (Wi), (a1 (), an () > 0, aber Y f; =1,

iel
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existiert ein j € I mit f; > 0, so dass
we (a1 () ,...,an () >0

O

Definition. Sei (M™,O)s) eine orientierte Mannigfaltigkeit. Eine n-Form w € Q" (M)
mit

wy (ay () ,...,ay (x)) > 0 fir alle [(a1 (x),...,a, (2))] € O,
heifft Volumenform von (M.Ou).

Satz 2.53. Sei M" eine Hyperfliche des R" ', d.h. M ist eine n-dimensionale UMF
von R, dann gilt: M ist genau dann orientierbar, falls ein stetiges Einheitsnormalen-
vektorfeld existiert

w:M* — R
z = pu(x)e N,M = (T,M)*

Da N,M = (T,M)"ein ein-
dimensionaler Unterraum ist,
existieren dort nur 2 Vektoren
der Lénge 1.

Beweis. (=) : Sei Oy = {O7,0m},¢cpr eine Orientierung auf M, dann wihlen wir ein
p(z) € NyM mit [|p(x) || =1, sodass

(V15 Un, o (x)) € Ogntr.
——

EOTz M

Damit ist p (x) eindeutig bestimmt, denn mit einem weiteren (w1, ...,w,) € O, ergibt
sich
0 < det (M, ) = det < Mo O > = det (9 ) (%)
’ 0 1 (v,u),(w,,u)

Stetigkeit von p: Fiir eine positiv orientierte Karte (U, ¢) ergibt sich aus den Eigenschaf-
ten des Vektorproduktes

Diese Abbildung ist stetig.
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(«=): Sei u : M — R""! ein stetiges Normalenfeld, so definieren wir
Or,mr = [(v1, ..., vn)] <= (v1,...,0n, 1t (z)) € Ogn+1.

Wegen Aussage (x) ist die Definition korrekt. Nun zur Orientierung: Sei (U, ) eine
zuléssige Karte und U zusammenhingend. Aufgrund der Stetigkeit der Determinanten
ist

0 0
(= @) e )80 € Omens Wy
oder
(1) g )0 (0) ) € O Wy €U
o1 y""’axn Yy), L\y Rnt+1 Yy .
Im ersten Fall realisiert (U, ¢) die Orientierung, und im zweiten Fall (U, ¢ 7). O
Folgerungen:

L Sp = {UU € R M| ||z|| = 7"} ist orientierbar:

T,S¢ = {v e R""| (v,z) = 0} ‘
somit ist p(r) = 7 ein Ein- v

heitsnormalenfeld m(x) = ¢

2. Gleichungsdefinierte Hyperflichen sind orientierbar :

Sei f : U C R — R eine glatte Abbildung und 0 € R ein regulirer Wert von
f, dann bildet

M" = f~1(0) c R"™!

eine Hyperfliche mit T,M = {v € R"™| (v, grad f (z)) = 0}. Sei némlich v ein
Weg auf M mit v (0) =z und v/ (0) = v € T, M, so gilt

0=7(v(0) = [f o] =dfs (v) = {grad f (z),v) = 0.
Damit ist dann N, M =R - grad f () und

 gradf(2)
1) = Tgrad 7 (@) ]

3. Das Mobiusband ist nicht orientierbar:



2.9 Integration auf Mannigfaltigkeiten 99

Narmalan an sin Mioivshand

Es existiert kein stetiges Normalenfeld!

2.9 Integration auf Mannigfaltigkeiten
Eine Integrationstheorie existiert auf jedem Mafraum (X, A, ;1) mit Menge X, o-Algebra
A und Maf p. Welchen Mafsraum nimmt man nun fiir Mannigfaltigkeiten?

Definition. Sei M" eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Teilmenge A C M heifft messbar
(Nullmenge), falls fiir alle Karten (U, ¢) eines zuldssigen Atlanten Aps die Menge ¢ (U N A)
Lebesgue-messbar (Lebesgue-Nullmenge) ist.

Diese Definition ist korrekt, da beide Begriffe invariant unter C''-Abbildungen sind. Die
Menge der messbaren Teilmengen bilden eine o-Algebra, das Mak darauf definiert man
indirekt.

Wir wollen nun erkléren, was man unter dem Integral iiber eine n-Form w versteht. Dazu
setzen wir voraus, dass M™ eine orientierte Mannigfaltigkeit ist.” Wir bezeichnen dann

Qf (M) :=={weQ(M)]|supp w=cl{r € M|w, # 0} ist kompakt}
die Menge der n-Formen mit kompaktem Tréger, und
QY (M) :={weQM)|wy(a1,...,an) >0 Y(ai,...,an) € Or,m}

bzw.

Q" (M) ={weQ(M)|wy(a1,...,a,) <0 V(a1,...,a,) € Op,m}

als Menge der positiven bzw. negativen n-Formen. Zur Abkiirzung schreiben wir kurz

0.+ (M) = Qg (M) U QL (M) UQL (M)

"Fiir nicht-orientierbare Mannigfaltigkeiten, siehe “Sulanke/Wintgen: Differentialgeometrie und Faser-
biindel”
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Unser Ziel ist nun die Definition von

/w mit w € Qo+ (M)
A

Definition. Sei w € Qo+ (M) , A C M" messbar und enthalten in einer positiv-
orientierten Karte (U, ¢). Das Integral von w iiber A ist dann definiert durch

L : /w = / (wg,ogo’l) d\".
A

v(A)

Dies ist das Lebesgue-Integral der stetigen Abbildung w, 0 ¢~
¢ (A) im R", wobei w,, aus der lokalen Darstellung von w in U

I iiber der Lebesguemenge

wU:w¢dx1A...Adw"

mit o (2) = (%(@,...,%(ﬂ)

kommt. (D.h. man integriert die lokalen Koeffizienten der Form w iiber dem Koordina-
tenbereich von A.)

Satz 2.54. Die Definition (I1) ist korrekt, d.h. sie ist unabhdngig von der gewdahlten
Karte.

Beweis. Sei A C U und ¢ = (x1,...,2,) und ¥ = (y1,...,yn) zwei positiv-orientierte
Kartenabbildungen auf U. Fiir die lokale Darstellung von w gilt dann die Transformation

w=wedry A ... N\dx, = det <D (1/) o go_l)v(z)> cwydyr AN dyy

bzw
0 0 . P 9
W@(x)_w<a—xl,7a—%>—det(D(’l/JO(p )‘P(x))w<a—y177a—yn>
Wy
daraus folgt jedoch
-1 _ -1 -1 -1
wyop " =detD [Yoyp cwy oo [ Yoy ) (%)
N—— ———
T e(z) T

Auf den Diffeomorphismus T': ¢ (U) — 9 (U) wenden wir nun die Transformationsfor-
mel fiir Lebesgueintegrale an:

[ weevar = [ (wovon)| gDt |
T (SD (A)) ©(A) >0 da orient.
———

P (A)
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I.A. liegt A jedoch nicht vollstéindig in einem Kartenbereich! Dies motiviert folgende

Definition. Ist w € Qo+ (M), A C M™ messbar und 7 = {(Ua, ¢q)} ein abzihlbarer,

positiv-orientierter Atlas auf M mit Zerlegung der 1 {fa},cp, dann sei
I : /w = Z / fo-w
A €A A,
nach Def.I;

Bemerkungen:

o Istw € Qf (M), so summiert man nach Lemma 2.45 iiber endlich viele Summanden.

o Istwe QL (M),sogilt [ fo-w>0bzw. [ fo-w<O0fiiralleaeA.
ANUgq ANUq

Satz 2.55. Die Definition Is ist korrekt, d.h. sie ist unabhdngig von den gewdhlten
(n,{fa})- Falls A in einem Kartenbereich liegt, stimmt sie mit der Definition I iberein.

Beweis. In mehreren Schritten:
1. Unabhdangigkeit vom Atlas und der Zerleqgung der 1
Sei ) = (Vg,v3), {gs} ein weiterer positiv-orientierter Atlas mit Zerlegung der 1,
dann ist
supp (fagsw) C Uy NUg

und damit

Y [ hew =X [ Y gew
& ANUa C AL B

endl. Sum.

=D 5 SN I RN

© B AnULNU,

Nun vertauschen wir die Summenzeichen. Dabei sei darauf hingewiesen, das fiir ein
fixiertes B nur endlich viele f,gg nicht verschwinden, da der Tréger von gg kompakt
ist. Es ergibt sich also

(x) = 25: Z / fags - w

«

endl. Sum.
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2.

Satz

Ubereinstimmung der Definitionen

Sei A C U in einem Kartenbereich einer positiv-orientierten Karte (U, ¢). Zu zeigen

ist nun, dass
/ wwogp_ld)\":z / fo - w

©(A) ¢ ANUq
Es gilt nun (ANU,) C A C U, d.h wir kénnen fiir [ f, - w die Definition I

ANUq
verwenden:

S [ e =X [ Gewdestar

 ANUq * p(ANU)
_ Z/ (fao9™h) - (wpop ) dN"
* p(AND)

I

/(Zf“mp 1) w¢ocp )d)\”
©(4)

=1

zu (x): Die Summe ist fiir w € Qf(M) endlich und in den anderen Fillen haben
alle Summanden das gleiche Vorzeichen.

0

2.56. Seiw € Q. (M), dann gilt:

. Rechenmethode der Integralberechnung

Aus A = AgUJ;2, A; mit Nullmenge Ay und paarweise disjunkten, messbaren A;

ergibt sich
L

zlA

D.h. man zerlege A in disjunkte Teilmengen A;, die in Kartenumgebungen liegen
und berechne [ w mit Definition I;. Die Nullmengen kann man weglassen.

A;
Mittelwertsatz
Seiz € M, f € C* (M) und w eine Volumenform auf M, dann ist
Jfw
f(x)= lim Y
U;—{x} f w

wobei limg;,_, (1 bedeutet, dass U; C o1 (K., (¢(z))) zsh. mit g; — 0.
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3. Verhalten unter Diffeomorphismen

Sei & : M™ — N" ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus, d.h. mit
(e1,...,en) € Or,r ist (dPy(e1), ..., dPy(en)) € Oy, N, so folgt

/@*w: /w
A o(A)

wobei natiirlich A C M messbar ist, und w € Qg . (M).

4. Verhalten bei Orientierungsinderung von M

(M, Onr) sei eine orientierte Mannigfaltigkeit und
—M = (M,—Op :={-O1,1m})

die Umkehrung der Orientierung in jedem Tangentialraum, dann gilt

[

Beweis. Fiir 1.) wendet man das Integral 5 an und auf [ ANU, faw die entsprechenden
Eigenschaften des L-Integrals im R™.

3.) und 4.) folgen aus der Transformationsformel fiir das L-Integral im R"™ (Vgl. Beweis
von Satz 2.54). O

Bemerkung. Sei R (M) := {A C M| A ist messbar}. Dies ist eine o-Algebra auf M und
fiir jedes w € Qf 4 (M) ist

fo : R(M) —
A —

b\ =
&

ein signiertes Maf. Ist dann f: M — [0, oo] R-messbar, so gilt

]Zfd/zsz/f-w

Dadurch erhélt man eine Integrationstheorie auf M mittels n-Formen.

2.10 Der Satz von Stokes

Der zentrale Satz in der Integrationstheorie ist der Satz von Stokes:
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Satz 2.57. Sei M™ eine Mannigfaltigkeit mit Rand OM und sei w € Q&;l (M), so gilt

/dw:/w
M oM

Diesen Satz wollen wir nun im Folgenden beweisen. Dies stellt lediglich eine Wiederholung
zum Grundkurs “Analysis IV” dar, da alle Beweise analog zu denen aus der Theorie der
Untermannigfaltigkeiten des R™ gefiihrt werden.

Zuerst werden wir auf den Begriff der “berandeten Mannigfaltigkeit” eingehen. Danach
wollen wir wichtige Eigenschaften des Differentials einer k-Form wiederholen, bevor wir
dann im Anschluss den Satz von Stokes beweisen.

2.10.1 Mannigfaltigkeiten mit Rand

Wir bezeichnen mit
R"? = {z € R"|z, > 0}

den “oberen” Halbraum mit induzierter Topologie.

Definition. M" ist eine glatte Mannigfaltigkeit mit Rand: <=
1. M™ ist ein top. Raum mit T5-Eigenschaft und abzihlbarer Basis.

2. Es existiert eine offene Uberdeckung U = {U,} aca von M und Homéomorphismen
Yo Uy — (?a C R}

3. a0 <pgl sind C'*°-Abbildungen.

W(I)n

Die Menge
OM = {x € M|es ex. Karte (U, ) mit p(z), = 0}

bezeichnen wir als Rand von M. Die Menge

int M = {x € M|es ex. Karte (U, ) mit ¢(z), > 0}
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als Inneres von M.

Es ist nun klar, dass nur einer von diesen zwei Féllen eintreten wird. Denn sei x €
(OM Nint M), dann gibt es zum einen eine Karte

w1 - U, — Ul CR”
mit x € Uy und ¢(x), > 0, und eine Karte
©9 - U2 — (?2 C Ri

mit z € U und p(x), = 0. Damit ist ¢ (U; NUsz) offen im R™, @9 (U1 NUz) C R
jedoch nicht, da @9 () € OR’} . Das Bild der offenen Menge ¢ (U; N Uy) sollte unter dem
Diffeomorphismus @5 o gpfl jedoch auch offen sein. Es gilt also

OMNintM =10

Aus der Konstruktion erkennt man leicht, dass es sich bei int M um eine n-dimensionale
Mannigfaltigkeit ohne Rand, und bei 9M um eine (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit
ohne Rand handelt.

Ist nun M orientiert, so induziert dies eine Orientierung auf OM:

Definition. Sei (M™,0)s) eine orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand M # (. Sei
weiterhin z € OM, w = [y] mit v (0) = z und

v: (=, 0] — M
dann heifst
OBM = {OTzaM = {(1}1, - ,Un—l) ‘ (w,vl, - ,Un_l) € OM}}xEBM

die von Oy induzierte Orientierung auf oM.

2.10.2 Das Differential einer k-Form.

In Abschnitt 3 haben wir bereits das Differential einer glatten Funktion definiert. Dies
war die folgende Abbildung, die jeder Nullform (=Funktion) eine 1-Form zuordnet

d: C®(M) — QYM)
f — df wobei df(X) := X(f)

Die lokale Darstellung von df beziiglich einer Karte (U, = (x1,...,2,)) ist gegeben

durch
df = ;:1 df <8xz> dz' = ;:1 o7, (f)da".

Wir definieren jetzt das Differential auf den k-Formen fiir £ > 1, das jeder k-Form eine
(k 4+ 1)-Form zuordnet.
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Definition. Die Abbildung

d: Qfm)y —  oF(an,
w — dw

sei definiert durch

k
dw(Xo,...,Xp) = > (~1VX; <w(X0,...,Xj,...,Xk))
=0
+ Y (—)Pw([Xa, X5, Xo, -, Koo Xy, Xa).
0<a<p<k

(Dabei bedeutet der "Hut” auf einem Eintrag X;, d.h. )?i, dass das entsprechende Vek-
torfeld weggelassen wird.) d heift Differential auf dem Raum der k-Formen, dw heifst
Differential von w.

Als Spezialfille erhélt man beispielsweise fiir das Differential von 1- bzw. 2-Formen
1. Sei w € Q(M) eine 1-Form. Dann gilt

dw(X,Y) = X(w(Y)) = Y(w(X)) = w([X, Y]).
2. Sei w € O%(M) eine 2-Form. Dann gilt

dw(X,Y,7) = Xw(Y,2)) - Y(w(X,2)+ Z(w(X,Y)
~w([X,Y],Z) +w([X, 2),Y) — w([Y, Z], X).

Satz 2.58. FEigenschaften des Differentials
1. Die Abbildung d : QF(M) — QFYL(M) ist korrekt definiert und linear.

2. Seiw € QF(M) und (U, = (x1,...,2,)) eine Karte auf M beziiglich derer w die
lokale Darstellung w|y =Y, wrdz! habe. Dann gilt fir die lokale Darstellung von
dw

dw|y = Zdwl Adz! .
1

3. dwAo)=dwAo+ (—1)ew A do.
4. ddw =0 fiir alle w € Q*(M) und k > 0.
5. Ist F: M — N eine glatte Abbildung und w € QF(N), dann gilt

d(F*w) = F*dw.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:
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1. Nach Definition ist d offensichtlich linear. Die Schiefsymmetrie von dw folgt aus der
Schiefsymmetrie der k-Form w bzw. des Kommutators [+, -]. Die C°°-Linearitéit von
dw folgt aus den Rechenregeln fiir den Kommutator aus Satz 2.13. Man benutzt
dazu z.B. die Regel

FX Y] = fIX, Y] =Y(f)X.
Also ist dw € QFFL(M).
2. Die k-Form w habe die lokale Darstellung

wly = ijdxl.
I

Nach 1.) ist dw eine (k 4 1)-Form, besitzt also eine lokale Darstellung der Form

P P p

J:(_]Q,,]k)
1<j0<...<jr<n

k ~
Def W 0 i ) ) ;
25 (S0 (o (52 g ) )i 0

J La=0
wobei [ 8?%,, %] = 0 benutzt wurde. Es folgt durch Vertauschen der Differentiale
N
dly = 3 [Z (axja (“”)> ey A de?
J=(I,ja) Lo=0
= ZI: ;%(wf)-dwj A dz!
= Z dwr A dat.
I

3. Wir diirfen O.B.d.A. w = fdz! und ¢ = gda’ annehmen, da d linear und ei-
ne lokale Operation ist. Dann folgt durch die bereits bekannten Rechenregeln fiir
Differentialformen

dwho) = d(fdxl Agde?) =d(fgdat Adx?) 2 d(fg) Adaz! A dx”

B (gdf + fdg) Adz' Adz = df Adz? A gda” + dg A fdzt A de?

= df Nda! Ao+ dg Aw A da? z (dw) Ao + (—1)%%8%w A do.

4. Wir beweisen die Behauptung zunéchst fiir & = 0. Sei dazu f € C°°(M). Dann
gilt nach Definition des Differentials und unter Benutzung der Eigenschaften des
Kommutators aus Satz 2.13

d(df)(X,Y) = X(df(Y)) = Y (df(X)) — df ([X,Y])

= X(Y(f) -Y(X(f) - [X,Y](f)
= 0.



108 2 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

Sei nun k > 1 und w € QF(M) eine k-Form mit der lokaler Darstellung w =
> wrdz! . Dann gilt

d(dw) 23" d(dw! Adat) 23 [d(dw!) Adat — dwr A d(da?)] .
I I

Da w! € C°®°(M) und da! = dx;, A ... A dz;, ist, folgt d(dw) = 0 aus dem Fall
k=0.

5. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber den Grad von w.
Sei k=0 und f € C*®(N) = Q°N). Dann gilt (F*f)(x) = f(F(z)). Also folgt

d(F* f)p(v) = d(f 0 F)a(v) = (df) pia) (dF(v)) = (F*df ), (v),

d.h. d(F*f) = F*df.

Wir setzen nun voraus, dass die Behauptung bereits fiir k-Formen bewiesen ist und
schlieflen auf (k + 1)-Formen. Sei also w eine (k + 1)-Form. Wie oben diirfen wir
0.B.d.A. annehmen, dass w = fdxg A ... Adzxr =: drg A © gilt. Dann ist © eine
k-Form, erfiillt also die Induktionsvoraussetzung.

d(F*w) = d(F*(dzo A®)) = d(F*dzo A F*®) 2 F*ddzg — d(F*®)
Y0 - F*(dw) = F*(—d) = F*(d(dzo A D).

2.10.3 Der Satz von Stokes fiir Differentialformen

Satz 2.59. Satz von Stokes. Sei M™ eine n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit,
OM der Rand von M, versehen mit der induzierten Orientierung und w eine (n—1)-Form
mit kompaktem Triger auf M. Dann gilt

foo

Beweis. Sei A= {(U,,pa)} ein Atlas auf M und {f,} eine Zerlegung der 1 zu A. Dann
ist w =) faw, wobei die Summe endlich ist, da supp w kompakt und die Familie der
Tréager {suppf.} lokal endlich ist. Da die linke und rechte Seite von (x) linear in w sind,

geniigt es zu zeigen, dass
/ d(focw) = faw
M oM

gilt. Deshalb konnen wir, um (*) zu beweisen, 0.B.d.A. annehmen, dass der Triger
supp w in einer Kartenumgebung U von M liegt.

Wir werden nun () durch direktes Ausrechnen beider Integrale beweisen.
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1. Berechnung von fM dw:

Sei (U, = (x1,...xy)) eine positiv orientierte Karte mit p(U) C R”. Besziiglich
dieser Karte ist w durch

—~ . d ) B,
w—Zw, Ydxy A ... ANdzi A ... ANdxy,, mit wi_w((?—wl"“’@xi"”’a—%)

gegeben. Wenden wir das Differential darauf an, so ergibt sich

dw = Y dwiAdri AL Adxi A A day,
=1
n a P
= a—(wi)dxj/\dml/\...dxi/\.../\dmn
ij=1 9%
= —1)i-t Ddry AL A dey,
;( ) (%Ui(w) T z

= (dw)pdxi A... Ndxy,.

Durch Einsetzen und Umformen des Integrals erhalten wir

[ = [a

M U

= (dw)y 0 o~ d\,

5
S

I

-
I
A

-u / aa (wi) oL d,

e(U)

S

1=

3

i O @ 1()dxl dml(jx\ldxn,

—_

(%)

wobei die letzte Identitéit aufgrund des Satzes von Fubini gilt. Da supp w C ¢(U),
konnten wir beim letzten Schritt den Integrationsbereich iiber ganz R™ ausdehnen.
Nun unterscheiden wir zwei Falle.

a) Ist i <n, so gilt

(#x) = /]R %(wz o N)(z)dz; = [wio @fl]iooo =0,

da supp w; kompakt ist.



110

2 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

b) Falls i = n ist, gilt
* 0 —1 -1
(o) = | o —(wn o™ ) (@) dz; = —w(p™ (21, .., 2n-1,0)).
0 9Tn

Daraus folgt

/ dw = (—1)"/ wn, (gpfl(xl, e ,xn,l,O)) dAp—1(z1, ... Tp_1).
M Rn—1

2. Berechnung von [, w:

Da suppw C U, ist suppw|gyy C OM NU. Ist (U, = (x1,...,2,)) eine Karte auf
M, so ist

(U N 8M, S0|U08M = (xl, e ,,Infl))
eine Karte auf M, da der Rand durch z,, = 0 charakterisiert ist.

Sei v(z) = —% der nach aufen zeigende Normalenvektor in 7, M. Die folgenden
Basen von T, M in einem Randpunkt z € 9M sind gleich orientiert:

(u(x),%(x),...,%(m)) ~ <aixl(x),...,%n_l(x),(—l)"_lu(xo

- (a%(x),...,a%”(x),(—l)”%(w))

da die Vektoren %(m) und v(x) nach Definition in verschiedene Richtungen be-

ziiglich T,0M zeigen, v(x) nach aufen und %(w) nach innen. Also ist die Karte
(UNOM,¢|lunon) des Randes positiv orientiert, falls n gerade ist und negativ
orientiert, falls n ungerade ist.

Die lokale Darstellung von w|ynans bzgl. der Randkarte ist

n
w’UmaM = Zwid.%'l ANPIANY? f7 A /\dxn’UﬂaM =wpdr1 A ... Ndxy_1,

i=1
denn fiir jeden Tangentialvektor %(x) e, OM,j=1,...,n—1,1ist
0
(dr)a( () =0

a) Sei n gerade. Dann ist
/w = / wpdx1 A ... Ndxp—1
oM UnoM
= wno@_l dAnfl(xla---axnfl)
p(UNOM)

= / Wn, (go_l(xl, ey p—1, 0)) d)\nfl(xl, e ,xnfl).
Rn—1
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b) Ist n ungerade, so ist

/ w= —/ Wy, (gp_l(xl,...,xn,l,())) d\p—1(z1,. . Tp—1).
oM Rn—1

Damit ist die Behauptung fM dw = faM w bewiesen. U






3 Grundbegriffe der semi-Riemannschen
Geometrie

Idee von B. Semi-Riemann (1954): Man kann alle geometrischen Objekte (Langen, F1&-
cheninhalte, Volumen, Winkel, Kriimmungen) durch ein einziges algebraisches Objekt
ausdriicken, der sogenannten “Riemannschen Metrik” g € I'(S?(M)), einem symmetri-
schen nicht ausgearteten (2,0)-Tensorfeld auf M:

g:rxeMw—g, :ToMxT, M — R,

dabei ist g, ein Skalarprodukt auf T, M.

3.1 Riemannsche und pseudo-Riemannsche Metriken

Definition. Sei M™ C'*°-Mannigfaltigkeit. Eine Metrik auf M™ ist ein symmetrisches,
nicht ausgeartetes (2,0)-Tensorfeld g : X(M) x X(M) — C°°(M) auf M mit konstantem
Index, d.h.

g:xeEMw— g, : T, MxT, M —R

und g, ist fiir jedes x € M eine symmetrische, nicht ausgeartete Bilinearform mit Nor-

malform

_11

141

Ly

Die Zahl k soll konstant bleiben und heifit Index von g. (k,n — k) heift Signatur von g.

e Ist k =0, d.h. g, ein positiv-definites Euklidisches Skalarprodukt auf T, M, so heifit
g Riemannsche Metrik.

e Ist k = 1, so heifit g Lorentz-Metrik. (Lorentz-Metriken benutzt man in der Rela-
tivitatstheorie.)

o 1 <k <n-—1,s0 heifit g pseudo-Riemannsche Metrik.

e Allgemein (also fiir beliebige k) nennt man g semi-Riemannsche Metrik.
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Ist g eine Metrik auf M™, so heifst (M, g)
e Riemannsche Mannigfaltigkeit < g Riemannsche Metrik

Lorentz-Mannigfaltigkeit < g Lorentz-Metrik

pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit < g pseudo-Riemannsche Metrik

e semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit < g beliebige Metrik.

Jedem Vektor des Tangentialraumes lésst sich genau eine der folgenden Eigenschaften
zuordnen:

Definition. Sei g eine Metrik auf M, dann heifft v # 0

o zeitartig < g, (v,v) <0
e isotrop (lichtartig) < g,(v,v) =0

e raumartig < g,(v,v) > 0.
Lokale Darstellung einer Metrik
Sei (U, = (x1,...,zy)) eine zulédssige Karte, dann ist
n
qu = Z gijdxi ® dmj = Zgijdaﬂi o dxj
i,j=1 i,J

i (@) = 9l @), %(x».

Die Funktionen g;; € C*°(U) heifien lokale Koeffizienten der Metrik beziiglich (U, ¢).

Da g, nicht ausgeartet und symmetrisch ist, ist die Matrix (g;;(x))}';—; symmetrisch und

invertierbar. Die dazu inverse Matrix bezeichnet man mit (g" (z))},_,.

Beispiel 3.1. Beispiele fiir Metriken
e Metriken im R"

Sei (,)pq eine nicht ausgeartete symm. BLF vom Index p auf R". Ein Vektorfeld
auf R" ist eine glatte Abbildung

X € C*([R",R")
und somit ist
9pa(X;Y)(2) = (X (), Y (2))p.q
eine Metrik vom Index p auf der Mannigfaltigkeit R™.
Zur lokalen Darstellung von gy, : Sei (a1, ..., a,) ONB von (RP?,(,),,), d.h.

<azaa3>p7q - { 0;; fir i > p.
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Fiir eine Karte auf dem R" : p(x) = (21, ...,2,) mit z = ) x;a; gilt dann %(x) =
a; und daraus folgt

_ 1 fiiri <
9ij(x) = (@i, aj)p,q = €id;;  wobei g; = { 1 fiir ¢ ;g
und damit ist
_ 2 2 2 2 T N ,
Ipg = —dai — ... —dwy +dwy + ... + dx;, wobei dzj = dw; o du;.

(R™, gp,q) heillt Minkowski-Raum.

e Induzierte Metriken

Sei (M,§) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und f : M — M eine Immersion.
Dann heifst f*g die induzierte Riemannsche Metrik auf M.

Sei (M ,g) eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit und f : M — M eine Tm-
mersion, so dass fiir alle x € M

ein nicht ausgearteter Unterraum ist, (d.h. gz (. ist auf df, (T, M) nicht ausgeartet).
Dann ist f*g eine Metrik auf M und heifst induzierte semi-Riemannsche Metrik.

— Sei (R%,g11) und M = R. Die Abbildung f : M — R?,z — (z,z) ist eine

Einbettung. Aber jeder Vektor df(, ,)(v) ist isotrop und deshalb ist f*g1,1 =0,
also keine Metrik.

— Sei speziell M C M eine Untermannigfaltigkeit und (Z\:I , §) eine semi-Riemannsche
Mannigfaltigkeit, sodass fiir alle x € M T, M C T, M ein nicht ausgearteter
Unterraum ist. Dann ist

9= glxaryxx ()
eine semi-Riemannsche Metrik auf M.

— Ist M C RY eine Untermannigfaltigkeit des reellen Vektorraumes R und
{,)gnv das Standardskalarprodukt von RY. Dann gilt X(M) c C>°(M™,RYN).

g(X,Y)(x) = (X(x),Y(z))gpy X, Y € X(M)

ist Riemannsche Metrik auf M™. Diese heifdt induzierte Riemannsche Metrik der Untermannig-
faltigkeit M c RV,

¢ Rotationsfliichen im R3
Wir betrachten die Mannigfaltigkeit

M? = {f (u,v) = (71(v) cosu, v (v) sinu, v2(v)) |v € (a,b) ,u € R}

mit einer Kurve
v=(7,%):(a,b) CR — R?
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mit den Eigenschaften ; (v) > 0 und 4 # 0.

M? c R? ist eine 2-dim. UMF. Sei

D p—
(UO — T, Uo +7T) X (vO —&,00 +6)7
dann ist

(U= f(D),¢=["p=(u,0))

eine Karte um f (uo, vp).

Fiir die kanonische Basis ergibt sich damit

gu (f(u,v)) = % (u,v) = (=71 sinw, 1 cos u, 0)

und

A () = 9 ) = (51 0) o531 () sim 0)

Die Koeffizienten der lokalen Darstellung der induzierten Metrik ergeben sich dann
aus

9 9N (0 B
itswon) = (5 )
0

Es ist also

Produkt-Metriken
Seien (M, g), (N, h) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten mit den Projektionen

m:MxN—->Mund m: M xN — N
Wir definieren eine Metrik r € X0 (M x N) durch
r:=m g+ msh.

Dies ist eine Metrik auf M x N mit Index (r) = Index (g)+ Index (h) und heift
Produkt-Metrik.

Nun ist jedoch

T(I,y)(M X N) ~ TxM X TyN
v (A7) () (V) (dT2) (2,4) (V)

/

~~
U1 v2
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und damit
T(2,) (V1 + V2, w1 + w2) = go(v1,w1) + hy(va, w2).

Deshalb benutzt man auch folgende Schreibweise:
r=g-+h
e warped-product-Metriken
Seien (M, g), (N, h) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten und
feC*M),f>0
Wir definieren folgende Metrik auf M x N
ri=mig+ (fom)’n3h,

oder in Kurzform
r=g+fh,
wobei
T(ay) (V1 + V2,01 + w2) = go(vi,w1) + f(2)*hy(v2, ws)
Diese semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit M x ¢ N := (M x N, r) heift warped product.

Viele kosmologische Modelle (4-dimensionale Mannigfaltigkeiten, die die Einstein-
Gleichungen der ART erfiillen: Ric — %R g = T) sind warped products.

M=Ix;F
Dabei ist (F, g) eine 3-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit konstanter Schnitt-
kriimmung, Iogen C R ein Intervall und f € C°°(I). Fiir die Metrik ergibt sich
= —dt* + f%g.
Satz 3.2. Auf jeder C*°-Mannigfaltigkeit M™ existiert eine Riemannsche Metrik.

Beweis. Sei A = {(Ua, ¥a)}qcn €in abzahlbarer Atlas mit Zerlegung der 1 {fo},cp- Wir
betrachten die induzierte Riemannsche Metrik

9o = Pl )rn € PO (Ua)

auf U, C M. Da supp fo C U, ist faga € X329 (M) ein symmetrisches Tensorfeld auf
M . Die Fortsetzung
9= fa-9a € XEO (M)
a€el
ist wohldefiniert und symmetrisch, da {supp f,} lokal endlich ist. Dazu ist g, positiv-
definit: Fiir v € T, M, v # 0 gilt

wobei A = {a € A| z € Upy}.Da Y fo = 1, existiert ag mit f,(z) > 0, sodass g, (v,v) >

a€A
0. Damit ist g eine Riemannsche Metrik auf M. O
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Metriken mit Index(g) = k > 0 existieren nicht immer. Dazu braucht man zusétzliche
topologische Bedingungen an M.

Satz 3.3. Auf M™ existiert genau dann eine pseudo-Riemannsche Metrik der Signatur

(p,q), wenn
TM =& @nl,

daber sind EP und n? Vektorbiindel vom Rang p und q.

Die Aufspaltung TM = &P @ n? hat topologische Konsequenzen — Stiefel-Withney-
Klassen, Chernklassen. Fiir Lorentz-Metriken gilt speziell

Satz 3.4. Sei M" eine C'°°-Mannigfaltigkeit. Dann sind folgende Bedingungen dquiva-
lent:

1. Auf M existiert eine Lorentz-Metrik

2. Es existiert ein nirgends verschwindendes Vektorfeld X € X(M) (X (x) # 0,Vz €
M)

3. M st nicht-kompakt oder M ist kompakt und die Eulersche Charakteristik X(M)
st Null.

(Beweis: — O’Neill: Semi-Riemannsche Geometrie, S. 149).

Wir erinnern an den schon aus Analysis IV bekannten

Satz 3.5. Satz vom Igel. Auf der Sphire S*™ existiert kein nirgends verschwindendes
Vektorfeld.

Aus Satz 3.4 folgt nun, dass auf S?" keine Lorentz-Metrik existieren kann.

3.2 Langen, Winkel und Volumen in semi-Riem. MF

Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit dem Problem der Volumen- und Léngen-Definition
einer semi-Riem. Mannigfaltigkeit (M, g) beschéaftigen.

3.2.1 Langen von Kurven in M
Definition. Sei v € T, M, dann heiflt

[vllg = V/1gz (v, 0) |

die Lange des Vektors v in (T, M, g).

Sei (M, g) eine semi-Riem. MF. und 7 : Itptervan € R — M eine glatte Kurve auf M.
Dann heifét

1) = [ ol de
1

Lénge von v in (M, g).
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Bemerkungen:

o Ist M™ C RY eine UMF mit induzierter Metrik. Dann ist fiir eine glatte Kurve

v:ila, b CR— M
b
=1/uwaﬂmnw

die aus der Analysis bekannte Lange.

e Fiir eine pseudo-Riem.-MF kann die Linge einer nicht konstanten Kurve auch Null
sein, da fiir isotrope Kurven stets ||¥]| = 0 gilt. (Das Licht bewegt sich in der
Relativitdtstheorie auf isotropen Kurven.)

FEigenschaften der Ldinge

1. Seiv: I CR — M eine glatte Kurve und 7 : J — [ eine Parametertransforma-
tion (d.h. 7 ist ein Diffeomorphismus). Sei dann

Yy:=vor :J—M Umparametrisierung von -y

so gilt

da
TOREE ‘/H§@Hbdt

= /M yor) (1) lgdt

Int. -Trafo / ” ¥ o7' T_l(t)) Hg ‘det (7'_1)/ (t)‘ dt

/M 07) (+70) |7 (0] e

= 1y
2. Eine Kurve v : I = [a,b] C R — M heifit nach Bogenldnge parametrisiert, falls

17 (@) [lg = 1.

Fiir eine nach Bogenlénge parametrisierte Kurve v gilt dann

1) = [l
I

~ [a
I
= b—a
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3. Eine Kurve v : I C R — M heifst regulér, falls 4 # 0 fiir alle ¢ € I.

Behauptung: Jede regulédre, nirgends isotrope Kurve v : I C R — M ist nach
Bogenlénge parametrisierbar, d.h. es existiert eine Umparametrisierung ¥ = yo 1
mit {17 (¢) |y = 1.

Beweis. Sei v : [a,b] — M reguldr und nirgends isotrop. Wir betrachten die
Abbildung

l:a,b) — M
t
b 1 (ven) = / 14 (6) |l dt

dann ist I’ (t) = ||§ (¢) || > 0. Wegen dieser strikten Monotonie existiert eine Um-

kehrabbildung
mi=1"1:100,1(7)] — [a,b] .
Es gilt nun
Iyer) ®lly = 115 @®)llg |7 ()]
1
= |5 () ]lg=———
||’7 (T ( )) Hgl' (7_ (t))

=1

D.h. 4 = v o 7 ist nach Bogenldnge parametrisiert. U

Definition. Eine Kurve v : I = [a,b] — M heifit stiickweise glatt, falls v stetig ist und
eine Zerlegung

a=ty<t1 <...<t,=b

existiert, sodass die
Vi = Witostira) © [tirtit1] — M
fiir alle i = 0...n glatte Kurven sind. Die Punkte v (¢;) heiffen Ecken von ~.

Die Eigenschaften 1-3 bleiben erhalten.
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3.2.2 Volumen in semi-Riem. Mannigfaltigkeiten

Im letzten Kapitel haben wir die Integration von k-Formen auf Mannigfaltigkeiten be-
sprochen. Nun wollen wir dies auf den Begriff des Volumens ausdehnen. Wie man aber am
Beispiel des (R”, (, )gn) sehen kann, ist der Volumenbegriff stark an die Metrik gebunden!

Wir suchen nun eine spezielle, der Metrik g angepasste positive n-Form auf M™.

Definition. Sei (M", g,Oy) eine orientierte semi-Riem. Mannigfaltigkeit und (vq, ..., vy,)
eine positiv-orientierte Basis in T, M mit dualer Basis (n1,...,n,) aus T M. Dann be-
zeichnen wir

dM,, = \/| det (gz (vi,v5)) [m A ... Ay

Bemerkungen:
e dM, ist unabhingig von der gewéhlten Basis. Denn sei (ay,...,a,) eine weitere
positiv-orientierte Basis mit dualer Basis (o4, ...,0,) und Ubergangsmatrix v; =

A;rag, so ist nach Voraussetzung det A > 0. Dariiber hinaus gilt

9z (Vi,vj) = g (Aigag, Ajiar)
AitAj19z (ak, a7)
= ApAlgs (ar, @)

DAY ga (a, ar) Afj.
k l
In Matrizenschreibweise heifst das

{92 (visv;)}y; = A {ga (ar, )}y, - A

Andererseits ist
o1N...Nop = (det A)my A ... Ay

Fiir dM, ergibt sich damit

I
.
(oW
&

Vldet (go (vi,0)) o A A

= ]det (g (ag, @) oL A ... Aoy,

e Die Abbildung x — dM, ist ein glatter Schnitt in A" M, denn sei (U, ¢ = x1,...,2y,)
eine positiv-orientierte Karte, so gilt fiir deren kanonische Basis

o=

0

det gx (z), ax]( x)

>‘dm1/\.../\dxn

eC>(U)

(A)? - det (g2 (ag, @) | (det A) " Lop AL ..

Nop
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e Ist (eq,...,ey,) eine positiv-orientierte ONB aus T, M und (o1, ..., 0, ) deren Dual,
so gilt
dM, (e1,...,en) =1=01 A... Aoy (e1,...,€n),

d.h.
dMy =01 N ...\ op.

Definition. Die n-Form dM, € Q" (M) mit
dMy: v — dM, € A" (T; M)

heift Volumenform von (M, g,Op).

Lokale Darstellung der Volumenform: Ist (U,¢ = (z1,...,%,)) eine positiv-orientierte

Karte und g;; (z) = g» (8%1' (z), % (x)) seien die Koeffizienten der Metrik, dann ist

dM |y = y/|det (gij)| dz1 A ... Adxy,

Definition. Sei (M™,g,0)r) eine orientierte semi-Riem. Mannigfaltigkeit und A ¢ M
eine messbare Teilmenge, so heifst die Zahl

Vol, (A) := /dMg
A

das Volumen von A in (M", g,0ys). (Im Fall n = 2 entspricht dies dem 'Flécheninhalt’.)

Bemerkungen:
o Fiir (M,g) = (R", (,)gn) ist Volg (A) = A" (A), dem Lebesgue-Maf auf R".
e Vol, ist unabhingig von der gewihlten Orientierung, denn fiir —M = (M, —Oyp)
ist
d(M)=—dM

/d(—M):—/dM:/dM

—A —A A

und damit

e Man kann das Volumen auch fiir Teilmengen von nicht orientierbaren Mannigfal-
tigkeiten definieren:

Sei A C M messbar, so ist

A= UAQ wobei A, paarweise disjunkt, und A, C U, Karte
o

Dann fixieren wir eine Orientierung auf U, womit

Vol, (Aq) = / iU,
Aa
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und wir setzen

Voly (A) =Y Voly (A

Beispiel 3.6. Volumenberechnungen
e Oberflichen von Graphen
Sei kv : Usfren C R? — R eine glatte Abbildung. Fiir M? = graph (h) C R? mit
induzierter Metrik gilt dann

2 2
oh
VOl / \/ au1 <8—u2> du1 dUQ

denn in der inversen Karte f(uj,uz) = (uy,ug, h(u1,u2)) mit f(uj,uz) = = hat
man

P of oh
Ju (%) = df (w1 uz) (1) = Sur (u1,u2) = (1,07 D (u1,u2)>

und ) of oh
a—u2 (iE) = df(ul,ug) (62) = 8—’&2 (Ul,UQ) - (05 1, 8'&2 (U1,UQ)>

Fiir die Koeffizienten der Metrik ergibt sich dann

(G 3))

_ ( 1+ ( (ul,u2))2 aaul (u1,ug) - 361?2 (u1,u2) )

2
28 (uy,ug) - B (u, ug) 1+(3u (u1,u2))

(9i5 (z))

und es folgt

Oh > [ on 2
det (gij (z)) = 1+ (8—ul (ul,u2)> + (3—u2 (u1,u2)> :
Setzen wir dies ein, so erhalten wir

Vol, (M) = j/dﬂl

= / \/ldet (gij ()| duy A dug

()

= / \/]det (95 (f (u1,u2)))| d\?

2 2
oh
= /\/ 8 o u1,u2)> + (3—1@ (Ul,u2)> duy dus.
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e Oberflichen von Rotationsflichen
Hier ist bekanntlich!

M? = {f (u,v) = (n (v) cosu, 1 (v) sinu, 72 (v)}

wobei y; > 0 und 4 (v) # 0. Fiir die Metrik-Koeffizienten ergibt sich mit x = f (u,v)
2
. _ (i) 0
0@ = (10" o

det (955 (x)) =7 (v) - |7 (v) 1%

Fiir das Volumen erhalten wir nun

und daraus folgt

2m b

Vol, M) = [ [ (0)- o) dud

bzw.
b

Vol, (M) = QW/% W) - 14 () ldu do

a

3.2.3 Der Schnittwinkel von Kurven in semi-Riem. Mannigfaltigkeiten

Im Folgenden sei (M, g) eine semi-Riem. Mannigfaltigkeit.

In einem Vektorraum mit Skalarprodukt beliebiger Signatur kann man erkliren was 'senk-
recht’ bedeutet, Winkel existieren aber nur im euklidischen Fall.

Definition. Seien v, w € T, M, dann heift v orthogonal zu w (v L w) falls
gz (v,w) =0

Bemerkungen:

1. Ist (M, g) eine Riemannsche MF, so kann man den Schnittwinkel beliebiger Tan-
gentialvektoren u,v € T, M definieren. Fiir ein positiv-definites Skalarprodukt gilt
bekanntlich die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

|9 (u, ) [ < ]| - [|v]]
und daraus folgt dann

o (o)

< =L <] fiir alle u,v # 0.
[[ull - [[v]]

lsiehe Beispiel 3.1 auf Seite 115
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Es existiert also ein eindeutig bestimmter Winkel « € [0, 7] fiir den
9z (u,v)
[l - ol
Dieser Winkel a =: Z (u,v) heiftt Schnittwinkel von u und v in (M, g).
2. Sei (M, g) eine Lorentz-MF.

CosS&x =

a) Sind v,w € T, M zeitartig, so gilt
|92 (v,w) | = [|o] - [|wl].
Beweis. Es gelte
w=av+w wobei w L v.

Damit folgt
9z (W, w) = gy (av + W, av + W) = a?g:r (v,v) + gp (W, W) . (%)

Da v zeitartig ist und der Index von g nur 1, kann w nicht zeitartig sein, d.h.
es gilt
9a (0, W) = 0.

Wir erhalten nun
- 2
g9 (v,w)* = g (v, (av +@))* = a® (|[v]|*)
~ 2 ~
ol [[w]|* = [[o|* (a®[|v]]* + [[@]]*) = o ([[0][*)” + lJv]|*[|®]]?,

woraus die Ungleichung wegen ||v||? < 0 < ||w|[? folgt.

Damit gilt also
2 00l _ |
[o]] - [Jwl]

und es existiert genau ein « € [0, 00) fiir das

|9z (v, w)]

cosha = .
ol - [Jw]]

Dieses a heiflt hyperbolischer Winkel zwischen v und w.
b) Ist v € T,,M isotrop, so gilt v L v.

Definition. Zwei regulire glatte Kurven v : I — M und é : J — M schneiden sich
in xg € M orthogonal, falls

w0 =7 (to)) =6 (t)) und 7 (to) L4 (to)
Sei (M, g) Riemannsch. v und § schneiden sich im Winkel « € [0, 7], falls

w0 =7 (to) =0 (t)) und o =2 (¥(t0),8 (ko)) = Zay (1,9).




126 3 Grundbegriffe der semi-Riemannschen Geometrie

3.3 Isometrien und konforme Abbildungen

Definition. Seien (M, g) und (M ,g) semi-Riem. Mannigfaltigkeiten. Eine Abbildung
f: M —s M heift Isometrie, falls

1. f ist ein Diffeomorphismus.
2. ffg=g9.
In diesem Fall nennen wir (M™, g) und (M ", g) isometrisch.

Bemerkung. Der Ausdruck f*g = g heifst ausgeschrieben:
gf(a:) (dfx (U) 2 Af (w)) = 9x (Ua w) (*) )

damit ist also df, : T, M — Tf(x)M eine lineare Isometrie der Vektorrdume.

Definition. Eine C®-Abbildung f : M™ —s M" heifit lokale Isometrie, falls

9=y

Aus (x) erkennt man unmittelbar, dass mit f*g = g das Differential df injektiv sein muss
und aus Dimensionsgriinden demnach bijektiv. Der Satz iiber die Umkehrabbildung liefert
dann eine lokale Diffeomorphie.

Definition. Eine C°°-Abbildung f: M"™ — M™ heift konform, falls
f*g=o0%g wobei o € C* (M), o > 0.

Insbesondere ist f damit ein lokaler Diffeomorphismus.

Beispiel 3.7. Isometrien und konforme Abbildungen
e Holomorphe Funktionen
Sei f: U C C — C eine holomorphe Funktion und g = (, ).
Behauptung: f ist lokal konform auf U = {z € U| f' (z) # 0} mit o2 = det (Df).
Der Beweis bleibt als Ubungsaufgabe.
e Mobiustransformation
Wir betrachten die 1-Punkt-Kompaktifizierung von C: Co, = CU{00}. Sei weiterhin

A:<Z Z)EGL(Q;(C),

so definieren wir die Mobiustransformation

FA:(COO — (Coo

az+b
z

cz+d

a
oo —.

C
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Mit
H" :={z+iyeC|y >0}
und der Metrik

1
g+ = 7 (d$2 + dyQ)

bezeichnen wir die Poincaré-Halbebene (H™, g+ ).
Behauptung: Sei A € SL(2;R), so ist

Fy (H+,gH+) — (H+,gH+)

eine Isometrie.

Der Beweis bleibt als Ubungsaufgabe.
e Stereographische Projektion

Wir betrachten die Kartenabbildung?

on: S"—{NP} — R
x +— Schnittpunkt des Graphen durch NP
und z mit R” = {x € R”+1| Tpal = 0} .

NP

Behauptung: ¢ ist ein konformer Diffeomorphismus mit

1+ [low () H@)Q ,

*
n — Sn
PNIR ( 9 g

induz. riem. Metrik

Der Beweis bleibt als Ubungsaufgabe. Man berechne

1
1—$1

ON (T1,. .+ Tng1) = (1,...,2p)

und

(p]_vl (yla---7yn) (2y1772yn7”yH2_1)

1+l

2siehe auch Bsp. 1 auf Seite 20 von Kapitel 1
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Definition. Ein Diffeomorphismus f : (M,g9) — (M,g) zwischen zwei semi-Riem.
Mannigfaltigkeiten heifst

e langentreu <= I, () =l (f (7)) fiir alle Kurven v : I — M,

e volumentreu :<= Vol, (A) = Vol (f (A)) fiir alle messbaren A C M,

o orthogonalitédtserhaltend <= Vov,w € T, M mit vLw gilt df, (v) Ldfy (w).
Seien g und g Riemannsch, so heifst f

o winkeltreu <= Lo (7,0) = Ly (f (7)), f(9)) .

Seien g und g pseudo-Riemannsch, so heifit f

e typerhaltend :<—= Va € T, M zeitartig (raumartig) ist df, (v) zeitartig (raumartig).

Satz 3.8. Sei f : (M,g) — <M,§) ein typerhaltender Diffeomorphismus zwischen
semi-Riem. Mannigfaltigkeiten. Dann gilt

1. f ist eine Isometrie <= f ist lingentreu,

2. f ist konform <= f ist orthogonalitdtserhaltend,

3. f ist lingentreu <= f ist konform und volumenerhaltend.

4. Sind g und g Riemannsch, so gilt: f ist konform <= [ ist winkeltreu.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:
1. (:>) :

b
L) = /mwmﬁmw

b
- /Mmmwmmw
b

= /\/|§f(7(t)) (dfye) (3(1)) s dfyey (7(2))) dt

b
_ /¢wmmmwmwMt

b b
o GOAO = [0 e
=

= g('V)-

(<) : Sei f langentreu. Da g und f*g symmetrische Bilinearformen sind, geniigt es
zu zeigen, dass
(f*9), (v,v) =gz (v,v) YveT,M
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da
e (0.0) = 5 (g (0.0) + o (w,0) — g (0 — 0,0~ w)).

Sei also 7y : (—e,e) — M eine Kurve mit 7 (0) = z und 4 (0) = v. Wir setzen

uw:@mumz/wwmw

und

E@wzgumwa)z/HUowwﬁmw-

Nach Voraussetzung ist L (t) = L (t). Differenziert man nun nach t, so folgt

15 @) llg = 1 (f o) () lly

bzw. fiir t =0
|92 (v,0) | = |(f*9)x (v,0) |.

Da f typerhaltend ist, folgt daraus die Behauptung.
2. (=) : Seien v,w € T, M mit vLw. Dann gilt

9f(@) (dfe (V) dfe (w)) = (f*9), (v,w) = 0%gy (v,w) = 0.

(<) : Sei f orthogonalitdtserhaltend. Wir fixieren eine ONB (e, ..., ey) von T, M.
Dann ist

1 firi=1,...,
€ = g (€, €) :{ b

1 firi=p+1,....n

und wir setzen

(f*9), (eise;) = gpa) (dfz(ei), dfz (e5)) (*)

= (sz‘]‘EZ‘O'i2 (.%') mit o > 0.

Wir zeigen nun

Es gilt ndmlich
9z (62‘ —ej,€€; + eiej) = €j€ — €€ = 0.
Demzufolge ist nach Voraussetzung auch

dfx (62‘ — ej) J_dfz (ejei + eiej)
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und damit

0 = (f9), (e —ej,ejei + €iey)
= G (dfa (e5) — dfz (e5) s €5dfs (€5) + €idfs (€5))
= Ejeiag (x) — Ez‘ej%z (z)

= ol (z) —0’]2 (x).

Durch lineare Fortsetzung von (x) folgt nun die Behauptung.

3. f lingentreu <= f ist konform und volumentreu.

a) Sei (U, = (x1,...,2,)) eine Karte von M mit der durch ¢ definierten Ori-

entierung Op; und damit <(~] =fU),p=poft=(y,... ,yn)) eine Karte

auf M mit der durch ¢ definierten Orientierung. Dann ist f : U — U ein
orientierungserhaltender Diffeomorphismus. Nach Definition {iberfiihrt df,. die
kanonischen Basen ineinander, denn

Dot ()

dfe <8§cl ($)> = dfs (dﬂp;(lz) (ez‘)) = -
_1);(1@/) (e:)

d(f
y=£(x) d ((,0
9
Oyi

op
of
()
Fiir die kanonischen n-Formen folgt dann

0 0
1 = dyA...Ady, <a—y1(y),---7%(y)>

= e ) (@ @),

Damit ist also

ffldyi Ao Ndyy) =dey AL A dxy,. (3.1)

Behauptung: f ist volumentreu <=V (U, @) f*dU = dU.

det (3. (5 (o). i “)))Zj .

Sei hier

Vi(z) = J
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Sei A messbar und liege 0.B.d.A. in einer Karte U. Zunichst gilt:

/f*dU':/f* (\/5) F(dy A A dyy)
A A
(2)/(\/§of)dx1/\.../\dxn

A
= / (\/Eofogofl)d)\"
©(4)
- / (\/gmﬁ—l) A
B(f(4))

= / \/gdyl/\.../\dyn

f(4)

_ / 4T = Vol (f (A)). (3.2)
7l

ii. (=) : Fiir die n-Formen f*dU und dU existiert ein A\ € C*°(M) mit

f*dU = X dU.
Fiir alle z € M gilt nun aber nach dem Mittelwertsatz der Integralrech-
nung
[ AU [ frdU
o . K. () BT K ()
Moy = I =T
KE({L') KE(:L')
[ aUu
32 . K@) . Volg (f (K (x)))
=" lim = lim
e—0 f dU e—0 Volg (Kg (ac))
K (z)
Vor.
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b) Zum Beweis von 3. :
i. (=) : Ist f langentreu, so gilt f*g = g und somit ist f konform. Wahlt
man nun alle Karten wie in (a), so gilt mit y = f(z) auch

\/det {gf(x> (a%- (v), a% (y)> }J

- \/det{ 9f(z) dfx (8(11 ) df (3%]( )>>}ij
- det{f*g}ij:\/m

= V(@)
Ist A messbar und liegt 0.B.d.A. in einer Kartenumgebung U, so folgt
/ dU = / Vadyr A A dyy,
f(4) f(4)
_ / N
P(f(A

— / \/gof o ta\

(A4)
- / du.
A

Also ist f auch volumenerhaltend.

Vi (f (z))

ii. («<):Sei f*g=0?-g mit o> 0.Sei weiterhin (ey,...,e,) eine positiv-
orientierte ONB in T, U bzgl. g,. Dann ist

1 1
(gt ) ooy )
eine positiv-orientierte ONB in Tf(x)ﬁ bzgl. gr(,) und es folgt
(£7d0) (erseven) = dUs) (@fe(er) - dfe (en)

~ 1
= o" (x) . de(x) (mdfz (61) PR
= o"-1
= o"-dU; (e1,...,€y).

1

mdfx (en))

Damit ist also B
frdU = o™ - dU.

Nach (a) gilt jedoch f*dU = dU fiir alle Karten (U, ¢) und damit o = 1.
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4. Analog zu 2.
O

Information: Satz von Nash.? Sei (M™, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann
ist M isometrisch zu einer UMF M C RY mit induzierter Metrik.

Definition. Sei B € X("9 (M) ein (r,0)- Tensorfeld und X € X (M) ein Vektorfeld und
®; : M — M die durch den Fluss von X definierten lokalen Diffeomorphismen, dann
heift das (r,0)-Tensorfeld

d * r
(LXB):B = a ((bt B)z ’tio € Tz( ,O)M

die Lie-Ableitung von B nach X.

Fiir B = g gibt es 2 wesentliche Félle:
Definition. Sei (M,g) eine semi-Riem. Mannigfaltigkeit. Ein Vektorfeld X € X (M)
heifit

e Killing-Vektorfeld :<—= Lxg =10

e konformes Vektorfeld :<= Lxg = A - g fiir ein A € C®°(M).

Satz 3.9. Sei (M, g) eine semi-Riem. Mannigfaltigkeit und X € X (M) mit Fluss {®:},
dann gilt

1. X ist ein Killingfeld. <= ®;: Uy C M — &, (Uy) C M sind Isometrien.

2. X ist ein konformes Vektorfeld <= ®,: U, C M — &4 (U;) C M sind konforme
Abbildungen.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:
1. (<) :Sei x € M. Fiir alle t € (—¢,¢) ist x € U;. Nach Voraussetzung ist dann

(79), =9 Vt|<e

und damit d
(Lx9)s = 7 (P49)y lt=0 = 0.
(=) : Sei x € Uy. Zu zeigen ist (®;g), = g.. Dazu nutzen wir die Eigenschaft
Dy = Pg0 Py
und betrachten die Abbildung

(@), : Tg M — TEOM (%)

3Ann. of Math 1956, 63, S.20-63
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Nach Voraussetzung ist

d *
0= (Lx9)a,) = 7= ((®29)a,) ) ls=0:

Wenden wir darauf (%) an, so folgt

d * *
0 = F(@De0 Fda)lioo
(@;‘+5g)x
t+s=1 d

= — (d* —
d’T( Tg)x| =t

d.h. (®%g), ist konstant auf (—¢, ) und damit folgt

(q)j-g)g; = Gz
2. («): Esist (®;g), = 07 (x) g, fiir alle ¢ fiir die ®; definiert ist. Damit folgt
d , . d
(LXQ);E = at ((I)tg)g; lt=0 = ar (0152 (HU)) li=0 - Gz-
—_————

Ax)

(=) : Sei z im Definitionsbereich von ®; und gelte

d *
(Lx9) o) = Ts (239) () ls=0 = A (Pt (%)) - 9o, (a)-
Wir benutzen wieder die Abbildung von (x) :

(@), (@50), )0 = A (@1 (2)) - (), 90,00

(¢Z+S‘g)z

Damit ist

% ((®79):) = A (8¢ (2)) - (219),-

——
h(t)
Aus der DGL A/ (t) = A (t) h (¢) folgt dann
. ftA(CDS (z))ds .
((btg)$ = \60 )0 (¢Og)$
::U? ($) gx

und somit ist ®; konform.
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Satz 3.10. Eigenschaften der Lie-Ableitung von Tensorfeldern. Sind B;, B €
X0 (M) Tensorfelder, f € C® (M) und X,Y € X (M), so gilt

1. Lx(f-B)=X(f)-B+f-LxB

2. Lx (B1 ® Ba) = (LxB1) ® Ba+ B1 ® (LxB3)

3. (LxB)(Xy,...,X,) =X (B(X1,...,X;)) — ZB(Xl,...,[X,Xi],...,XT)

=1

4. [Lx,Ly] = LX (¢} Ly - Ly (¢} LX = L[X,Y]'
Den Beweis iiberlassen wir als Ubungsaufgabe.
Folgerung. Sind X,Y Killing-VF (konforme VF), so ist [X,Y] auch ein Killing-VF
(konformes VF).

Beweis. Es sei Lxg=A-gund Lyg = i -g. Aus Satz 3.10 folgt dann

W~
N

[Lx,Lylg
= Lx(Lyg) — Ly (Lxg)
Lx (p-g)—Ly (A g)
= X -g+p-Lxg—Y N -g+A Lyg
= (X(W+p-A-YN=Ap-g
= (X (w)-Y )y
N——
eC>*M

Lixy9

Bemerkungen:

e Rill(M,g) ={X € X(M)| X ist Killing-Vektorfeld} ist eine Lie-Algebra.
Isom (M, g) = {f € Diff (M) | f ist Isometrie} ist eine Liesche Gruppe mit Lie-
Algebra

Rill, (M, g) ={X € Rill(M, g) | X ist vollstandig} .

e conf (M,g) ={X € X (M)| X ist ein konformes VF} ist eine Lie-Algebra
Conf (M,g) = {f € Diff (M) | f ist konform} ist eine Liesche Gruppe mit Lie-
Algebra
conf. (M, g) = {X € conf (M, g) | X ist vollstandig} .

Und es gilt
1
dim Rill, (M", g) < 3" (n+1)

1
dim conf, (M", g) < 3 (n+1)(n+2).
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3.4 Kovariante Ableitungen und
Levi-Civita-Zusammenhang

Im Euklidischen Raum weifs man, wie man Vektoren entlang von Kurven parallel ver-
schieben kann. Wir wollen dies jetzt auf Mannigfaltigkeiten verallgemeinern. Dazu be-
notigt man ein Konzept, mit dem man erklaren kann, was die Parallelverschiebung von
Tangentialvektoren sein soll.

Betrachten wir dazu zunédchst die Parallelverschiebung im R" nochmals genauer:

e v(Z) € Ty R" = R" Parallelverschiebung von v € T;R" entlang v <= v(t) = v =
const. <= v/(t) =0

e 7(t) kiirzeste Kurve zwischen x und y im R™ <= +/(t) parallel verschoben entlang
V(t).
Wir miissen allgemein erkliren, was die Ableitung von VF entlang Kurven ist. Dazu

verallgemeinern wir zunéchst die Richtungsableitung im R™ und betrachten dazu die
Menge der Vektorfelder X(R™) = C*°(R",R") = I'(TR"™) mit der Abbildung

V: XR") x X(R") — X(R"),
(X,)Y) — VxY :=X(Y)
Richtungsableitung von Y : R" — R"
nach VF X.

Diese Abbildung ist
e additivin Y,
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o erfiillt die Produktregel in Y, d.h. Vx (fY) =X (/)Y + - (VxY),
e und sie ist tensoriell in X, d.h. Vix 10x,Y = f-Vx Y + g Vx,Y fir alle
Y € X(R") und f,g € C* (R").
Des Weiteren hat sie die Eigenschaften:
o X ((Y1,Y2)pn) = (Vx Y1, Y2)pn +(Y1, VxY2)pn
e VxY —VyX =[X,Y].
Definition. Sei M™ eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Zuordnung
ViX(M)xX(M) — X(M)
(X,)Y) — VxY

heifst kovariante Ableitung (=affiner Zusammenhang) von Y nach X (auf M), falls
1. Vx(Yl + Yg) =VxY1 +VxY, (additiv in Y)
2. Vx(fY)=X(f)Y + fVxY (Produktregel)
3. VxY tensoriell in X, dh. Vix yox,Y = f-Vx, Y +g-Vx,Y fiiralle Y € X (M)
und f,g € C*(M).
Beispiel 3.11. Kovariante Ableitungen
1. Fiir R = M™ ist wie oben gesehen VxY = X (Y) eine kovariante Ableitung.
2. Sei M" C RY eine UMF, dann ist (VxY) () := projq, 5y X(Y)(z) eine kov. Ab-
——
ERN
leitung auf M. (Dabei ist proj, die orthogonale Projektion des RY auf einen Un-
tervektorraum V'.)

3. Sei V eine kov. Ableitung und B € X2V (M), dann ist V = V + B mit
VxY = VxY + B(X,Y)

ebenfalls eine kov. Ableitung.

Da eine glatte Mannigfaltigkeit M™ diffeomorph ist zu einer UMF M C RY, existieren
also immer oo viele kov. Ableitungen.

Lemma 3.12. Sei V eine kov. Ableitung, U C M offen und Y1,Ys, X € X(M) mit
Yl’U = YQ’U, s0 ist
VxY1 =VxYs

auf U.

Beweis. Sei x € U fix und f € C°°(M) mit f(z) = 1 und supp f C U. Dann ist
f- (Y1 —Y5) =0 auf M und mit der Produktregel folgt

0=Vxf (Yi—Y2) =X (f) (Y1 —Ya) + f- (VY — VxY2)
Im Punkt z gilt nun aber f(z) =1 und Y;j(z) = Ya(z), sodass
0=(Vx¥)(z) - (VxY2)(z).
Daraus folgt aber die Behauptung. O
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Folgerungen:

1. (VxY) ist eindeutig durch X(z) und Y|y bestimmt, und zwar fiir eine beliebig
kleine offene Umgebung U(z) C M. Wir setzen damit

(VxY) (z) :== VxY.

2. Man kann die kov. Ableitung VM auf M zu einer kov. Ableitung auf offenen Teil-
mengen U C M einschrénken:

VUi x(U)x X(U) — X(U)
(X,Y) — (VYY) (z):= (vM ff) (z)
wobei X,Y € (M) mit X[y =X und Y|y =Y
Wir bezeichnen im Folgenden VY und VM mit dem gleichen Symbol V.

Definition. Sei (U, ¢ = (z1,...,x,)) eine zuldssige Karte auf M, dann heifen die Funk-
tionen Ffj e C*®(U), fir die

Bxl al‘] Z i 837]{;

lokale Koeffizienten von V bzgl. (U, ¢).

Wegen der Eigenschaften 1.) - 3.) ist V eindeutig bestimmt, wenn man die { ’?} fiir

einen Atlas Ap; kennt. Sei ndmlich X = Zé“la% und Y = 277] fur eine Karte
(U, = (x1,...24,)), so folgt dann

vXY = Z&ZVBaY

=1
0 0
- Y erv, 5 € 5 )5,
i,5=1
n n 8
— 52 jrk‘ + 52 Y
kzl ”21 Z Oz

Beispiel 3.13. Kovariante Ableitung im R"
Sei M =R" und VxY = X(Y). Fiir die Karte (R", ¢ = id) mit a%i = ¢; folgt

Vel.ej = €; (ej) = 0,

da e; ein konstantes VI ist. Es gilt also I’fj =0.
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Definition. Sei v: I C R — M eine C*°-Kurve. Ein VF entlang v ist eine Abbildung

X:IcR — TM
t — X(t)GT,Y(t)M

die ’glatt’ ist, d.h. fiir jede Karte (U, ¢) sind die Koeffizienten £¢(¢) in der Basisdarstellung
X(t):25(t)%(7(t)) Vitmity(t) €U
i=1 ¢
glatte Funktionen in ¢. Wir setzen

X, (M) := Menge der Vektorfelder entlang

Bemerkung. X(¢) ist i.A. nicht zu einem VF auf M fortsetzbar.

Behauptung: Sei v : I C R — M reguldr und X € X, (M), dann existiert fiir alle ¢ € 1
ein g4, > 0 und Vektorfeld X;, € X(M) so dass

Xig (Y1) =X (t)  Vie(to—eto+e) N I
D.h. man kann X in diesem Fall lokal zu einem Vektorfeld auf M fortsetzen.

Beweis. Nach Voraussetzung ist + eine Immersion, und damit lokal eine Einbettung. Es
existiert also eine Teilmenge I;, C I so dass

")/Ijtoﬁ")/(fto):KCM

ein Diffeomorphismus zur UMF K C M ist. Damit existiert auch eine Karte (U, ¢) von
M mit (K NU) = (x1,0,...,0) und wir setzen

X ((p_l(ml, ... ,xn)) = <d80(733117---733n) o d@v—l(xhop__) oXo <p_1) (21,0,...,0)).
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Satz 3.14. Sei (M,V) eine glatte Mannigfaltigkeit mit kov. Ableitung und v : I C R —
M eine C*®°-Kurve in M. Dann existiert eine eindeutig bestimmte Zuordnung

\V4
%xy(M) — %V(M)
VX
X ai

mit folgenden Figenschaften:
1. % (Xl +X2) = vjt(l + VO‘;{Q
2. Y (f-X)=f'X+f XX firalle feC®(I).
3. Ist X € X(M) mit X (v(t)) = X (t) VtelIcI dann ist

vx
dt

t)=VypnX  Vtel.
(t) = Vi)

% € X, (M) heifit kovariante Ableitung von X € X,(M) entlang ~.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:
1. Eindeutigkeit: Angenommen Y und 1.) - 3.) sind gegeben. Sei (U, ¢ = (z1,...,3y))
zuliissige Karte mit U N~(I) # 0, und I C I ein Teilintervall mit v(I) € U, dann

1st
n

X(0) =Sl (1) tel
=1 A,_/
=:Xi(t)

Aus 1.) und 2.) folgt nun

n

VX (. . L VX
W—Z<£i Xi+¢& dt)’

i=1

und mit 3.) folgt weiter

VX;

viel
dt <

(t) = Vi g

Setzen wir nun @ oy = (y1,...,v,) auf I, so erhalten wir

n

30 = 20 ()
=1 !

- Vd)t(i ) = Z AGINACTGIE aixk(v(t)) tel
k=1

:%“) = Y g0+ amr i | =Gy vel (
2

k=1
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und damit ist % ist eindeutig durch die lokalen Koeffizienten {Ffi}von V be-

stimmt.

2. Egzistenz: Sei (U, = (x1,...,zy)) eine Karte. Wir definieren % (t) auf I Ny~ 1(U)
durch (x)

T 0=2 G0+ L0 Or6m ) 500,

k=1

Direktes Nachrechnen zeigt, dass %(7&) die Eigenschaften 1.) - 3.) erfiillt. (x) ist

damit auch die Lokale Darstellung von %(t).

O

Beispiel 3.15. Kovariante Ableitung entlang Kurven im R"™ und in Unterman-
nigfaltigkeiten des R"

1. Sei M = R™ und VxY = X (Y). Fiir X € X, (R") gilt

X(t)=> &M)e
i=1
und damit ist

W(t) = Z&(t)ek (da I'}; = 0)
k=1
= X'(t).

2. Sei M C R eine UMF mit kanonischer kovarianter Ableitung VxY = projyy, X (V)
und v : I C R — M eine Kurve. Dann gilt:

VZ

a projrar 2.

Beweis. Sei (U, = (x1,...,x,)) Karte mit v (¢) € U, dann ist in einer Umgebung
von 7 ()

Z2()= Y60 (1)
i=1 ¢



142 3 Grundbegriffe der semi-Riemannschen Geometrie

und damit
vZ o a )
T (t) = ZZ: & (t) 9 (v (1) + & (t) Ve oz,

Def Z& (1) ai (7 (1)) + & () proir. , s (7 2 <8i>>

~ broin (Z G0 5 00160 5 (5 <t>>)

— proje %(Z& (ﬂ%(v(ﬂ))

Z(t)

= prOjT,Y(t)MZ/ (t) °
O

Definition. Sei (M, V) eine glatte Mannigfaltigkeit mit kov. Ableitung undvy: I C R —
M eine glatte Kurve. Ein VF X € X, (M) heift parallel verschoben entlang ~, falls

VX
o =Y

Bemerkung. In lokalen Koordinaten ist diese Bedingung dquivalent zu

§L+Z’Y§§j<rfjov> = 0 firk=1...,n
i7j

Beispiel 3.16. Parallelverschiebung in Untermannigfaltigkeiten des R™ (im R")
Sei M C RY eine UMF (M = R") mit kanonischer kovarianter Ableitung VxY =
projry X (Y) (bzw. X(Y), denn im R"™ ist projpy, = id) und v : I € R — M eine
Kurve. Z € X, (M) ist genau dann parallel verschoben, falls

VZ

— =projry 21 =04= Z(t) € NyypyM" Vtel,

(bzw. falls ¥Z = 7' (t) = 0 <= Z (t) = const.)

Satz 3.17. Sei (M,V) eine glatte Mannigfaltigkeit mit kov. Ableitung und v : [a,b] C
R — M eine glatte Kurve, dann gilt

1. Ist v € T, (q)M, so existiert genau ein entlang v parallel-verschobenes VF X, €
X, (M) mit Xy(a) =v.
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2. Die Abbildung

P,YVZT,y(a)M — T’y(b)M
v — X,(b)

heifst Parallelverschiebung entlang v, ist ein linearer Isomorphismus der Tangenti-
alrdume und unabhdngig von der Parametrisierung von .

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:
1. Die DGL % = 0 hat in lokalen Koordinaten die Form

§t)=B(t)-£(),

wobei € (£) = (&1 () ..., & (1)) und B (t) € Mg (n,n). Sei £(a) vorgegeben, dann
existiert (lokal) genau eine Losung des AWP auf dem ganzen Definitionsbereich von
B.* Uberdeckt man durch Karten « ([a,b]), so erhilt man sukzessive die Losung
des AWP auf den Teilintervallen. Und damit folgt die Behauptung.

2. Py ist
e [inear, da DGL linear:
Xavtpuw(t) = aXy(t) + BXw(t)

erfilllt DGL und AWP

e bijektiv: Wir lassen v riickwérts durchlaufen:

7 () =y —tb—a)) tec[0,1].
Dann ist X~ (t) := X (b — t(b — a)) parallel verschoben entlang v und es gilt

X (1) =X(a) und X (0) = X(b)

sodass
vV pv o
Py Py = ddrgm
v v o _
IPW* o P’Y = ldT’y(a)M'
o Mit

Y(s) =7(7(s))  7(s0)=a,  7(s1) =0
ist X(s) := X (7(s)) Parallelverschiebung von v € Ty ayM entlang 5.

“siehe Analysis 3: Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelsf
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Beispiel 3.18. Parallelverschiebung auf der S®
Betrachten S mit kanonischer kov. Ableitung VxY = projrgX (Y). Wir betrachten

die halben Grofkreise. Fiir ¢ € [0, 7] sei
v (t) = cos(t)es+sin(t)e;
Y2 (t) = cos(t)es+sin(t)es
Fiir die Parallelverschiebungen PX T, 8% — T, 8%, j € {1,2}, folgt dann
PX (v) = —qu (v) mit v € TpS?
wobei T¢S? = span (e1, e2). Denn es gilt

o v (t)=— sm( )eg + cos (t) eq ist parallel entlang 3 mit 74 (0) = e, da 7{ (t) =
— () LT, (1) S

e 7, (t) = —sin (t) e3 + cos (t) ez ist parallel entlang v mit 74 (0) = es.

o X1 (t) = eq ist || VF entlang 3 und X7 (0) = ey , da X; (¢) Ly (¢) und X7 (¢t) = 0.
o Xy (t) =e; ist || VF entlang v mit Xo (0) = e;.

Sei dann v = viey + vgeg € T552, so folgt

Py (v) = wvPy (e1) + vaPy (e2)
= —vier + vaeg
und
P,Z (?}) = Ulp,z (61) + ?}QIPWVQ (62)
= vV1€1 — V2€9

Hierbei hingt die Parallelverschiebung also vom Weg ab!

Bemerkung. Der Begriff der kov. Ableitung und der ||-Verschiebung sind &quivalent:
Seien X,Y € X(M) und v Integralkurve von X durch z, sodass

7(0) =z, A ()=X( ().
Dann ist

@)@ =5 ((P5,,) " 0 0 O)) o

€Ty M

Sei (M™, g) semi-Riemannsche MF, dann existieren verschiedene kov. Ableitungen. Wir
wollen solche kov. Ableitung V finden, fiir die die Parallelverschiebungen

Py P Ty@M" — Ty M™

(pseudo)-orthogonale Abbildungen sind, d.h. Langen und Winkel von Vektoren bleiben
invariant.
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Satz 3.19. Fundamentallemma der Riemannschen Geometrie. Sei (M", g) semi-
Riemannsche MF. Dann existiert genau eine kov. Ableitung V auf M™ mit

1. X(g(Y,2)=9(VxY,Z)+g(Y,VxZ) (metrisch)
2. VxY — Vy X = [X,Y] (torsionsfrei).

Diese kov. Ableitung V heifit Levi-Civita-Zusammenhang wvon (M™,g) und ist gegeben
durch die Koszul-Formel:

(*) 29(VxY,Z2) = XY, 2)+Y (9(X,2)) - Z(g(X,Y))
+9 (X, Y], 2) +9([Z, X],Y) +9([Z,Y], X).

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:
1. Ezistenz: Die Formel (k) definiert eine metrische und torsionsfreie kov. Ableitung.
UA.
2. Eindeutigkeit: Sei V metrisch und torsionsfrei, dann gilt

X(g(Y,2)) ™" ¢(VxY,Z)+g(Y,VxZ)
Y (9(X,2)) "= g(VyX,Z)+g(X,VyZ)
T g (VxY, Z2) + (Y, X],Z) + g(X,Vy2)
Z(g(X,Y)) = g(VzX,Y)+g(X,VzY)
T g(VxZY)+g(2,X].Y) +9(X,VyZ) + g(X.,[Z,Y]).

Daraus folgt dann aber die Koszul-Formel (x).
O

Satz 3.20. Sei V der Levi-Civita-Zusammenhang einer semi-Riemannschen MF (M™, g)
und seien {FZ} die lokalen Koeffizienten von V

i 7,
8zaj Z ]8$k

Dann gilt: T* ist symmetrisch in (i,7) und

R o Y R
() T =3 300 () + g i)~ 5 )

/=1

wobei gi; = g <82,, %) die lokalen Koeffizienten der Metrik sind und g** die inverse

? J
Matriz zu g;;.
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n
Beweis. Wir setzen V%a% Z i az in die Koszul-Formel (x) ein und benutzen
[821, a%] = 0. Dann ist
o 0 0 0 0
2) Vo) — — | =— (g — (a:)) — — (0::).
1(Y 250 5 ) = 35 )+ 51 ) = 5 ()

Z QFi'cjgkp
k=1
Multiplizieren wir dies mit ¢gP* und summieren iiber p, so folgt

0 0
4 E Lp Y .
QF g ( g]p + axj (sz) axp (%J)) .

Definition. Die {I‘fj} aus (x*) heifen Christoffel-Symbole von (M™, g).

Satz 3.21. Sei V der Levi-Civita-Zusammenhang der semi-Riemannschen MF (M™, g)
, v i la,b] € R — M eine glatte Kurve und X,Y € X, (M) parallel verschobene VF
entlang v, dann gilt

Gyty (X @), Y (1) = gy(a) (X (a),Y (a)) V€ [a,b]

Insbesondere ist Py t TyyM — Ty M eine (pseudo)-orthogonale Abbildung, d.h.
Langen und Winkel von Vektoren bleiben invariant.

Beweis. V ist eine metrische kov. Ableitung, und mit der Definition von % folgt

4 00 (X O @) = a0 (TG 0.7 0 )00 (X 0.5 0) ¥x.Y € 2,00,

Da nach Voraussetzung X und Y parallele Vektorfelder sind, verschwindet die rechte
Seite der Gleichung. O

Satz 3.22. Sei M™ C RY eine UMF mit induzierter Riemannscher Metrik g. Der Levi-
Civita-Zusammenhang von M™ ist dann gegeben durch

VxY = projpry X (V).

Beweis. Die Richtungsableitung im R"™ ist bekanntlich metrisch und torsionsfrei. Fiir
Y,Z € X(M") mit X (Y) = projppy X (Y)+projyp X (Y) folgt dann aber aus TM L), NM

X (g, 2)) = (projpyX (Y), Z)gn + (Y, projry X (2))
= 9(VxY, Z2)+g9(Y,VxZ)



3.4 Kovariante Ableitungen und Levi-Civita-Zusammenhang 147

und
VxY = VyX = projpry (X (Y)-Y (X))
= projry | [X,Y]
——

tangential

= [X,Y].

Eine kovariante Ableitung V auf M kann man auch auf Tensorfelder fortsetzen.

Definition. Sei B € X("0 (M) ein (r,0)-Tensorfeld und X € X(M). Das Tensorfeld
VxB € X0 (M) mit

(VxB)(X1,...,X,) =X (B(X1,..., X,)) = Y_B(X1,...,VxXi,..., X;)
=1

heif’t kovariante Ableitung von B nach X.

Damit ergeben sich folgende Eigenschaften:

1. Vx (B1+ B2) = VxBi + VxBs
2. Vx (fB) =X (f)B+ f-VxB
3. Vx (B1® By) =VxB) ® By + B; ® VxBs.

Satz 3.23. Sei (M, g) eine semi-Riem. Mannigfaltigkeit, dann gilt:
1. V ist ein metrische kovariante Ableitung auf M <= V, =10
2. Ist V torsionsfreie kov. Ableitung auf M, dann gilt

(Lxg) (Y,2) = (Vxg) (Y, Z) +g(Vy X, Z) + g (Y, VzX)
3. Ist VEC der Levi-Civita-Zusammenhang auf (M, g), so folgt
(Lxg)(Y,Z) =g (V§°X,Z) + g (Y, VLX)
Insbesondere gilt:

X ist Killing-VF < ¢ (Vi“X.Z) +g (Y, VE°X) =0 VY,Z € X(M)

und
X ist ein konformes VF <= 3X € C= (M) g(Vi“X,Z)+g (YV,VE°X) = \g (Y, Z) VY, Z € X(M).

Beweis. Nachrechnen mit Definition von V, und UA iiber Lie-Ableitung. O
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3.5 Kriimmungen von Kurven im (R", (-, -)gn)

Ziel: Sei v : I € R — R” eine C*°-Kurve. Wir suchen n — 1 Funktionen, die « bis
auf Euklidische Bewegung eindeutig bestimmen (Invarianten) und auferdem die
LSKrimmung “ beschreiben, d.h. Abweichungen von v von Geraden, Ebenen,...

’}/Wk‘l,...,k‘n,1 : I CR— R mit kq,...,k,_1 sind C®

Definition. Eine C*°-Kurve v : I C R — R”™ heiflt Frenet-Kurve (oder allgemein ge-
kriimmt), wenn ~/(¢),...,7" 1(¢) linear unabhiingig sind fiir alle ¢ € I. Insbesondere gilt
dann: v ist reguldr und Im(~) liegt nicht in einer (n — 2)-dimensionalen Ebene des R™.

Wir betrachten fiir v : I — R" ein begleitendes Euklidisches Koordinatensystem

v(t),e1(t), ..., en(t)

positiv-orientierte
ONB des R™

Dazu benutzen wir das Erhard-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren:

V(t) , ,
e1(t) = Tangentialvektor von v in t € T
= )

j—1 j—1 -1

ej(t) = (7(”(75) > V@), ez(t)>ez(t)> APV @) = DV @) e)alt)
=1 =1

en(t) = e1(t) x ... xep_1(t)

[Dabei gilt aq,...,ap—1 E R — a1 X ... X ap_1 € R™ ist definiert durch

(a1 X ... X ap—1,b)gn = det(ay,...,an_1,b) Vb € R"]

Damit gilt:
a) span (v(t),...,79(t)) = span(ei(t), ..., ¢;(t))
b) (V' (t),...,Y9)(t)) und ey (t),...,e;(t) sind gleich orientiert:

er(t) =Y MuV()  k=1,...j
=1

* *
Mkl(t) = = det(M) >0
0 *

Die letzte Implikation folgt, da alle Diagonaleintrége positiv sind (siehe oben).

c) ei(t),...,en(t) ist eine positiv orientierte ONB des R”



3.5 Kriimmungen von Kurven im (R", (-, -)grn) 149

d) ej : I CR — R™ ist fiir jedes j =1,...,n eine C*°-Funktion
Bezeichnung: Das begleitende Koordinatensystem (y(t), e1(t), ..., en(t)) heift Frenetsches KS
der Frenet-Kurve . Es ist durch a)-c) eindeutig bestimmt.

Im weiteren beschiftigen wir uns mit den ,Kriimmungen “ von ~. Diese zeigen sich in
der Veréinderung des Frenetschen KS (y(t),e1(t),...,en(t)). Dazu beschreiben wir €’ (t)
in der Basis (e1(t),...,e,(t))

es(t) = Zn:wjk(t)ek(t) tel
k=1

Insbesondere: w;(t) = (€}(t), ex(t))rn

Wir haben damit n? Funktionen, welche die Verinderung beschreiben. Wir zeigen nun,
dass nur n — 1 Funktionen notig sind.

Satz 3.24. Sei vy : I C R — R Frenetkurve mit Frenetschen KS (y(t),e1(t), ..., en(t)).
Dann gilt

6’1 (t) 0 w12 (t) 0 el(t)
ey(t) —wi2(t) 0 wa3(t) ea(t)
. — —Ww3 (t) 0
6;1_1 (t) e wnfl,n(t) €n—1 (t)
en(t) 0 —wn—l,n(t) 0 en(t)

d.h. wji(t) = —wk;(t) und wj, =0 VEk > j+ 1.

Beweis.
1) Es gilt:
(ej(t),ex(t)) = d0j  Vtel
=0 = (€jt), ex(t)) + (e;(t), €} (1))
= wi(t) +wg;(t) Vtel
2) Es gilt
ej(t) € span(v'(t),... A9 (1))

(t) 7
ej(t) € span(y/(t),. .. AUV () = span(e; (1), . . ., ej11(t))
(e:(t),ex(t))y =0 Vk>j+1

O

Definition. Sei~ : I C R — R" eine Frenetkurve. Dann heifien k; : I C R — R definiert
durch

k(o) = sty

= ] = oon—1
I @)l
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Kriimmungen von ~. k; heift die j-te Kriimmung. (Man teilt durch den Betrag um
Unabhéngigkeit von der Parametrisierung zu erreichen.)

Dann gelten fiir das Frenetsche KS

ey (t) 0 ki(t) e1(t)
eh(t) —ki(t) 0 k() ea(t)
= [¥ @l —ha(t) 0 s
e’rhl(t) B knfl(t) enfl(t)
el (t) —kn_1(t) 0 en(t)

die Frenetschen Formeln fiir .

Satz 3.25. Seiy:I C R — R™ eine Frenet-Kurve und ki, ... k) _, ihre Krimmungen.
Dann gilt
1) k), ... k) _5>0
2) Seit : J — I eine orientierungserhaltende Parameter-Transformation (d.h. 7/ > 0)
und v := vy o1 die Umparametrisierung von -y
= KV(s) = k7(7(s)) Vs e J
3) Sei B : R™ — R" eine eigentliche Euklidische Bewegung, d.h. B(x) = Az + xoy mit
xg € R", A € SO(n) Yx € R™. Dann gilt fiir ¥ := Box
Kt)=k'(t) Vtel,j=1,...,n—1

Beweis. Ubungsaufgabe (Def. von k;(t) und Kettenregel) O

Satz 3.26. Hauptsatz der Kurventheorie
Seien ki,...,kn_1 : I C R — R C*°-Funktionen mit ki,...,kn,_o > 0. Dann exis-
tiert eine auf Bogenlinge parametrisierte Frenet-Kurve v : I — R"™ mit den Krim-

mungen ki,...,kn_1. Ist ¥ : I — R™ eine weitere Frenet-Kurve mit den Krimmungen
ki,...,kn_1, dann existiert eine eigentliche Euklidische Bewequng B : R™ — R"™ mit
¥ =Bon~.
Beweis. Seien ky,...,k,—1: I C R — R C'°°-Funktionen gegeben mit ky,...,k,_2 > 0.
Sei tg € I und ay,...,a, positiv-orientierte ONB im R". Betrachte ein lineares DGL-
System fiir Funktionen e¢; : I — R" j =1,... n:

€1 (t) 0 ka(t) ex(t)

e5(t) —ki(t) 0 ka(t) ea(t)

|- ) 0 e
en—1(t) e kn-1(t) en—1(t)

0 k() 0 eat)
mit Anfangsbedingungen e;(tg) = a; j = 1,...,n. Dann existiert genau eine C*°-Losung
(e1,...,en): I =5 R" x ... x R™ von (x). (Analysis III)

Behauptung:
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1) (e1(t),...,en(t)) ist positiv-orientierte ONB fiir alle ¢ €

2) Suche Kurve v : I € R — R” auf BL parametrisiert mit dem Frenetschen KS
(y(t),e1(t),...,en(t)), dann sind kq,...,k,—1 die Kriimmungen von 7 nach den
Frenetschen Formeln

3) Eindeutigkeit von v modulo eigentliche Euklidische Bewegungen
zu 1) Setze fi;(t) = (e;(t),e;(t)) mit i,j =1,...,n dann gilt

fis®) = (€i(t),e;(t)) + (ei(t), €j(t))

Y ki1 (Oleii(0),6(6) + RiB) s (1), (1)
—1(t)(ei(t), ej-1 (1) + k; () {ei(t), €j+1(2))
= fi(t) = 1 () fie1,5(8) + ki) firr,(8) = ki1 (8) fij -1 () 4+ K () fi 1 () (o)
(**) ist ein lineares DGL-System fiir f;; mit AB f;;(t0) = (ei(t0), e;(to)) = (as, a;).
Es existiert genau eine C'*°-Losung dieses AWPs. Diese ist
fii(t) = 0ij Vtel

(verifizieren durch einsetzen in (xx))
= (e1(t),...,en(t)) sind ON-Basis im R" fiir alle t € T

(e1(t),...,en(t)) sind positiv-orientiert im R"™:
det(e1(t),...,en(t)) >0 (e1(t),...,en(t)) € Orn
Nach den AB gilt:
det(e(to), ..., en(to)) = det(ay,...,a,) >0

I C R ist zusammenhéngend: det(e;(t),...,e,(t)) ist auf I stetig und ungleich 0.
zu 2) Sei yo € R fixiert und v : I — R” definiert durch

e

Dann ist v eine C*°-Funktion und +/(t) = e1(t) = ||/ (#)|| = [le1(¢)|| = 1. D.h. v
ist auf BL parametrisiert.

Behauptung: (y(t),e1(t),...,e,(t)) ist das Frenetsche KS von v (d.h. ky,..., kn—1
sind die Kriimmungen von +).

. J—1
Wir zeigen: 79 (t) = ¢;(t) - [[ ki(t) mod span(eq,...,ej_1)j=1,...,n—1
=1

Hierbei bedeutet mod , dass noch eine Linearkombination dieser Vektoren hinzu-
kommt.

Beweis durch Induktion:
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) = O =40 D e

— 41

-1 -l /
SO = (7(1)), v (ej Jlk+> - el>
=1 =1
’ . /

j—1 j—1 J—1
= e;--Hk?l—i-ej-(Hkl) —i—(Zal-el)
=1 =1 =1
j j-1 !
= €jy1- sz +ejo1- (%) + (Z a - 61)
=1

=1

j
= €jq1- H ki mod span(eq,...,e;)
=1
= (Y(t),... ,’y("’l)(t)) sind linear unabhéngig

s span (Y'(t),...,7Y)(t)) = span(e1 (), ..., e;(t))
* (Y (t),...,Y9(t)) und (e1(t), ..., e;(t)) sind gleich orientiert, da die Trans-
formationsmatrix die Form hat:

1 *
ky - ko ~det >0, da ky,...,kn_1 >0
0 koo ki

x (e1(t),...,en(t)) sind positiv orientierte ONB Vt € I
= (y(t),e1(t),...,en(t)) ist das Frenet-KS von ~ (siehe oben)
zu 3) Sei 4 : I — R™ weitere auf BL parametrisierte Frenet-Kurve mit den Kriimmun-

gen ki,..., : I — R. Dann gelten die Frenetschen Formeln fiir 4. Fiir das

knfl
Frenetsche KS ((t),é1(t), ..., én(t)) gilt:
& (t) 0 k(t) é(t)
&(t) —ki(t) 0 k(t) é(t)
: = —ka(t) 0 : ( % %)
&n—1(t) R ST (O I IS 6
(1) haa(t) 0 )
Da é;(tg),...,€n(to) eine positiv orientierte ONB ist, existiert eine Matrix A €

SO(n) mit éj(to) = Aej(to) firj=1,...,n
= Die Funktionen €; : I — R"™ und Ae; : I — R erfiillen (***) mit der gleichen
AB éj(to) = Aej(t()) (] = 1, PN ,TL)
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= Ae; = ¢; (Eindeutigkeit von AWP fiir lin. DGL-Systeme)

J=1 = A ET Ay () =5 () Vel
)

= es existiert zgp € R" mit ¥(t) = Ay(t) + 2o  Vtel

3.5.1 Spezialfille
3.5.1.1 Ebene Kurven

Sei im weiteren v : I C R — R? glatt und regulir (d.h. Frenet-Kurve). Wir bezeichnen

e mit Tanyy := v(t) + RY/(¢) die Tangente an v in ¢t € [
/
t
e mit e (t) := Hzlgtin den Tangentenvektor von v in ¢t € I

mit ex(t) := Dz (e1(t)) den Normalenvektor von v in ¢ € 1

(hier bezeichnet Dz die Drehung um 7 in positiver Richtung)

Die Frenetschen Formeln (kurz: FF) haben die Form

() = o (i %) (6io)

mit k£ : I — R Kriimmung von ~

Satz 3.27. Seiv: I C R — R? requlir mit Kriimmung k" : I — R. Dann gilt:

1) Sei vy ein fizierter Einheitsvektor und
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der orientierte Winkel zwischen vy und ~'(t). Dann gilt:

K(t) = Viel

(geometrische Interpretation der Krimmung: Tangente dreht sich)

2) k(1) = det(” E())K;/(t)) Vt € I (Berechnung von k")

Ist insbesondere v auf BL parametrisiert, dann gilt

V() = K1(t) - ea(t)
3) k7(t) >0 ex. I = (t — €,t +¢€) sodass |y, im S-Halbraum liegt

EY(t) <0<« er. Ic = (t — €t + €) sodass |7, im ©-Halbraum liegt

Beweis.

1) Sei (vg,v1) positiv orientierte ONB des R2. Dann gilt

=ei1(t) = cos(w(t))-vo+sin(w(t)) - vy
ea(t) = cos < (t) + > Vo + sin (w(t) + g) - vp
= - sm( (1)) - vo + cos(w(t)) - vy (%)
=ei(t) = —w'(t)sin(w(t)) - vo + w'(t) cos(w(t)) - vy
= w'(t) - ea(t)
= [V O (t)e2(t)
=w'(t) = [V Ol
w'(t)

I @)
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2) Es gilt

= V@O -k (Oea(t) + ex )1 O
= det(v/(t),7"(1) = det(cx®)IV Ol IV (O - K7 (D)ea(?))
= V@O - k(1) - det(ex (t), e2(?))

et (04" (1)
SR = P

Sei nun 7 auf BL parametrisiert = (7/(¢),~/(t)) =1

= () =a(t) - et)

~(ET h)
dy(h) = dist” (y(t + h), Tanyy) := (y(t + h) = ¥(t), ea(t))
di(0) = (Y(t),e2(t)) =0
di(0) = (Y'(t),e2(t)) = K(t)

falls £7(t) > 0 d; hat in k = 0 striktes lokales Minimum
di(h) >0 VO < |h] <€
d; hat in k = 0 striktes lokales Maximum

di(h) <0 V0 < |h| <€

falls k7 (t) < 0

el
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0

Beispiel 3.28.

1) k7(t) = 0 < Im(7) liegt auf einer Geraden
2) k7(t) = r < Im(y) liegt auf einer Kreislinie vom Radius ﬁ

Beide Aussagen folgen nach dem Hauptsatz der Kurventheorie.

3.5.1.2 Kurven im R?

Sei im weiteren v : I C R — R3 Frenet-Kurve, d.h. reguliir und (7/(¢),~”(t)) linear
unabhéngig fiir alle ¢t € I. Das Frenetsche Koordinatensystem beschreibt sich dann wie
folgt

/
e1(t) == ||7/E:3|| heifst der Tangentenvektor von vy in t € I
Y
/
" " / 7'(t) 1 .
= — . . h

Y'(t) — (7" (t), 7 (1))

_ I ()12
der Hauptnormalenvektor von v in ¢t € I

e3(t) == e(t) x ea(t) = %

Fiir die Frenetschen Formeln gilt

heifst der Binormalenvektor von v in t €

el (t) 0 kit) 0 e1(t)
() | =IO | -k(t) 0 ()] |et)
es(t) 0 -7 O es(t)

k: I — R heift Kriimmung von v (k > 0)
7 : I — R heifst Windung von ~

Formeln zur Berechnung von k£ und 7
Sei v : I C R — R? auf BL parametrisiert. Dann gilt 7/(¢) L 7" (¢), e1(t) = ~/(¢) fiir alle
t € I. Damit folgt

° el(t) = ’)/t)

e c = M
2(0) = P

, mey_ A

o e3(t) = (v/() x¥"(1)) I (#)]|

Damit und mit den Frenetschen Formeln gilt
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=0 = 20 Kiealt) = KO
S kE) = )
weiter gilt
) = —ker(t) + (es(t)
=70 = (0ea0) = (8 40 (1) 5 010 <" 0))
1 1

det(7/(t),7"(t),7"(t))
Iy ()11

=7(t) =

Bemerkungen:

1) Ist v auf BL parametrisiert, so heift " Kriimmungsvektor von v in ¢t € I. (wegen
k(t) = ||v"(®)|l. Falls v"(to) = 0, dann setzt man k7 (o) := 0)
2) Sei 7y : I — R? eine ebene Kurve und 4 = (v,0) : I — R3. Dann gilt:
O ()
—— ——

2-dim. Kriimmung 3-dim. Kriimmung

fir alle t € I.

Satz 3.29. Fir die Krimmung und Windung einer beliebigen Frenet-Kurve v : 1 C R —
R3 gilt:

MO FOA0) A0

DEO=""00r -~ WOF d“@ (1), (1)) wwwwa
sty - ST O 0)  dey (0. ()"

90 = 0 < O EIORETOIE

Beweis. Wir parametrisieren v auf BL: fixieren tg € I

:/W%WE:NQZWWW>O

= l:I— J=1(I) ist eine orient.-erhaltende Parametertransformation

Fiir die Umparametrisierung 7 = v o [~! auf BL gilt dann mit Satz 3.25:

) =) viel
FLEU0) = (0. 1) =) Vel
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zu 1) Es gilt

YO = F) I
M) = ) U+ ) U
)= AUE) U ) -8 - 1) + 7 UE) - )
und damit
[ R O] I (O R (O ER L O MR MU O]
P I OP
v (®)11?
—
_ @) x 3ew)l
R4CIE
= IFe@) <y aw)l
TR am)l = K ace)
- K

zu 2) Nach den Definitionen von v und 4 sowie den Bemerkungen zur Berechnung von 7
und k gilt

det(+'(£),7" (), (t))

(6)° - det(3'(1(1)), 7" (1)), 7" (U(1))
= I'®°- 7)) K1)
=77(t) =k7(t)2

det(y/(£), " (t),v"(t))
k()% |y ()]

Geometrische Bedeutung von Kriimmung und Windung

Kriimmung Die Kriimmung misst die Abweichung von = von einer Geraden. Sei hierzu
0.B.d.A. v auf BL parametrisiert. Es gilt

k'(t) =0 < Im~ liegt auf einer Geraden, denn:
Kt)=0 & 't)=0vVteleyt)=at+bVtel
Satz 3.30. Sei vy : I — R3 regulir, t € I fix. Sei
ve(h) := <y (¢ + 1), 7' (1)) € [0, 7]
der nicht orientierte Winkel zwischen ~'(t) und ~'(t + h). Dann gilt
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Beweis. Es gilt

w(h) = <lerlt+h)er(t))

ei(t+h)—er

ea(t)

Und nach elementargeometrischen Uberlegungen zum Sinus im rechtwinkligen Dreieck
weiter

:>Sin<vt(h)> _ et +h) — e )] (%)

2 2
) h) — v¢(0) . v(h)
o) = fim W0
= v(0) o h S0 h

~ Jm lea(t + th_ er(h)[| Ut(h)(h)

- 251n< t2 >
—_———
h:;()l
= Jler (@)l

=Y O @) - ex®)] = 1 @)1 (1)

50
KO = o

O
Windung Sei v : I — R3 eine Frenet-Kurve. Die Windung misst die Abweichung von

~ von einer Ebene, d.h.

7 =0 < Im~ liegt in einer Ebene

Beweis.

»<=“ Sei y(t) € P+ span(aj,az) Vt € I. Dann gilt v/(¢),~7"(t),7"” (t) € span(aq,as),
also sind ~/(t),~"(t),~" (t) linear abhingig. Mit Satz 3.29 gilt 77(¢) = 0. (Determinante
linear abhéngiger Vektoren ist 0.)
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»,= Sei 77 = 0. Mit den Frenetschen Formeln gilt fiir alle ¢t € [I:

es(t) = —[OI-77(t) -e2(t) =0
= e3(t) = a= konstant
= (7/(t),es3(t)) = 0 WVtel
= ((t),a) = (y(t),a) =0
= (y(t),a) = konstant =c Vtel

= v(t) € {x € R3|(x,a) = ¢} =:Ebene  Vtel

Satz 3.31. Sei~y: I — R3 eine Frenet-Kurve, t € I und sei
ne(h) := <t(e3(t + h),e3(t)) € [0, 7]

der nicht orientierte Winkel zwischen den benachbarten Binormalenvektoren es(t + h)
und es(t). Dann gilt

1)) = A

IREEG]

Beweis. analog zu Satz 3.30 U

Definition. Sei v : I — R? eine Frenet-Kurve, t € I, dann heift

E(t) == y(t) + span(v'(t), 7" (1))

die Schmiegebene von v in t € I.

Vorzeichen der Torsion:

Behauptung:
e 77(t) > 0 & « durchstokt die Schmiegebene F4(t) in ¢t € I von © nach @
o 77(t) < 0 < « durchstokt die Schmiegebene E4(t) in ¢t € I von & nach &

Beweis. Es gilt
o Y(t+h)—7(t) = z(h)er(t) + y(h)ea(t) + z(h)es(t)

Die Taylorformel fiir v(¢ + h) in h = 0 fiihrt zu:
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o A(t+ ) — (1) =7 (O + 57" (D2 + 2" ()P + O()

Sei nun v 0.B.d.A. auf BL parametrisiert. Mit den Frenetschen Formeln gilt

Yt = K(ea(t) + k(t)ea(t)
2K (ea(t) + k() (—k(Der (t) + T(t)es(t))

Koeffizientenvergleich fiihrt zu einer Formel fiir z(h)
1
z(h) = 6h3k(t)7'(t) + O(h%)

= B3| = k() 7(t) + O(h)

1
6~~~
>0

Damit folgt die Behauptung. O

3.6 Kriimmungen von Flichen im R?

Zuniichst werden wir einige Bezeichnungen einfiihren. In diesen Kapitel sei stets M C R?
eine 2-dimensionale, orientierte Untermannigfaltigkeit des R? mit induzierter riemann-
scher Metrik. Wir bezeichnen dann M als Fliche.

Definition. Sei M C R3? eine Fliiche. Die Abbildung

n:M — R3
mit
D) n(z)] =1
2) n(z) L T,M
3) (v1,v2,n(x)) € Ops V(v1,v2) € O, M

heifst die gaufsche Normalenabbildung von M.

Weiter sei fiir € M und v € T, M mit E, := x + span(v,n(x)) die Ebene durch x
bezeichnet, die von v und n(x) aufgespannt wird. Wir wollen die Kurve I, = M N E,, in
E, nutzen um die Kriimmung von M, d.h. die ,Abweichung von M von T, M in x* zu
messen. Hierfiir wollen wir Eigenschaften der gaufsschen Normalenabbildung ausnutzen.
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Satz 3.32. Sein : M — S? die gaufische Normalenabbildung von M. Dann gilt

1) T,M =T,yS*  VeeM

2) dny : T,M — T.M(2 T,

(dng(v), w)rs = (v, dngy(w))rs Yo, w e Tp,M

n(I)S2) ist selbstadjungiert bzgl. gz == (- B3|y, prrons G-P-

Beweis.
m 1) T,y S? = {v € R¥|(v,n(z))gs = 0} = T M da n(z) Normalenvektor an T, M.

7 2) dng : T,M — T, M ist eine lineare Abb. von T, M nach T, M. Sei (U, p = (u1,us2))
Karte von M um x € M. Wegen der Linearitit geniigt es die Behauptung auf einer
Basis von T, M zu zeigen. D.h. es geniigt zu zeigen

Produktregel 0 _ Hp~1
e <n0<p L= >(<P(96))

8ui H/—/ PuU;
normal SN——"

tangential

\

82 71
—<n( ) Bu,(?uj >
Lemma

von 2 —1
Schwarz _ ( )
’ (9u] 8ul

rickuirts <dn$ ( o )> D (x)>

= dn, ist selbstadjungiert auf (T, M, g,).

0

Bemerkung: Es gilt ( dn i(x) i(a:) = —(n(z) 62@71( (z)) ). Damit ha-
7@ & v (9ul ’auj N ’8ui8uj 14 -

ben wir auf T, M zwei symmetrische Bilinearformen:
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1. Fundamentalform:

L,:T,MxT,M — R
(v,w) = gp(v,w) = (v, W)Rs
Die erste Fundamentalform beschreibt die ,innere Geometrie auf M, d.h. Lingen, Win-

kel und Flacheninhalte. (I entspricht der induzierten Riemannschen Metrik)

2. Fundamentalform:

IL,:T,M xT,M — R
(v,w) — IL(v,w) = (—dng(v), w)ps

Die 2. Fundamentalform soll die ,Kriimmung* kodieren.

Satz 3.33. Sei M C R? orientierte Fliche mit gaufscher Normalenabbildung n und 2.
Fundamentalform 11

1) Sei~y:1— M CR3 auf BL parametrisierte Kurve, dann gilt
IL (Y'(6),7' (1) = (n(v(1)), 7" (1)) s

2) Seix € M,v € T,M mit ||v|]| =1, sei weiter E, := z+span(v,n(z)),I, := MNE,
und d : I — M eine auf BL parametrisierte Kurve mit Im ¢ =T, (lokal um x). Also
d(to) = =, (tg) = v fiir ein to € I (d.h. 6 parametrisiert T, auf BL). Dann ist 0
eine Kurve in der Ebene E,. Identifiziere E, mit R? durch das Koordinatensystem
(z,v,n(x)). Dann gilt:

IT.(v,v) = K*(ty) (Kriimmung der Ebenen Kurve §)

Bewesis.
1) Es gilt
TLo( (). ®) = (—dn (v (0),7(#)
B (o) (t),4(#)
PR

2L non)t) 70 ) + ()"0
e e o

normal  tangential

~~

=0

2) Sei ¢ wie beschrieben gegeben. Wir betrachten § als ebene Kurve. Fiir das Frenet-
sche KS von § gilt

o) = d(to)=v
e3(to) = Dg(eis(to)) = Dz (v) = n(z)
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Da ¢ auf BL parametr. ist, gilt fiir ihre Kriimmung:

3'(t) = K(t)-ed(t)
= 6"(tg) = K (to)-n(d(ty))

LI, (0,0) = s (@ (), 8 (t) 2 (n(3(te)), 8" (t0))

= (n((t0)), ¥ (o) - n(6(to)))
= K (to)

0

Bemerkung: I1,(v,v) misst die Kriimmung der Schnittkurve I';, C E,, d.h. die Abwei-
chung von I';, von Tz ;.

Definition. Sei M C R? orient. Fliiche, x € M,v € T, M, ||v|| = 1. Dann heifit
kp(v) := I1,(v,v)

Normalen-Kriimmung von M im Punkt x in Richtung v.

Folgerung: Fiir v € T, M mit ||v| =1 gilt

kn(v) >0 < T, = MnNE, liegt nahe = in ®-Seite der Tangentialebene bzgl. n(x)
kn(v) <0 < T, = MnNE, liegt nahe = in ©-Seite der Tangentialebene bzgl. n(x)

Wir bemerken, dass &, : {v € T, M|[|v|| = 1} — R stetig ist, da I bilinear ist.

kompakt in T M

=k, nimmt auf {v € T, M|||v] =1} ein Minimum und ein Maximum an:

A (z) == min{ky (v)|v € Tp M, ||v|| = 1}
Xo(z) = max{k, (v)|v € T, M, |jv|| =1}

A1(x), A2(x) heifen Hauptkriimmungen von M in x € M. Ein Vektor v € T, M mit
[lv] =1 und k,(v) = X\i(z),7 = 1,2 heifst Hauptkriimmungsvektor. Die Geraden Rv dazu
heiffen Hauptkriimmungsrichtungen.

Satz 3.34. Sei M C R? eine orientierte Fliche, I,.,11, die 1. und 2. Fundamentalform
von M in x. Sei vy,vy eine ONB von (T,M,1,), sodass

(I14(vi,v5))ij = <M01 /?2> w1 < pe (Hauptachsentransformation)
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1) Dann sind v1,ve Hauptkrimmungsvektoren von M in x € M und p; = \(x),
i=1,2.

2) FEs gilt die Eulersche Formel: Seiv(0) € T, M ein Einheitsvektor mit 0 = <°" (v, v(6))
bei der Orientierung (vy,v2) € Opz. Dann gilt:

En(v(0)) = cos® 6 - A\ (z) +sin? 0 - Ao(z)
Beweis. Sei (v1,vy) wie gefordert gegeben. Sei weiter

v(0) :=cos @ - vy +sinf -vy € T, M
ein Einheitsvektor, d.h. § = <°"(v1,v()). Es gilt:

IT,(v(0),v(0)) = kp(v(0)) =1I,(cosb-vy+sinb-vy,cosb vy ~+sinb - vq)
=:k(6)

= cos?0 - g +sin? -y ()
Wir bestimmen die Maxima und Minima von k:(é?):

K@) = 2-cosf-sinf(us — 1)
=sin(20) >0

_ s 3
= O, 5,71', 57'('

L0, falls {,ul = ps und 6 beliebig

Weiter gilt k”(0) = 4 cos(20)(u2 — p1). Dann gilt fiir den Fall pg > p:

K'(0)>0 < 6=0,7 mod 2r < k() hat lok. (glob.) Minimum

') <0 & 0= g, ;7‘(’ mod 27 < k(0) hat lok. (glob.) Maximum

Damit folgt, dass v; und vy Hauptkriimmungsvektoren von M im Punkt z sind und

kn(v1) = Mi(z) = g im Fall 6 =0, 7,
kn(v2) = Xa(x) = pa im Fall 6 = g, gw.
Damit ist 1) bewiesen, die Eulersche Formel folgt direkt aus (). O

Folgerung: Sei M C R3 eine orientierbare Fliche und n : M — S? ihre gauksche Norma-
lenabbildung. Dann sind die Hauptkriimmungen A;(z), A2(x) die Eigenwerte der selbstad-
jungierten linearen Abbildung —dn, : T, M — T,M und die Hauptkriimmungsvektoren
sind die zugehorigen Eigenvektoren.
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Beweis. Seien (v1,v2) die Hauptkriimmungsvektoren

(I1;(vi,v5))i; = <)\léx) Az?@)

= I (vi,v;) = (—dng(v;),vj)rs = dijNi(x)
(Ai(2)vi,v5,)
Ix()\i(x)vi,vj)

= I (—dng(v;), v;)
Und da I, nicht ausgeartet ist folgt
—dngz(vi) = Xi(z)v;

fiir ¢ = 1,2 und damit die Behauptung. O

Definition.
e Die Zahl K (x) := A\ (z) - Ad2(x) heift Gauk-Kriimmung von M in z € M
e Die Zahl H(z) := $(A\i(z) + A2(z)) heift mittlere Kriimmung von M in z € M

Zur Berechnung von K (z), H(z), A\ (x), A2(z) in lokalen Koordinaten: Sei
f:UCR*—= M

eine lokale Parametrisierung von M um x € M (d.h. (f(U), f~!) ist eine UMF-Karte
von M). Dann gilt:

0 of
S ) = S

0 d
TywyM = span (3—51(10’ B—JQ(U))

Die Normalenabbildung n beschreibt sich auf f(U) durch

-1

atr@) = (5L x gL w) - |72 w < gL
Sei weiter:
500 = Iy (S 45 0) = (Fht. - w)

hij(w) = Ilpu (%<u>, %(@) = <”(f(“))’ ajjéfuj (u)>R3

Im folgenden werden die Bezeichnungen (g;;(u)) und (h;;(u)) fiir die Matrizen mit den
Eintrégen g;j(u) beziehungsweise h;;(u) verwendet.
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Satz 3.35. Fiir die Kriimmmungen gilt auf f(U) C M:
_ det(hij(u))

det(gi;j(u))
2) H(f(w)) = 5 - Spur (g ()~ o (his(w))

3) M(f(w)), Aa(f(u)) sind Nullstellen des Polynoms

1) K(f(u))

u = (uy,ug)

N —2H(f(u)A+ K(f(u)) =0  d.h.

Ma(f(w) = H(f(u) £ v/ H(f(u)? — K(f(u))

Insbesondere sind K, H € C*>°(M).

Beweis. Seien v1,vy Kriimmungsvektoren von M in f(u), die eine ONB in T, M sind.
Dann gilt:

9 2
&{i = ;Aki(u)‘vk
or of t
(w) = o | ==, == = A"(u) o (I(y) (vk,v1)).. 0A(u
= i) = (f (G ), = 400 G (w.), 2400
=F
= A(u)' o A(u) und analog
() = Ao (M50 )0 Aw)
)\1 u) 0

N (gl-j(u))_l o (h@](u)) _ A(u)—l ° (A(u)t)_l o A(u)t fe) < (g AQ(U)) o A(U)

— Ao (Alé“) Az(zu)> o A(u)

Mit den Rechenregeln fiir Determinante und Spur folgt hieraus 1) und 2). 3) folgt aus
dem Vietaschen Wurzelsatz. O
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3.6.1 Geometrische Eigenschaften von H, K

1.) Das Vorzeichen der Gaukkriimmung: K (x) beschreibt die lokale Lage der Fliche bzgl.
Tan,M:

e Wir bemerken: liegt M auf der ©-Seite von T'an, M so gilt K(x) > 0da k,(v) <
0vVveTl,M

= )\1(.%‘),)\2(.’E) <0
= K(z)>0

Es gilt:

K(z) >0 < M liegt in einer Umgebung von x € M vollstindig in
@ oder ©-Seite von Tan, M

x € M mit K(x) > 0 heift elliptischer Punkt

e Zylinder ~~ K(x) = 0 Vo € M, denn k,(v) = 0, k,(0) < 0 Vo. Folglich gilt
K(x)=0.
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x € M mit K(x) = 0 heilt parabolischer Punkt.

e Hyperboloid ~~ Es existiert v mit k,(v) < 0 und w mit k,(w) > 0. Also gilt fiir
die Hauptkriimmungen A (z) < 0 und Ay(z) > 0 und damit K(z) < 0.

x € M mit K(x) < 0 heift hyperbolischer Punkt.

2.) Zur mittleren Kriimmung

Definition. Eine Fliche M C R3 heifft Minimalfliche, wenn H = 0
Beispiel: Katenoid, Wendelfliche

Bemerkung: Solche Flichen lassen sich lokal vollsténdig beschreiben durch holomorphe
und meromorphe Funktionen (Weierstraf-Darstellung)
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Bemerkung: Minimalflichen sind diejenigen Flichen, die kritische Punkte des FI&-
chenfunktionals sind:

Definition. Sei M C R? Fliche mit gaufscher Normalenabbildung n : M — R3.
Eine kompakte Variation von M ist eine Schar von Flichen {Mth}‘tks, wobei h €
C>(M) mit supp(h) kompakt ist, und M} gegeben ist durch

M = {z + th(z)n(z)|z € M}.

M

Dann gilt fiir das Fliachenfunktionals Area:

Area(M])) = /(1 —2th- H + O(t%)) dM

—_————— ~
=:Ap(t) M Volumen form
:>A;L(O) = —Q/h-HdM

M
= A,(0) = 0VheC®(M)& H=0

3.) Zur Gauk-Kriimmung

Die Gauf-Kriimmung ist eine Isometrie-Invariante. Dies gilt nicht fiir A\;, A2 oder H.

Beispiel: Zylinder {(z,y,2) € R*[2? + y?> =1,z € (a,b)}. Betrachte

Z\L % E
(cosf,sinf,z) — (0,z2)
¢ ist eine Isometrie, doch H ist nicht invariant unter ¢. Im Gegensatz dazu ist K

eine Groke der inneren Geometrie der Fliche (hédngt nur von g = I, ab, nicht von
der Einbettung im Raum, d.h. von IT,). Dies ist die Aussage des folgenden Satzes:

Satz 3.36. (Theorema egregium von C.F.Gaufl)
Seien M,N C R® Flichen mit induzierter Riemannscher Metrik und F : M — N
eine Isometrie zwischen diesen Fldchen. Dann gilt

KN(F(x)) = KM(z) Vo€ M.
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Beweis. Dazu muss man K lediglich durch die induzierte Metrik g ausdriicken kon-
nen. Wir geben eine Formel an, die K™ nur mittels der Metrik g ausdriickt. Wir
betrachten dazu den LC-Zusammenhang von M fiir UMF:

Vg(/l = PTOJTMX(Y)
= X(Y)— (X(Y),n)n
= X(Y) - X({Y,n))n + (Y.dn(X)) n
—— ~———
=0 II(Y,X)

= VY = X(Y)-II(X,Y)n

VAVMY = Z(X(Y)-II(X,Y)n)—II1(Z,V¥Y)n
= Z(X(Y))-II(X,Y)dn(Z) + (*)n

Wir betrachten das (3, 1) Tensorfeld:
R(Z,X)Y = VYVYY -V¥VYY -V} Y

= Z(X(Y)) - II(X,Y)dn(Z) — X(Z(Y))
HII(Z,Y)dn(X) — [Z, X)(Y) + TI([X, Z],Y)n + (+)n

= R(Z,X)Y = —-II(X,Y)dn(Z)+II(Z,Y)dn(X) + (x)n
= g(R(Z,X)Y,W)) = II(X,Y)g(—dn(Z),W)—II(Z,Y)g(—dn(X), W)
=I1(Z,W) I1(X,W)

= g(R(Z,X)Y,2Z) = II(X,Y)II(Z,W)—II(Z,W)II(X,W)(x)
| S —

hingt nur von héngt nur von
g=I ab II ab

Sei nun x € M und vy,v2 ONB aus Hauptkrimmungsvektoren von M in x € M.
Dann gilt:

9 (Ry(v1,v2)v,v1) = I (ve,v9)I 1, (v1,v1) — I (v1,v9) 11, (v, v1)
= X(z)\i(z) = K(x)

Da (%) schiefsymmetrisch in (Z, X') und schiefsymmetrisch in (Y, W) ist, gilt Folgen-
des: Fiir eine beliebige ONB aq, a2 in T, M, g,) gilt dann:

9z (Rz(a1,a2)as,a1) = K(x)

d.h. K(z) kann allein durch g ausgedriickt werden.



172 3 Grundbegriffe der semi-Riemannschen Geometrie

Wir zeigen nun die Aussage KM (z) = KN (F(z)) Vo € M. Sei dazu F : M — N ei-
ne Isometrie zwischen Flédchen mit induzierten Riemannschen Metriken. Dann gehen
ONB unter dF, in ONB iiber. Das heiftt fiir eine beliebige ONB (a1, a2) in T, M ist
(dFy(a1),dF;(az)) eine ONB in Ty, M.

Wenn F': M — N eine Isometrie ist, so gilt fiir den LC-Zsh.:

dF(VYY) = VipxdF(Y) VXY € X(M) (Ubungsaufgabe)
Und damit erhalten wir:

9" (RY(dF(X),dF(Y))dF(Z),dF(W)))

= 9" (Varx) Virep)dF(2) =V jpon Ve dF (2), dF (W)
———
=dF(V¥ 7)

dF([X,Y])

= gNAF(VY VY Z - VIV Z - Vi Z),dF (W)

RM(X,Y)Z
= (F¢™)RY(X,Y)Z,W)
= MRERMX,Y)Z,W) VXY, Z,W € X(M)

= KN(F(2)) = g0 (Rp @ (dF(a1), dFy(as))dFy(as), dFy(a1))
= g (RY (a1, a9)az,a1)

= KM@z) VzeM

3.7 Kriimmungen einer semi-Riemannschen
Mannigfaltigkeit

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit den Kriimmungsgrofen einer semi-Riemannschen
Mannigfaltigkeit befassen. Dazu fiihren wir im ersten Teilabschnitt die grundlegenden De-
finitionen ein. Danach wollen wir uns mit zwei speziellen Klassen von Mannigfaltigkeiten
beschiftigen, den Mannigfaltigkeiten mit konstanter Schnittkrimmung und danach mit
den sogenannten FEinstein-Mannigfaltigkeiten. Am Ende dieses Teilabschnitts wollen wir
dann eine kleine Einfiihrung in das mathematische Modell der Allgemeinen Relativitits-
theorie (ART) geben.
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3.7.1 Definitionen

Definition. Sei M"™ eine C'°*°-Mannigfaltigkeit mit kov. Ableitung V.
e Das (2,1)-Tensorfeld TV € £V (M)

TV(X,Y) :=VxY - VyX — [X,Y]

heifit Torsion von V.
e Das (3,1)-Tensorfeld RY € XG:D (M)

RY(X,Y)Z :=VxVyZ - VyVxZ —Vixy)Z

heiflt Kriimmung von V.
e Die Abbildung RV (X,Y) : X(M) — X(M) heift Kriimmungsendomorphismus.

Bemerkungen:

1. Die tensoriellen Eigenschaften rechnet man leicht nach (aus jeder Komponente kann
man Funktionen herausziehen).
2. TV und RV(-,-)Z sind schiefsymmetrisch.

3. Ist V der Levi-Civita-Zusammenhang einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit,
dann ist TV = 0 (torsionsfrei).

Definition. Sei (M™", g) eine semi-Riemannsche MF, V Levi-Civita-Zsh. Der Kriimmungstensor von (M", g)

ist das (4,0)-Tensorfeld R € 240 (M):
R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W).

Spéater werden wir feststellen, dass R ein Maf fiir die Abweichung von der Geometrie des
R™ ist.

Satz 3.37. Der Kriimmungstensor einer semi-Riem. MF hat folgende Figenschaften:

1. R ist schiefsymmetrisch in der 1. und 2. und in der 3. und 4. Komponente:
R(X,Y,ZW)=-RY, X, ZW)=-R(X,Y,W, Z)

2. R(X,)Y,Z,W)=R(Z,W,X,Y)
3. Es gilt die 1. Bianchi-Identitdt:

R(X,Y,Z,W) +R(Y,Z, X, W) +R(Z,X,Y,W) =0

4. und die 2. Bianchi-Identitdt:

(VxR)Y, Z,U, V) + (VyR)(Z, X,U,V) + (VzR)(X,Y,U,V) = 0.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:
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1. Die Schiefsymmetrie in der 1. und 2. Komponente ergibt sich aus der Def., da
RV(X,Y) schiefsymmetrisch ist.

RX,Y,Z,W) = —R(X,Y,W,Z) < YZ € X(M) R(X,Y.Z,Z)=0
(da b(z, w) + b(w, 2) = 2(b(z + w,z + w) — b(z — w, 2 — w)).

R(X,Y, Z, Z) = g(VXVyZ—VYsz—V[Xy}Z, Z)

VE X(g(VyZ,2)) — g(Vy Z,VxZ) = Y(9(Vx 2, Z)) + 9(Vx Z,Vy Z)
—[X,Y](9(Z,2)) + 9(Z,VxyZ)
= XY(9(Z2.2)) - X(9(Z,VvZ)-YX(9(Z, Z))
+Y(9(2,VxZ)) - [X,Y(9(Z,2)) + 9(Z,VxvZ)
=  —9(VxZ,VyZ)—g(Z,VxVyZ)
+9(VyZ,Vx2Z)+ g(Z,NyVxZ)+ 9(Z,Vxy)Z)
= -R(X,Y,Z,7) =1).

2. R(X,Y,Z, W) = R(Z, W, X,Y) VX,Y,Z,W € X(M): Wir benutzen Schief-
symmetrie und 1. Bianchi-Identitét

R(X,Y, Z,W) +R(Y,Z, X, W)
R(Y, Z,W,X) + R(Z,W,Y, X)
R(Z,W,X,Y)+R(W,X,Z,Y)
RW,X,Y,Z) +R(X,Y,W, Z)

R(Z,X,Y,W)
RW,Y,Z,X) =
R )

)

(X, Z,W,Y

+
+
+
+R(Y,W,X,Z

o o o o

Summiert man diese Gleichungen, dann folgt
2MR(X, ZW,)Y)+ RW,Y, Z, X)) =0 = R(X,Z,W,Y) =R(W,Y, X, 7).
3. 1. Bianchi-Identitdt:

RY(X,Y)Z +RY(Y,Z2)X + RV (Z, X)Y
= VxVwZ-VyVxZ-VixyZ
+VyVzX = VzVyX = Vy 72X
+VzVXY = VxVzY = V7Y

= Vx([Y,Z]) = VyzgX +V -Y[Z,X] - VzxY
+V2([X,Y]) = VixyZ

=0 X,V 2)) + Y, 14, X)) + 2, [X, Y]
= 0

(Jacobi-Identitat fiir den Kommutator von VF 7 Satz 2.13, Kapitel 2).



3.7 Kriimmungen einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit 175

4. 2. Bianchi-Identitit: UA. (direkte Rechnung, Tipp: z-synchrone VF benutzen)
]

Sei nun (M™, g) eine semi-Riem. MF, x € M und v,w € T, M linear unabhéngig, dann
definieren wir

Qx(v7w) = gﬂ&(vvv)gx(w?w)_gar(vvw)Q
_ det( 9z(v,v)  gu(v,w) >

9o (w,v)  go(w,w)

Offensichtlich gilt

1. Sei v = (v1,v2),w = (wy,wsy) eine Basis eines 2-dim UR E C T, M und M =
{M}, ,, dann ist

(*)  Qu(vi,v2) = Det(M)*Qq(wy, ws).

(Traformations-Formel fiir BLF)

2. E C T, M ist bzgl. g, nicht ausgearteter 2-dim UR <= Q,(v1,v2) # 0 V Basen
(v1,v9) von E.

Definition. Sei (M™,g) eine semi-Riemannsche MF, R € X(*9) (M) Kriimmungstensor
von (M,g), © € M und E C T, M ein nicht ausgearteter, 2-dim. UR mit Basis {v, w}.
Dann heifst

R (v, w,w,v)

Qz(v, w)
Schnittkrimmung von (M, g) in z € M in Richtung £ C T, M.

Kg(z) :=

Bemerkungen:

1. Kg(x) ist korrekt definiert (d.h. unabhéngig von Wahl der Basis (v, w) von E)
Dies folgt aus (*) und da R in (1,2) und (3,4) schiefsymmetrisch ist, d.h. Zahler
und Nenner transformieren sich mit det(M?).

2. Ist (e1,e2) ONB von (E, g;) und gz (e;, e;) = d;;¢; = £1, dann ist
Kg(x) =€1-e2-Ry(er, e, ea,€1).

Satz 3.38. Fir ein p € M ist R := R, durch die Kg(p) fir alle 2-dimensionalen
Unterriume 2 C T,M =V eindeutig bestimmi.

Beweis. Betrachte L := R — R. Es ist L dann auch ein in (1,2) und (3,4) schiefsym-
metrischer (4,0)-Tensor, der die 1. Bianchi-Identitdt und fiir alle linear unabhéngigen
x,y € V mit nicht ausgeartetem span(z,y) L(z,y,y,x) = 0 erfiillt. Zu zeigen ist dann
L=0.

1. Behauptung: Vz,y € V L(z,y,y,z) =0
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a) Sind z und y linear abhéngig, d.h. es gibt z € V,a,e € R mit z = az,y = ez,
so folgt aus der Schiefsymmetrie L(z,y,y,z) = aeL(z,y, z,z) = 0.

b) Sind z und y linear unabhéngig, aber span(x,y) := F ausgeartet, so gibt es li-
near unabhéngige v, w € E mit g(v,w) = g(w,w) = 0 und weil R(z,y,y,x) =
det(M)%R(v, w,w,v) fiir die Ubergangsmatrix M, geniigt es, R(v,w,w,v) = 0
nachzuweisen.

Dazu soll die Stetigkeit von L benutzt werden. Behauptung: Es gibt eine Folge
(vi) — v, sodass span(v;,w) fiir alle i nicht ausgeartet ist. Dies ist gleichbe-
deutend mit 0 # Q. (v;,w) = g.(v;,w)?. Gibt es eine solche Folge, folgt mit
der Stetigkeit sofort L(v,w,w,v) = lim;_, s L(v;, w, w,v;) = 0.

Gébe es keine solche Folge, so hitte v eine Umgebung U, sodass Vf € U g, (f,w) =
0. Damit hétte 0 eine Umgebung U —w, inder Vf—w € U —w g, (f —w,w) =

9z (f,w) — gz (w,w) = 0 gilt, woraus per Linearitit g(-,w) = 0 folgt, was
der Nichtausgeartetheit von g oder der linearen Unabhéngigkeit von v und w
widerspréche.

2. Aus 1. folgt Vz,y,z € V

0 = Llz+zy9yx+2)
= L(z,y,y,2) + L(z,y,y,2) + L(z,y,9,7) + L(2,9,¥, 2)
= L(z,y,y,2) + L(z,y,y,x)
= 2L(x,y,y,2).

3. Aus 2. folgt Va1, 29, 23,2 € V

0= L(x1, 72 + 23, T2 + 73, 2)
= L('Ila €2,I2, Z) + L(xly Z2,x3, Z) + L(xla x3, T2, Z) + L(xla x3,x3, Z)
= L('Ila €2,I3, Z) + L(‘le z3,x2, Z)'
Um die 1. Bianchi-Identitdt anwenden zu konnen, formen wir mithilfe der Schief-
symmetrie die Terme so um, dass im Argument von L das z immer an letzter Stelle
steht und die Indizes der z; ausschlieklich gerade Permutationen bilden. Die eben
gewonnene Gleichung wird also noch umgeformt zu

L(z1,22,x3,2) — L(x3,x1,22,2) = 0. (1)
Sei hier Ly := L(x1,x9,3,2), L := L(x2,23,21,2), Ly := L(x3,21, 22, 2). Durch
zyklisches Vertauschen von x1,x9,x3 erhdlt man analog zum eben gewonnenen
(1): L1 — Ly = 0 dann (2) : Ly — L; = 0 und die Bianchi-Identitét lautet (3) :
Li+ Ly + Ly = 0.

(1) = (2) + (3) = 3L(x1,x2,23,2) = 0.
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Sei F': (M, g) —» (M, §) eine Isometrie zwischen semi-Riem. MF, V, V Levi-Civita-Zsh.
von (M, g) bzw. (M, g) und R, R die Kriimmungstensoren, dann gilt:

1. Ve.xEY = F, (VxY) X,Y € X(M)

2. FR=TR
3. Fiir die Schnittkriimmungen auf M bzw. M gilt: E C T, M nicht ausgeartet 2-dim.
gilt

RdF(E)(F(x)) = Kg(x).

Den Beweis iiberlassen wir als UA.

3.7.2 Riume mit konstanter Schnittkriimmung

In der Riem. Geometrie spielen MF mit konstanter Schnittkriimmung eine besondere
Rolle.

Definition. Eine semi-Riem. MF (M", g) heifit MF konstanter Schnittkrimmung Ky €
R <~

Kg(x) =Ky VzxeM
VE C T, M nicht ausgeartet, dim £ = 2.

Satz 3.39. Sei (M",g) eine semi-Riemannsche MF. Dann gilt
(M, g) hat konst. Schnittkrimmung Ko <= R(X,Y,Z, W) =K (g (X,W)g(Y,Z) — g(X, Z)g(Y,W)) .

Beweis. (<) : Sei E C T, M nicht ausgeartet mit dim £ = 2 und (ej,e3) ONB von E
mit g(e;, e;) = ¢; = 1. Dann gilt

Kgp(z) = eeRq(er, ez, e,€1)

Vor.
= 6162K0 = K().

(=) : Sei Kg(r) = Ky VYo € M, E*> C T,M nicht ausgeartet. Wir betrachten den
(4,0)-Tensor

Dann ist R, € S2(A\2T*M) Va € M und erfiillt die 1. Bianchi-Identitét (Nachrechnen).
Fiir die zu R gehorende Schnittkriimmung gilt

KE(x) = 6162R(61,62,62,61) (61762) ONB in F
= K,.
Satz 3.38 liefert dann R = R. O

Beispiel 3.40. Mannigfaltigkeiten konstanter Schnittkrimmung
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1. Der R” mit Euklidischem Skalarprodukt

Behauptung: (R™, (,)gn) hat konst. Schnittkriimmung Ky = 0.

Beweis. Nach Satz 3.39 ist R = 0 zu zeigen. Der Levi-Civita-Zsh. ist hier VxY =
X (Y) und fiir den Kriimmungsendomorphismus folgt dann
RY(X,Y)Z = VxVyZ-VyVxZ—-Vixy|Z
= X(V(2)-Y (X(2) - [X,Y)(2)
= 0.

Daraus ergibt sich dann R = 0 bzw. Ky = 0. U

. Die Sphiére S]' mit induzierter Metrik

Wir betrachten die Sphére S C R™+!
Sp={z e R"" | (z,2) = r?}

mit induzierter Riem. Metrik g.

Behauptung: (S}, g) hat konstante Schnittkriimmung Ky = %2
Beweis. Fiir den Levi-Civita-Zsh. ergibt sich aus Satz 3.22:
VxY = projpg. X(Y).
Da T, 57 = {v e R"™ | (v,z) = 0}, ist
M: S — R*"!  Einheitsnormalenfeld von S”
Sei Z € R™*!, dann folgt
Projrysns = Z = (Z,n(x))n(x)
Normalenkomp. von Z

bzw.

VxY =X(Y)—(X(Y),n)n X,Y € X(S)).
Aus der Produktregel fiir (,) ergibt sich
——

Fiir den LC-Zsh. auf S gilt also

1
VaY =X(YV)+ (X, Y)n XY €X(S])
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und damit folgt
RY(X,Y)Z = VxVyZ—-VyVxZ—Vixy|Z
— X(VyZ)- %(X, Vy Z)n
Y(VxZ) - %(Y, VxZ)n
X YI(Z) ~ (X, Y], 2
= X(Y(2) 4 T X(Y, Z)n) + H(X, Vy Z)n

Y (X(2) = LY (X, Z)n) ~ (¥, VxZ)n

~[X,Y](2) ~ (VXY Z)n+ (VY X, Z)n

r
1
= S {V2)X() — (X, 2)Y ()}
1
Fiir den Kriimmungstensor ergibt sich dann:
1
Aus Satz 3.39 folgt nun Ky = 7%2 O

3. Der obere Halbraum mit hyperbolischer Metrik

Wir betrachten den oberen Halbraum
H" ={x e R" |z, >0}

mit hyperbolischer Metrik

742

gr = x—%(dx%—i—dwi) r>0
und setzen
H!:= (H",g,).
Behauptung: Die RMF (H}', g,) hat konst. Schnittkriimmung —%2.

Beweis. Wir berechnen zunéchst den Kriimmungstensor ganz allgemein in loka-
len Koordinaten bzgl. einer Karte: Sei (U, ¢ = (x1,...,2,)) eine zuldssige Karte,

{8j = %| j=1... n} deren kanonische Basis und {g;;} die Koeffizientenmatrix
der Metrik mit Inverser { g" } Fiir die Christoffel-Symbole von (M, g) gilt

1 n
I = 3 > g™ (Di(gje) + 05(gi0) — Delgis))
/=1
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fiir den Kriimmungsendomorphismus

RY(05,0))0 = V9,Vo,0r — Vo,V,0r — Vo, 0,0
N’

0
= 0i(1%)0p +T%,T7,0,
_8j(r?k)8p - F?krgpar'

und fiir den Kriimmungstensor

R = Rjjredr; ® drj ® dxy ® dxy, wobei
(*)  Riyre = R(0i, 0,0k, 0)

= (BT — ,(Ti) + TLE, — THIT, ) g
(In allen Fillen gilt die Summenkonvention: Uber gleiche Indizes wird summiert.)

Nun leiten wir daraus die Formel fiir den Kriimmungstensor fiir H ab: Fiir H
betrachten wir die Karte (H}', p(x) = Id = (x1,...,2,)). Dann ist 0; = a%j =e;

und
r? i x2
{9ij (@)} = 7 £ baw. {97(2)} = poRE

n

Fiir die Christoffel-Symbole folgt

122
Il = 5% @ilgge) +05(gix) — Dulaig) = Ty = 0.

aufer fiir die Indizes:

r, = — 1<n
Tn
1 . .
n - 1t 1
Tn

Setzt man dies in (%) ein, so erhélt man:

2
.
Riine 7 (0300} — 0ir0j¢)
1
= —2 (gar (95, 00)grin (05, 0k) — grr (03, Ok ) gmn (8, 0r)) -
Aus Satz 3.39 folgt nun wieder Ky = —%2. 0

Information. Fiir Modellriume mit Riemannscher Metrik gilt:®

Ssiehe Kapitel 4 Satz 4.11 und J.A. Wolf: Spaces of constant curvature



3.7 Kriimmungen einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit 181

e Sei (M™,g) zsh., vollstandige Riem. MF mit konst. Schnittkriimmung K, dann ist
(M™, g) isometrisch zu einer der folgenden Riem. MF

R"|r fir Ko=0

y 1
St fir Ko = 2 >0

. 1
H'r fir Ky= — 3 < 0

wobei I eine diskrete UG der Isometriegruppe von R", S)' bzw. H ist, die eigentlich
diskontinuierlich wirkt.

e Ist die universelle Riem. Uberlagerung von (M™",g) gleich R™, S” bzw. H", dann
ist (M", g) lokal isometrisch zu R™, S bzw. H".

Analoge FEigenschaften gelten auch im pseudo-Riem. Fall fiir Modellriume konstanter
Schnittkriimmung fiir Metriken vom Index k:%

1. Fiir R®* = (R", () = —da? — ... —dz? + dzi 4+ ...+ dz2) ist R = 0 und
damit auch
Ko = 0.

2. Sei Sp,y = {z € R"™YF | (2, 2),41,% = r?} mit der durch (,),,41, induzierten Me-
trik die ‘Pseudosphare vom Radius r’.

Sp(r) hat Dimension n, Index & und konstante Schnittkriimmung

(S (r) ist diffeomorph zu R* x S™=F.)
3. Sei H(r) := {z € R""UAH | (2 2),, 11 g1 = —r?} mit der durch (,)p41 441 indu-
zierten Metrik "Pseudohyperbolischer Raum".

Hj}! (r) hat Dimension n, Index k und konstante Schnittkriimmung

1
Ky=——.
0 2
(H2(r) ist diffeomorph S* x R"=F.)
Es gilt allgemeiner: Ist (M™F, g) zsh. geoditisch vollstindige” pseudo-Riem. MF vom
Index k (1 < k < n—1) mit konst. Schnittkriimmung Ky, so ist (M™F, g) isometrisch zu
R™¥|p fiir Ko=0

~ 1
Sp(r)lr fir Ko=— >0
T

—~ 1
H]?(T)‘F fir Kg= _ﬁ <0

Ssiehe O’Neill: Semi-Riemannsche Geometrie, S. 110 ff
siehe Definition auf Seite 202
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S2(r) = univ. Uberlagerung von Sp(r) k=n—1

Hp(r) = univ. Uberlagerung von Hj'(r) k=n—1

und I eine diskrete UG der Isometriegruppe der Totalrdume, die eigentlich diskontinu-
ierlich wirkt.

Insbesondere gilt:

e Seien (M,g),(M,g) semi-Riem. MF, vollstindig, gleiche Dimension und gleicher
Index. Wenn (M, g) und (M, g) gleiche konst. Schnittkriimmung haben, so sind sie
lokal isometrisch.®

e R = 0 fiir vollst. zsh. semi-Riem. MF (M, g) <= (M, g) lokal isometrisch zu R"™*.

Definition. (M",g) semi-Riem. MF mit Kriimmungstensor R und ONB (eq,...,ep)
von T, M in jedem Punkt z € M. Das (2,0)-Tensorfeld Ric € X0 (M)
n
Ric(X,Y)(z) = > eRo(X(x) e, Y (x)) mit € = go(e;, e;)
i=1
= Ty, (RV(-, X (2))Y (2))

heifft Ricci-Kriimmung von (M. q).
Die Funktion R € C*(M)

n

R(z) = Zeieij(ei,ej,ej,ei)
ij=1
n
= ZejRiCJ;(ej,ej)
j=1

heiflt Skalarkriimmung von (M. q).

Bemerkung:

e Beide Kriimmungen sind korrekt definiert, dh. unabhéngig von Wahl der ONB.
e 'Ric’ ist ein symmetrischer (2,0)-Tensor.
e R(z) =2} Kg,(z), dabeisei Kg,; die Schnittkriimmung auf F;; = span(e;, ej) C
1<J
T, M.

Satz 3.41. Sei (M™, g) n-dim. semi-Riem. MF konst. Schnittkrimmung Ky, so gilt

Ric = (n—1)Kj-g
R = n(n-1)- K.

8siehe Folgerung von Satz 4.7 aus Kapitel 4
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Beweis. Aus Satz 3.39 folgt

Ra(v,ei,ei,w) = Ko(gv,w)g(ei,e:) — g(v,ei)glei, w))
= KO (Eig(v’ w) - g(v, ei)g(ei’ w)) )

sodass
Ricy(v,w) = Z €iRx(v, €, i, w)
i=1
= ei€; Kog(v,w) — Ko ) €g(v,ei)g(ei,w)
= n- Kog(v,w) — Kog(v, Z €ig(ei, w)e;))
= (n—1)- Kog(v,w)
und
R(z) = Z €jRic,(ej, €5)
j=1
= (n—=1)Ko Y ¢ -gleje))
j=1
= (n—1)-n- K,

3.7.3 Einstein-Mannigfaltigkeiten

Definition. Eine semi-Riemannsche MF (M, g) heift Einstein-MF: <= es existiert
Funktion f € C*°(M) so dass Ric = f - g.

Beispiel 3.42. Einstein-Mannigfaltigkeiten
e Jede MF konst. Schnittkriimmung ist Einstein (Satz 3.41).
e Jede 2-dim. MF ist Einstein:

T,M = span(ey,ez) fiir eine ONB (eq, e2).

Aus der Schiefsymmetrie von R folgt zunédchst fiir ¢ # j

2

Ricy(ei,ej) = ZEkRm(ei7ek7ekaej):0'
k=1
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Fiir die anderen Moglichkeiten erhilt man

Ricy(e1,e1) = eaRy(er,ea,e2,e€1)
= € K(z)
- 9(€1a€1) K('I)

und

Ricy(e2,e2) = eRy(e2,e1,e1,e2) = €e1Ry(e1,€2,€2,¢€1)
= 62-[((1‘)
= g(ez,e2)  K(x).

wobei K (x) = Kr,(2) Schnittkriimmung von M2. Und damit gilt Ric = K - g.

Wir wollen nun einige Eigenschaften von Einstein-Rdumen behandeln. Zunéchst jedoch
eine Definition:

Definition. Sei (M",g) eine semi-Riem. mit LC-Zsh. V und (ey,...,e,) € T, M eine
ONB.
e Fiir ein (r,0)- Tensorfeld B € X" (M) bezeichne 6B € X("~19 (M) das Tensor-
feld

n

0B(X1,..., X, 1) == € (Ve,B) (e, X1,.., Xr1)
i=1
0B heif’t Divergenz von B.
e Seien B und S aus X("% (M). Wir definieren (B, S)y € C* (M) durch

n

(B,S), (z) = Z €€, B €y, ... €i,)  S(€i,...,€,).

i1 yeenyip=1

(B, S), heift Skalarprodukt von B und S bzw. Biindelmetrik auf T M.
e Sei B € X" (M). Dann heift

n
k. Stelle 1. Stelle
TT‘gB(kJ)I: E EZB<, € ..., € )
i=1

die Spur von B in der (k,!)-ten Komponente.

Bemerkungen:

1. 69 =0, Tryg = n und TryRic = R.
2. Ist B symmetrisch (schiefsymmetrisch), so auch §B.
3. Ist B € X9 (M), dann gilt (g, B), = TryB.
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4. Ist X € X (M) ein Vektorfeld, dann ist div (X) € C*° (M) mit

n

div(X) =) g (Ve X, €:)

i=1
die Divergenz von X. Ist weiterhin wx die zu X duale 1-Form, d.h. es gilt

wx (YV)=9(X,Y) VY eX(M),

so folgt
(5&.))( = —div (X)

(denn

ow = —261‘ (veiw) (62)

=1

= —Zez(g(ei,X)—g(veiez‘,X))e'
i=1

- —Zﬁig(ez,VeX)
i=1

5. Sei f € C*® (M) und Hess f € S0 (M) die Hessische Form von f :
Hess f 1= (Vx (df) (V) == XY (f) — df (VxY).

Dann wird durch
Try(Hess f) = —ddf = div (grad f) =: —=A,f

der Laplace-Operator von f definiert.

Eine Methode um Tensorrechnung zu vereinfachen: x-synchrone
Vektorfelder

Sei x € M fixiert. Dann existiert eine Umgebung U (x) mit den folgenden Eigenschaften:

Zu jedem y € U (x) existiert? eine eindeutig bestimmte Kurve

Vay © [0,1] — U (2)
mit gy (0) = 2, Y2y (1) =y und V;fy = 0. Dabei heift U (z) Normalenumgebung von z
und ., radiale Geodéte.

9Beweis im nichsten Abschnitt
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Dann kann man jedem Tangentialvektor v € T, M durch Parallelverschiebung von v
entlang 7., zu einem Vektorfeld V' auf U (x) fortsetzen:

V(y) =Py,

Ein solches VF V € X (M) heifst synchron bzgl. = und erfiillt

(v) € T,M.

VV(z)=0

d.h. im Punkt x gilt (Vy V) (x) =0 fiir alle Y € X (M).

Insbesondere erfiillen alle z-synchronen Vektorfelder V, W die Eigenschaften
1. VV (z) =0
2. [V,W](z)=0
3. (divV)(x)=0.

Wenn man die Gleichheit von Tensoren iiberpriifen will, so geht man wie folgt vor:
Z.z.:Vzx (B1)y = (B2)s.

Dazu wihlen wir uns vy, ..., v, aus T, M, setzen diese z-synchron zu V,...,V, fort und
zeigen

(Bl)gg(vl,...,v,n) = Bl(Vl,...,Vr) ((L‘)
= BQ(Vl,...7‘/r) (1’)
(BQ)I('Ul, e ,UT)

und verwenden dabei die Eigenschaften 1.-3.

Satz 3.43. Fir den Ricci-Tensor einer semi-Riem. MF. (M, g) gilt:
) 1
ORic = —§dR.

Dabei ist R die Skalarkriimmung.

Beweis. Seix € M,v e T, M, (e,...,e,) eine ONB von (T, M, g,) und V', (Ey,..., Ey,)
x-synchrone Fortsetzungen von v und (ey,...,e,). Aus der 2. Bianchi-Identitat fiir R
folgt dann
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auf U (). Und im Punkt z gilt nun speziell wegen der z-Synchronitét

0=wv (R (EZ, Ej, Ej, Ez)) +e; (R (Ej, V, E]’, Ez)) + € (R (‘/, E;, Ej, Ez)) .

n
Jetzt summieren wir dies iiber ) €;e; und erhalten in :
i.j=1

0=v(R)—2) e (Ric(V, Ey))
=1

und daraus folgt

n

2 Z €; (Ve,Ric), (v, ;) = dRy (v)

=1

—(0 Ric), (v)

und damit auch die Behauptung. O

Satz 3.44. Es gilt:
1. Ist (M",g) ein Einstein-Raum, so gilt Ric = = - g.
2. Sei (M™,g) ein zsh. Einstein-Raum der Dimension n > 3. Dann ist die Skalar-
krimmung konstant.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:
1. Sei Ric = f - g und seien (eq,...,e,) eine ONB in T, M, dann folgt

n

R(x) = Y aRic(ei,e) = f(2) ) eiglese)

i=1 i e
— 0 @)
2. Sei Ric = f - g, dann gilt
0Ric = 6(f 9)=- &Ve,(f-9) (e )
i=1
= - Z €;€¢ (f) g (eia ) + f (Vezg) (62’ )

1
—  —df ¥——dR
n

Sat£3443

1
= ——dR.
2
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Damit ist also

und fiir n > 3 die Aussage bewiesen.

Man erhélt also folgende Inklusionen:

MF. konst. c Einstein- 7%3 MF. konst.
Schnittkriimmung Réaume Skalarkriimmung | -

Beispiele fiir Einstein-Rdume!'?

e R>! mit Schwarzschild-Metrik
e Sei G eine halbeinfache Lie-Gruppe, mit der durch die Killingform erzeugten Metrik
g, dann ist (G, g) ein Einstein-Raum.

e CP™ mit der 'Fubini-Studi-Metrik’

3.7.4 Mathematische Modelle der Allgemeinen Relativitédtstheorie
(ART)

Die Idee dieser Theorie ist die Beschreibung der Gravitation durch eine Kriimmungen
des Raumes. Bevor wir uns jedoch genauer mit diesem Thema beschiftigen, miissen wir
noch etwas auf den sogenannten Lagrange-Formalismus eingehen.

Der Lagrange-Formalismus in der Klassischen Mechanik

Der Lagrange-Formalismus dient i.A. zur Beschreibung eines physikalischen Systems.
Ahnlich wie in der Newton-Mechanik, bei der die Bewegung eines Teilchens g beschrieben
wird durch dessen Bewegungsgleichung

gibt es beim Lagrange-Formalismus Bewegungsgleichungen, deren Losung die Bewegung
eines Teilchens darstellen, das sich in diesem System mit gewissen Anfangsbedingungen
bewegt.

Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Lagrange-Funktion ist eine glatte
Abbildung

L:TM — R.

10 7 A .Besse: Einstein-manifolds, Springer 87
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Das Paar (T'M, L) heifst Lagrange-System mit Konfigurationsraum M und Phasenraum
T M. Das Integral

S(V)::/L("y(t)) dt mity:ICR— M
gl

nennt man Wirkung.

Wie die Lagrange-Funktion im speziellen aussieht, hingt vom System ab.

Beispiel 3.45. [Natiirliche Systeme]

Angenommen eine Punktmasse ¢ bewegt sich im ’leeren’ Raum (IR{Q, {, >), in dem keine
dufseren Krifte wirken, dann hat die Lagrange-Funktion die Gestalt

L. i) = 3la®]? . (33)
—_——

kinetische Energie

Fiigt man dem System jedoch einen massiven Korper hinzu, so wirkt zusétzlich auf ¢ ein
Gravitationspotential U. Fiir das Lagrange-Funktional ergibt sich dann

L(q(t),q(t)) = %||Q(t)”2 - Ul®) - (3.4)
& N——

L. . potentielle Energie
kinetische Energie

Definition. Sei (M, g) eine semi-Riem. Mannigfaltigkeit. Ein Lagrange-System (T'M, L)
heifit natiirliches System, falls die Lagrange-Funktion die Gestalt

L(q,4) =T (q:4) = U (q)
hat. Dabei ist U € C* (M) und heifst Potential. T hat die Form

1

T(0,4) = 304 (d:3)

Wir kommen nun zu den Bewegungen in einem Lagrange-System.

Definition. Sei v : [a,b] C R — M eine glatte Kurve. Unter einer Variation von ~y
verstehen wir eine glatte Abbildung

T [a,b] x (-1,1) — M
(t,e) —— T (t,e) =:7:(¢t)
mit I'(¢,0) = (¢), I'(a,e) =7 (a) und T (b,e) = 7 (b) fiir alle e € (—1,1).

Sei (T'M,L) ein Lagrange-System. Eine Bewegung in (T'M, L) ist eine Kurve v : I C
R — M, fiir die die Wirkung

so)= [ L) ar

v
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stationédr wird, d.h.

d

%S ('76) ’6:0 =0

fiir alle Variationen ~. von 7.

Bemerkung. Sei (T'M, L) ein natiirliches Lagrange-System mit Funktional

L{4,d) = 505 (d:4)

so folgt fiir dessen Wirkung S offensichtlich
1 1 1
= [ =g, (¥,%) dt = = g dt = =1 ().
S0 = [ 5o i) de =3 [Tl dt =51
v

v

Es gilt nun folgende Aussage:

Satz 3.46. Sei (T'M, L) ein Lagrange-System. Eine Kurve v : I C R — M™ ist genau
dann eine Bewegung, wenn vy fir alle Karten die Euler-Lagrange-Gleichungen

i (o1 _ok
dt \ 9q | ¢

L(g.d4) ==L (dey @) = ((¢7) L) (¢, 0)
fiir eine Karte (U, = (q1,---,qn)). Diese Gleichungen werden deshalb auch Bewegungs-
gleichungen des Systems genannt.

erfillt. Dabei ist

Fiir den Beweis dieses Satzes sei auf M. Schottenloher ’Geometrie und Symmetrie in der
Physik’, Vieweg 1995, S. 119, verwiesen.

Die Einstein-Gleichung der ART

In der Newtonschen Physik betrachtet man lediglich Koordinatensysteme, in denen sich
“unbeeinflusste” Teilchen auf euklidischen Geraden mit konstanter Geschwindigkeit be-
wegen. Die durch die Gravitation hervorgerufene Beeinflussung fithrt dann bei einem frei
fallenden Teilchen zu einer krummlinigen und beschleunigten Bewegung. In der Allge-
meinen Relativitdtstheorie wird diese Ablenkung als eine Kriimmung des Raumes inter-
pretiert. Ein frei fallendes Teilchen bewegt sich hier auf einer Geodite.

Die Beziehung zwischen Gravitation und Kriimmung wird durch die so genannte Finstein-
Gleichung

R
G(g) =: Ric(g) — 9= 8T
ausgedriickt. Dabei ist G der Einstein-Tensor einer 4-dimensionalen Lorentzmannigfal-
tigkeit (M, g) und T der Energie-Impuls-Tensor mit
T eT?’M und 6T = 0.

Letzterer beschreibt die Energie-Verteilung der Materie auf der Mannigfaltigkeit, welche
man als die Ursache der Gravitation auffassen kann.
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Die Einstein-Gleichungen im Vakuum als Variationsproblem

Vakuum bedeutet 7" = 0, d.h. fiir die Einstein-Gleichung ergibt sich

G:Ric—gidzo. (%)

Wir wollen nun ein Lagrange-Funktional £ finden, dessen kritische Punkte, und damit
meinen wir die stationdren Punkte der Wirkung von £, gerade die Losungen von () sind.

Dazu sei erwéhnt, dass es sich hierbei nicht um ein klassisches Lagrange-Funktional
aus dem vorletzten Abschnitt handelt, da (x) eine Gleichung fiir eine Metrik ist. Das
Funktional £ muss dadurch auf den symmetrischen (2, 0)-Tensorfeldern mit der Signatur
(p,q) der Mannigfaltigkeit definiert sein. Solche Lagrange-Funktionale, die auf Feldern
definiert sind, bezeichnet man auch als Lagrange-Dichten.

Sei

Mp.q (M) := ¢ g| g Metrik der Sign. (p, q) und/Rg dM, < oo
M

Dann setzen wir als Lagrange-Dichte £

L:Mpq(M) — C*(M)
g — Ry

Die Wirkung ergibt sich daraus als
S Mp,(M) — R

g — /.c(g) dMg:/Rngg.
M M

Dieses Funktional heifit Einstein-Hilbert-Funktional.

Fiir die Variation betrachten wir nun ein g € M,, ; (M) und ein h € SSQ’O) (M). Dies sind
die symmetrischen (2,0)-Tensorfelder mit kompaktem Trager. Dann ist

gHthe My (M)  fiir |t <e.

g € M, 4 (M) heifst nun kritischer (oder stationdrer) Punkt von S, falls

d
Z(S(g+th)lmo=0 Vhe SO (ar).

Satz 3.47. Eine Metrik g auf M. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. g st kritischer Punkt des Einstein-Hilbert-Funktionals.
2. Ric(g) — &g =0.

Zum Beweis benutzen wir folgende Variationsformeln fiir die Kriimmungstensoren:
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Lemma 3.48. Sei g eine Metrik, h € SSZ’O) (M), dann gelten die folgenden Variations-
formeln

1. Fiir die Volumenform:

d 1

dM = = ([AMg ) =0 = 5 {9,h), dM,
= STry () M,
2. Fiir den Levi-Civita-Zsh: )
V = % (Vg-i—th) ‘t 0

ist ein (2,1)-Tensorfeld und

0 (VX.Y).Z) = 5 (V4h) (V. 2) + (Vi) (X, 2)  (V4h) (X.Y)).
8. Fiir den (3,1)-Kriimmungstensor:

Sei R == & (RV**'™) |,_y, dann ist

R(X,Y)Z =V (V) (¥,2) - V§ (X, 2)

4. Fiir den Ricci-Tensor:
Sei Ric:= 4 (Ri09+th)‘t:0, dann ist

Ric(X,Y) = Zn:ei {g <Vej <V> (X,Y) ,ei) -9 <VX <V> (e;,Y) ,ei)]

i=1
5. Fiir die Skalarkriimmung:

f= % (Bgin) le=o = Dg (trg (h)) + 04 (55h) — (Ric, h)

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Nach Definition ist dMy = /|det (g (a;, a;))|o A...Ao™ fiir eine Basis (a1, ..., an)
und deren Dualbasis (O‘l, . ,J"). Sei nun (aq,...,a,) eine ONB fiir g mit Index

p. Dann ist

|det (g (ai, a5))| = [(=17)] =1

und damit
dMg:O'l/\.../\O'n

und daraus folgt

My = \/(~1)det((g+th) (ai,ap)o A... Ao”

= \/(—1)pdet(A+tB)01/\.../\J"
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wobel

A= und B = (h(a;,a4)) .

Behauptung:

% ((-1)Pdet (A+tB))|¢—o = det A- Tr (A~'B)

Es gilt det (eSX ) = ¢I"sX  dies rechnet man mithilfe der Jordanform aus. Nun

entwickeln wir dies fiir s:
det (E+sX) =1+ sTrX + 0 (s?)
und daraus folgt nun
det (A+sB) = det(A7") (E+sA7'B)
= det (A7) (14s-Tr (A7'B) + O (s?))
und das heift dass

4 (det (A + sB)) = det (Ail) -Tr (AilB) .

ds
Mit dieser Tatsache ergibt sich nun
%(dMth) ey = %\% (“1)? - det (4) - Tr (A'B) o' A... A o"
—1
0
= % -Tr -1 1 o (h(a;,ay))
0

n

1
= 5 . Zejh(ai,aj) dMg

i=1
1 1
= ETTgh'dMg = 5(9, h>g dMg
2. Hier benutzen wir die Koszul-Formel fiir den LC-Zsh. Aus
2(g+th) (V"V.2) = X((g+th) (Y, 2))+Y ((g+th) (X, 2))

—Z((g+th)(X.Y)) + (9 +th) ([X,Y], Z)
+(g+th) ([Z,X],Y) + (g +th)([Z,Y], X)
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o d
mit % |—o folgt

2.9 (V(X,Y),2) +20(V4Y,2) = X(h(Y,2)+Y (h(X.2) = Z(h(X,Y))
+h([X,Y],2) +h([Z,X],Y) +h(ZY],X)
= (Vxh) (Y, 2) + (Vyh) (X, Z) — (Vzh) (X, )

+h(VxY, Z) + h(Y,VxZ) +h(VyX,Z)

+h(X,VyZ) —h(VzX,Y) = h(X,VzY)

+h(VxY,Z) = h(VyX,Z) +h(VzX,Y)

—h(VxZY)+h(V5Y,X) = h(VyZ,X)

und daraus ergibt sich dann
g(V(x,Y),2) = %((Vxh) (Y, 2) + (Vyh) (X, Z) = (V2h) (Z,Y))

3. Hierbei sei nochmals auf die Definition der kovarianten Ableitung fiir Tensorfelder
verwiesen. Mit der Produktregel folgt dann

R(X.Y)Z = V(X,Vy2)+Vx (V(Y,2)) - V(V,VxZ)

Yy (v (X, Z)) ~V(X,Y],2)
vk (V) 2) - vy (V) (X, 2)
4. Da die Spur einer lin. Abbildung und die Ableitung nach ¢ vertauschbar sind, folgt
Ric (X,Y) = % (Ricgsen (X, Y)) =0
= Tr <Z o R(X,Y)Z)

und daraus ergibt sich

n

Rie (X,7) = Y e (9 (Ve (V) (.7 e1) = 9 (Vi (V) (e0.Y) )

i=1
5. Es gilt
Ry = Z eiRicgqen (a; (t) ,a; (t))
i=1
wobei a; (t) eine ONB von g + th ist. Sei a; (0) = a; und a; = a; (0), dann ist
. d
R = % (Rg+th) |t=0

= 3 (eiRic (ai,07) + 26Ricy (i, a;))

= TrgRic+2>  eRicg (aia;)  (¥)

(2
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Behauptung:

2 €Ricy (@i, a;) = — (Ricy, ),

Aus (g +th) (a; (t),a; (t)) = €0;; folgt
h (aia CL]) + g (aZ? a]) + g (aia CL]) =0
und mit Basisdarstellung ergibt sich

@i = Y g(diar) exar
K

= Y —h(ai,ar) exar — g (ai, ax) exag
!

Insgesamt erhalten wir dann

Z eiRng (di, ai) = — Z €i€L (h (ai, ak) Rng (ak, ai) +g (ai, dk) Rng (ak, al))
=1 ki
= —(h,Ricy), — Y exRic (a, ax)
k
—2) €Ricy (ai,a;) = — (b, Ricy),

7

Wenden wir dies auf (%) an, dann bleibt die
Behauptung:

TryRic = Ay (Trh) + 6,6, ()

Es ist

TryRic = ZeiRic (ei,€5)

i

— Zeiej (g (Vej <V> (€ise;) ,€j> -9 (Vei <V> (ej,ej),ez‘>>

i7j
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nun rechnen wir im Punkt z € M in einer x-synchronen ONB. Dann folgt

Tr,Ric = qu (g (Vej (V) (ei,€i) ,ej) —-g <Ve,- (V) (ej.¢€;) 6z)>

Vyz0 ;5161 (e (9 (Vienen es)) =i (9 (Vs e5)))
1

[t

5 Z eiej[ej (Veih (ei, ej) + Veih (ei, ej) — Vejh (ei, 62))
2y

—e; (Ve;h(eirej) + Veh(ej,€5) — Ve h(ej,e:))]
= Y cei(ej(Veh(ei e))) — e (Ve hler i)
————

b —dh(e;)
= 59(59h — Z eiejej (ej (h (62‘, ei) — 2h (Vejei, 62)))
2
= Og0gh+ Dg (Trgh) + 2 €iejh (Ve, Ve eis€;)

/[:7-7
Wir zeigen nun
2 Z €ieih (Veivejei, ei) =0
iJ
Es gilt

veivej-ei = velvejenek) €L

V € ek)) — 0) ek

Z
Z
k
— Zk:ek (ej (ej (g (ei,ek))) -9 (ei,Ve].ek)) ex
-2

0
exg (e, Ve, Ve,er) ex

und daraus folgt
Z €icjh (Ve,Veeirei) = Z eicjeng (€i, Ve, Ve,ex) - h (e, ex)
i.j 1,5,k
= —ZekEjh (Vejvejek,ek)
ok
=0
Insgesamt ergibt sich damit

R = §,04h + g (Trgh) — (Ricy, h),
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Und das Lemma ist bewiesen. O
Wir kommen nun zum Beweis von Satz 3.47.

Beweis. Fiir die Variation des Einstein-Hilbert-Funktionals gilt nun

d d
SEGr o = [ Ry M) o
M
= /R-dMg+Rg-dM
M

emma . 1
Lem / (Ag (T'rgh) + d404h — (Ricg, h),, + 3 (Rgg, h>> dM,
M

1 :
- /<§Rgg—Rlcg,h> dM,
M

T / (D (Trgh) + 8,6,1) dM,
M

Der 2. Term verschwindet jedoch nach dem Satz von Stokes bzw. dem Divergenz-Satz
fiir Vektorfelder mit kompaktem Tréger auf Mannigfaltigkeiten ohne Rand. Aus

d 1 .
0=~ (S(g+th))|i=o = / <§Rgg - RICg,h> dM, vhe SV (M)
g
M

folgt dann also
1
Ric — §Rg -g=20

Bemerkung. Es gilt

d
T=0+—(S(g+th))le=o =/<T, hy, dMy =0 Vhe S$” (M)

M

Seix € M, (eq,...,ey)eine ONB in T, M und angenommen T} (e;,e;) # 0. Wir betrach-
ten h mit hy, = hy (e;,ej) o' o cfund
————

£0
Ty (ei, €5) hy (€3, ej), > 0.
(@)
Sei p € C* (M) mit ¢ > 0,p (z) = 1 und supp ¢ C {f > 0} dann ist

d
5 S (g +teh))fi=o = / (T, ph), dMy = /sof dMg > 0.
M M
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Satz 3.49. Sei (M, g) eine orientierte semi-Riem. MF mit Vol (M,g) = 1. Sei

F ./\/l(py) — R

das normierte Finstein-Hilbert-Funktional

1
F(g):—M/Rngg’

dann gilt
(M, g) ist Einstein-Raum <= g ist kritischer Punkt von F

Beweis. Zunichst eine Bemerkung zum Verhalten der Funktionale bei Umskalierung der
Metrik. Sei g = A - g mit A € RT, dann ist

e Ricz = Ricy

e R;=)\"'R,

o dM; = \2dM,
Somit folgt also

n—2
S09) = [ Raydiy, =255 ()
M

bzw.

F(Ag)

n—2

Vol (M, \g)"

Fiir die Variationen ergibt sich damit

S F (g th)) o = 5 (S (9 + 1) Lo Vol (M, 6) £ (9): | "2+ % (Vo (M, g + h)) i
N e’ n

1 ~~

Vol

wobei nach dem Lemma

. . 1
Vol:/dM:/—(g,h>g M,

M M

und nach Satz 3.47



3.8 Geodaitische Linien auf semi-Riemannschen Mannigfaltigkeiten 199

Insgesamt erhalten wir also

d . 1 n—2
dat (F'(g+th))li=0 = / —Ric + §Rg 9= WRQ -g,h> dM,
i g
. 1
= /<—R1c +—-R, -g,h> dM,
n g
M
= 0 Vh
R
= Ric = —-g.
n
Und somit ist (M, g) ein Einstein-Raum. O

3.8 Geodatische Linien auf semi-Riemannschen
Mannigfaltigkeiten

Ziel: Verallgemeinerung der Geraden als kiirzeste Verbindung zwischen 2 Punkten in
(Rn’ <’ >R”)

Definition. Sei (M",g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und V der Levi-Civita-
Zusammenhang. Sei weiterhin I C R ein Intervall. Eine C*°-Kurve v : I — M heifst
geoditische Linie (kurz “Geodétische”) auf (M™, g), falls
Vv
dt
auf I, (d.h. 4 ist ||-verschoben entlang ~).

=0

Eigenschaften von Geodéaten

1. Lokale Formel fiir geoddtische Linien ~y

Aus der lokalen Formel fiir parallele Vektorfelder folgt: Ist (U, = (x1,...,2y))
zul. Karte um (¢) und ¢ oy = (y1,...,7), so folgt

$(0) = Yo AU e (1(2)
i=1 !
und damit

Y@+ D % OuOTEGE) =0 k=1,....n

ij=1
wobei (I’f]) die Christoffel-Symbole von (M, g) beziiglich (U, ¢) sind.
Beispiel. Ist (M, g) = (R", (,)gn), dann ist Ffj = 0. Damit gilt:

v : I — R™ Geodiitische < ~ () =0 k=1,....,n<y{t)=at+b abeR"
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2. Sei v : I — M Geodaitische, dann ist
19 ()l = const.
Da die ||-Verschiebung beziiglich des Levi-Civita-Zusammenhang die Léngen er-
hale!.

3. Sei v : I — M eine nicht-konstante Geodétische und 7 : J — I eine Parameter-
transformation. Dann gilt:

Die umparametrisierte Kurve ¥ = ot : J — M ist eine Geodétische < 7(t) = at+b
(d.h. 7 ist eine affine Parametertransformation).

Denn:
F(t) = (r() - 7' (t).
Aus der Produktregel fiir kovariante Ableitung von VF folgt dann

o = Yew @2 0o

1= () 7 1),

Da + nicht konstant und ' ||-verschoben ist, folgt 7/(7(¢)) # 0Vt € I.

Definition. Eine C*-Kurve v : I — M heifst Prigeodéte <> es existiert eine beliebige
Parametertransformation 7 : J — I derart, dass ¥ = yo7:J C R — M eine Geodéite
ist.

Satz 3.50. Sei (M, g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, x € M und v € T,M. Dann
existiert genau eine maximale Geoddtische v, : [, C R — M mit

1w(0) = =
7 (0) = v “Durchlaufgeschwindigkeit”

(mazimal = mazimaler Definitionsbereich,).

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Wir zeigen zuerst: Es existiert eine Geodétische v : (—e,¢) C R — M mit v(0) =
10) —
x,y (0) =v.
Dazu wihlen wir Karte (U, ¢ = (21,...,2,)) um z. Sei dann v = kaa%k(x). Wir
betrachten das lineare AWP auf ¢(U):

Ve () + ,ilvé(t)fy;(t) IE(y(t) =0

7(0) =
Dies ist ein gewohnliches DGLS 2. Ordnung mit AW. Es existiert also lokal eine
Loésung um ¢ =0

V() = (@), ..., W) te(—¢e).
Hgiehe Satz 3.21 auf Seite 146
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2. Maximalitidt und Eindeutigkeit: Standardschluss wie im R™: Seien v; : I; CR — M
Geodétische mit v;(0) = z, 7/(0) = v und zusammenhéngendem I N I5. Dann folgt
aus 0 € I; N I, automatisch ;3 = 7 auf I1 N Is, denn

A={te LNl n(t)=70t)71t) =%t}

ist mit 0 € A nicht leer. Dariiber hinaus ist A nach Satz 1.19 abgeschlossen, da
Vi, stetig und T5-Rédume, und offen nach lokalem Existenzsatz fiir tp € A. Und
da I; N Iy zusammenhéngend ist, folgt A = I; N I5. Wir betrachten alle Losungen
7y : (@y,by) = M, a = inf, ay,b = sup,, b,. Dann gilt:

Yo (a,b)=I, CR— M

ist eindeutige maximale Losung: 7, (t) := ~(t) falls t € (a,,b,).
U

Korollar 3.51. Seiy, : [, C R — M die mazimale Geoddte mit Anfangspunkt ~,(0) = x
und Anfangsrichtung +,(0) = v. Dann gilt:

tsel, = s el

und
’7251}(5) = Wv(ts)-
Insbesondere ist mit 1 € I,, auch 1 € I, Vt € [0,1].

Beweis. Sei 6(1) = v,(t-7) fir 0 < 7 < s, t fix. Dann gilt: ¢ ist Geodéite, da die
Parametertransformation affin ist.

5(0) =7,(0) =z, &0)=t-v
Nach Definition ist dann §(7) = 4, (7) und damit

5(s) "y (ts) = Ye(s) = s € Iy, dats € I,

Fiir s = 1 folgt dann ¢t -1 € I, VO < ¢ < 1 und demnach

1el;, V0<t < 1.

O

Satz 3.52. Sei f : (M,g) — (M,§) eine Isometrie zwischen semi-Riemannschen Man-
nigfaltigkeiten. Dann gilt:

v : I — Mist eine Geoddtische in (M, g) < foy: I — M ist eine Geoditische in (M, §).
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Beweis. Eine Geoditische v ist stiickweise entweder reguldr (7/(t) # 0) oder konstant,
da [|¥/(¥)|| = konst. und +/ ||-verschoben. Fiir einen Diffeomorphismus f gilt dann

~ konstant < f o konstant und
~ regulir < f o~y regulér.

Sei nun v regulér und ¢y € I, dann existiert I=(ty—e,to+e) und ein VF Xy, € X(M)
mit Xy, (7(t)) = 7/ (t)Vt € I. Betrachten wir das VF f.(Xy,) € X(M), (dies existiert, da
f ein Diffeomorphismus ist):

Def

Fe(Xio) (f7 (1)) df ) (Xeo (7(1)))

= dfy, (V) = (f)'(t) vtel

D.h. fo(Xy,) setzt (fv) um (fv)'(to) fort. Und damit folgt

W(%W(t) = Viexy, [+(Xip)
(V0 Xe)
3L df,y(t)(vd—zl(t)) vtel.
Da tg € I beliebig ist, gilt die Behauptung V¢ € I. O

Satz 3.53. Sei M™ C RN eine Mannigfaltigkeit mit induzierter Riemannscher Metrik
und bezeichne

Ny M := (T,M)™*
den Normalenraum in x € M. Dann gilt: v : I — M™ ist eine Geoddtische

"

= (t) € ny(t)M

Beweis. Dies folgt aus Beispiel 3.16: Sei Z € X, (M), dann ist Z(t) ist parallel verschoben
entlang v < Z'(t) € Ny M. Es gilt also

v ist Geoditische <= 7' (t) || entlangy <= ~" (t) € N, M.
O

Definition. Eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) heifit geodéatisch vollsténdig
(kurz: vollstandig) :< Jede maximale Geodétische v : I — M ist auf ganz R definiert.
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Beispiele fiir geodéitische Linien

1. Geoditen im flachen Raum

a) (R™* gp) ist geoditisch vollstindig. Jede maximale Geodétische hat die Form
v(t) = at + b mit t € R.

b) (R™\ {0}, gx) nicht geoditisch vollstindig.

~(t) = tey ist nur definiert auf (—oo,0) und (0, c0).
2. Geoditische Linien auf S™ ¢ R+
Fiir einen 2-dim. UR E? ¢ R™t! betrachten wir den “Grofkreis” T := E2 N S™.

I

Sei E = span(vy,ve) mit ON-Vektoren (v1,v2) aus R™"1. Wir parametrisieren T
nach Bogenldnge. Mit

v(t) :=costvy +sintvy , t€R
folgt T' = Im~ und [|4/(¢)|| = 1. v(¢) ist eine Geoditische auf S™, denn
7(t) = —sinwvy + cos vy
7'(t) = cosvy — sintvy = —7(t).
Da N’y(t) S" = R’)’(t), ist ,

Da durch jeden Punkt z € S™ und in jeder Richtung genau ein Groftkreis ver-
lauft, sind das alle geodétischen Linien. Insbesondere gilt: Die Sphére S™ ist eine
vollstdndige Riemannsche Mannigfaltigkeit.

3. Die geoditischen Linien der Poincaré-Halbebene

Sei
HY = {(z,y) eR’ly >0}
1
g+ = —2(d$2+d92)

<
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die Poincaré-Halbebene!2.

Behauptung: Die senkrechten Geraden und alle Halbkreise mit MP auf der reellen
Achse sind (bei geeigneter Parametrisierung) alle Geodétischen von (H™, gg+).
Insbesondere ist (H1, gy+) vollstindig.

}”1
Z1
V2

)

Beweis. Da durch jeden Punkt x € H' und in jede Richtung v € T, H' genau
ein Halbkreis oder eine senkrechte Gerade verlduft, g.z.z., dass man diese Mengen
durch geodétische Linien parametrisieren kann. Parametrisierung des Halbkreises
(Mittelounkt (3,0), Radius «):

(67

cos h(t)) teR.

(x) () = (atanh(t) + 5,
Parametrisierung der Geraden:

() y(t)=(8,¢") teR

Wir berechnen nun die Christoffel-Symbole von (H*, gg+) in der Karte ¢(z,y) =
(2,y):

Fh = F§2 :Fgl =0

1 1
F§2 = F%lszz—; ) F%:;-

Demnach lauten die Geodéten-Gleichungen: v(t) = (71(t),72(t)) Geodéte <

1" 2
t) — Y ()V5(t) =0
71 (t) (1) 1(t)72(2)
95 (8) = = h(E1H(E) + ——H (N (E) = 0.
Y3(t) Y2(t)
Diese Gleichungen sind fiir die Kurven (%) und (xx) erfiillt. O

12Gjehe hierzu auch Bsp. 3.7 zur Mébiustransformation
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Bemerkung zu den Modellen der nicht-Euklidischen Geometrie

Euklidische Geometrie wird durch Axiomensysteme beschrieben. Dabei treten die folgen-
den Grundbegriffe auf:

e Punkt

o Gerade

e -+ Axiome der “synthetischen Geometrie”
Streitpunkt hierbei ist das so genannte Parallelenaxiom: Sei L eine Gerade und x Punkt
mit x ¢ L. Dann existiert genau eine Gerade durch z, die L nicht schneidet. Diese

wird als die zu L “parallele” Gerade bezeichnet. Kann man dies aus den Axiomen der
synthetischen Geometrie folgern oder muss man es zusétzlich fordern?

Die Entwicklung von nicht-Euklidischen Geometrien (Gauf, Lobatschewski, Bolyai ...)
zeigen, das Geometrien existieren, in denen das Axiom nicht gilt und man es zusétzlich
fordern muss. Als Beispiel betrachten wir die folgenden Modelle:

Sei (M?,g) eine vollstindige einfach-zusammenhingende Riemannsche Mannigfaltigkeit
mit konstanter Schnittkrimmung K = 0,1, —1. Ein “Punkt” entspricht einem Element
x € M und eine “Gerade” entspricht einer geoditischen Linie in (M2, g). Dann sind alle
Axiome der synthetischen Geometrie erfiillt, aber:

e Fiir K = 0 erhilt man als Riemannsche MF (R?, {,)g2) und damit die Euklidische
Geometrie:

Fiir jedes = ¢ L existiert genau eine Gerade L mit 2 € L und LN L = 0.
e Fiir K = 1 erhilt man die Sphire S? mit der induzierten Metrik, bzw. die Sphi-

rische Geometrie:
)

Alle “Geraden” durch x schneiden L.
e Fiir K = —1 erhiilt man (H", gy+), bzw. die Hyperbolische Geometrie:
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\

mL

Es existieren unendlich viele “Geraden” durch «x, die L nicht schneiden.

Geodatische Linien auf Rotationsflichen

Wir betrachten die Rotationsflichen' mit induzierter Metrik:
M? = {f (u,v) = (71(v) cos u, v1 (v) sinu, ¥2(v)) |v € (a,b),u € R}

mit einer Kurve
v=(7,7%):(a,b) CR — R?

mit den Eigenschaften 71 (v) > 0 und 4 # 0. Dann ist zuniichst f : R x (a,b) — R3
eine Immersion. Wihlt man v(v) geeignet, so ist M? = Bild f C R3 eine UMF und die
inversen Kartenabbildungen auf M sind gegeben durch

I :gofl s (uyv) € (ug — myug + ) X (vo,v1) = f(u,v) € M.

Fiir die kanonische Basis dieser Karte gilt:

(% (f(u,v)) = % (u,v) = (=1 sinu,y1 cosu, 0)

und
A (7)) = L (w,0) = (30 0) cos 31 (0)sim 32 (0) -

Berechnet man die Christoffel-Symbole, so erhilt man folgende Geoddten-Gleichungen:
3(t) = f(u(t),v(t))ist Geoditische

’ / / " / "
& <u" + 2ﬁu'v’ = 0> und | v — ; fywll 2u'2 + 71712 + 72722 (v')2 =0 (%)
04! 7+ (73) (72)” + (73)

wobei v/ = ~/(v(t)). Die Kurve §(t) ist auf Bogenldnge parametrisiert, falls
2 2 2 2
R @)+ () + (9)°) () =1 ().

Die Punktmengen { f(u,vo)| u € R} heifsen Breitenkreise von M und die { f (ug,v)| v € (a,b)}
heifen Meridiane von M. Wir parametrisieren die Breitenkreise nach Bogenlénge, d.h.

13siehe hierzu Bsp. auf Seite 115
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durch Kurven 8,(t) = f(u(t),vo). Mit (x % %) folgt dann +2(vo) (v/)* = 1. Fiir die Meri-
diane schlieft man mit 6,,(t) = f(up,v(t)) analog, dass hierfiir

)2+ (14)%) (v)* =1
erfiillt ist. Dann gilt:

1. Alle (auf BL parametr.) Meridiane d,,(t) = f(ug,v(t)) sind geodétische Linien.

2. Ein (auf BL parametr.) Breitenkreis 0;(t) = f(u(t),vo) ist eine geodétische Linie
< 1 (vg) =0, d.h. 7/(vg) ist parallel zur z-Achse.

Damit sind Breitenkreise der Art

M2

die einzigen Geodatischen unter den Breitenkreisen.

3. Sei 6(t) = f(u(t),v(t)) eine auf BL parametrisierte Kurve auf M?2, 3(t) der Schnitt-
winkel zwischen 6 und dem Breitenkreis durch §(¢) im Punkte 6(¢), d.h. cos § =
hh;}")‘“ . Zudem gelte 0 < () < 7, d.h. § verlduft nirgends auf einem Breitenkreis

und r(t) = v (v(t)) sei der Radius des Breitenkreises durch §(¢). Dann gilt die
Clairautsche Regel:

0 (t) ist Geodéatische < r(t) - cosf (t) = const.

Im Falle des Paraboloiden, bei dem kein Breitenkreis geodétisch ist, hat man z.B.
folgende Geodatische.

Fiir einen Zylinder, bei dem jeder Breitenkreis geodétisch ist, gilt 7(t) = const.
Damit ist die obige Kurve §(¢) genau dann eine geodétische, wenn cos 3 (t) bzw.
B(t) konstant ist:
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Solche Kurven heiffen Schraubenlinien.

3.9 Exponentialabbildung und Normalkoordinaten

Sei (M™, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, x € M und v € T, M. Zudem sei
Yoi: Iy CR—-M

die eindeutig bestimmte maximale Geodétische mit v,(0) = z, 7,(0) = v. Nach dem
Korollar aus Satz 3.50 gilt

lel,=1€l, YO<t<1l und (1) ="y(t).

Dann ist die Menge
D,={veT,M|1el,} CT,M

sternférmig bzgl. 0, € T, M und offen (nach der allgemeinen Theorie gewohnlicher Dif-
ferentialgleichungen).

Nach Def. ist D, C T, M. Ist (M™, g) geodatisch vollstandig, so gilt D, = T, M.
Definition. Die Abbildung

exp, : Dy CT,M — M
v (1)

heiftt Exponentialabbildung von (M, ¢g) im Punkt x € M.
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Eigenschaften:
e exp, bildet die Geradenstiicke {tv|t € Iy} von T, M auf Geodétenstiicke in M ab:
expy (tv) = (1) = 1 (t)

e Die Abbildung exp, ist C°°, denn Lésungen von Differentialgleichungen mit C'*°-
Koeffizienten héngen glatt von den Anfangsbedingungen (v, 7(v)) ab.
Satz 3.54. Die Ezponentialabbildung exp, : Dy C T, M — M ist ein lokaler Diffeomor-
phismus um 0, € D,.

Beweis. Bei der Identifizierung To(T, M) ~ T, M gilt (dexp,)o = idp,ap, da

(dexpJo(w) = - (exp,(0+ tw)ico
d d
= (eputw)limo = T (ul1)) o

Definition. Sei U C T, M eine sternformige Umgebung von 0, € T, M, so dass
exp, : U = Ulz) C M

ein Diffeomorphismus ist. Dann heift U(xz) = exp,(U) Normalenumgebung von x € M.

Aus Satz 3.54 erhélt man: Ist (M™, g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann besitzt
jeder Punkt z € M eine Normalenumgebung. Normalenumgebungen haben folgende
spezielle Eigenschaft:

Satz 3.55. Sei U(x) Normalenumgebung von x € M. Dann existiert fir jeden Punkt
y € U(x) eine eindeutig bestimmte Geodéte v : [0,1] — U(z), die x und y innerhalb
von U(x) verbindet (y(0) = z,v(1) = y). Dabei gilt: Ist v = exp, ' (y), so ist

V(1) = expy(tv) = w(t) te€0,1]
und
{(olo,1y) = [oll-
Yo [0,1] = U(x) heifit radiale Geoddte von x nach y.
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Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Emistenz:
Sei v = exp; (y) € U. Da U sternférmig, ist tv € U V0 <t < 1. Und damit ist

Yo (t) = exp,(tv) € U(x)

eine Geodéte in U(x), die x und y verbindet.

2. FEindeutigkeit:
Sei 7 : [0,1] — U(z) eine weitere Geodéte mit 7(0) = z und 7(1) = y. Wir
setzen w := 7'(0) € T, M und betrachten die durch w definierte mazimale Geodite
Yo : Iy = M. Da 1 und =y, den gleichen Anfangspunkt und Anfangsvektor besitzen,
folgt:

TZWw|[o,1} (*)

und damit ist w € D, C T, M. Angenommen, w ¢ U. Dann verliisst die Strecke
{twl|t € [0,1]} die Menge U.

Sei hier exp,, nicht die Exponentialabbildung auf ganz D, sondern die diffeomorphe
Einschréinkung auf U. Da exp, 1(7[0,1]) kompakt ist, existiert ein to € (0,1), so
dass tow € U\ exp, }(7[0,1]). Damit ist aber

Yw(to) € U(z)\7]0, 1].
Das ist aber ein Widerspruch zu (x). Es gilt nun
Y =vw(1) =7(1) und v,w € U mit exp,(w) = exp,(v).

Da exp, : U — U(z) ein Diffeomorphismus ist, folgt w = v bzw. 7, = 4, = 7 auf
[0, 1].
3. Fiir die Léange folgt aus |7, (¢)|| = |74, (0)||

1
(o) = [ 1)t = o]
0
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O

Definition. Eine Kurve v : I — M heifst ’gebrochene Geodéte’ < + stiickweise C'*° und
die glatten Stiicke sind Geodétische.

Korollar 3.56. Sei (M",g) eine zusammenhdngende semi-Riemannsche Mannigfaltig-
keit. Dann kann man beliebige Punkte x,y € M durch eine gebrochene Geoddte verbinden.

~

X

Beweis. Sei x € M fix und

C := {y € M | Es existiert eine gebrochene Geodéte von x nach y.} .

Dann ist M = C, denn C # (), da = € C. C ist offen: Sei y € C und U(y) Normalenumge-
bung von y. Fiir jedes z € U(y) existiert nun eine radiale Geodate von y nach z, somit ist
U(y) C C. C ist abgeschlossen, d.h. M\C ist offen: y € M\C und U(y) eine Normalenum-
gebung. Fiir z € U(y) ist z € M\C und damit U(y) C M\C. Da M zusammenhéngend
ist, folgt M =C. O

Ziel: Die Exponentialabbildung hat folgende geometrische Eigenschaft:

exp,:UCT,M — U(x)cM
Strecke tv — radiale Geodéte 7, (t) = exp,(tv)

e T

exp,

Yo

exp,, erhilt die Orthogonalitit zu den radialen Richtungen, d.h. sie ist eine “Radiale Isometrie”.
(Schneidet ¢ den Strahl tv senkrecht, so schneidet 6 = exp, od die radiale Geodite ~,
senkrecht.) Dazu bendtigen wir das folgende Hilfsmittel:
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Definition. Sei A C R? eine zusammenhiingende Menge, so dass U C A C ¢l (U) fiir eine
offene Menge U C R2. Eine parametrisierte Fliche in einer Mannigfaltigkeit M™ ist eine
glatte Abbildung14 f:AC R2 — M. Ein Vektorfeld entlang einer parametrisierten Fliche
f:ACR? = M ist eine Abbildung

X:ACR?> = TM
(t,S) — X(t,S) eTf(t,s)M,

die C* ist (im iiblichen Sinne wie fiir Vektorfelder entlang Kurven).

Sei f: A C R?— M eine parametrisierte Fliche.

——
f(t()vs)

Die Kurven t — f(t,s9) bzw. s — f(to, s) heifen Koordinatenlinien von f (hierbei ist
so und tg fix). Leitet man die Koordinatenlinien nach ihrem jeweiligen Parameter ab, so
erhilt man Vektorfelder 88_{ bzw. % entlang f:

0 d 19}
8—{(150,80) = E(f(f, 80))|t=to = df(to,so)(a(thSO))
of

d 0
5 (10:50) 1= —-(f(t0. 8))ls=s0 = df 10,50 (5 (t0: 50))-

Sei V eine kovariante Ableitung auf M und X ein Vektorfeld entlang f. Dann sind die
partiellen kovarianten Ableitungen va—i( und Va—f die folgendermafien definierten Vektor-

felder entlang f:
. va—f(to, s0) ist die kovariante Ableitung des Vektorfeldes X (-, sg) entlang der Koor-
dinatenlinie f(-,sg) im Punkt ¢.

. %—f(to, s0) ist die kovariante Ableitung des Vektorfeldes X (¢g,-) entlang der Koor-
dinatenlinie f(tp,-) im Punkt sq.

“Dabei heift f glatt, falls es eine offene Menge V' O A und eine C°°-Abbildung F : V C R? — M mit
F|a = f gibt. Die Bedingung U C A C ¢l (U) sichert, dass das Differential df, := dF, fir a € A
unabhéngig von der Fortsetzung F ist.
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Lemma 3.57. (Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen bei parametrisierten Flichen
£ Schwarz-Lemma der Analysis))

Sei M™ eine C°-Mannigfaltigkeit mit torsionsfreier kovarianten Ableitung V und f :
A C R? = M eine parametrisierte Fldche. Dann ist

Zaf V@f
ot ds  Os Ot

Beweis. Sei (U, ) Karte um f(t,s) und ¢(f(t,s)) = (z1(t,5),...,2,(t,s)), so folgt
of Ox; O
ot Z ot 83:2 )
of " dx; O
5 = Lol

fiir f(t,s) € U. Aus der lokalen Formel fiir die kovariante Ableitung folgt:

2,.. )
o Z(M’+ ()

s ot 0s0t 4= 0t 05
ot Os Z atas — s Ot k)axi(f(’ ))-
Da V torsionsfrei ist, folgt ka = le und damit die Behauptung. 0

Satz 3.58. Gauf-Lemma Sei (M™,g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, x € M
und v € D, C T,M. Sei o,(t) = tv C T, M der von v erzeugte Strahl in T, M. Sei
weiterhin w € T,(Tp, M) ein “radialer” Tangentialvektor (d.h. w € Rv) und u € T,(T, M)
beliebig. Dann gilt bei Identifizierung T,(T,M) = T, M :

gy((dexpy )y (w), (dexpy)u(u)) = g (w, u),

wobei y = exp, (v).

(Insbesondere gilt: schneidet eine Kurve 5(75) in T, M den Strahl o,(t) in v orthogonal,
so schneidet die Bildkurve 6(t) = exp,(d(t)) die radiale Geoddte v,(t) in y = exp,(v)
orthogonal.)

Beweis. Da (dexp,), linear ist, geniigt es die Behauptung fiir X = v zu beweisen. Be-
trachten wir die parametrisierte Flache

f:00,1] x (—¢,¢)
(t,s)

- M
= f(t,s) = exp,(t(v + su)).
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Aus v,(t) = f(t,0) folgt dann

P00 = Leudler = Sexpa ()l
Z (dexp,)u(v)

T00) = L 8)lamo = A (expy (v -+ sw)laco)
= (dexp,) ).

Zu zeigen ist also

of of

9u(5-(1,0), 52 (1,0) = ga(0,u). ()
Da der Levi—Civita—Zusammenhang V metrisch ist, gilt
af af VvV of af af Vv of

5 ap 9(5p (4 8), 5 (9))) = 9(5, 50 (8 5), 5ot 8)) + 9(5 -t ), 55 (8, 5)).

f(t,s) = exp,(t(v + su)) ist fiir ein festes s eine radiale Geodéte und %(t, s) ihr Tan-

gentialvektor, d.h. %%—{(t, s) = 0. Mit dem Symmetrie-Lemma folgt nun
of of of vV of of of

OO0, 2 0,90)) = 9 1), 5= 2 0,5)) = 5 - (9T (,5), S (1, 5)).

Da aa—t(t, s) Tangentialvektor an der radialen Geodite exp, (t(v+ su)) mit Anfangsvektor
(v + su) ist, folgt

af af 10
S0 19, P t5) = 5 (el s+ su)
S o

(u,u) + gz(v,u)

(da Lange des Tangentialvektors konstant ist). Fiir den Parameter s = 0 folgt

dﬁf of

1 9 (0 5

55 (10) = ga(v.u) Ve[,

h(t)
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mit h(0) =0, da g(0,0) = i(expgﬁ(O)) = 0. Es ist also
85 ds N’
h(t) =1t g.(v,u)
und damit of of
h(l) = gy(E(LO)? %(170)) = gw(v7u)
und daraus folgt (). O

Definition. (M",g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, x € M und a = (a,...,ay)
eine ONB in (T, M, g, ). Es gilt also

-1

(92(0s,05)) = 1

1
Sei weiterhin U(x) Normalenumgebung von x € M. Wir definieren
0q:U(x) — R"

n
Y= expx(z zia;) = (T1,...,Tp).
1=1

©q heifen Normalkoordinaten auf U(x).

Bemerkungen:

e Sei v,(t) = exp,(tv) die von v € D, C T,M erzeugte radiale Geodéte und sei

n
v = Y va;. Dann ist ¢q(7,(¢)) = (tvi,...,tv,). In der kanonischen Basis bzgl.
i=1

U(z),¢q) gilt damit:
90 = Y i (0(0)

=1

e Sei y € U(x), v = exp, (y) = > va; und k = Index(g). Dann ist 2;(y) = v; und
damit

1
(wlpa) = (I=vf— .= v+ +07]2).

e Fiir die kanonische Basis der Normalkoordinaten ¢, gilt:

0
(%i

(y) = (dexp,)o(a;)  wobei v = exp, ()
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da

2 ) = e )+t

= %(epr(wl(y)al +ooot (m(y) + e+ .+ 2 (y)an)) i=o

= (desp,)ufa).

Die Normalkoordinaten um x verhalten sich #m Punkt x in 1. Ndherung so wie die Eu-
klidischen Koordinaten von R™* ~ T}, M-

Satz 3.59. Sei (M™,g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und (U(x),pq) Normalko-
ordinaten um x € M. Dann gilt

=1 , falls j <k

1. gij(x) = 6ij€j mit e = { 1, fallsj>k

2. Tk (z) =0.
Beweis. 7Zu den einzelnen Punkten:
1. Es gilt
0 0
(z = —(x), —(x
(@) (g (@) )

= giv((dexpx)(](ai)a (dexpz)O(aj))

Satz 3.54
=" gu(ay, 05) = €.

2. Wir betrachten die Geodéten-Gleichung fiir eine radiale Geodéte 7, (t) in Normal-

koordinaten:

Y = expe(v), pa(y) = (21(y), .-, zn(y)) = (v1,..., vn).
Dann ist
Pa(V0(t) = (tx1(y), - - tan(y)) = (11(0); -, ()
und damit
V() = wi(y) baw. 5" (t) = 0.
Daraus folgt nun

ZFZ(%(t))xi(y)wj(y) =0 tel0e),k=1,...,n.

Wir betrachten nun speziell den Vektor v = (a, + ay).
zi(y) = Gir + Jis.
Es gilt also
Lra(1(8) + 5 (0 () = 205 (70(1) =0 Vit € [0,¢)

und insbesondere fiir ¢t =0
Iy (z) = 0.
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Konvexe Umgebungen

Definition. Sei (M",g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine offene Menge
W C M heiftt konvex < W ist Normalenumgebung fiir jeden ihrer Punkte.

Aus Satz 3.55 folgt: Ist W C M konvex, so existiert fiir je 2 Punkte x,y € W eine
eindeutig bestimmte Geodidte, die x und y in W verbindet. Im Folgenden soll gezeigt

werden, dass jeder Punkt von M eine konvexe Umgebung besitzt. Dazu betrachten wir
die C*°-Abbildung

EF:DCcTM — MxM
v (1), expa(0).

Dabei sei 7(v) der Fukpunkt von v im Tangentialbiindel TM und

D:={veTM|1€el,}.
D C TM ist offen (Theorie der Differentialgleichungen) und es gilt

D,=DnNT,M Vxe& M.
Lemma 3.60. Seix € M und v € T, M. Ist nun

(dexpa:)v : TU(TZ‘M) — 1T

exp,

()M
ein Isomorphismus, so ist auch
dEU : TU(TM) — T(J:,expz(v))(M X M)

ein Isomorphismus. Insbesondere ist EE: D C TM — M x M ein lokaler Diffeomorphis-
mus um 0, € T, M C TM.

Beweis. Sei v € T, M ein Vektor fiir den (dexp,), ein Isomorphismus ist. Aus Dimensi-
onsgriinden geniigt es zu zeigen, dass dE, injektiv ist. Sei w € T,,(T'M) und dE,(w) = 0.
Da pri o E = m = Projektion im Tangentialbiindel, folgt aus

dmy(w) = dpry o dE,(w) =0

die Eigenschaft

w € kerdm, = T,(T, M)
H/_/ A/—’
n-dim n-dim

d.h. w ist ein “vertikaler Vektor”. Damit ist

(dEv)(w) = (0, (depr)v(w)) =0
und (dexp,),(w) =0, bzw. w = 0. O
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Satz 3.61. (M™,g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Jeder Punkt x € M besitzt eine
konvere Umgebung.

Beweis. Sei U(z) eine Normalenumgebung von z und ¢4 = (z1,...,2,) Normalkoordi-
naten um x auf U(x). Wir betrachten die Funktion (unabhéngig von sign(g))

N:U(x) — R
y = 2y ..+ an(y).

Da U(z) offen, gilt fiir hinreichend kleines § > 0
K(0,9) C ¢a(U(2))

Sei fiir solches & Vs(z) := ¢, 1(K(0,6)).

Um kontrollieren zu konnen, dass Geodéten unsere gesuchte geoditische Kugel nicht
{verlassen und wiederkommen kénnen}, schrinken wir zunéchst unsere Mannigfaltigkeit
auf eine so kleine geodétische Kugel ein, dass das Bild einer jeden Geodite unter der
Kartenabbildung ¢ sich vom Punkt ¢(z) nicht {erst entfernen und dann wieder néhern
kann}, indem wir Folgendes fordern: Ist » der euklidische Abstand zum Punkt ¢(x) im
R™, s0 soll R := ropo~y konvex sein. (Dann nimmt er auf einem abgeschlossenen Intervall
sein Maximum stets auf dem Rand an.) Weil sich damit einfacher rechnen lésst, aber das
Gleiche bezweckt wird, begniigen wir uns mit der Konvexitit von N := R2. Es geniigt
dafiir bekanntlich (R?)” > 0 zu fordern.

()

=23 ((h)* + k) [y Geodite
k

23 | () = Y Thi
k ,J

=2 | dep @ doy, — 2, Y Thide; @ daj | (v, 7).
k i,

—B
Wegen des Faktors zj vereinfacht sich B in @ zu Y, (dzg)?, ist dort und wegen der
Stetigkeit auch in einer Umgebung Vj also positiv definit. (Es stellt sich hier also heraus,
dass es iiberhaupt keine Bedeutung hat, Normalkoordinaten zu benutzen.)

Schrianken wir jetzt M auf Vj ein, so gilt fiir alle y, z € V. C Vj, dass eine Geodéte, die in
Vs von y nach z verlduft, zwischen den beiden Punkten auch in V. bleibt, da der Radius
in einem der beiden Randpunkte des Definitionsbereiches maximal wird.



3.10 Geodidten und Absténde in Riemannschen Mannigfaltigkeiten. Der Satz von HOéDIfg
und Rinow

Wendet man Lemma 3.49 nun auf Vj (anstelle von M) an, sodass man ein diffeomorphes
E: W — V x V erhilt, wihlt ein €, sodass V. C V und verkleinert den Diffeomorphie-
bereich W auf E~Y(V. x V.), so verlaufen die Geodiiten zwischen ¥,z € V. also alle in
V., womit V. konvexe Umgebung von z ist. U

Korollar 3.62. Sei (M"™,g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ist v : [0,b) C
R — M eine Geodite und ezistiere eine stetige Fortsetzung 7 : [0,b4+9) C R — M wvon ~
(die keine Geoddte sein muss). Dann existiert eine Fortsetzung von v zu einer Geoddten
auf [0,b+¢€) (fiir ein e > 0).

Beweis. Sei V. C M eine konvexe Umgebung von 74(b). Dann existiert 0 < a < b, sodass
Aoy € V. V ist Normalenumgebung von vy(a), d-h. 7| ist ein Anfangsstiick einer
radialen Geodéte. Setzen wir diese radiale Geodéte bis zum Rand von V fort. Da 4(b) ¢
dV, ist die radiale Geodéte auf [0,b + ¢) fiir ein € > 0 definiert. O

3.10 Geodaten und Abstinde in Riemannschen
Mannigfaltigkeiten. Der Satz von Hopf und Rinow

Wir betrachten in diesem Abschnitt nur zusammenhingende Riemannsche Mannigfal-
tigkeiten (M™,g) und studieren die Abstands-minimierenden Eigenschaften von Geodé-
ten in Riemannschen Mannigfaltigkeiten.

Sei (M™, g) eine zusammenh#ngende Riemannsche Mannigfaltigkeit und z,y € M.
Q(x,y) := Menge der stiickweise glatten Kurven, die z und y verbinden.

Definition. d : M xM — Rxq, (z,y) — inf {I(y)| v € Q(x,y)} heifit Abstand von z und y
in (M,g).

Bemerkungen:

1. d ist offensichtlich > 0 und symmetrisch. d erfiillt die A-Ungleichung
d(z,y) < d(z,z) +d(zv),
denn: Sei € > 0. Wihle o € Q(z,2), 8 € Q(z,y) mit
la) <d(z,z)+e, U(B)<d(z,y)+e.
Dann ist a * 8 € Q (z,y)'® und es gilt
I+ B) = U(a) +1(8)

d(z,y) <llaxp) <d(z,z)+d(z,y) + 2.

Mit € — 0 folgt Behauptung. Wir werden spéter zeigen, dass d eine Metrik auf M
ist. (Dafiir ist noch d(z,y) = 0 = = = y nachzuweisen.)

5Hierbei bezeichne a * 3 die Verkniipfung von Wegen.
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2. In pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeiten kann man zwar d ebenfalls definieren,

dies ist aber keine Metrik:

Fiir (R, g = —dx? +dy?) ist v: [0,1] — R>!  4(t) := (t,t) isotrop, und damit gilt

I(v)=0 = d(v(0),7(1)) = 0.

3. Es muss keine Kurve geben, deren Lénge gleich dem Abstand ist

R\ {(0,0)} g = dz* + dy°.

o

Definition. Eine Kurve v € Q(z,y) heift minimierend :< [(y) = d(x,y). Sei (M",g)
eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und x € M.
Sei U(zx) eine Normalenumgebung von z mit Exponentialabbildung

exp, : U(0) Cc T,M — U(x) C M.

Sei e >0so0dass cl(K.(0)) c U(0). Dann heiRt

geodatische Kugel um x

—_——

abg. Kugel in (T3 M,gz)
B.(z) := exp, (K (0)) C U(x)

16 yund

Se (2) = exp, (9 (K. (0))) = exp,, ({v € U] [lo] = })

geodétische Sphire um z.

Seien ¢4 = (x1,...,x,) Normalkoordinaten um z auf U(x). Dann gilt

yeSe & |expr ()| =€
2 _ .2

& o)+ Faa(y)? =€

Aus Satz 3.61 erhilt man

Satz 3.63. Sei (M™,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Fir jeden Punkt x € M
existiert eine geoddtische Kugel B.(x) so dass fir jedes 0 < a < c¢ die geoddtischen
Kugeln B,(x) um z konvex sind.

Zudem gilt der folgende Satz:

6B, (z) ist ebenfalls eine Normalenumgebung von .
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Satz 3.64. Sei (M",g) eine zusammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeit, x € M
und U(z) eine Normalenumgebung um xz. Sei y € U(z) und 7, : [0,1] C R — U(x), die
eindeutig bestimmte radiale Geodite von x nach y, sodass v = exp, '(y). Dann ist 7y, die
eindeutig bestimmte kirzeste Kurve von x nach y in U(z), d.h.

) = llw) VaeQ(zy)
lla) = llw) e a=vyorT.

Dabei ist T eine monoton wachsende Umparametrisierung von .

Beweis. Sei o € Q(z,y), a:[0,1] — U(z) (d.h. evtl. umparametrisiert auf das Intervall

[0,1]). exp, : U(0) C T, M — U(z) ist ein Diffeomorphismus. Sei
o(t) = expy H(a(t)) € U(0) C T, M.

O.B.d.A. gelte 0(t) # 0 Vit € (0,1] (sonst ldsst man das Anfangsintervall weg, mit

dem man z mit x verbindet.) Dann ist o(t) = r(t) - v(t), wobei ||v(¢)|| = 1 und r :
(0,1 — R™* stiickweise glatt ist. Damit gilt insbesondere auch ||o (t)| = r(t). Aus
a(t) = exp,(r(t) - v(t)) und mit Ausnahme der endlich vielen “Ecken” von «(t) gilt dann:
o/ (t) = (dexp, )y ( r'(t)u(t) + r(t) ' (1)
— —_——
tangential an den Strahl Tu(t) w (orthogonal an den Strahl Uv(t))

Aus dem Gauk-Lemma (Satz 3.58) folgt

gl@(®),d'(t)) = ()’ galv(),v(t) +g(w,®) mit b = (dexp,(w))
N——

Damit ist dann
[’ @) > [ ()] > r'(t). ()

1 1
Wir betrachten nun [ ||/ (¢)||dt > [+'(¢)dt = r(1) — r(g). Fiir e — 0 folgt r(¢) — 0, da
15 1>
9(0) = 0,. Des Weiteren ist
r(1) = o)l = [lexp™ (W) = [[oll = I(w),

sodass insgesamt

l(a) > l(%})'

Die Gleichheit kann nur auftreten, wenn Lebesgue-fast iiberall in (%) die Gleichheit ein-
tritt, d.h.
l(a) =1(v) = g(,%) =0 dh. =0,
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da aber nach Konstruktion r(¢) > 0, muss fast {iberall v/ (¢£) = 0 sein, sodass
v (t) = vp.
Wir erhalten dann wegen Gleichheit in ()

(t) =r(t) -vo mit 7' (t) > 0.

7 (t) ist also monoton wachsend. Aus 0(1) = v = r(1)vg, bzw. vg = %1)” folgt mit
t
o(t) = ) v und damit
r(1)

Fiir die geodatischen Kugeln um z gilt sogar noch mehr:

Satz 3.65. Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, x € M und Bc(x) eine geo-
ditische Kugel um x,y € B(x). Dann ist die radiale Geoddte y, : [0,1] — Be(x) von
x nach y die kiirzeste Kurve zwischen x und y in ganz M. Insbesondere gilt: Ist o eine
stickweise C*°-Kurve, die in x beginnt und B (x) verlasst, dann gilt

l(a) > e.

Beweis. Nach Satz 3.64 ist v, die kiirzeste Kurve von x nach y innerhalb von B.(x).
Nach Definition von B.(x) gilt I(7,) = ||v]| < e. Es geniigt also zu zeigen: Ist o : [0,b) —
U (x) eine stiickweise C*°-Kurve mit «(0) = z, die B.(x) verlasst, dann gilt [(«a) > e.
Also angenommen « verldsst B.(z), dann schneidet « jede geodétische Sphéire S, (z) fiir
0 < a < e. Sei nun a fix und to € (0,b) der kleinste Parameter mit a(tg) € Sy(x), dann
ist

o) € €l (Ba(a)) € Bo(x).

Fiir die radiale Geodéte v von z nach «a(tp) gilt /() = @ und nach Satz 3.64 folgt also
l(a) > U(aljog)) 2 Uv) =a VYa<e
bzw. I(a) > €. O

Folgerungen. Sei B.(z) eine geoditische Kugel um z und S.(z) die geodétische Sphére
vom Radius €. Dann gilt:
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1. Vy € B.(x) ist
d(z,y) = () = [[v]-
Dabei ist 7, : [0,1] — M die radiale Geodéte von z nach y = exp, (v).
2. Dariiber hinaus gilt

B.(r) = {ye M|d(z,y) <e}
Se(x) = {ye M|d(z,y) =¢}.

Aus dem soeben Bewiesenen folgt insbesondere, dass Geodéten lokal minimierende Kur-
ven sind:

Satz 3.66. Sei~y: I — M eine Geoddte in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit. Dann
ist v “lokal minimierend”, d.h. zu jedem Kurvenpunkt ~y(to) ezistiert eine Umgebung
V(y(to)), so dass V[so,s1] C I mit so < to < s1 und y([so,s1]) C V(to) das Geodai-
tenstiick 7\[30781} minimierend 1st:

d(7(50),7(51)) = LV [s0,51))-

Beweis. Sei z = v(tg) und B, (z) eine geoditische Kugel um x und J(tg) C I ein Parame-
terbereich um ¢, die so klein gewihlt sind, dass die Kurve 7| die Kugel B,(x) in einem
zusammenhingenden Parameterbereich schneidet. Seien nun zy = v(sp),x1 = y(s1) €
By (z). Dann ist Im7y|(s, 5;] € Ba(®) und ][4, s,) ist eine radiale Geodéte aus (sp) in der
Normalenumgebung B, (x) von 7(sg). Nach Satz 3.64 ist dann d(zo, v1) = I(¥ [[sy,5,])- O

Andererseits gilt

Satz 3.67. Sei (M",g) eine zusammenhdangende Riemannsche Mannigfaltigkeit, z,y €
M. Sei o € Q(z,y) eine minimierende Kurve, die proportional zur Bogenldnge parame-
trisiert ist. Dann ist « eine Geoddte (also insbesondere auch C™).

Beweis. Sei « : I — M eine minimierende Kurve, t € I und B.(«(t)) eine konveze
geoditische Kugel um «a(t). Dann gilt fiir ein Teilintervall ¢ € [t1,t2] C I dass

a(ftr, t2]) C Be(a(t)).

Da o minimierend ist, folgt aus der A-Ungleichung

@l 1) = d(a(tr), alt))-

Nun ist Be(a(t)) eine Normalenumgebung von a(t1). Nach Satz 3.64 ist aly, 4, eine
monoton wachsende Umparametrisierung der radialen Geodéten v von a(t;) nach a(tg).
Sei 7 : [t1,t2] — [0,1] die Umparametrisierung:

a(t) =~(7(t)).
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Da « proportional zur Bogenlédnge parametrisiert ist, folgt

llo/ (#)|| = konst. = ||/ (7 ()] [ '(t) |
—— =

konst. >0

und damit ist

7/(t) = const. > 0.

Somit muss 7 eine affine Transformation sein:
7(t) = at + b.

Aus Stetigkeitsgriinden gilt dies auch in den “Ecken” von «. Da 7 eine Geodite ist, ist
die affine Umparametrisierung |, ;,] auch eine Geodite. Da dies fiir jedes t € I gilt, ist
« insgesamt eine Geodite. O

Satz 3.68. Sei (M",g) eine zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit und d :
M x M — R der Abstand auf (M, g). Dann ist (M, d) ein metrischer Raum. Die von der
Metrik d induzierte Topologie auf M stimmt mit der MF-Topologie iiberein.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:
1. d ist Metrik auf M:

Es ist nur noch zu zeigen, dass gilt:
dlz,y) =0 = z=y:

Sei  # y. Da M Ty-Raum ist, existiert eine geodatische Kugel B.(z), die y nicht
enthélt. Nach Satz 3.64 ist jede Kurve a € Q(z,y) ldnger als ¢, da sie B.(x) verlésst,
d.h.

d(z,y) >¢e>0.

2. Fiir die geodétischen Kugeln in (M, g) gilt
Be(z) ={y € M| d(z,y) <e}.

Da exp, ein Diffeomorphismus ist, sind die geodétischen Kugeln B.(z) sowohl in
der MF-Topologie von M als auch im metrischen Raum (M, d) offen, die Topologie
stimmt damit {iberein:

e Sei V.C M offen in (M,d). Dann existiert Vo € V' eine Kugel B.(,)(z) C V,
sodass

zeV
N———
offen in M
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e U C M offen in M (MF-Topologie). Nach Satz 3.63 existiert Vo € U eine
geoditische Kugel Be(y)(z) C U, d.h.

U= | B .

eV

—_————
offen in (M, d)

Bevor wir nun zum Satz von Hopf und Rinow kommen, noch ein wichtiges Lemma:

Lemma 3.69. Ist x € M ein Punkt fir den exp, auf T,M definiert ist, so existiert fir
jeden Punkt y € M eine minimierende Geoddte von x nach y.

Beweis. Sei B(x) eine geodatische Kugel um x mit y ¢ B.(x) (sonst ist die Behauptung
trivial). Sei 0 < § < e. Betrachten wir die geodatische Sphére Ss(z). Ss(x) ist nach
Definition kompakt (da exp, stetig). Die Metrik definiert eine stetige Funktion

dy:M — R
z = d(y,z)

d, nimmt dann auf Ss(z) ein Minimum an. Sei m € Ss(x) mit d(y, m) = min{d(y, z)| z €
Ss(x)}, dann gilt

d(x,m) +d(m,y) = d(z,y). (%)

Sei nédmlich o € [0,b] — M eine Kurve von x nach y und sei 0 < a < b der kleinste
Parameter mit a(a) € Ss(z). Sei nun

a1 =alpe 5 a2 =gy

Dann ist

o) =1l aq) + l(az) > 6+ (),
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da oy Kurve in Bs(z) ist, deren Lange ist nach Satz 3.64 > (Lénge der radialen Geodaten
von x — «a(a)) = 0 = d(z, m). Nach Wahl von m gilt nun

d(may) < d(a(a’)’y) < l(Oég),

und daraus folgt
(o) > d(z,m)+d(m,y) VYae Qx,y),

und damit
d(z,y) > d(x,m) + d(m, x).

Aus der A-Ungleichung erhélt man dann die Behauptung (). Sei nun [0, 00) — M die
auf BL parametrisierte radiale Geodate (B. (x) ist eine Normalenumgebung) von z aus,
auf der m liegt:

exp, ! (m) = v fiir ein v € T, M mit |jv|| =1,

und
V(1) = expy(tv).
(Nach Voraussetzung ist v (¢) V¢ € [0,00) definiert.) Behauptung: Sei dy = d(z,y), dann
gilt:
Ydo) =y (%)
Sei nédmlich

T :={te0,do]| t +d(v(t),y) =do}, beachte t = ('7’[0,t]) =d(z,v(t)).

Nach () ist § € T. T ist aus Stetigkeitsgriinden abgeschlossen in [0, dp]. Sei dann t; =
max {t € T'} € [0, dp], dann ist
to > >0.

Wir zeigen, dass tg = dy, damit wére
do + d(v(do),y) = do = v(do) = y.

Angenommen ty < do:
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Dann findet man eine geodétische Sphére S, (v(to)), sodass

S +d3(8)m) = d(v(to). ).
=d(y(tg), ) ~—~

m

Dann ist

t0+g+d(may) :d(fY(tO)7y)+t0:d(x7y)a da tO €T7 d(.%',y) :dO

und damit

Aus der A-Ungleichung folgt aber

d(z,m) < d(z,v(t)) +d (v (to) ,m)

/

to 5

d.h. es tritt eine Gleichheit ein:
to—}—g: d(az,rh)
Wir setzen nun 71 = 7|jg ] und 41 = :y][O 5- Dann ist

t():l(’}/l) und Szl(’?l)

Die stiickweise C'°°-Kurve 71 * 1 von = nach m ist nach Bogenlinge parametrisiert, hat
die Lange to + 6 und es gilt

Uy * 1) = d(z,m),

sie ist somit minimierend! Satz 3.67 liefert nun, das v, * ] sogar eine Geodite ist, also
insbesondere glatt, d.h. es liegt in y(¢y) keine “Ecke” vor, und damit ist zwangsldufig

Y(to +6) = m.

Dies ist jedoch ein Widerspruch zur Maximalitit von tg # dy, da

|

()

d (v (to) ,m) + d(m,y) d(v(to),y)
= to+d(y(t),m)+d(my) “E do
= to+ 0 +d(y(to+9),y) = do
Und damit wire tg < tg+ ¢’ € T. Widerspruch! D.h. tg = dj. d

Satz 3.70. Theorem von Hopf und Rinow. Sei (M"™,g) zusammenhdngende Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
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1. (M™, g) ist geoddtisch vollstindig.

2. Der metrische Raum (M, d) ist vollstandig.

3. Jede abgeschlossene beschrinkte Teilmenge von M ist kompakt.

4. Es ezistiert ein Punkt x € M so dass exp,, auf ganz T, M definiert ist.

Ist (M™, g) vollstandig, so existiert fiir je 2 beliebige Punkte x,y € M eine minimierende
Geodéte 7 von z nach y: d(z,y) = 1(7).

Bemerkung: Es folgt
1. Jede kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit ist vollsténdig.

2. In einer vollstdndigen Riemannschen Mannigfaltigkeit kann man Absténde berech-
nen, indem man alle Geodéten von x nach y bestimmt und deren Lénge berechnet.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

e 4. = 3. Behauptung: Existiert ein x € M, sodass exp, auf ganz T, M definiert ist,
und ist A C M abgeschlossen und beschrinkt, dann ist A kompakt.

Aus Lemma 3.69 folgt: Ist y € A, so existiert eine minimierende Geodite -, :
[0,1] — M von x nach y:

d(z,y) = 1(y) = 17, )]l
Da A beschrinkt ist, existiert ein C > 0, so dass
Vye A d(z,y) <C (ACcd(Ko(x))).

Und so ist
7,(0) € {v € T, M| |jv|| < C} := K. C T, M.

K, ist kompakt, exp, : ToM — M stetig, und damit ist exp,(K,) kompakt in M
und enthélt A. Jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist jedoch
kompakt.

e 3. = 2. Behauptung: Jede abgeschlossene und beschriankte Teilmenge ist kompakt.
Dann ist (M, d) vollstiandig.

Sei {z,} eine CF in (M,d). Dann ist A = {z,,} eine beschrinkte Menge. cl (A)
ist somit beschriankt und abgeschlossen und nach Voraussetzung kompakt bzw.
folgenkompakt. D.h. jede Folge in ¢l (A) hat eine konvergente Teilfolge. Da {x,}
eine CF ist, die eine konvergente Teilfolge enthilt, ist {x,} konvergent.

e 2. = 1. Behauptung: Sei (M,d) vollstindig. Dann ist jede Geodéte ist auf ganz R
definiert.
Sei v : I := (a,b) - M (mit a,b € RU {—00,00}) eine auf BL parametrisierte
maximale Geodate. Angenommen es gibt ein b € 0dI. Dann l&dsst sich v iiber b
hinaus als Geodéte fortsetzen, d.h. die Geodéte ist doch nicht maximal.
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Sei t, — b < oo eine Folge in . Dann ist {(¢,)} eine CF in M, da

d(V(tn)7’Y(tm)) < Z(V‘[tn,tm}) = ’tn - tm’ (n7m > nO)-

Nach Voraussetzung konvergiert nun {vy(¢,)} in M gegen ein ¢ € M. Ist s,, — b
eine andere Folge, dann gilt ebenfalls

d(v(tn), ¥(8n)) <15 ,t0) = ltn = sl =0,

d.h. {7(sp)} konvergiert ebenfalls gegen ¢ € M. Dann definiert
Y(b) := lim ~(tn) = ¢
tn—b

eine stetige Fortsetzung von v in den Punkt b. Nach Folgerung aus Satz 3.62 ist
auf I U K.(b) mit € > 0 als Geodite fortsetzbar. Die Widerlegung der Annahme
b € OI bedeutet aber I = R.

e 1. — 4. Behauptung: Ist (M, g) geodatisch vollstindig, dann existiert ein z € M,
sodass exp, auf ganz T, M definiert ist.

Dies folgt trivialerweise aus der Definition.
O

Die Aussagen des Satzes von Hopf und Rinow gelten nicht in pseudo-Riemannschen
Mannigfaltigkeiten.

1. Beispiel einer kompakten pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeit, die nicht geodé-
tisch vollsténdig ist.

Wir betrachten den R? mit der Lorentz-Metrik
Iy = (cos’ y — 1)daz® — 2dxdy.

Diese Metrik ist 27-periodisch, definiert also eine Lorentz-Metrik auf dem kompak-
ten Torus T? = R?/(27 - Z x 2r - Z). (T?, g) ist nicht geoditisch vollstindig, da
sich die Geodite

v:(0,00) — T?=n(R?
1
t — W(Z — t,arctan(t))

nicht iiber 0 hinaus nach links fortsetzen lisst.

2. Beispiel einer geodétisch wvollstindigen pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeit, in
der es Punkte gibt, die man nicht durch Geodéten verbinden kann: Anti-de-Sitter-Raum

MQ:{(m,y)eRzl —g<x<g}

2 2

Man kann zeigen, dass die Geodaten durch den Punkt (0,0) folgenden Verlauf
haben und dass alle maximalen Geodéten auf R definiert sind.
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1 wird nicht
1 erreicht

AN
N
N 7/

vl = |- -

3. In pseudo-Riemannschen Rdumen muss man den kausalen Charakter von Geodéaten
unterscheiden:
R? mit Koordinaten (x,y). Sei f € C°°(R?) Funktion mit f = 1 auf {(x,y)| |z| > 1},
f(z,-) symmetrisch, [, f(0,y)dy < co. Dann ist die Lorentzmetrik

g = f*(de® — dy?)

raum- und lichtartig geodétisch vollstindig, aber zeitartig geodétisch unvollstindig.

Insbesondere geht die Vollsténdigkeit von (dz? — dy?) bei konformer Anderung der

Metrik verloren'?.

3.11 Jacobifelder, konjugierte Punkte und Schnittort

Sei (M",g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, + € M und exp, : T,M — M
die Exponegtialabbildung. Wir wissen bereits, dass fiir das Differential von exp, im
Nullvektor 0 € T, M

(d expz)a = idp, p
gilt. Insbesondere ist exp, ein lokaler Diffeomorphismus um 0eT,M.
Wir wollen nun wissen, wie groft der Diffeomorphiebereich von exp, ist. Dazu miissen

folgende Fragen beantwortet werden:

1. Wie kann man
(dexpy)y : Ty(TeM) = Ty M — Texpz(v)M

fiir v # 0 bestimmen? Fiir welche v € T, M ist diese Abbildung ein Isomorphismus?
2. Fiir welchen Bereich U, C T, M ist exp, : Uy C T, M — M injektiv?
3. Wir suchen eine Menge Cut(z) C M, so dass
exp, : Uy C TpyM — M\Cut(x)
ein Diffeomorphismus ist.

Als technisches Hilfsmittel benutzen wir Jacobifelder.

17Siehe O’Neill: Semi-Riemannsche Geometrie, Seite 154, Beem, Ehrlich: Global Lorentzian Geometry
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Jacobifelder und konjugierte Punkte

Definition. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und + : [0,a] — M eine
Geodite in (M, g). Ein Vektorfeld Y € X(M) entlang « heifit Jacobifeld, falls

Y// + R(K 7/)7/ = 0
auf [0,a], wobei Y/ = %,Y” = %%Y fiir den Levi-Civita-Zusammenhang V.
Beispiel 3.71. Y =+ und Y € X, (M) mit Y () := t+/(t) sind Jacobifelder entlang .
Jacobifelder treten bei Variation von Geodéten auf:

Definition. Sei v : [0,a] — M eine Geodite. Eine Variation von + ist eine parametri-
sierte Fliache V' : [0,a] x (—¢,e) — M mit

Das Vektorfeld Y € X, (M) mit Y (t) := %—Z(t, 0) heifit Variationsvektorfeld von V.

Im Folgenden mdéchten wir zeigen, dass man aus jedem geodétischen Variationsvektorfeld
ein Jacobifeld erhédlt. Dazu zeigen wir zunéchst folgendes Lemma:

Lemma 3.72. Sei V : A C R? = M eine parametrisierte Fliche auf M und sei X €
Xy (M), das heifit eine glatte Abbildung

X:A—>TM
(t, S) — X(t, S) S TV(t,s)M-

Dann gilt:

ov oV VVX VVX
R(E’E>X_EE_EW'
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Beweis. Wir wihlen zunéchst eine Karte (U, ¢ = (z1, ..., 2, )) um einen beliebigen Punkt
p € V(A). Wir haben dann die Darstellung

i 0
X(t;s) = &' (ts) 5= (V(t:5)).
i=1 !
::Xi(t,s)
Damit erhalten wir fiir % und dvs Vdi( :
LA S PP
dt at
VVX 328 0'VX;, 08VX V VX;
= X+ o AL .
ds dt — 0s0t * ot ds * ds dt &0 ds dt
Und damit
VVX VVX <. (VVX;, VVX,
A Y (%)
ds dt dt ds ds dt  dt ds
Wir berechnen nun den Term CZ vd)s(i genauer. Wir betrachten dazu die Koordinatendar-

stellung von V', also (V' (t,s)) = (z1(t,s), ..., xs(t,)). Damit gilt

WV oz D WV ~dx D

25~ 228 OTJ(V(.’.))’ rT Bt a—xk(v(%')) :
=
=Xj =Xk
Und mit dieser Darstellung schreibt sich Vd)s(i als
VX, 0 " Oz 0
v Vv — et/ 1%
5 = Ve 89@( (o,0)) 2%, V%(%Z( (o,0))

und nochmaliges kovariantes Ableiten liefert

V VX; T 0 dx; V 0

- v — Vo — + 2.V Vv

dt ds = Otds  oe; O s @ < %Bx,( (.’.))>
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Und damit erhalten wir aus (x) schlieklich die gewiinschte Darstellung:
. (VVX;, VVX; [ <= (0x; Oz, Ox; Oy o

U — é il Rl ol Nl A 1%

;’5 (ds dt — dt ds ) ;’5 Z { g s 0s on ) VoY am

(Indexumbenennung) = Zé’ 83:] iy {V oV o 0 —VaoVo a}(V(
=1 jk=1

oV av\ 0
_Z§R< >(9xl-

ov ov
= —, = | X.
R(@s’ 875)
O

Satz 3.73. Ist V eine Variation der Geoddten ~ : [0,a] — M, die nur aus Geodditen
besteht, d.h. Vs := V(-,s) : [0,a] — M ist eine Geoddte fiir jedes s € (—¢,¢), so ist das
Variationsvektorfeld Y = %—‘8/(-, 0) ein Jacobifeld entlang .

Beweis. Aus dem vorhergehenden Lemma erhalten wir

R (V. OVNOV _VVOV VvV o VOV
ot ds ) ot dtds Ot ds dt Ot
——

=0, weil V5 Geodite

vV VoV

~ dtds ot
VvV VoV

T dtdt 0s’
wobei wir im letzten Umformungsschritt das Symmetrielemma angewendet haben. Nun
erhalten wir aber fiir s = 0O:

P (1.0) = V(1) = (1), 20 =y,

Und setzen wir dies in obige Gleichung ein, so erhalten wir
R, Y)Y ="
und wegen der Schiefsymmetrie von R in (1,2) schlieflich
Y+ R(Y,7 )y =0 auf I.

Dies ist gerade die Bedingung fiir ein Jacobifeld. Folglich ist Y ein Jacobifeld. O
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Beispiel 3.74. Jacobi- und Killingfelder

Sei X € X(M) ein Killingfeld und v : [0,a] — M eine Geoddte. Dann ist X (t) := X (y(t))
ein Jacobifeld entlang ~.

Beweis. Sei {15} der lokale Fluss von X. Da X ein Killingfeld ist, ist
Yvs :UCM—p(U)Cc M
eine Isometrie. Wir betrachten nun die Variation

V:[0,a] x (—e,6) > M
Vi(t,s) = s(v(t))

Ve (t1)
Y.y ()

y(tr)
'Y(tz) Yy )

V' ist eine Variation durch Geodéten, folglich ist das Variationsvektorfeld %—‘S/(t, 0) ein
Jacobifeld. Wir erhalten

P00 = L ((r(0))lsmo

= X(v(to)) = X(to),
denn s — ¥s(y(tp)) ist die Integralkurve von X durch den Punkt ~y(t¢). O

Satz 3.75. Sei~y : [0,l] = M eine Geodite, u,w € T, M,~(0) = x und 7' (0) = v. Dann
gilt
1. Es existiert genau ein Jacobifeld Y € X, (M) mit Y (0) = u und Y'(0) = w.
2. SeiY € X,(M) das Jacobifeld entlang v und Y (0) = 0,Y'(0) = w € T, M. Dann
gilt
Y(t) =t (dexpy)w(w) € Ty M

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Die Jacobi-Gleichung Y +R(Y,~')y' = 0 ist eine Differentialgleichung 2. Ordnung.
Die Losung ist deshalb eindeutig bestimmt durch die Anfangsbedingungen Y'(0)
und Y’(0).
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2. Wir betrachten die folgende geodétische Variation von 7:
V(t,s) = expy(t(v + sw)).
Dann gilt
V(t,0) = exp,(tv) =7 ()
V(t,s0) = expy (v + s0w)) = Yotsow(t)
und aus der Kettenregel folgt

V(1) = 22(1,0) = (dexp, o (1),

Aus Satz 3.73 weifs man, dass Y ein Jacobifeld entlang ~ ist. Auferdem gilt

Y(0) = 0
YV oV Vv oV
Y'(0) E%(an) = 55(0,0)

%—‘;(-,so) ist das tangentiale Vektorfeld an die Geodate V (t,s0) = Vo+sow(t), d.h.

es ist oy
E(O’ $0) = Vo sou(0) = v + sow.
Also gilt:
d
Y'(0) = g(v + sw)|s=0 = w.
Damit ist Y (t) := (dexp,)w(tw) das eindeutig bestimmte Jacobifeld mit Y (0) =
0,Y'(0) = w.

O

Beispiel 3.76. Jacobifelder auf MF konstanter Schnittkrimmung

Sei M™ = M"(Kp) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkriim-
mung Ko und 7 : [0,]] - M"(Kjp) eine auf Bogenlinge parametrisierte Geodéte mit
v(0) = z,7(0) = v. Seien u,w € T, M"™ gegeben und bezeichne U, W € X,(M) die
Parallelverschiebung von u — (u, v)v bzw. w — (w,v)v entlang ~. Dann ist das Jacobifeld
Y € X,(M) mit Y(0) = v und Y'(0) = w gegeben durch

Y(t) =Y (1) + (w,0)t -7 (t) + {u,0)7 (1)

wobei
\/LK_O sin(v/Kot) - W(t) + cos(vVEKo - t) - U(t), falls Ky > 0,
Y(t) =14 Ut)+tW(t), falls Ko =0,

\/E_I(() sinh(v/—Kot) - W(t) + cosh(v—Ko - t) - U(t),  falls Ky <0.
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Zum Beweis benutzt man
R(X,Y,T,2) = Ko(9(X, 2)g(Y,T) - (X, T)g(Y, 2))

und berechnet Y + R(Y,~')y = 0.

Satz 3.77. Bezeichne Jac,M den Vektorraum der Jacobifelder entlang ~v. Dann gilt:
1. Jacy M ist ein 2n-dimensionaler Vektorraum.
2. {Y € JacyM| Y L ~'} ist ein (2n — 2)-dimensionaler Vektorraum.
3. {Y € Jac,M| Y (0) =0,Y L~} ist ein (n — 1)-dimensionaler Vektorraum.
Insbesondere gilt fiir Y € Jacy, M

(Y(£),7'(t)) = at +

(wobei (-,-) die Metrik bezeichnet).

Beweis. Sei Y € Jac, M. Wir zeigen, dass die Funktion ¢t — (Y(¢),~'(¢)) linear ist:

d \% \%

Y. AN = (v~ V. AN = (Y A
) (V) + (Y, 27) = (Y'.)
d2

\%
V) = YA+ (Y )
= _<R(K ’7/)’7,”7,> = R(V,’Y’ ’7,”7,) =0.

Folglich gilt (Y (t),~/(t)) = at + 8 mit 8 = (Y(0),4/(0)) und a = (Y'(0),+/(0)). Die
Bedingung (Y,~') = 0 liefert a = 8 = 0, also einen Unterraum der Kodimension 2 im 2n-
dimensionalen Raum aller Anfangsbedingungen (Y (0),Y’(0)). Ist zusdtzlich Y(0) = 0, so
ist bereits § = 0 und man hat einen Unterraum der Kodimension 1 im n-dimensionalen
Raum der Anfangsbedingungen Y”(0). O

Definition. Sei x € M, : [0,a] — M eine Geodéte mit v(0) = z und ¢y € (0,a]. Der
Punkt 7(to) heifit konjugiert zu = entlang ~, falls ein Jacobifeld Y € X, (M) existiert mit
Y #Z0und Y(0) =Y (ty) = 0.

¥ (to) Y
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Bemerkung: Fiir dieses Jacobifeld gilt Y L +/, denn nach Satz 3.77 ist (Y (¢),~/(t)) = at
und somit a = 0 wegen Y (to) = 0.

Satz 3.78. Sei x € M und v € T, M. Das Differential der Exponentialabbildung
(d epr)tU : T’Ut(TJJM) — T’\/U(t)M

ist genau dann ausgeartet, wenn die Punkte x und ,(t) zueinander konjugiert entlang
der radialen Geoddten -y, sind.

Beweis. Wir wissen, dass das Vektorfeld Yy, (t) = t(dexp,)w (w) das Jacobifeld entlang
~p mit ¥3,(0) = 0 und Y, (0) = w ist. Folglich gilt:

(dexp,),, ist ausgeartet < Jw € TpM, w#0 : (dexp,),, (w) =0
& Y, ()=0, Yy (0)=0
< zund 7, (t) sind konjugiert entlang -,

Jacobifelder und konjugierte Punkte fiir Riemannsche
Mannigfaltigkeiten

Im Folgenden sei (M™,g) immer eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Zunéchst einige
Beispiele:

Beispiel 3.79. Konjugierte Punkte von Riemannschen MF

1. Auf den Riemannschen Mannigfaltigkeiten (R, (-, -)rn) existieren keine konjugier-
ten Punkte:

Fiir R™ ist die Schnittkriimmung Ky = 0. Das Jacobifeld Y € X, (R™) mit Y'(0) =0
und Y'(0) = w L v ist gegeben durch Y (t) = tW(t), wobei W (t) die Parallelver-
schiebung von w # 0 entlang -, ist. Folglich ist Y (¢) = ¢ - W(t) # 0 fiir alle
t>0.

2. Auf (H", ggrn = x%(dm% + ... +dz2)) existieren keine konjugierten Punkte:

H" hat konstante Schnittkriimmung K, = —1. Das Jacobifeld Y € X, (H") mit
Y (0) =0 und Y'(0) = w L v ist gegeben durch Y (¢) = sinh(t)- W (t) # 0 fiir t > 0.
3. Auf der Riemannschen Sphére S™ sind zwei Punkte z und y genau dann konjugiert,
wenn y = —x gilt:
S™ hat konstante Schnittkriimmung Ko = 1. Das Jacobifeld Y € X, (S™) mit
Y (0) = 0 und Y'(0) = w L v ist gegeben durch Y (t) = sint - W (t), wobei W (%)
die Parallelverschiebung von w € T,,M entlang =, ist. Folglich gilt Y'(¢) = 0 genau
dann, wenn ¢t € 7 - Z. D.h. die Punkte x, —z € S™ sind konjugiert entlang jeder
Geodaten.
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Als néchstes werden wir zeigen, dass die Schnittkriimmung eine Aussage {iber den Verlauf
von Geoddten macht. Dazu benutzen wir den folgenden Satz iiber Jacobifelder:

Satz 3.80. Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und ~ : [0,a] — M eine
Geodite mit v(0) = x und ~'(0) = v. Sei weiterhin w € T, M ein Vektor mit (v,v) =
(w,w) = 1 und (v,w) = 0. Bezeichne Y das Jacobifeld entlang v mit Y (0) = 0 und
Y'(0) = w. Dann gilt

1
”Y(t)” =1t- EKspan(v,w) (‘T)tg + O(t?’)

Beweis. Wir betrachten die Taylorentwicklung der Funktion h(t) = (Y'(¢),Y(¢)) im
Punkt ¢t = 0:

1 1 1
mw:mm+Mmﬁ+§me+Ewwmﬁ+ﬁmmm#+dﬂ

Dabei gilt:
h(0) = (¥(0),Y(0)) =0
W) = 2(Y(0),Y(0)) =0
R"(0) = 2(Y"(0),Y(0)) + 2(Y'(0),Y'(0)) = 2(Y'(0),Y'(0)) = 2{(w,w) =2
h"(0) = 2(Y"(0),Y(0)) +6(Y"(0),Y"(0)) = —6(R(Y(0),7'(0))7(0),Y"(0)) =0
A (0) 8(Y"(0),Y'(0)) 4+ 6(Y"(0),Y"(0)) .

(RYA)) ==(VyR)Y, A )Y —RY' Y)Y =REY, ¥ W —RY,Y) 7" .
~~ ~~

0 0
Folglich gilt in ¢ = 0:
Y"(0) = —R(w,v)v .
Damit folgt A (0) = —8Kpan(v,w) (7). Wir erhalten

1
”Y(t)”2 = t2 - ngpan(v,w) (.%')t4 + O(t4)'
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Fiir die Wurzel erhilt man durch Multiplizieren und Koeffizientenvergleich
L 3 3
”Y(t)” =1- éKspan(v,w)(x)t + O(t )
O

Bemerkung. Da fiir den flachen Raum R = 0 gilt, folgt in diesem Fall aus V" =
“R(Y,v)y=0Y(t) =tP,, ,(v) und damit [|Y(¢)|| = t.

10,4

Fiir die gekriimmten Félle gilt:

1
||Y(t)H =1- éKspan(v,w) (x)tg +0(t3)

Abweichung vom flachen Verhalten

/

1. a = Kgpan(ww)(z) < 0. Dann ist ||V (t)[| =t + |a[t®> monoton wachsend. In diesem
Fall laufen die Geodéiten auseinander.

2. a = Kgpan(v,w) > 0. Dann hat [[Y(¢)[] =t - lat? ein lokales Maximum. In diesem
Fall laufen die Geodéaten zusammen.
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Satz 3.81. Sei (M™,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und «y : [0,1]] — M eine auf
Bogenlinge parametrisierte Geoddte. Sei V : [0,1] X (—e,e) — M eine Variation von -y
mit dem Variationsvektorfeld Y = %—‘S/(-,O). Bezeichne L : (—e,e) — R die Linge der
varierenden Kurven

Dann gilt fir die 1. und 2. Variation von L:

L'(0) = (Y(1),7' (1)) = (¥(0),7(0))

l
20) = [(IP0F -REA )+ (35007 0) - (350,070
0

VoV

S 0S

wobei Y die Normalprojektion des Variationsvektorfeldes Y ist:
}7 =Y — <Y, ’7/>’71'
(Sind die Randkurven s — V(0,s) und s — V(l,s) Geodditen, so fallen die letzten beiden

Summanden von L"(0) weg.)

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Wegen
!

’ 1
L(s):/Haa—‘t/(t,s)udt:/<8a—‘t/(t,s),aa—‘t/(t,s)>2dt
0 0

folgt

l
o [ Vv, v
e 0/ Gy s ot ) B )

Wir wissen:
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und

Daraus folgt
l l d
/ (¥'(t), ' (£)) dt = / SOV (0,7 ()t = (¥ (1), 1)) — (¥(0),7(0).
0 0

2. Wir leiten die Formel fiir L'(s) nochmals ab und erhalten in s =0

l

o / HV’tt { (s g 007/ 0) + (G 50 - 5t 0)>}
0
1 0 H3<Zs(2i‘t/(t 0.7 (1) Ja

_v
6
!
-/ { (T 00 (00).7/(0)) + (70, Y(0) ~ (V). (@) ¢ e
0 =(Y'(t),Y'(t)) (s.u.)

{ 8V 8V ov " )>\570 <VV(9V

55 9t 95" Eag(w)m’(tw!szw(ff’(t),ff’(t»}dt

= [ (RO YA+ ST 0) 1) + (70, 70 )
Denn es gilt
Y(t) = YO - Y0700,
Yit) = Y'(t) = (Y'(t),7 () ()
und somit B
(Y'(6),Y'(t)) = (Y'(£), Y'(t)) — (Y'(£),7'(£))?
O
Bemerkungen:

1. Analoge Formeln gelten fiir stiickweise glatte Variationen (werden entlang der
Stiicke summiert)

2. Ist V eine Variation mit festem Endpunkt und festem Anfangspunkt (= eigentliche
Variation)
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so gilt fiir das Variationsvektorfeld Y (0) = Y (I) = 0 und folglich
o) =

[
(o) = /M”IF ROV, A V)t .
0

Definition. Sei 7 : [0,l] — M eine auf Bogenlénge parametrisierte Geodédte und X,Y €
X, (M) Vektorfelder entlang v mit X (0) = X(I) = 0 und Y (0) = Y(I) = 0. Dann heifst
die symmetrische Bilinearform

L(X)Y):=— [ (X, Y'+R(Y,y)y)dt

ST T
>

l l
Y’)’dt+/(X’,Y’>dt—/R(X,v’,y’,Y)dt
0 0

(X, Y")L=0 symm. in X,Y

die Indexform von ~.

Da fiir Vektorfelder Y € X, (M) gilt

Yy = ) - ()

erhilt man folgende Beziehung zwischen der Indexform von ~ und der 2. Variation der
Bogenlénge:
Satz 3.82. Sei v : [0,l] — M eine auf Bogenlinge parametrisierte Geodite und Y €
X, (M) ein Vektorfeld mit Y (0) =Y (I) =0 und Y L ~'. Dann definiert Y die eigentliche
Variation V : [0,1] X (—e,e) = M
V(t,s) = expyp (sY (1))
mit dem Variationsvektorfeld Y. Fiir die Indexform gilt
l
L) = [ (VP R oY)
0
= L"(0)

wobei L(s) =1LV (-,s)).
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Wir erhalten nun die folgende Aussage iiber die Linge von Geodéten, auf denen ein
konjugierter Punkt liegt:

Satz 3.83. Sei~y : [0,l] — M eine auf Bogenlinge parametrisierte Geoddte und v(0) = x.
Sei ty € (0,1) und y(to) konjugiert zu v(0) = = entlang v. Dann ezistiert eine eigentliche
Variation V von 7 so dass

L(V;) < L(y) Vs € (—¢,2)\{0}

Vs

)

X

Insbesondere ist v nicht minimierend zwischen x und y.

Beweis. ~y(tp) ist konjugiert zu = entlang . Folglich existiert ein nicht verschwindendes
Jacobifeld Y € X, (M) mit Y(0) = 0 und Y (¢y) = 0. Nach Satz 3.77 ist dann Y L 4" und
Y'(tp) # 0, da sonst Y = 0. Bezeichne nun Z, € X, (M) die Parallelverschiebung von
—Y'(to) entlang v und 6 € C*°([0,1]) eine Funktion mit #(0) = (1) = 0, O(ty) = 1. Wir
betrachten das Vektorfeld Z € X, (M) definiert durch Z(t) := 60(t) - Zy(t). Dafiir gilt

Z0)=2Z(1) =0 , Z(te) = —Y'(to) .
Fir a € R setzen wir

_ [ Y(t)+aZ(t) te0,t
Ya(t) = { a- Z(t) te [to,lo]

Y, ist stetig und stiickweise C*°. Aufierdem gilt Y, (0) = Y, () = 0. Benutzt man Y 1 +/

und (Y'(t0), 7 (to)) = L((Y'(t),7(t)))li=0 = 0, so folgt aus der Definition von Z, dass
Y, L 4. Sei nun V, die durch Y, definierte stiickweise glatte Variation

Val(t,s) = exp,y(t)(s Yo (t)).
Nach Satz 3.80 und 3.81 gilt fiir die Bogenldnge L, (s) = {(V,(-,s))

LL(0) = 0
LI0) = I,(Ya,Ya) .
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Nach Definition von I, (Yy,Ys) gilt I,(Ya, Ys) = It + Io + I3, wobei

to
L = Ly, (YY) =- / YY"+ R(Y,y )y )dt.
0 0, da Y Jacobifeld
I, = I’Y|[O,t0](aZ’Y) + Iﬂ[o’to](Y, aZ)
to to
= —a/(Z, Y + R(Y, v )y )dt — a/(Y, Z" + R(Z, 4"y )at
0 0

Eine kurze Zwischenrechnung liefert:
(2,Y) =Y. 2) =(Z"Y)+(2Y") - (V' Z') - (¥, Z") + R(Y,7 .7, 2) = R(Z,7,7.Y)
=(ZY"+R(Y,Y)) = (V. 2"+ R(Z,+')Y).
Damit formt man I weiter um zu
to to
L = —2a / (Z,Y"+R(Y, 7)Y )dt + « / (2,Y") = (v, 2")) dt
0 0.da v Jacobifeld 0
= a((Z(t), Y'(to)) — (Y (t), Z'(t0)))
= aflY'(to)|.
I = IL(aZ,aZ)=a1,(2,7).
Dann gilt fiir die Variation der Bogenlénge
L) = 0
Lo(0) = L(YaYa) = ’1,(Z,Z) — oY’ (to) ||
= —a(|[Y'(to)l* - al,(Z, 2)).
Ist o hinreichend klein, so ist ||Y”(t9)| — ol (Z, Z) > 0, also L7(0) < 0. Fiir diese « ist
Vy eine Variation von +, fiir die I(y) ein striktes lokales Maximum von L(V,(-,s)) ist.

Also gilt
L(Va(-8)) < L(y) Vs € (—&,8)\{0}.

[l
Satz 3.84. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Seien ~,0 : [a,b] — M zwei

verschiedene gleichlange Geoddten, die zwei Punkte x und y verbinden.

d(b-¢)

x =@
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Dann ist v : [a,b + €] — M nicht minimierend (fir beliebige € > 0).

Beweis. Sei £ > 0 und bezeichne ¢ : [a,b+ ] — M die Kurve

Sei U(y) konvexe Umgebung und ¢’ € (0,¢) so klein, dass ¢(b —&’), (b + €’) € U(y).
Da U konvex ist, existiert eine minimierende Geodéte n von ¢(b —e’) nach ¢(b+¢’). Da
¢ in ¢(b) eine “Ecke” hat, ist @|(_e p+e) nicht geodétisch, also auch nicht minimierend
zwischen ¢(b — &) und ¢(b+¢') = v(b+ &’). Folglich gilt

l(¢[b7€/,b+€/]) > d(¢(b - 6I)’ ¢(b + 6/))'

Folglich existiert eine Kurve zwischen = = ~(a) und z = ~(b + &), die kiirzer ist als

Pliaprer- Dal(0]iap) = UPliap) = 1V]jap) und Slppren = Ylppren, existiert eine Kurve
von z nach z, die kiirzer ist als 7|(, y4..1). Folglich ist 7|(4 p4e) nicht minimierend zwischen
x und z. ]

Schnittorte in vollstindigen Riemannschen Mannigfaltigkeiten

Im Folgenden sei (M, g) eine vollstindige zusammenhéngende Riemannsche Mannigfal-
tigkeit, x € M und exp, : T,M — M die Exponentialabbildung. Wir wollen nun den
Diffeomorphiebereich von exp, studieren. Nach dem Satz von Hopf und Rinow ist es
surjektiv. Was kann also verhindern, dass exp,, ein Diffeomorphismus ist?

1. exp, ist nicht injektiv, d.h. 2 verschiedene Geodéten treffen sich.
2. dexp, ist in einem v in T, M ausgeartet, d.h. nicht injektiv.

Sei darum

C(z) := {y € M|es existieren 2 verschiedene minimierende Geodéten von x nach y

oder y ist zu = konjugiert entlang einer Geodaten}.

Die Siitze 3.83 und 3.84 besagen, dass aus y € C(z) fiir v € exp, '(y) und ¢ > 0 folgt,
dass Yy |[0,14¢) nicht minimierend ist.

Sei v € T, M und =, : R — M die eindeutig bestimmte Geodéte mit v,(0) = = und
~,,(0) = v. Bezeichne

Jy :={t € R>g | 7, ist minimierend auf [0,¢]}.

Dann gilt:

o ty € J, = [0,t] C J, (Dreiecksungleichung)
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e J, ist abgeschlossen:

Seien t, € J, und konvergiere t,, — t € R. Dann gilt

d(y(tn), @) = tn - [lv]| = ¢ [|v]|

und da d stetig ist, folgt

Ay (t), ) =t - [lvll = I(oljo),
d.h. t € J,.
Sei nun p(v) = sup J, < oo, d.h. J, = [0, p(v)]. Dann gilt:
e p(v) ist der grofte Parameter ¢, fiir den [jy 4 noch minimierend ist.
o p(v) = Ap(Av) VA €R, da yy(t) = vu(At).

o p:{veT,M]||v| =1} — R ist stetig und von unten beschrinkt durch ¢ > 0
(siehe Kobayashi / Nomizu, Teil II, S. 98).

Wir betrachten nun die offene Menge U, C T, M

Uy :={t-v|veT,Mv|]|=10<t<p)}.

PV

pw)w

Nach Umnormierung kann man U, auch in der folgenden Form schreiben
w
|

U, - {w eT.M | |lu] < ﬂ(—)}

[[w
= {welT,M|1<pw)}

= {w € T, M | es existiert ein ¢ > 0, so dass Yu|o,14] minimierend ist} .
Definition. Die Menge
Cut(z) = expy(0Uz) = {7 (p(v))| v € To M, [v[| = 1}
heifit der Schnittort von x.

Satz 3.85. Sei (M, g) eine zusammenhdangende vollstindige Riemannsche Mannigfaltig-
keit. Dann gilt fir jedes x € M :
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1. M = exp,(U;)U Cut(z)
2. exp, : Uy — M\Cut(z) ist ein Diffeomorphismus.
3. Cut(x) = C(x). Insbesondere gilt:

z € Cut(y) < y € Cut(x).

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1.

a)

Behauptung: M = exp, (U,) Uexp, (0U,):

Sei y € M. Dann existiert nach dem Satz von Hopf und Rinow eine Geodite
~v von x nach y und d(z,y) = I(y). Sei v : [0,1] = M,~v(0) = z,v(1) =y
und bezeichne v := 4/(0). Dann ist p(v) > 1, also v € U, U 9U, und somit
y € exp,,(U,) Uexp, (0U,).

Insbesondere ist exp,, : Uy — M\ Cut(x) surjektiv.

exp,(Uy) Nexp, (0U,) = 0:

Seiy € exp, (Uy)NCut(z). Day € exp,(Uy), existiert eine Geodéte v : R — M
mit y(0) = x,7(l) = y und v|[p 4] ist minimierend fiir ein & > 0.

Da y € Cut(z) = exp,(0U;), existiert eine Geodéte § mit §(0) = x und
0(b) =y, die bis b minimierend ist und danach nicht mehr. Dann miissen die
Geodéten v und ¢ verschieden sein.

Dann kann aber  nicht minimierend auf [0,/4 €] sein (Satz 3.84). Dies ist ein
Widerspruch, d.h. M = exp,(U,)U Cut(z) ist eine disjunkte Vereinigung.

2. Wir zeigen, dass exp,, : U, — M\ Cut(z) ein Diffeomorphismus ist:

3.

2)
b)

Nach Satz 3.84 und der Definition von U, ist exp, : U — Cut(x) injektiv. Nach
Satz 3.83 gilt: Ist v € U,, so sind x und exp,(v) = y nicht zueinander konjugiert
entlang 7,(t) = exp,(tv). Nach Satz 3.78 ist dann (dexp,), : T,(TxM) — T,M
ein Isomorphismus, also ein lokaler Diffeomorphismus. Da exp,, : U, — M\ Cut(z)
auch bijektiv ist, ist exp, : U, — M\ Cut(x) ein Diffeomorphismus.

C(z) C Cut(z) folgt aus den Sétzen 3.83 und 3.84.

Cut(z) C C(x): Angenommen y € Cut(x) \ C(x). Dann gibt es genau eine
minimierende Geodite von x nach y und (dexp,), ist fiir alle v € exp, !(y)
ein Isomorphismus und nach dem Satz vom lokalen Diffeomorphismus gibt es
Umgebungen U (v) und U(y), fiir die exp, : U(v) — U(y) diffeomorph ist. y €
Cut(z) = pv)=1 = 7(v)|[0,14¢ ist fiir € > 0 nicht minimierend.
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Sei {t;|i € N} C (1,2) eine Folge mit ¢; \, 1 und p; := ~v(¢;). Nach dem Satz
von Hopf-Rinow gibt es minimierende Geodéten ~,, mit v; € T, M von x nach
pi.

v; ¢ U(v), da (exp, |[~](U))_1(pl-) = t;v, d.h. die minimierende Geodéte wére .

[oill = d(z, pi) = d(z,y) = [|v]].
Weil ¢l K(0,2||v||) C T, M kompakt ist, existiert eine Teilfolge v;,, die gegen

ein 0 ¢ U(v) konvergiert. exp, ist stetig, also konvergiert auch {p;, |k € N}
gegen exp,(0). {p;, |k € N} konvergiert aber als Teilfolge von {p;|i € N} auch
gegen y, d.h. exp,(0) = exp,(v). Es ist aber auch I(y,) = [|v| = ||7]] =
[(vs), d.h. 7, und 5 sind verschiedene minimierende Geodéten von z nach y.
Widerspruch. Es muss also Cut(z) \ C(x) = 0 gelten.

0

Wir haben also einen Diffeomorphismus exp,, : U, — M\ Cut(z) und fiir den Schnittort
Cut(z) gilt

Cut(r) ={y € M| es existiert eine minimale Geodéte von z nach y, die danach nicht

mehr minimierend ist.}
Definition. Sei (M, g) eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann heifst
rinj(x) := d(z, Cut(x))
Injektivitdtsradius von (M, g) in z € M.
ring (M) = inf 7inj(2)

heifst Injektivitétsradius von (M, g).

Nach Definition von Cut(x) gilt dann
B,..; (x)(x) = exp, (K (0, inj(x))

ist die maximale geoditische Kugel um x, auf der exp, ein Diffeomorphismus ist.



4 Krimmung und Topologie - Einige
Beispiele

4.1 Der Satz von Gauft - Bonnet

Aus der Differentialtopologie ist bekannt:

1. Jede glatte orientierbare zsh. 2-dim. MF M? ist triangulierbar, d.h vollstindig durch
ein Netz von “Dreiecken” zu {iberdecken. (“Dreieck” bedeutet diffeomorph zu einem
Dreieck).

2. Sei eine Triangulierung einer kompakten MF M? fixiert und bezeichne

e ¢y =Anzahl der Ecken
e ¢; =Anzahl der Kanten
e ¢9 =Anzahl der Dreiecke.
Daraus definieren wir die Eulersche Charakteristik

2
X (M) :=ey—e+ey= Z(—l)i dimg Hig (M)
1=0

X (M) ist eine topologische Invariante.

3. Ist M? zusammenhingend, kompakt und orientiert, dann ist M? homdomorph zu

M? =SP4 T4 #T? = F,

p-mal

wobei x (MQ) = 2(1 — p). Die Zahl p heift “Geschlecht” von M?2.
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p=2

Ziel: (GauR-Bonnet) Sei M? kompakt, orientierbar und zusammenh#ngend mit Riemann-
scher Metrik und Schnittkriimmung' K € C* (M). Dann gilt

——

Unabhéngig von g!

/KdM: 2rx (M) =4n(1—p).
M

N——

Totalkriim.
Folgerungen:
e M? ist diffeomorph zu S? (p=0) < [KdM >0
M
e M? ist diffeomorph zu T? (p=1) <= [KdM =0
M

e M? ist diffeomorph zu F, (p > 1) <= [ K dM < 0.
M

Im folgenden sei (M, g) stets eine kompakte, orientierte und zsh. Riemannsche MF der
Dimension 2. Mit V bezeichnen wir ihren Levi-Civita-Zsh. Sei v : I € R — M? eine
auf Bogenlinge parametrisierte Kurve auf M?2. Dann sei

e 7(t) :=+/(t) der Tangentialvektor von ~y, und
e n(t) =Dz (7(l)) € T, M? der Normalenvektor von v (t).

Dabei bezeichne D, eine Drehung in positive Richtung, sodass
(T (t) T (t)) S OTA,(t)M'
Wir betrachten das VF Vd—zl € X, (M) entlang v. Da g(v/,') = 1, folgt

vy,
g(ﬁ,v)

0,
d.h. Vd—z/ (t) und n (t) sind parallele Vektoren. Folglich existiert eine Funktion
kg: T —R

mit

lsiehe dazu die Definition auf Seite 175
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Definition. k, (t) heifit geodétische Kriimmung von

y: I — M?
im Parameter t.

Bemerkung. Offensichtlich gilt

v /
v ist eine Geodite < dz

=0k, =0.

Satz 4.1. Lokale Version von Gauf3-Bonnet. Sei U C M? eine offene Teilmenge, so
dass cl (U) diffeomorph zu einer Kreisscheibe in einem Kartenbereich von M? ist. Dann
qilt

l

/KdM+/kg:27T mit /k:g::/k:g(t)dt,
U

ou ou 0

wobei ky die Krimmung der auf Bogenlinge parametrisierten Parametrisierung
v [0,1] — OU
ist, bei der v der auf OU induzierten Orientierung entspricht.

Beweis. Sei U C M? eine 2-dim. Untermannigfaltigkeit mit Rand U = S1.

C oy
7(0)

Auf dem Kartenbereich U existieren globale Vektorfelder X, Xo € X(U), sodass (X1 (z), Xo (2))
eine positiv-orientierte ONB in T,U bilden.

1. Wir betrachten die 1-Form w € Q'(U)
w =g (X1, VXy)

Behauptung: dw = K dM |

Da (X1, X>) eine positiv-orientierte ONB ist, geniigt es zu zeigen, dass

dw (Xl,XQ) =K.
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Es gilt nun

dw (X1,X2) = X1 (w(X2)) = Xo(w (X)) —w([X1, X2])

= Xi1(9(X1,Vx,X2) — Xo(g9(X1,Vx,X2)))
—9 (X1, Vix, x,) X2)

= ¢(Vx, X1,Vx,X2) +9(X1,Vx, Vx,X2)
-9 (Vx, X1, Vx, X2) — 9 (X1, Vx,Vx, X2)
—9 (X1, Vix, x,)X2)

= 9(X1,(Vx,Vx, = Vx, Vx, — Vix, x57) X2)
+9 (Vx, X1, Vx,X2) — g (Vx, X1, Vx, X2)

= R (XI,X2,X2aX1) +g (VX1X1’ vX2‘X2) -9 (VX2X1’ VX1X2)

K
Da g (X;, X;) =1 folgt
e VxX; L X fiir alle X und
e VxXy LX5 fiir alle X.

Damit ist dann
VXXl = a(X)X2 und VXXQ = b(X)Xl

Wir erhalten also

9(Vx, X1,Vx, Xo) = a(X1) - b(X2) - g(X2,X1) =0

und

9(Vx, X1, Vx, X2) = a(Xa) - b(X1) - g(X2,X1) =0.

Die Behauptung wire damit gezeigt.

. Aus dem Satz von Stokes folgt nun

Il
—
€

/KdM:/dw
U U

Behauptung:

Seiy: [0,] — QU eine auf Bogenlidnge parametrisierte Parametrisierung von oU,
entsprechend der induzierten Orientierung auf OU. ( D.h. (8U\~ (0),y~!) ist eine

Karte von 0U. )
Sei X; € X, (M) das Vektorfeld
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und (7 (t),u (t)) die Tangenten- und Normalvektoren in v ().
Sei weiterhin ¢ (t) := Z (X7 (¢),7 (t)), dann ist

(0)=(m2 ) (o) v

Drehung um ¢

Da 7 eine Parametrisierung von 90U \y (0) ist, ist mit % =+ (t) =71(t)
l

/w:/lw<%) dt:/w(wl(t)) dt ()
ou 0 0

Weiterhin ist

w(®) = 9(X1,Vy@Xa)
= cosp(t)-g(T(t),VypX2) —sine(t)-g(n,V,yXs)

und
VyXy = Vo (sing(t) 7(t)+cosp(t) n(t))
= cosp(t)- ¢ ()7 (1) +sinp (1) - T
—sing (t) - ¢’ (t) - n(t) +cosp(t) - th(t)
bzw.
G 0) = o o(t)¢ (04 eosp () sing ()9 (20, )
—cos’p(t) g (v’(t), vzt(t)>
st (0)- g (00, 7 )+ (sinp (0) ¢ 1)
—cosp(t)-sinp(t) g (n (t), Vzt(t)>
Da aber
e g(n(t),n(t) =1 = g(n,%) =0
« g1, M) =0 = g(n ) +g(Te7)=0
eV A ) =1 = g, GF)=0
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und nach Definition Vd—z =k (t)-n(t), folgt

w(y (1) =& (t) — kg (¢)

Setzen wir dies in (¥%) ein, dann erhalten wir

/w:

ou

ou

Da 0OU eine einfach geschlossene Kurve ist, gilt fiir den Winkel
() = ¢(0)) = 2m,
womit die Behauptung bewiesen wére.

/KdM—i—/kg:Qﬂ'.
U

ou

Insgesamt ist also

0

Satz 4.2. Gauf-Bonnet fiir n-Ecke. Sei U C M? offen und U liege in einem Kar-
tengebiet von M? und sei diffeomorph zu einem N-Eck. Seien f3; die Innenwinkel und
bezeichne

o =m—p

dann gilt

n
[ry+> 0=
i=1

ou

/KdM+
U
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Beweis. Sei U.eine “gegléttete” Umgebung von U:

UcU.cU U. ist diffeomorph zu einem Kreis D?

Dieses U, bekommt man, indem man einen Kreisbogen um p; vom Radius € (bzgl. dg)
und orthogonale Geodaten der Linge € auf die ~; legt. Auf dieses U, wenden wir nun

Satz 4.1 an und erhalten
/KdM+/kg:27r.
Ue

oUe

Aus der Stetigkeit des Lebesgue-Mafes folgt dann fiir den Grenzwert

/KdM =9 /KdM
Ue U

Des weiteren ist

0. i=1 5 i=1 Je

parallele Randstcke Kreisbogenabschnitte
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Da ('yf)/ — 74 und n§ — n; fiir e — 0, so geht auch k:gie — kg und damit ist

E%Z/kgzzlg%/kg:/kg:/kg
Lo ! v§ Vi ou

Wie in Satz 4.1 Fiir die Kreisbogen gilt

() 5
/k:g:/cp/(t) dt—/w
d 0 d
()
Dabei ist

Fithrt man nun den Grenziibergang ¢ — 0 durch, dann erhilt man

a;(€) — Z(v,v2) = oy

/w—>0,

ds

7

und



4.1 Der Satz von Gauft - Bonnet 257

da d sich zu einem Punkt zusammen zieht. Insgesamt ergibt dies dann

n
lim kg:/kg—i—Zai
ou =1

U,

und dies verifiziert die Behauptung. O

Folgerung. Winkelsumme in Geoddtischen Dreiecken

Sei (M 2, g) eine 2-dim. RMF und A C M eine geodétisches Dreieck, d.h A ist diffeom.
zu einem Dreieck und seine Kanten bestehen aus Geodéaten.

Seien weiterhin 3, 5o und f3 die Innenwinkel von A\, dann gilt

/31+/32+/33:w+/KdM.
VAN

Insbesondere ist dann
1. Fiir

e K =0 die Innenwinkelsumme > 3; =,
e K < 0 die Innenwinkelsumme ) 3; < m und fiir
e K > 0 die Innenwinkelsumme > 3; > .

Dies gilt fiir beliebige Geodétische Dreiecke.
2. Sei K = Kj, dann ist
ZBZ:W—}—K()VOZ(A),

d.h. die Innenwinkelsumme hingt vom Volumen ab!

Modelle fiir Geometrien?

Sei (M 2, g) eine einfach-zsh. RMF.
1. Die Euklidische Geometrie K=0

Im R? mit dem Standardskalarprodukt sind die Geoditen die Geraden, ein geodi-
tisches Dreieck hat folgende Gestalt:

(5>

B1 B2

%siehe hierzu auch die Betrachtungen auf Seite 205
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Fiir die Innenwinkel gilt nun wie zu erwarten

> Bi=m

2. Die Sphirische Geometrie K=1
Hier sind die Geodéten gerade die Grofikreise.

Die Innenwinkelsumme ist also
Zﬁl =n+ Vol (L) > 7.

3. Die Hyperbolische Geometrie =-1
Die geodétischen Dreiecke haben hier die Gestalt:

Fiir die Innenwinkelsumme ergibt sich deshalb

Zﬁizﬂ'—Vol(A)<7T.

Der Beweis des Satzes von Gauli-Bonnet

Satz 4.3. Gaufl-Bonnet. Sei (M2,g) eine kompakte, orientierte, 2-dim. RMF mit
Schnittkrimmung K, dann gilt

/KdM:27rx(M)
M
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Beweis. Wir triangulieren M (zerlegen es in Dreiecke A;). Dann gilt

/KdM Z/KdM
M I A

3
RO / kg"‘(Zﬂi (%)) -7

J oA,

(Wir wihlen die A; so, dass clA\; in einem Kartenbereich liegt.) In der Triangulierung
tritt jede Kante in genau 2 Dreiecken mit jeweils entgegengesetzter Orientierung auf.

Nach Definition von kg ist dann mit 4 (¢) ==~ (l — k) =~

l
/k:g = /kg(s)ds:—/kg I—s | ds
0

T

und damit ist

Z/kgzo.

AT

Wir betrachten nun die Innenwinkelsummen:
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VA
o

In jeder Ecke ist die Summe der anliegenden Innenwinkel der Dreiecke gleich 27, sodass

3
DD Bi(dy) =2 e,
joi=1

und deshalb
/KdMZQﬂ'-eo—eg-ﬂ'.
M

Nun hat jedes Dreieck 3 Kanten. Da aber jede Kante jeweils in 2 Dreiecken vorkommt,

gilt fiir die Anzahl der Kanten e

e _§ (&
1—2 2-

Es ergibt sich nun

/KdM = 2m-eg—ey-m=2m-eg+2-eg-m—3-ex-71
M

= 2mw(eg —e1 + e2)
277-)((M2).

4.2 Lokale Isometrien und semi-Riem. Uberlagerungen

Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Uberlagerung von M ist ein Tripel
(M, , M) aus folgenden Objekten

1. M ist eine glatte MF.
2. m: M —> M ist eine C*°-Abbildung.
3. Fiir jeden Punkt x € M existiert eine offene, zsh. Umgebung U (x) C M, sodass

=~ ) =,
el
wobei U; C M offene und paarweise disjunkte Mengen sind, fiir die
W’Ui : ﬁz — U

ein Diffeomorphismus ist.
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Fiir zsh. MF ist [ fiir alle x € M gleich. Die Umgebung U (z) heifst korrekt tiberlagerte Umgebung,
die U; heiflen Blétter iiber U. Die Mannigfaltigkeit M heifst Basis(raum), die Mannigfal-

tigkeit M Totalraum und die Abbildung 7 Projektion der Uberlagerung <J\7 , M, 7r>.

SE=
T M

Ist die Anzahl der Blatter endlich, so spricht man von einer endlichen Uberlagerung. Ist
M selbst korrekt iiberlagert, dann heifit = : M — M trivial.

Bemerkung. Oft zeichnet man in <]T/f , M, 77) einen Basispunkt aus: Sei zg € M und

To € 71 (z0), so schreibt man auch
T (M,.i’o) — (M,.%'o)

als Uberlagerung.

Beispiel 4.4. Uberlagerungen
1. Uberlagerung der S!
Die Abbildung

exp: R — SlccC

liefert eine Uberlagerung der S*.
2. Uberlagerung der S!
Die Abbildung

pp:StcC — S'ccC
z — 2"

liefert eine n-fache Uberlagerung der S*.
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3. Uberlagerung des RP" durch die S”
Hierzu verweisen wir auch auf das Bsp. 1.3.
Die Abbildung

T: S — RPn:Sn/{ild}
x +— Az, —x}
liefert eine Uberlagerung von RP".

4. Allgemein

Sei I' eine Gruppe von Diffeomorphismen die eigentlich diskontinuierlich wirkt, d.h.
fiir jeden Punkt x € M existiert eine Umgebung U (z), sodass

U@)Ng-U(x)=0  Vg#eausT.

Dann ist
w: M — M/p

eine Uberlagerung.

Uberlagerungen werden topologisch durch die Fundamentalgruppe 71 (M) klassifiziert.?

Eigenschaften von Uberlagerungen

Definition. Seien o,w : [0,1] — M zwei stetige Wege mit ¢ (0) = w(0) = z und
0 (1) = w (1) = y. Dann heifen o und whomotop bzgl. {0,1}, (6 ~ w bzgl. {0,1}), falls
es eine stetige Abbildung

H :[0,1] x[0,1] — M

gibt, fiir die H (¢,0) = w(t), H (t,1) = o (t), H(0,s) = z und H (1,s) = y erfiillt ist.
Die Abbildung H heift Homotopie von ¢ und w.

Mit
W] == {0 € Q(a,y) | o ~ w brgl. {0, 1}}
bezeichnen wir die Homotopieklasse von w. Die Menge
71 (M, x) := {Menge der Homotopieklassen von geschlossenen Wegen}

hat beziiglich der Operation

«:m (M,x) xm (M,z) — m (M,z),
W] *[0] > [w=xo0]
wobei
- w(2t) firo<t<:
(Wro)(t) = {0(2t—1) fir § <t<1’

eine Gruppenstruktur.

3siehe Vorlesung “Algebraische Topologie”
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Definition. 71 (M, x) heift Fundamentalgruppe von (M) in x

Hochhebung von Wegen .
Ist (M, M, ) eine Uberlagerung und & € M. Sei

y: I — M
eine glatte Kurve mit v (0) = 7 (Z). Dann existiert genau eine C'°°-Kurve
v: Il — M

mit 7 (0) = Z und mo 7y = .
Homotopiehebungseigenschaft
Ist F: M — N eine stetige Abbildung, so induziert sie einen Gruppenhomomorphismus

F,:m (Mz) — m (N,F(x))
w] — [Fouw]

Ist (M , M, 7) eine Uberlagerung, dann ist 7, injektiv.
Definition. Sei 7 : (M, %) — (M, zg) eine Uberlagerung, dann heift
me(mi (M, %)) C w1 (M, x0)

die Charakteristische Untergruppe einer Uberlagerung. Wir bezeichnen sie mit G(M ,Z0)

Klassifikationssatz

Definition. Sei M eine zusammenhingende glatte MF. Zwei Uberlagerungen heifen
aquivalent, falls ein Diffeomorphismus

F:Mlﬁﬁg

existiert, sodass
m o F =m

Nun existiert eine Bijektion

Aqu_}valenzklassen Konjugationsklassen
von Uberlagerungen
= von Untergruppen
m: E— M, H C m (M, o)
E nsh. P

wobel

(E,M,7) > H:=m,(m (E, e)) mit eg € 7" (o)
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und
Hcm (M,xg) — E:=Q(M,x0)/~p
Seien hierbei w; und wo zwei Wege aus Q (M, zp), dann setzen wir
wy ~g we — wi (1) =ws (1) und [wl *w;l] € H.
Als Projektion nimmt man

— M.
W] — w(1)

Es gelten die folgenden beiden Sétze:

1. Eindeutigkeitssatz

Zwischen 2 zusammenhingenden Uberlagerungen (Ej, e1) und (B2, ea) von (M, zq)
existiert genau dann ein Basispunkt erhaltender Diffeomorphismus f mit 71 = moof
E; und E» sind dquivalent), wenn sie die gleichen charakteristischen Untergruppen
haben, d.h.

G(El,el) = G(Eg,eg) C 7T1(M, xo).

2. Emistenzsatz
Ist M eine zsh. MF und G C m; (M, ), dann gibt es eine zsh. Uberlagerung
(E,M,7) mit G(E,ep) =G.

Universelle Uberlagerung

Definition. Eine zsh MF M heift einfach-zusammenhéngend falls 71 (M) = 1. Eine
Uberlagerung (M, M, ) heift universell , falls M einfach-zsh. ist. Sei (M, M, ) eine
Uberlagerung. Eine Decktransformation ist ein Automorphismus

¢ € Aut(M) C Dif f(M),

der die Fasern respektiert, d.h. es gilt m o ¢ = 7. Die Gruppe der Decktransformationen
bezeichnen wir mit Deck ().

Jede zusammenhingende Mannigfaltigkeit M besitzt eine bis auf dquivalenz eindeutig
bestimmte universelle Uberlagerung M. Die Fasern der Uberlagerung sind mit 7y (M, x)
zu identifizieren:

1. Wir zeigen m1 (M, z0) = 71 (z0).

Sei [w] € m (M, xo) und @, = I — M ein Lift von w mit We, (0) = €p.
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€0

=

Dann ist die Abbildung
T (M, x) — 7 (o)
Wl = @ (1)
eine Bijektion.
2. Wir zeigen Deck (r) 2 7y (M, %)
Wir wollen nun eine Wirkung von (M, xo) auf M realisieren, die die Fasern

respektiert. Sei dazu [w] € w1 (M, zg) fixiert, und v € 71 (z) C M beliebig mit.
Da M zusammenhéngend und damit auch wegzsh. ist, existiert ein Weg

v:[0,1] — M

mit v (0) = zo und 7 (1) = .

vxoxy (1)

pa—

=
Zo

g

Damit ist

Wl(M,xo)X]/\Z — ]/\Z

(o), v) > [o]-v =y so ey (1)
eine fasertreue Wirkung. Wir identifizieren nun [o] € 71 (M, zo) nach 1. mit u =
5 (1) € 771 (20). Da
G(M,u) = G(M, Fo) = m(m1 (M, &) = 7 (1) = 1,
existiert nach dem Eindeutigkeitssatz* eine Decktransformation fio) mit f (Zo) = u.

Sei andererseits f € Deck (r), dann betrachten wir f(%g) € 7 ! (xg). Nach 1.
entspricht dies einem [o] aus m (M, z9).

4gie Fakt 3 auf Seite 263
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Wir haben also
Deck () = 1 (M, x0) = 7" (20)

Dariiber hinaus wirkt Deck () eigentlich diskontinuierlich auf M, mit Bsp 4.4.4 ist damit
(M, M /r, p) eine iiberlagern. Insbesondere ist damit M /p eine MF. Die Projektion 7 :
M — M liefert dann einen Diffeomorphismus

T M/F — M.
[m] — m(m)
Semi-Riemannsche Uberlagerungen
Definition. Seien (M, g) und (]\7 , §) semi-Riemannsche MF. Eine Abbildung
¢: (M.5) — (M.g)

heift semi-Riemannsche Uberlagerung , falls
° (]T/_f , M, ¢) eine Uberlagerung ist, und
e ¢ eine lokale Isometrie, d.h ¢*g = g

Als néchstes beweisen wir ein niitzliches Kriterium, das angibt, wann eine lokale Isometrie
eine semi-Riemannsche Uberlagerung ist.

Satz 4.5. Liftungsbedingung. Ist ¢ : (N,h) — (M, g) eine lokale Isometrie mit der
folgenden Eigenschaft: Fiir jeden Punkt x € N und jede Geoddite o : [0,1] — M mit
¢ (x) = 0 (0), existiert ein Lift 5 : [0,1] — N mit 6 (0) = x und ¢ oG = o. Dann ist ¢
eine semi-Riemannsche Uberlagerung.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. ¢ ist surjektiv, da es zu je 2 Punkten z,y € M eine gebrochene Geodite von x
nach y gibt.

2. Sei U C M eine Normalenumgebung von = € M. Wir zeigen, dass U korrekt
iiberlagert ist

Y2 1

A TyiN

Aot

T

0
EPICN G
M
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Sei U C T, M sternférmig beziiglich 0, und exp, : U — U (z) ein Diffeomorphis-
mus. Wir betrachten einen Punkt y € ¢~* (x) . Nach Vor. ist

doy : TyN — T, M
ein linearer Isomorphismus. Somit ist
Ul(y) :=d¢, ' (U) C T,N
auch sternférmig bzgl. 0,,.

a) exp, st auf U (y) definiert
Sei v € U (y) C T,N. Dann ist

o =dg, (v) €U C T.M

und somit existiert eine radiale Geodéte 73 : [0,1] — N mit v; (0) = z und
7, (0) = v. Nach Vor. existiert ein Lift 5 : [0,1] — N mit 5(0) = y und
¢ o4 = ;. Da aber ¢ eine lokale Isometrie ist, ist 4 eine Geodéte von (N, h)
und

doy (7' (0)) = 7; (0) = 0.
Damit ist 4 (0) = v und deshalb 4 = ¥,. D.h. exp, (v) = 7, (1) existiert.
b) Die Abbildung
exp, : U (y) — U (y) := exp, (U (y))
1st ein Diffeomorphismus.

i. Nach der Kettenregel und der Definition der Exponentialabbildung gilt

exp, odg, = poexp, : U (y) — U (x) (%)
ff
Dif feo

woraus die Injektivitdt bzw. die Bijektivitdt von exp, : U(y) — U(y)
folgt.

ii. Differenziert man (x), dann sieht man, dass aus

d (€xXPy) 4(p,)(v) (APy), = ddr, (1) (dexpy),

IsomYvelU

auch Isomorphie von
(dexp,), : Ty (TyN) — T,y N

folgt, sodass expy- ein lokaler Diffeomorphismus ist. Insbesondere ist dann
auch B
expy : U(y) — U(y)
——

sternf.

ein Diffeomorphismus.
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Wir haben also gezeigt, das U (y) eine Normalenumgebung von y in (N, h) ist.
Zudem ist nun ¢ : U (y) — U (x) ein Diffeomorphismus, denn

¢ = exp, od¢, o expzjl .

c¢) Es bleibt zu zeigen, dass sich ¢! (U) in die Normalenumgebungen

{Uw)yeo " (x)}

blattert, d.h.

i.

ii.

¢ ) ={J{UWyeos (2)}
Seien y1 # yo aus ¢~ (z). Dann ist U(y1) N U (y2) = 0.

Angenommen z ist ein Element der Schnittmenge. Seien o; : [0,1] — N
die radialen Geodéten von z nach y;. Dann sind

(pooy):[0,1] — U (x)

radiale Geodéten von x nach ¢ (z). Da U (x) eine Normalenumgebung ist,
folgt ¢(o1) = ¢(02) sodass

d¢- (01 (0)) = d¢- (02 (0)),
Und da d¢ nach Voraussetzung ein Isomorphismus ist, folgt jedoch
01 (0) =05(0) = 01 =02 = y1 = Y2

Widerspruch!
Sei z € 1 (x). Dann existiert ein y; € ¢~ (x) mit z € U(y;)

Dazu betrachten wir die Geodate
o:00,1] —U(x)Cc M

mit o (0) = z und o (1) = ¢(2). (o (t) = exp, (¢ exp;' (¢(2)))). Nach
Vor. ex. ein Lift 6 : [0,1] = N und 6 (1) = 2. Dann betrachten wir

y=35(0) €9~ ().

Damit ist & ([0,1]) C U (y).
O

Satz 4.6. Sei ¢ : (N,h) — (M, g) eine surjektive lokale Isometrie und M zsh. Dann
ist (N, h) genau dann geoddtische vollstandig, wenn (M, g) geoddtisch vollstandig ist und
(N, M, @) eine Uberlagerung ist.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:



4.2 Lokale Isometrien und semi-Riem. Uberlagerungen 269

1. Sei (N, M, ¢) eine Uberlagerung und (M, g) geoditisch vollstindig. Dann, ist (N, h)
geoddtisch vollstindig.
Sei x € N und v € T, N. Bezeichne v : R — M die maximale Geodéte mit v (0) =
¢ (z)und +' (0) = d¢, (v). Da ¢ eine Uberlagerung ist, existiert eine eindeutiger
Lift 4 : R — N mit 4 (0) = z und ¢ o 4 = 7. Durch die Isometrie-Eigenschaft von
¢ ist nun auch 4 eine Geodite, die auf ganz R definiert ist. Daraus folgt dann die
Behauptung.

2. Sei (N, h) vollstindig. Dann ist (M, g) geoddtisch vollstindig und (N, M, $) eine
Uberlagerung.

Sei x € M und v € T, M. Wir wihlen ein y € ¢~! (z) und betrachten die maximale
Geodite ¥ : R — N mit 4 (0) = y und 4’ (0) = dqb;l (v). Da ¢ eine lokale Isometrie
ist, ist v := ¢ o & eine Geodéite. Zudem ist das Liftungskriterium von Satz 4.5
erfiillt ist: Sei o : [0,1] — M eine Geodite in (M, g) mit o (0) = ¢ (y) = x. Sei
v=dg;! (0’ (0)) und v, : R — N die maximale Geodiite in (N, h) mit v, (0) =y
und 7, (0) = v. Wegen der Eindeutigkeit der Geodéte ist dann

¢O'YU|[0,1] =0

also ein geodétischer Lift von o.

Ein Satz von Cartan
Seien (M, g) und (M, §) zwei semi-Riem. Mannigfaltigkeiten und
¢ TyM — ToM

eine lineare Isometrie.

/¢\~

Sei U (z) C M eine Normalenumgebung, sodass
¢ (expy ! (U (x))) € DB (esp;) -
Wir betrachten die Abbildung

f:U(@) — M

y — expzopoexp,’ (y)
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Wann ist f eine lokale Isometrie? Dies kann man der Kriimmung ansehen! Zuerst einige
Bezeichnungen: Sei y € U (z) und ~ : [0,1] — U (z) die radiale Geodéte von x nach y.
Bezeichne R

71 00,1 = U (&) = f (U (2))

die radiale Geoddte mit 4 (0) = Z und 4’ (0) = ¢(+' (0)). Dann ist 4 (t) = f(v (¢)). Sei
Py : TyM — T,4)M die Parallelverschiebung entlang v bzgl. des LCZ von (M, g) und
75@ c T M — Tf(y)M die Parallelverschiebung entlang 4 in (M, §). Sei weiterhin

¢y TyM  — TyM
v 75@0¢073;1(v)
Dann gilt der

Satz 4.7. Cartan’51. Ist fir alle y € U (z) und v,w,u,7 € T,M

Ry (0,0, u,7) = Ry (dy (v) by (w) by (u) , 6y (7))

so st R
f:U(m)CM—)M

eine lokale Isometrie, d.h.
ffa=g9
Beweis. Wir fixieren ein v € T,M.Sei Y € X, (M) ein Jacobifeld entlang v und Y (0) = 0

und Y (I) = v. Sei weiterhin (e1,...,e,) eine ONB in T, M und (e1 (t),... e, (?)) die
Parallelverschiebung entlang . Wir betrachten das VF Y € X4(M)

Y (t) = ) (Y (1))

1. Y ist ein Jacobifeld entlang 4
Betrachten dazu die Basisdarstellung von Y (¢):

Y(t) = Zyi(t) e; (t)

V@) = D () e (t)
k=1

Fiir die parallel verschobene ONB (é; (¢),...,é, (t)) definiert durch &; (t) := ¢¢(e; (t))
gilt

Y(t) = Zyi(t)éi(t)

@) = > ap(t)ér(t)
k=1
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Da Y ein Jacobifeld ist folgt
R (Y, )7 ++"=0

und daraus folgt

0 = /(1) +> Ryw (eien e, ef) yimpm
kol
Vor. S
2y (04 R (66, ek, €1,€) yimpay
kol
= 0 — @/I + 7%;}/ (?,’AYI> ;}/ — 0

Somit ist ¥ ein Jacobifeld entlang 4. Da die Parallelverschiebungen und ¢ Isome-
trien sind, gilt

g (v (0, Y 1) =3 (V0,7 (1)

2. f st eine lokale Isometrie

Zu zeigen ist, dass fiir alle y € U (z) und v € T, M gilt
9w (dfy (v),dfy (v)) = gy (v,0) .

Sei Y € X, (M) das Jacobifeld entlang v mit Y (0) = 0,Y (I) = v und Y (¢) =
¢¢ (Y (2)). Da

1

g(Y (£),Y (1)) = 3(Y ()Y (1))

gilt es zu zeigen dass R
Y (1) = dfy, (Y (1))
Nach Satz 3.75 gilt fiir das Jacobifeld Y

YE0) B S (7 (Y1) emo = (00 P (Y ()0
€T M
- (5 o)
Somit folgt
Y () = (deXpi)l-’y(O) (¢((depr)z_.«}f(o) ° (depr)l.y(o) (l Y’ (O))))
v ()
= dfy (Y (1))

und f ist eine lokale Isometrie.
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0

Folgerung. Sind (M",g) und (M",§) zwei semi-Riem. MF gleicher Signatur und glei-
cher, konstanter Schnittkriimmung K € R, so sind sie lokal isometrisch.

Beweis. Wir fix. ein z € M und & € M beliebig. Da

sign (gz) = sign (9z)
existiert eine lineare Isometrie

o: TyM —s TiM.
ONB — ONB

Sei nun U eine Normalenumgebung von x und y € U fixiert. Nach Satz 3.38 haben die
Kriimmungstensoren die Gestalt

Ry (v,w,u,T) = K(gy (’U,T) * Gy (w’u) Gy (’U,
[I=Versehich. {( (§(5,7) - § (0, 0) — §(,4a) - §
= Ry W) () 6y (1), 1) )

[} w i T
Aus dem vorherigen Satz folgt dann die Behauptung. O

Fiir eine weitere Anwendung des Satzes von Cartan beschéftigen wir uns mit dem Begriff
der lokal symmetrischen Raume.

Definition. Eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) heift lokal symmetrisch,
wenn der Kriimmungstensor R parallel ist, das heifst

VR =0.
Hierbei ist V der LC-Zusammenhang von (M, g).

Bemerkung:

Es ist dquivalent, ob man in der obigen Definition R als den (4,0)- oder als den (3,1)-
Kriimmungstensor versteht. Die Definition von VR ausgeschrieben bedeutet jeweils:

(VxR)(Y,Z,UV)=XR(Y,Z,UV)) —R(VxY,Z,UV)—--- —R(Y,Z,U,VxV),
(VxR)(U,V)Z =Vx(R(U,V)Z)—-R(VxU,V)Z —R(U,VxV)Z - R(U,V)VxZ.
Und man gelangt von der zweiten Zeile zur ersten, indem man auf beiden Seiten der

Gleichung g(e,Y’) anwendet und benutzt, dass der LC-Zsh. metrisch ist.

Um Folgenden sei nun x € M und U(x) eine Normalenumgebung, die spiegelsymmetrisch
ist. Das heift:

exp,(v) € U(z) & exp,(—v) € U(z).
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Auf einer solchen Umgebung U(x) kénnen wir die folgende Abbildung betrachten:
sy U(x) = Ulx)
exp,(v) — exp,(—v).

Diese Abbildung s, heift Geoditische Spiegelung.

Wir kénnen nun zwei weitere dquivalente Charakterisierungen von lokal symmetrischen
R&aumen angeben:

Satz 4.8. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann sind folgende Be-
dingungen dquivalent:

(1) VR =0 (d.h. (M,g) ist lokal symmetrisch),

(2) Ist ~y eine beliebige C°°-Kurve in M, dann gilt fir parallelverschobene Vektorfelder
X,Y, ZeX,(M), dass auch das Vektorfeld

R(X,Y)Z € X,(M)

entlang v parallelverschoben ist,

(8) Die geoditischen Spiegelungen

sz 2 U(x) = Ulx)
exp,(v) — exp,(—v).

sind Isometrien.

Beweis. (1) = (2): Seien also v, X, Y, Z wie in der Voraussetzung von (2). Dann gilt:

%(R(X,Y)Z)(t) = (VyyR)(X(2), Y (1) Z(1)
~——
=0 nach (1)
+R< RET) ,Y(t),Z(t)) +R<X(t), Y ) ,Z(t))
=0 weil parallel =0 weil parallel

4 R(X(t), Y (), %(t) )
——

=0 weil parallel

=0.

Also ist R(X,Y)Z auch parallel.
(2) = (3): sy : U(x) — U(x) ist fiir die Abbildung L = —idgr,ar : ToM — T, M

sy = exp, oL o exp, ©.

sy ist ein Diffeomorphismus, weil U (x) eine Normalenumgebung ist. Bleibt also zu zeigen,
dass s, auch eine lokale Isometrie ist. Dazu iiberpriifen wir das Cartan-Kriterium. Sei



274 4 Kriimmung und Topologie - Einige Beispiele

y € U(x) beliebig und ~, : [0,{] — M die radiale Geodate von = nach y. Das heifst
V(1) = y und 7, (t) = exp,(vt).

Damit erhalten wir die Abbildung

L7 : TyM — Texpz(fv)M
e —1 —1 _ _p—1
LPY T P’Y‘[—LO} ° P’YI[Ovl] - P’Y‘[_lvl}.

Und es bleibt nun noch die Cartanbedingung zu priifen. Also es geniigt zu zeigen, dass

Seien dazu U(t), V(t), W(t) die Parallelverschiebungen von u, v, w € T,M = T,qyM
entlang . Nach Voraussetzung (2) gilt dann, dass auch R(U, V)W parallel ist. Also gilt
nach Definition der Parallelverschiebung gerade:

(*) = Ly(Ry(u, v)w).

Das heift, die Cartanbedingung ist erfiillt. Nach Satz 4.7 ist damit s, eine Isometrie.

(3) = (1): Wir zeigen nun VR, = 0. Seien dazu u, v, w, t, s € T, M beliebig und U, V,
W, T, S Vektorfelder auf U(z) mit U(z) = u, ..., S(z) = s. Wir betrachten nun die
Richtungsableitung in Richtung ds, (V). Um die Definition des Differentials anwenden
zu konnen, sei v : I — M eine Kurve mit v(0) = 2 und 7/(0) = v = V(z). Dann gilt
namlich:

dso(V)(R(dsz(U)),dsz(W),dsz(T), dsz(S5)) (x)

= %(R(dsw(U)),dsz(W),dsgg(T),dsm(S))(sx(fy(t))) li—o

d *
= LR W T, )(9(1)) lizo
- %(R)(U’ W, T, S)(v(1)) le=o weil s, Isometrie

— V(R(U,W,T, 9))(x).
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Und mit dieser Identitét konnen wir nun die Behauptung zeigen:

(=1)° - (VyR)z(u, w, t,s) = (Vas, () R)(dsz(u), dsy(w), dsy(t), ds.(s)) weil (dsy), = —id
= dsy (V) (R(dsz(U)), dsz (W), dsy(T), ds. () (z)
— R(Vas,(v)dsz(U),dsz (W), dsy(T), ds(S5))(x)
— R(dsz(U), dsy(W),dsz(T), Vs, (v)dsz(S))(z)
=V(RU,W,T,S))(x)
(sSR)(VV U WL T, S) (2)

— (s R)(U, W, T,V S)(x)
= (VoR)(u,w,t,s)

Also ist (V,R)(u,w,t,s) = 0 und damit VR, = 0 fiir alle x € M. O

Abschliefsend erwihnen wir noch, dass eine interessante Verallgemeinerung von Satz 4.7
existiert. Ein analoges Resultat gilt ndmlich auch fiir gebrochene Geodéten (wihrend
Satz 4.7 nur fiir radiale Geodéten formuliert wurde). Daraus erhdlt man dann auch eine
Aussage iiber globale Isometrien. Die genaue Formulierung des Satzes und den Beweis
findet man zum Beispiel in H. Baum: Eichfeldtheorie, 2. Auflage, Anhang A9.

Der Starrheitssatz fiir Isometrien

Satz 4.9. Starrheitssatz. Seien fi,fo : (M,g9) — <M,§) zwei lokale Isometrien

zwischen zusammenhdngenden semi-Riem. MF. Ist x € M ein Punkt und

fi(z) = fa(x)
dfr), = (df2),
so gilt
fi=fe
D.h. lokale Isometrien sind durch einen Punkt und dem Differential an diesem Punkt

eindeutig bestimmit.

Beweis. Sei

A={ye M) = ) wnd (df), = (df2),}

Dann ist A # (), da * € M und wegen der Stetigkeit der f; ist A abgeschlossen. Insbe-
sondere ist A auch offen: Sei yp € A und U (yp) eine Normalenumgebung von y. Fiir ein
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z € Ulyp) existiert eine radiale Geodatey, : [0,1] — U(yo) mit 7, (0) = v, 7, (1) = z,
)

Yy (0) = v und z = exp,, (v). Da die f; lokale Isometrien sind, sind auch

i (t) = fi(w ()

Geodéten mit v; (0) = fi(yo) und ~; (0) = (df;)y, (v). Da aber yy € A, stimmen die AWP
iiberein, sodass

n=v=i=f aufU(y))
und insbesondere

(df1), = (df2). YzeUyo)-
Damit ist aber U (yg) C A, und A offen. Da M zsh. ist, folgt also A = M. O

4.3 Die Satze von Hadamard, Bonnet-Myers und Raume
konstanter Krimmung

Die Klassifikation der Riemannschen Raumformen

Definition. Eine vollstindige Riemannsche MF mit konstanter Schnittkriimmung nennt
man Riemannsche Raumform.

Der folgende Satz liefert spéter eine vollsténdige Klassifikation der Riemannschen Raum-
formen.

Satz 4.10. Satz von Hadamard-Cartan Sei (M™,g) eine vollstindige zsh. Riemann-
sche MF. mit nicht positiver Schnittkrimmung Kg < 0 fir alle x € M und E*> C T, M,
dann ist

exp, : ToM=R" — M

eine glatte Uberlagerung. Da w1 (R™) = 1, ist (R”, M, exp,,) universell, und damit
M =R"/p
wobei T' Gruppe der Decktransformationen Deck () ist. °.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:
1. Seiv: R — M eine Geoddte und die Schnittkrimmung entlang v nicht positiv.
Dann liegen auf v keine zu x = 7y (0) konjugierten Punkte.
Sei Y € X, (M) ein Jacobifeld entlang v und Y (0) = 0. Wir betrachten die Funk-
tion

h(t)=g (Y (8),Y () =0,

Ssiehe Fakt 4 auf Seite 264
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dann ist
W) = 29(Y'(#),Y ()
Rty = 2{g(¥Y"@),Y(®)+g' t),Y'(t)} (%)
= 2RV AY)+ Y O =0
K<0

e Aus h(0) =0, A (0) =0 und A" (0) > 0 (da Y’ (0) # 0) erkennt man, dass h
in ¢t = 0 ein lokales Minimum hat.

e Da h” (t) > 0 fiir alle [¢t| < € ist h strikt konver auf (0,¢) und da h” (¢t) > 0
fir alle ¢, ist h konvez fiir alle .

Demnach ist
h(t)>0 ¥Yt#0

und deswegen auch Y (t) # 0 fiir alle ¢ # 0, sodass auf ~ kein zu v (0) konjugierter
Punkt existiert. Also ist (dexp, ) nicht ausgeartet fiir alle ¢ € R und v € T, M
und demzufolge

exp, : IyM — M

eine lokaler Diffeomorphismus um jeden Punkt v € T,,M. Und da (M, g) vollsténdig
ist, ist exp, auferdem surjektiv.

2. Wir betrachten die Metrik g := exp} g auf T, M. Dann ist
exp, : (R",g) — (M, 9g)
eine surjektive und lokale Isometrie. Deshalb sind die Geraden

op: R — T,M=R"
t — t-v

die Geodéten durch 0,. Diese sind auf ganz R definiert, sodass (R™, ) nach Satz
von Hopf-Rinow vollstdndig ist. Satz 4.6 liefert nun dass

exp, : TyM =R" — M

eine Riemannsche Uberlagerung ist.

Folgerung. Ist M dariiber hinaus noch einfach-zsh, so gilt

Insbesondere existiert dann zu 2 Punkten x und y aus M genau eine Geodéte, die beide
miteinander verbindet.
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Satz 4.11. Sei M™ eine vollstindige zsh. Riemannsche MF mit konstanter Schnittkrim-

mung K. Dann ist die universelle Riemannsche Uberlagerung M von M isometrisch zu
6

o H" falls K = —1
o R"™ falls K =0
e S™ falls K =1

Beweis. Sei (]T/_f, M, ) die universelle Uberlagerung und § := 7*g. Da (M, g) vollstiin-
dig ist, ist auch nach Satz 4.6 auch (M,g) vollstidndig. Somit ist (M, g) eine einfach-
zusammenhéngende RMF konstanter Schnittkriimmung K € {—1,0,1}

1. Sei K < 0. Wir bezeichnen

N o R™ falls K =0
T H* falls K = —1

Dann fixieren wir ein z € N und # € M und eine lineare Isometrie
¢ ToN —s T M.
Nach dem Satz von Hadamard (Satz 4.10) sind die Exponentialabbildung
exp, : TN — N
exp; : TsM —s M
Diffeomorphismen. Wir betrachten die Abbildung
f:=exp;opoexp, : N — M.

Diese ist ein Diffeomorphismus und nach der Folgerung von Satz 4.7 eine Isometrie,
da die Kriimmungen iibereinstimmen.

2. Sei K = 1. Wir fixieren eine lineare Isometrie
p: T,8" — T;CM.
S™\ {—xz} ist eine Normalenumgebung von z und damit
expy S\ {—z} — {v € T,.S"||]v| < 7}
ein Diffeomorphismus. Nach Satz 4.7 ist dann
fi=&Dzopoexp, : S\ {—a} — M

eine lokale Isometrie. Diese wollen wir in den Punkt —z fortsetzen: Dazu fix. wir
ein y € S™\ {—z,z} und betrachten den Punkt

y=fly) eM
6Siehe Beispiele 1,2 und 3 auf den Seiten 178fF.
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und die lineare Isometrie
o =dfy: T,8" — Tgﬁ,

die von f induziert wird. Dann ist nach Satz 4.7 die Abbildung

f;:é}?ﬁgo@oexpgli Sn\{—y}—>]\7

eine lokale Isometrie und fiir die zsh. Menge W := S™\ {z, —y} gilt y € W,

~

fly) =expyopooexp, (y) =7

und

df, = (déi/pg)g ogo (dexpgl)y
-1
(dexpy)y
= idTgM o poidry,gn

= @:dfy_

Nach dem Starrheitssatz fiir Isometrien (Satz 4.9) folgt daraus f = f und f setzt
f im Punkt —z fort. Es existiert damit eine lokale Isometrie

F: S"— M.

Nun ist S™ vollstéindig und nach Satz 4.7 ist I’ eine Riemannsche Uberlagerung. Da
sowohl S™ als auch M einfach-zsh. sind, folgt aus der Uberlagerungstheorie, dass
F' ein Diffeomorphismus und damit eine Isometrie ist.

O

Folgerung. Klassifikation der Riemannschen Raumformen

Sei M™ eine Riemannsche Raumform mit Schnittkriimmung K € {0,1, —1}, dann ist M
isometrisch zu M /p. Dabei ist M die einfach zusammenhdngende Mannigfaltigkeit

s R"® falls K =0
M = H™ falls K = —1
St falls K =1

und I" eine Untergruppe der Isometriegruppe von M ist, die eigentlich diskontinuierlich
auf M wirkt. Insbesondere ist

ﬂ:M—)M/F%M

die universelle isometrische Uberlagerung von M.
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Beweis. Sei (1\7,9) die universelle Uberlagerung mit § = 7*g. Nach Satz 4.11 hat M je
nach Kriimmung die Gestalt R™, H™ oder S™. Sei I' die Gruppe der Decktransformationen
Deck (). Mit Fakt 4 auf Seite 264, geniigt es zu zeigen, dass

I' C Iso(M).

Fiir ein v € I gilt aber
Yg=y'mtg=(roy)'g=3.

Der Satz von Bonnet-Myers

Satz 4.12. Satz von Bonnet-Myers. Sei (M™,g) eine vollstindige RMF, deren Ricci-
Kriimmung von unten durch

n—1
Ric> —— -y c=const >0
c

beschrdankt ist. Dann gilt fir dem Durchmesser

diam (M, g) := sup d(z,y) <m-c=diam (S})
x,yeM

wober ST die Sphdre vom Radius c ist. Insbesondere ist M kompakt und hat eine endliche
Fundamentalgruppe m (M).

Beweis. Seien z,y € M. Da (M, g) vollstindig ist, existiert eine minimierende Geodéte
v: [0, — M

mit v (0) =z, 7 () = y und | = [ (y). Diese ist insbesondere auf BL parametrisiert.
1. Es gilt d(z,y) =1(y) < 7- ¢ und damit diam (M, g) <m-c
Sei Y € X, (M) ein VF entlang v mit Y (0) =Y (!) = 0 und Y _L+'. Dann gilt fiir
die Indexform

l
L(Y)Y):= —/<Y,Y”+R(Y,7’) v dt
0

nach Satz 3.82: Sei
V (t,s) = expyq) (s Y (t))

und

L(s):=1(V(s)).
Dann ist Y das Variations-VF von V und es gilt
L' =0
L") = L,(Y,Y) >0,
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da [ (v) = d(z,y) ein globales Minimum von L ist. Wir setzen nun spezielle Vek-
torfelder in die Indexform ein: Sei (e; =+ (0),ea,...,ey,) eine ONB in T, M und
(X1,...,X,) die daraus entstehenden parallelen VF entlang . Wir betrachten
Yie x, (M)

m-t

Y; (t) ::sin<T>-Xi(t) 2<i<n.

dann ist
Yi(0)=0=Yi() wdYily = I, (Y.,Y;) >0.

Die Berechnung der Indexform liefert:

- cos <7th> - X; () +sin (%t) - X1 ()
= () ()

Y! =

(3

~13 =3

Damit ist

Fiir die Indexform folgt
Lo Tt T2 r
I’Y (}/;7}/1) - S1n T <7> _R(Xlavav)XZ dt
Da (v, X3,...,X,) eine ONB entlang ~ ist, folgt durch Summation

0< i[v (Y3, Y;) = /lsin2 (”Tt> {(n ~1) (?)2 — Ric (7',7')} dt
= 0

Nach Vor. ist aber

o _

n—1

-1
Ric(v,7) > "5~ g (4,7) =
C N——

=1

c2

und damit folgt

<310 [ (5 {in-n (2= ]
0

i=2 N ,
>0

und somit

bzw. l < 7m-c

~[3
ol
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2. M ist kompakt. Dies folgt unmittelbar aus der Beschrianktheit und dem Satz von
Hopf-Rinow.

3. m (M) ist endlich.

Sei (]\7 ,M,7) die universelle Riemannsche Uberlagerung von (M, g). Da 7 eine
lokale Isometrie ist, stimmt die Schnittkriimmung von (]T/f ,§) mit der von (M, g)
iiberein. Nach 1. ist also auch (]\7 , §) kompakt. Damit ist aber auch die Anzahl der
Blétter # (7! (x)) endlich und aus

7 Hz) 2w (M, x)

folgt dann die Endlichkeit von 71 (M).
U

Folgerung. Sei (M", g) eine vollstindige RMF mit strikt positiver Schnittkriimmung

dann ist M™ kompakt, diam (M, g) < 7 -c und 71 (M) endlich. (Fiir K > 0 gilt dies
nicht mehr.)

Der Satz von Weinstein

Aus dem Satz von Weinstein folgt eine Aussage fiir Riemannsche-Mannigfaltigkeiten
M™ mit positiver Schnittkrimmung K > 0: Ist M orientierbar und n gerade, so ist M
einfach-zusammenhéngend. Ist n ungerade, so ist M orientierbar.

Doch zunéchst ein algebraisches Lemma.

Lemma 4.13. Sei
A: RV R

eine orthogonale Abbildung und det A = (—1)". Dann hat A einen EW X =1, d.h. einen
Fizpunkt.

Beweis. 7Zu den einzelnen Punkten:
1. Sei n gerade.

X (A) = det (A — AE) hat den Grad n — 1 = ungerade, sodass eine reelle NS \
auftritt. Da A€ O (n —1) ist A = £1.

Alle komplexen EW treten Paarweise auf

(Mla"'7/1/7‘)7(/]17"'7/17’)7)\17"-7)\m
—_———
reelle EW
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Und es folgt

n 2
det (A) = (-1)" =1 = jl;[lyuj\ AL A

unger. Anz.

Damit muss ein EW )\ = 1 existieren.
2. Sei n ungerade.
Dann ist
T
2
det A=—1= jl;[l\uj\ A A

ger. Anz.

Ein reeller EW muss, aber alle kénnen nicht negativ sein. Somit existiert ein EW
A=1.
O

Satz 4.14. Satz von Weinstein (’68). Sei M™ eine komp. orientierte MF mit K > 0.

Set
f-M—M

eine Isometrie, die die Orientierung erhdlt, falls n gerade ist, und die Orientierung um-
kehrt, falls n ungerade ist, dann hat f einen Fizpunkt.

Beweis. Angenommen f (p) # p fiir alle p € M. Da M kompakt ist, ex. ein p € M,
sodass

0<d(p, =min d (¢, f (p')) .
(p, f (p)) min, ', f®))
Dies fithren wir zum Widerspruch. Sei
v [0, — M

eine minimierende Geodéte von p nach f (p). Da d(p, f (p)) > 0ist I > 0.

1. 3Y (p) € T.M mit |Y (p)|| =1 und yL+' (0), sodass gilt: Wenn 8 eine Geodite ist
mit B (0) = p und ' (0) =Y (p) ist, dann ist f (B) eine Geodite mit

F(B(0)=f(p) und (foB) (0)="P,(Y(0)
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Sei v eine Geodite. Da f eine Isomorphie ist, wird somit auch f () zu einer Geo-
déte. Behauptung: In f (p) ex. kein Knick.

p P o S )

Sei p’ € Im~ und 4" die minimierende Geodéte von p’ nach f(p'). Durch die A-
Ungleichung gilt:

d(p. f () < d@.fp)+d(f@®).f@))
=d(p,p’)

= d(p, f(p))

Da p der Punkt mit dem minimalen Abstand war, folgt

d. f () =d@.f®)+d(f(p),p)

Die Gebrochen Geodate ;
P f(p) = £ (Y)

ist also minimal, und damit glatt, d.h.
FN'O) =20
Wir betrachten nun die Abbildung
A:=P odfy : TyM — Ty M — T,M.
A ist eine lineare Isometrie, und +/ (0) ist ein Fixpunkt von A:
AW () =PI, (7 () =P ((fo) (0)
(@) =4'(0)

A
[1%
~
L

Sei
Bi=Al,p 7 (0 — A (0T =R

Dann erfiillt B die Eigenschaften des vorangegangen Lemmas, und es existiert
damit ein Fixpunkt v € T,M von A mit

vly (0) und |jv]| = 1.
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Sei weiterhin Y € X, (M) die Parallelverschiebung von v entlang
Y (t) = P’Y (’U) )

dann ist Y (¢) L4/ (0). Sei 8 : R — M die Geodite mit 4'(0) = v, dann ist
foB:R— M

eine Geodéte mit (f o 8) (0) = f (p) und

(foB)(0) = dfy(58(0)=dfy(v)
(

2. Wir betrachten nun die Variation

Vi xR — M
(t,s) — XDy (¢) (s-Y (1))

mit den Geodéten 5 und f (/) als Rénder, um einen Widerspruch zu finden.

Die Randkurven sind die Geodéten

V(0,s) = exp,(s-Y(0))=p5(s)
Vil,s) = expyp)(s-Y (D)= f(B(s))

Das Variations-VF von V ist Y. Sei L(s) =1(V (-,s)). Nach Satz 3.82 gilt fiir die
Variation der BL

L' = 0
L") = LYY)

l
- / YY" 4 R (Y,) ) dt
0

Da die Randkurven jedoch Geodéten sind, gilt dariiber hinaus

(3 (G e0) o) (5 (Grom) 7o)

Da Y entlang ~ parallel verschoben ist, haben wir auch

0= (1),Y' 1))=Y (0),Y(0))
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sodass sich L” (0) vereinfacht:

l
L"(0) = —/R(YK/,’)’/,Y) dt
—_———
0 0<K<y,'y/>

Damit ist L” (0) < 0 und L besitzt in ¢t = 0 ein strikt lokales Maximum, dh. es ex.
ein s € (—¢, €) sodass

WV (s) <1(7)

=C

Damit ist aber

d(B(s), f(B(s)) <l(c) <l(v)=dp, [ (p))
was im Widerspruch zur Minimalitit von d (p, f (p)) steht.

Satz 4.15. Sei M"eine kompakte RMF mit K > 0. Dann gilt
1. Ist M orientierbar und n gerade, so ist M einfach-zsh.!

2. Ist n ungerade, so ist M orientierbar.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Sei M orientierbar und n gerade. Wir betrachten die universelle Uberlagerung
<J\7, M, 77) und setzen ¢ := 7w*g. Dann wihlen wir uns auf M eine Orientierung,
fiir die 7 orientierungserhaltend ist. Die Kompaktheit von M impliziert nach Satz
4.7 die Vollstandigkeit von (M , g), und dariiber hinaus liefert sie, da K > 0, die
Existenz eines ¢ € RT, fiir das Kj; > ¢ > 0. Und da 7 eine lokale Isometrie ist

folgt auch
KM >c>0.

Nach Satz von Bonnet-Myers (Satz 4.12) ist dann M kompakt. Sei I' die Gruppe
der Decktransformationen Deck (7) von w und k € I'. Nach Folgerung von Satz 4.11
ist k eine Isometrie und erhélt die Orientierung (da 7 die Orientierung erhalt und
mok = ). Nach Satz von Weinstein (Satz 4.14) hat k einen Fixpunkt Zo € 771 ()
mit o € M. Wir betrachten den Gruppenisomorphismus’
T (M s .%'0) — T
[U] — f[a}

und identifizieren k = ki, mit [w] € 71 (M, o). Dann ist

k(Zo) =@ (1) =%  und damit [@] € m (1\7 5;0) ~1,

siehe Fakt 4 auf Seite 264
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sodass demzufolge
W] = [mec] = me @] = m [1] = 1

und k = Id. Als Decktransformationsgruppe ergibt sich also
I'={Id}
und damit ist . .
M=M/pr=M.
Insbesondere ist M einfach-zusammenhéngend.

2. Sei n ungerade. Angenommen M sei nicht orientierbar. Wir betrachten

M :={ (z,0r,0)| z € M, O,ist eine Orientierung von T, M
~——
Oz

Mit den Karten (U, @):

7 (21, 1) = <g0_1(x1,...,xn), %(x),...,%(x)})

U=2"(pU)cM

ist M eine MF. Zudem definiert O(2,0,) = Oz eine Orientierung fiir M und die
Abbildung

T M — M
(2,0) — =z

ist eine 2-fache Uberlagerung von M. Wir setzen § := 7*g, dann ist (H, §) orien-
tierbar und vollsténdig. Als Decktransformationen von 7 erhalten wir

Deck () = {Id, k (kvertauscht die Blétter)}

Dann ist k eine Isometrie, die die Orientierung umkehrt. Nach Satz 4.14 besitzt k
auch einen Fixpunkt. Dies ist jedoch fiir & nicht moglich.

O

Bemerkungen:
1. Die MF M = RP? ist kompakt mit K > 0 (iibertragen die Metrik von S?) aber
nicht einfach-zsh., dh. die Orientierbarkeit ist bei Teil 1 von Satz 4.15 notwendig!

2. Ebenso sieht man, dass fiir den 2. Teil ein gerades n notwendig ist, da RP? nicht
orientierbar ist.

3. Sei M = RP3. Dieser ist kompakt mit K > 0, orientierbar, aber nicht einfach-zsh.
Im 1. Tel ist also ebenfalls “n gerade” notwendig
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Raume mit punktweiser konstanter Schnittkriimmung

Ist (M™,g) eine kompakte Riemannsche MF, so ist die Schnittkriimmung beschrankt:

a<Kg(x)<b VE>CT,M. (%)

Ziel dieses Abschnitts ist es zu zeigen, dass fiir pseudo-RMFen die Bedingung (x) fiir alle
nicht ausgearteten UR E? C T,,M Aquivalent ist zu

Kpe(x) = k(x) = const. VYE? C T,M, E? nicht ausgeartet.

Insbesondere ist damit die Schnittkriimmung auf ganz M konstant. Dazu betrachte man
zunéchst einen beliebigen zweidimensionalen UR

E = span (w,v) C T, M

sowie

Q (v,w) := det ( (v,0) - {v,w) ) Gram’sche Det.

(v,w) (w,w)
Dann gilt
E nicht ausgeartet <= Q (v, w) # 0.

Sei E = span (v,w) = span (y,z) C T, M beliebig fix. Dann existiert eine 2 x 2 Matrix

A, sodass
(5)=+(%)
Yy w
und es gilt
R (z,y,y,2) = det (A R (v,w,w,v). (%)
Bezeichne

0 firR(z,y,y,2) =0
N (E):= 1 fiir R(z,y,y,2) >0
-1 fir R(z,y,y,2) <0

Mit (x) ist dies eine Invariante von F und somit korrekt definiert.

Lemma 4.16. Es gilt:

1. Ist
Kg (z) = k = const. VE? C T, M nicht ausgeartet,
dann ist
N(E?)=0 VE? C T, M ausgeartet.
2. Ist

N(E?) =0 VE? C T, M ausgeartet,
und sind u,v,w € T,M ON-Vektoren mit g (u,u) = —g (v,v), dann gilt

Kspan(u,w) (.%') - Kspan(v,w) (.%')
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Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Ist E = span (u,v), so gilt nach Satz 3.39

R (u,v,v,u) =k-Q(u,v) =0 = N =0.
0

2. Die Vektoren u 4+ v sind nach Voraussetzung isotrop und damit die Unterrdume
Ey = span(u £ v, w)
ausgeartet. Aus N (E) = 0 folgt dann
R (u+v,w,w,u+v)=0=R(u—v,w,w,u—0v)

bzw.
R (u,w,w,v) =0 = R (u, w,w,u) + R (v,w,w,v) = 0.

Da (u,v,w) ON-Vektoren sind folgt aus ¢ (u,u) = —g (v, v) insbesondere

Q (u’ w) =-0Q (v’ w)

sodass
R (u,w,w,u) R (v,w,w,v)
Q (u,w) Q (v,w)
Kspan(u,w) (:B) Kspan(v,w) (I)

O

Satz 4.17. Satz von Kulkarni. Sei (M™, g) eine zusammenhdngende pseudo-Riemannsche
MF und x € M. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent

1. Kg (x) =k, = konst. fiir alle E*> C T,M nicht ausgeartet.
2. N(E) =0 fiir alle E?> C T,M ausgeartet.
3. Fiir alle E?> C T, M nicht ausgeartet gilt

a < Kg(z) oder Kg(z)<b.
4. Fiir alle indefiniten UR E? C T, M gilt
a < Kpg(z) <b.
5. Fiir alle definiten UR E? C T, M gilt
a < Kp(z) <b.

Ist n > 3 und gilt in jedem Punkt x € M eine der Bedingungen 1.-5., so ist die Schnitt-
krimmung von (M, g) konstant.
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Beweis. Wir konnen annehmen, das n > 3 ist, denn sonst existiert kein nicht ausgearteter
2-dim. UR und F = T, M ist eindeutig bestimmt. Die letzte Aussage folgt dann aus der
2. Bianchi-Identitit (UA 16).

e Die Eigenschaften 1.) = 3.),4.),5.) und 1.) = 2.) folgen aus dem vorherigen Lem-

ma.
e 2)=1)
1. Fall:k = Index (g) = 1 oder n — 1.
Seien u,v,w orthogonal und ¢ (u,u) = —1. Dann folgt aus Lemma (2.) , da
N =0,

Kspan(u,w) (.%') = Kspan(v,w) (.%') )

da g (v,v) = 1 fiir ulv und k = 1. Ist damit E? C T, M nicht ausgeartet und
u € E oder E1R - u, dann gilt

unabhéngig von E. Ist 4 € T, M ein zeit-artiger Vektor unabh. von u, so ist
k(u) = Kopan(ua) (2) = k(d) = Kg (2) VE L.
Fiir einen 2-dim. nicht ausgearteten UR FE C T, M gilt somit
Kg (x) =k = konst.

2. Fall: 1 < k = Index (g) <n—1.

Sei E2 C T,M positiv definit und E? C T,M negativ-definit, v € F und
U € E Einheitsvektoren, dann gilt

Q (u, @) = g (u,u) - g (i, @) — g (u,4)? < 0.
Die Unterrdume
FoR-u, FeER-vwC T, M

sind 3-dim. VR vom Index 1 und insbesondere nicht ausgeartet. Aus dem
1.Fall folgt nun

Kg ((L’) = Kspan(u,ﬂ) (.%') = KE‘ (.%') .
Daraus ergibt sich die Behauptung.
e 3.) =2.) O.B.d.A. ist K > a. Denn Fall K <b erhélt man durch g — —g.

Jeder ausgeartete 2-dim. UR F ist Grenzwert einer Folge indefiniter 2-dim. Unter-
riume (E,,) oder einer Folge definiter 2-dim. Unterriume (F,) (UA). Dann gilt

Un —U, VU, —>V
) " =" FE

E,, = span(uy, v, = (u,v)

R (u7h Un7 Un7 un)

Kg, (z) = Q (o) >q
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und
Q (upn,vn) — Q (u,v) =0, da E = span(u,v) ausgeartet.

Ist (E,) definit, so ist @ (un,v,) > 0 und damit

n—oo

R(unavnavn,un) 2 a- Q (unavn) — 07
sodass
R (u,v,v,u) =0 = N (E)=0
Ist (E,) indefinit, dann ist @ (uy,v,) < 0 und damit

n—oo

T\’,(un,vn,vn,un) S a - Q (unavn) — 07

sodass
R (u,v,v,u) =0 = N(E)=0
e 4),5.)=2):

Wie eben erhalt man
R (u7h Un7 Un7 un)

< const.
Q (u7h Un) o

wobei

Q (up,v,) < Ofiir 4.)

Q (up,v,) > Ofiir 5.)
und

Ep = (up,v,) "8 E = (u,v) ausgeartet.

Damit geht

n— o0

IR (tnp, Uny Upy )| — 0= R (u, v, v, u)

und NV (E) = 0 fiir alle F ausgeartet.






5 Spektralgeometrie

In der Spektralgeometrie wird die Beziehung zwischen analytischen Eigenschaften von
Operatoren (z.B. deren Eigenwerte) und der Geometrie des Grundraumes (Volumen, Di-
mension, Kriimmungen) untersucht.

Als Beispiel betrachten wir das Schlagen einer Trommel: Das Trommelfell kann man
mathematisch darstellen als ein Gebiet Q C R?, dessen Rand 05 fixiert ist.

Die Tone, die durch Schwingungen des Trommelfells erzeugt werden, hingen von der
Form des Trommelfells ab. Sie sind die Figenwerte A; des Dirichlet-Laplace-Operators
von {):
0? 0? 9
Auz—<@+a—y2>:)\u, u e H{ ()

mit der Randbedingung u|sq = 0 (Der Rand des Trommelfells ist fest eingespannt und
schwingt nicht mit). Der kleinste der Eigenwerte 0 < A\; < Ao < ... = 00, \; € R ist
dabei der Grundton der Schwingung, die anderen Eigenwerte bilden die Obertone.

Wir bezeichnen mit spec”(Q) = {\1, \a, ...} das Dirichlet-Spektrum von €.

Das direkte Spektralproblem besteht - wie im Fall der Trommel - darin, fiir ein gegebenes
Gebiet Q das Dirichlet-Spektrum spec” () zu bestimmen oder andere Aussagen fiir die
Eigenwerte zu machen (z.B. Abschétzungen).

Das inverse Spektralproblem behandelt die Umkehrung: Wenn die Eigenwerte \; gege-
ben sind, kann man dann Riickschliisse auf € ziehen (z.B. Vol(€2), [(0€2)) ? Mit anderen
Worten: Kann man die Form der Trommel horen 7 Oder gibt es zwei verschiedene Trom-
melformen, die dieselben T6ne produzieren ?

(Mark Kac (1966), ‘Can one hear the shape of a drum? ’, American Mathematical Month-
ly 73 (4, part 2): 1-23)
Zum inversen Spektralproblem

Sei Q C R”™ ein offenes, zusammenhéngendes, beschrinktes Gebiet, dessen Rand 0f2
stiickweise C' ist. Wie oben bezeichne spec? (2) = {\1, A2, ...} das Dirichlet-Spektrum
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von ). Wir betrachten das Eigenwertproblem
Au = lu
ulpo =0,
. o 02 02 .
Wobel A—— <a_33%++W) 1st.

Es gilt: Ist €2 isometrisch zu QCRn (d.h., es existiert eine lineare Abbildung A : R” — R"
mit A(Q) = Q und (Az, Ay) = (x,y)), so folgt

spec?(Q) = spec? <§\2> .

Fiir die Trommel heifst das, dass die mdglichen Tone gleich bleiben, wenn man die Trom-
mel verschiebt oder dreht.

spec? (Q) bestimmt jedoch das Gebiet {2 nicht vollsténdig:
Es existieren (2, Q Q£ O mit gleichem Dirichlet-Spektrum (Urakawa, Biiser). Im Fall
n = 2 ist die Menge der isospektralen Q C R? ‘kompakt’(Osgood, Phillips, ?).

Die Téne der Trommel bestimmen also die Form des Trommelfells nicht eindeutig.

Wir wollen nun untersuchen, welche geometrischen GroRen durch specP(Q) eindeutig
bestimmt sind. Dazu betrachten wir das folgende

Beispiel 5.1. Es seien Q = [0, L] C R, A = _d und wir betrachten das Eigenwertpro-
blem

Au=—-u"(x) = lu
u(0) = wu(L)=0, u € C®(M),u #0.

Dieses Eigenwertproblem beschreibt eine Gitarrensaite, die an den Punkten z = 0 und
x = L fest eingespannt ist.

Bild
Um die Differentialgleichung zu 16sen, machen wir den Ansatz

u(z) = asin (bx) 4+ ccos (dx).

Dann folgt aus der Anfangsbedingung u(0) = 0 sofort, dass ¢ = 0 sein muss. Aus u(L) = 0
folgt nun, dass sin (bL) = 0 gilt, was genau dann erfiillt ist, wenn b = ’%, k € Z, ist. Also

haben wir
u(z) = asin k—ﬂw
= 7).
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Mit v (z) = —a% sin (22z) erhalten wir aus der Eigenwertgleichung —u”(z) = Au, dass
die Eigenwerte von k abhingen: \; = ki’f. Die dazugehorige normierte Eigenfunktion

ist
2 . km
Up = —sm | —x ).
FEVTL L

Die Eigenfunktionen {uy},k € Z bilden eine Orthonormalbasis von Funktionen u €
L3([0, L)) mit u(0) = u(L) = 0.
Das Dirichlet-Spektrum von Q = [0, L] € R ist, wie wir eben gesehen haben,

k‘2 2
specD(Q):{ z |k::1,2,3,...}.

L2

Das heifit, L = Vol([0,h]) ist durch spec”(Q) bestimmt. Fiir die Gitarrensaite heift
das, dass die moglichen Tone, die die Saite hervorbringen kann, die Lénge der Seite
bestimmen.

Dieses Resultat lasst sich auch auf den R™ verallgemeinern:

1) Weylsche Asymptotenformel (Weyl 1912)

Sei Q C R"™ ein offenes, zusammenhéngendes, beschrinktes Gebiet, des2sen Rand QQ
stiickweise C'* ist. Wie sind dann die Eigenwerte des Operators A = —(% +...4 88?)
1 n

asymptotisch verteilt ?

Diese Fragestellung ist analog zur Frage der asymptotischen Verteilung der Primzahlen
aus der Zahlentheorie:
Sei

m(x) = card{p | p prim,p < z}.
Dann gilt (Vermutung: Gauf, Beweis: Hadamard)

x

Dabei heiffen zwei Funktionen f, g auf R asymptotisch dquivalent, f ~ g, falls

f(z)
g(x) 7 !

gilt.

Bei unserem spektralgeometrischen Problem definieren wir analog

N(A) = card{ \; | i € spec?(92),\i < \}.
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Dann gilt (Weyl)

N(A) ~ A2vol(Q) - (;T”)n A — 00,

wobei w,, = Vol(K,(0,1)) das Volumen der Einheitskugel im R™ ist.

(Bem.: Es gilt

”ZTT n=2m
Vol(K,(0,r) = ¢ B)
2'2""'( 2 )
T2

/T n ungerade

wegen I'(3) = /7, D(z + 1) =z - T'(2).)

Damit folgt:
1) dim(Q) ist durch spec? () bestimmt:
dim(£2) = n, wobei n diejenige Zahl m ist, fiir die

N
0 < lim (m)\) = const < o0,
A—00 2
denn

const >0 m=n

N(A N(A n_m
(m)z (n)-AT?—> 00 m<n

A2 A2

0 m > n.

IT) Vol(9) ist durch spec” () bestimmt, denn ??? gibt das Volumen an, wenn n bekannt
ist.

2) Asymptotenentwicklung der Theta-Funktion

In der Zahlentheorie wird die 8-Funktion definiert durch

0(t) == i et

k=1



297

Wir betrachten im Folgenden die §-Funktion des Dirichlet-Laplace-Operators

[e.9]

Oa(t) == Z e Ak,

k=1
Ak especD (Q)

0q(t) konvergiert fiir £ > 0 und hat nahe 0 die asymptotische Entwicklung

bat) ~ t75 Y tha;.

O ST
Das heifit,
N .
Oa(t) — > tra; =0 (t"1Y), (t—0)
Jjz-n
und
N .
0o (t) — Z t2a;| < const -tV (£ 10).
j>-n

Die a; enthalten geometrische Informationen: Im Fall n = 2 (Kac) sind zum Beispiel

ap = area(Q)
ap = 1(dQ)

1
ay = 6(1 — h),

wobei h die Anzahl der Locher von (2 ist.
spec” (Q) bestimmt also in diesem Fall area(f2), [(d2) und h.

Uns interessiert in der Differentialgeometrie das folgende Problem:

Sei (M™, g) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand, z.B. S™ oder eine
geeignete Fliche im R?. Wir betrachten den geometrischen Laplace-Operator von (M, g)

A:C®M) — C™®(M)
f = Af:=—div(grad f)

und die Eigenwertgleichung Af = A\f.

Es existieren unendlich viele Paare ()\;, f;) als Losungen, wobei 0 < Ao < A\; < Ay <
... — oo gilt und die {f;} eine Orthonormalbasis in L?(M) bilden. Die einfachste Losung
besteht aus dem Paar A\g = 0 und fy = const. Ay ist dann der kleinste von 0 verschiedene

Eigenwert.
spec(M, g) = { Ao, A1, Aa, ...}
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1) Direktes Spektralproblem

Bei diesem Problem ist (M, g) gegeben und man studiert spec(M,g). Man kann versu-
chen, dass Spektrum explizit zu berechnen. Oftmals ist dies aber zu schwer und man
beschrénkt sich darauf zu untersuchen, ob es Liicken im Spektrum gibt oder die Grofe
bestimmter Eigenwerte abzuschétzen. Die Eigenschaften der Eigenwerte A\, geben dabei
die Geometrie der Mannigfaltigkeit (M, g) wieder. Zum Beispiel ist die Grofe von A; eine
obere Abschitzung fiir die geometrische Grofe von (M, g).

Satz 5.2 (Obata/Lichnerowicz (’58,'62)). Sei (M™,g) eine kompakte Riemannsche Man-
nigfaltigkeit ohne Rand. Weiterhin sei Ric > k-g, k > 0, d.h. (M, g) sei positiv gekrimmt.

Dann gilt
n

k

A > .
! n—1

Falls Gleichheit gilt, ist (M, g) isometrisch zur runden Sphare (S™, gsiq)-

A1 ist also eine Kriimmungsschranke: Je ‘krummer’(M, g) ist, desto grofer ist Aj.
Fiir die Standardsphére (5™, gsiq) gilt Ric = (n — 1)g. Die zweite Aussage folgt daher
aus der ersten mit k =n — 1.

Satz 5.3 (Li, Yau (’80)). Sei (M™,g) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit ohne

Rand. Sei Ric > 0. Dann gilt

7T2

> —.
A2 P

Dabei ist d = diam(M, g) der Durchmesser der Mannigfaltigkeit.

Je ‘kleiner’(M, g) ist, desto grofer ist A;.

2) Inverses Spektralproblem

Welche Schliisse lassen sich aus der Kenntnis von spec” () fiir die Geometrie von (M, g)
ziehen ?

Es gelten
e Wenn (M, g) und (]\//_7, g) ein-dimensional sind und spec(M,g) = spec(]\?, g) ist,
dann muss (M, g) isomorph zu (M, g) sein.

. Wenn/\(M, g) und (]\/4\, g) kompakte orientierte Flichen sind und spec(M,g) =
spec(M,g) ist, dann muss (M, g) diffeomorph zu (M, g) sein.
e Wenn spec(M, g) = spec(S™) ist, wobei n € {1,2,3}, dann muss (M, g) isomorph
zu (S™ sein.
Fiir hohere Raumdimensionen gilt dies nicht (Beispiel von Milnor:16-dimensionaler To-
rus).
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Auch hier gilt wieder die Weylsche Asymptotenformel: Sei
N(X) :=card{ i | \i € spec(M, g), \i < A}.

Dann gilt

W,
— =, A — 00,
(2m)E
wobei auch hier w, = Vol(K,(0,1)) das Volumen der Einheitskugel im R" ist.
Wie im Fall des R™ (S. 5) sind sowohl dim(M) als auch Vol(M) durch (M, g) bestimmt.
Analog zu S. 5 definieren wir die Theta-Funktion

H(M,g) (t) = Z e_w\k.

k=1

N(X) ~ Az2vol(M) -

0(n1,g)(t) konvergiert fiir ¢ > 0 und hat nahe 0 die asymptotische Entwicklung

_n i
H(M,g)(t) tI/Ot 2 Z t2aj.
j=>+0

Die a; sind dabei WL-Invarianten (kommen von der Fundamentallésung der WLG). Zum
Beispiel sind ag = Vol(M),
1
m:—/RML
6

wobei R die Skalarkriimmung von (M, g) ist, und
ag = / weitere Kriimmungen.

Zur Veranschaulichung betrachten wir eine kompakte orientierte Fliche (M, g). Dann ist
mit der Gaufkriimmung K und dem Geschlecht g

1 1
ay :§/KdM:§-27T(1—g).
Das heifit,

M~ SPHT? .. H#T?
dif feom # # #

Also bestimmt auch hier wieder spec(M, g) die Anzahl der Locher.

Literatur:
Riemannsche Geometrie:
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Math. 194, 1971

- I. Chavel: Eigenvalues in Riemannian Geometry, Acad. Press 1984
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5.1 Der Hodge-Laplace-Operator auf k-Formen

Im Folgenden sei stets (M™, g) eine semi-Riemannsche MF vom Index p. Wir definieren
nun mittels g, ein Skalarprodukt auf AT M. Sei dazu ey, ..., e, eine Orthonormal-Basis
bzgl. g. Fiir wy, 0, € AFTF M sei

(Wey O )y = Z wa(€iy, .. €) oz(€ir,....€,) €, ...€,, furk>0
1<iy <---<ig<n

und (wy, 04)z = w(x)-o(z) fiir k = 0. Eine Orthonormalbasis in A*T* M beziiglich diesem
Skalarprodukt ist dann gegeben durch

{o" Ao Ao 1<y <---<ip<n}, (o'...,0") duale Basis zu (ej,. .., e,).
—_————
=1

Dann ist eine Biindelmetrik auf A*T*M gegeben durch
() Q5(M) x Q5 (M) — C®(M)
(w,0) = (w,0), (W,0)(x) := (Wg, Oz ) -

Sei nun (M™, g, O) eine orientierte, semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit vom Index p (mit
oder ohne Rand). Sei dM die zugehorige Volumenform, also

dMy =o' N Ao™,
wobei () die duale Basis zur positiv orientieren ONB (e;) in (T, M, g, Or, pr) ist.

Definition. Der Hodge-+-Operator ist der C'°°(M )-lineare Operator

w0 QF(M™) — QR

W = kW

gegeben durch
(wA o, dM) = (=1)P - (xw,0) VYo e Q" F(M).

Bemerkung:

Eine dquivalente Forderung ist w A o = (xw,o)dM VYo € Q" %(M). Denn:
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e WANT €EQ'(M") = wAo=f-dM firein f € C®(M).
e (dM,dM) = (—1)? und daher

(—1)P(xw,0) = (w A o,dM)
— F{dM, dM)
= (-1

Also f = (xw, o) und damit folgt die Behauptung.

Satz 5.4. x : QF(M) — Q" *(M) hat folgende Eigenschaften:
(1) sx = (—1)pthk(=k)

(2) Sei (e1,...,e,) eine lokale, positiv-orientierte ONB und (o', ..., 0™) ihre duale Ba-
sis. Dann gilt:

* (0N No*) =€y o€, sign(I,T) - 0TE A A gInk,

wobei (i1 < -+ <ig, g1 < < Jn—k) Permutation von {1,2,...,n}
=1 =7
(3) (s, 53) = (1P - (0,3) Vo, 3 € QF(M)

(4) wA (x©) =0 A xw = (—1)P{w,0)dM

Beweis. (2) Bestimmen die Basisdarstellung von (g™ A --- A o'k):

*(0'“/\"'/\0'%): E (Za'O'al/\---/\O'a"_k,
a=(1<a1 < <ap_<n)

wobei fiir die a; gilt:

aj = (*(a" A ANa®) TN NIk e
= (1P -ej e GEAAGEAGIEN - NIk M)
nur # 0 fiir (I, J) Permutation von {1,...,n}
B {O falls (I, .J) keine Permutation
(=1)? €5, -+ -€,_ (dM,dM)sign(I,J) sonst
B {O falls (I, J) keine Permutation
€, €, _.sign(l,J) sonst

Also gilt schlieflich

* (@A NO®) =€y e,y sign(I,T) 0TV A e A gInh,
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* % (0"1 A-ee /\aik) =€, ... €, . sign(I,J)- (071 _/\an,k)
=¢jy e, sign(I,J) €y o€ sign(J,I) - 0" Ao Aok
:(—1)p-szgn(I,J) (=1)k(n= k)-a“/\---/\a

und wegen Linearitit folgt die Behauptung fiir alle w € AFT* M

(3)

(*w,\*(;b_/) (—=1)P(w A o,dM)

= (=1)PH*=R) (5 A w, dM)
= (=1)PTRO=R) ( wo W) - (dM, dM)

=%
=(—1) - (b, w) nach (1)
(4)
wA %@ = (sw, *w)dM
= (—1)? (w,w)dM nach (3)
——
={@,w)
= ... rickwarts rechnen
= w N *w

Spezialfall: dim(M) = 4
Dann ist * : A2T*M — A?T*M linearer Operator mit

sk = (—1)Pid.
e p=02=
% ist eine Involution auf A2T*M, sodass
A*T*M = NAT*M & A2 T*M
eine Eigenraumzerlegung in Eigen-Unterrdume von * zu den Eigenwerten +1 ist.
AiT*M heiRen selbstduale 2-Formen,
A2 T*M heiRen antiselbstduale 2-Formen.

ep=13=
#+ = —id, das heifit * ist eine fast-komplexe Struktur auf A2T*M, also A2T} M ist
ein dreidimensionaler komplexer Vektorraum mit jw = *w.
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(M™, g) eine semi-Riemannsche, orientierte Mannigfaltigkeit vom Index p. Dann gilt fiir
das Differential:

0& QM) & QY (M) & QM) ... & Q" (M) «+ 0.
Definition. Der Operator

6 QMY (M) — QF (M)

w = (=P d

heifst Codifferential-Operator.

Fiir den Codifferential-Operator gilt wegen dod =0 auch j o § = 0.

Definition. Sei (M",g) orientierte semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann ist auf
QF(M) ein L2-Skalarprodukt definiert durch

()2 - QE(M) x Qg (M) —

R
(w,0) — /M<w,0'>dM,

wobel

QF = {w € QF(M) | suppw kompakt und suppw C intM}.
Satz 5.5. Es gilt fiir alle w € QF(M), o € QF+1(M):
(dw,o)r2 = (w,00) 2.

Das heifit, ¢ |Qk+1(M) ist der zu d auf (QF(M), (-,-)2) adjungierte Operator.
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Beweis. Es gilt

(dw,o)r2 = /M(dw, o) dM

— (_1)p/ dw N\ *o nach Satz 5.4
M

= (—1)? /M(d(w Ax0) —w Ad(xa) - (=1)%)

= (=1)? / WA *o —/ wAdxo(—1)F nach Satz von Stokes
oM M

=0
:(—1)p+1+k/ wAdxo
M

= (—1)p+1+k‘+p+(n*k‘)k / w A *(xd x o)

M
= (—1)p+(k+1)k/ w A *60
=—1P M
:/ (w,do) nach Satz 5.4
M
= (w,d0) 2.

0

Ziel: Verallgemeinerung des Laplace-Operators A : C°(M) — C*°(M) auf die k-Formen
QF(M). Suchen R-lineare Operatoren P : QF(M) — QF(M), die in lokalen Koordinaten
die Form

n y 32 n )
pP= v~ __ B—

haben. Dabei verstehen wir ein Element w € QF(M) als die Funktion (wy); € C™ (U, IR{(Z)>,

sodass die partiellen Ableitungen a%kw sinnvoll definiert sind.

Im Folgenden werden wir den Hodge-Laplace-Operator und den Bochner-Laplace-Operator
definieren. Beide haben eine solche lokale Darstellung.

Definition. Sei (M™, g, Ops) eine orientierte semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann
heifst

A - Q¥ (M) — QF(M)
Ap:=dod+dod

Hodge-Laplace-Operator von (M, g).
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Satz 5.6. Der Hodge-Laplace-Operator hat folgende Eigenschaften:
(1) Ay : QF(M) — QF(M) ist formal-selbstadjungiert, das heift

<Akw,0'>L2 = <W,Ak0>L2 Vw,o € Q]cg(M)

(2) Apod=do A und Apod =9oAg.
(3) Ag = A := —divograd.

Beweis. (1)

(Agw, o) = (déw + ddw, o)
= (dw, do) + (dw, do) (weil d** = d)
= (w,ddo + ddo)

Apod=déd+ 3§ dd = d(ds + dd) = dAy,
=0
Ay od = (ds + 5d)5 = 5(ds) = 6(6d + ds) = 62,

Aof = (d5+5d)f =4 df = (_1)p+1+n.0 «d* df
F
1-Form

Af = —div(grad f))
Folglich gilt

Af-dM = —div(grad f)dM
= —Lgrad fdM (nach einer UA)
= (=1)P"d(xdf) (nach einer anderen UA)

Und damit gilt nach Definition des *-Operators:

Af - xdM = (—1)PT « d x df
=1

und das zeigt die Behauptung.

Ziel: Wollen nun d, 6 und Ay durch kovariante Ableitungen ausdriicken.
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Definition. Sei V der Levi-Civita Zusammenhang auf (M, g). Dann definiert V eine
kovariante Ableitung auf dem Biindel A*T*M

V :T(AFT*M) - T(T*M @ A*T* M)
w+— Vw

gegeben durch

(VXW)(Xl, e ,Xk) = X(w(Xl, ce ,Xk)) — Zw(Xl’ e ,VXXZ', e Xk)
i=1
Satz 5.7. Fiir die vom LC-Zsh. induzierte kovariante Ableitung ¥V auf A*T*M gilt:
(1) V ist eine metrische kovariante Ableitung beziiglich (-,-) auf A*T*M, das heifit

X((w,0)) = (Vxw,0) + (w,Vxo) Yw,o € QM) =T(AFT*M).

(2) Vx(w/\a):VXw/\a—i-w/\VXa

(3) Vx(Y.w) = (VxY)iw+ Y. Vxw, wobei Y w bedeutet, dass Y in die erste Koordi-
nate von w eingesetzt wird.

Beweis. Der Beweis bleibt als Ubungsaufgabe. U
Satz 5.8. Sei V die vom LC-Zsh. induzierte Ableitung auf A¥T*M. Dann gilt:

k
(1) (dw)(Xo,..., Xk) = > (1) (Vx,w)(Xo, X1, Xi, .., Xk)

i=0

n

(2) ow(Xy,...,Xk-1) = —Zei(veiw)(ei,Xl,...,Xk,l), wobei (eq,...,e,) eine lokale
i=1

ONB auf (M, g) ist und €; = g(e;, e;).

Beweis. (1) Folgt, wenn man die Definitionen einsetzt und benutzt, dass VxY = Vy X+
[X,Y]. Der genaue Beweis bleibt als Ubungsaufgabe.

(2) Wir wissen: dw = (—1)PH1H7E=1 w4« fiir w € QF(M).

Sei nun (eq,...,e,) lokale ONB und (o!,...,0") die duale Basis auf U C M. Dann
gilt fiir n € QF(M):

n o= Z nl'ail/\“‘/\aika nr =n(€i,-- -, €)-
I=(i1<<iy)

Und damit hat *n die Darstellung:
I

= stign (1,J) €4, ---fjn,kUjl A-ee A gln—k (A)
I \,—/

Permutation von(1,...,n)
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beziehungsweise

1 v (€jrs--r€5, ) = N(€is -, e)sign(l, J)ej, ... €5, - (B)
Und damit folgt schlieflich fiir dw:

ow (eil, ... 7eik—1)

= (—1)PHED w (d 5 w) (e, e )
——

(®B) p+14n(k—1) :
= (-1) N(€ays -+ Cap_ypy)signlo,I) ey . €,
(P e Ysign(Ta) - (—)EDORD o

= (- 1)p+1+(k 1)? sign(I, ) - €, ... €,_, n(ear,. .. ,eanikﬁ)

—_————

(=1)ptk
) n—k+1
= (—1)PFsign(l,a) - e ... 6, - Z (-1)# 1V6a6( wW)(€ays s Can_pi1)
B=1
(®) n—k+1
= (—1)PFsign(I,0) €y . €, - Z (—1)571(Vea6w)(e%,eil, Ce € )
B=1
-sign(ag, [, aq,...,08,...,00_kt1) * €ay - - - €ap -+ €om_pi1
n—k+1
= (1P (=P Y e, (1) D sign(, @) (1) (Veu, @) (€ap, €irs €y,
B=1
n—k+1

=— Z €ap (Veaﬁw)(e%,eil, € )
=1

n
= g e(Vew)(en e, . ex-1)
1=1

= (dw)(eiys---,€ip_,)

Definition. Die Abbildung

c:T(T"M @ A*T*M) — T'(A*T*M)
(o, w) = gAhw — o'
— ——
(k+1)-Form  (k —1)-Form
heift Clifford-Multiplikation auf A*T*M. Dabei ist A*T*M = @}, AFT*M und of das
duale Vektorfeld zu o, also o(Y) = g(of,Y) fiir alle Y € X(M).

Als Schreibweise verwenden wir auch o - w := ¢(0,w).
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Satz 5.9. Das Clifford-Produkt hat folgende Figenschaften:
(1) (0-7+7-0) w=—2(c,7)w fiir alle o, T € QY (M), w € QF(M).
(2) Fiir die durch den LC-Zsh. induzierte kovariante Ableitung V gilt:

Vx(o-w)=(Vxo) w+o-Vxw.

(3) Fir den Operator D :=coV :T(A*T*M) — T'(A*T*M) gilt:
(a) D=d+9
(b) D* |qr(any= Ak

Bemerkung: Operatoren, die die Eigenschaft (3) (b) aus dem vorigen Satz erfiillen,
heifsen Operatoren vom Dirac-Typ.

Beweis. (1)

roc-wto-Tw
=7 - (0Ahw—0'w)+o- (TAw—7"w)
=T Ao Aw—T (0 Aw) — 7 A (0Fw) + 7 1(oF w)

+oATAWw—0" ST Aw) — 0o A (TP w) 4 oF (TP w)
= —o(tHw 4 o A (TP aw) — 7 A (0Fw)

—7(w + 7 A (0 aw) — o A (TFw) (Produktregel fiir A)
= —o(Hw — 7(6H)w
= —2¢(%, o¥w

= —2(1,0)w

Vx(o-w)=Vx(ocAw—o'w)
:vX(U/\w)—Vx(O'ﬁJW)
=VxoANw+oAVxw— (VXaﬁ) w— otV yw (Satz 5.7)
——
=(Vxo)f (UA)
=(Vxo) w+o-Vxw

(3) Beweisen die Formel durch Rechnung in lokalen Koordinaten. Sei dazu wie immer
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(e1,...,ep) eine lokale ONB und ¢; = g(e;, ¢;). Dann gilt

= ¢(Vw)
n
= Z ol Ve,w
i=1
n n
= Z o' ANVe,w — Z(ai)%veiw
i=1 i=1
n n
= Z ot A Ve,w— Z €€ Ve,Ww.
=1 , i=1
=:1 g:)

Und

n n k
<Z o' A Veiw> (X0, Xp) =D D 0'(X;) - (Ve,w)(Xo, ..., Xy o, Xp) (—1)
=1

i=1 j=0
(Nach der Definition von A)

k
- Z (VZ?ZIJi(Xj)eiw) (Xo, - - ,Xj, oo, Xg) (_1)j

<
Il
o

(—1)j (ijw) (Xoy .-, Xy, .o, Xp).

<
Il
o

Il

Also gilt D = d+ §. Also gilt auch

D? |or(ary = dd + db + 6d + 66
= dé + &d

5.2 Der Bochner-Laplace-Operator

Lemma 5.10. Der Laplace-Operator A : C*°(M) — C°(M) hat folgende lokale Formel:

n

Af ==Y eileiles(f) +div(e:) - ei(f)),

i=1

wobei (e1,...,e,) eine lokale ONB ist und ¢; = g(e;, €;).
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Bewess. Benutzen
div(hX) = X(h) + h - div(X) (%)
Damit erhalten wir:
Af = —div(grad f)
= —div (Z eiei(f)ei>

i=1

= Z e; div(e;(f) - &)
=1

=Y eileies( ) + div(er) - ei(f)) (4)
=1
[l

Wir betrachten nun einen Operator auf Q¥(M), der so aussieht wie (%), wobei e;(f)
ersetzt wird durch V,w.

Sei (M™, g) eine semi-Riemannsche MF mit LC-Zsh. V9. Dann induziert V¥ eine kovari-
ante Ableitung V auf dem Biindel A¥T* M, wie wir aus dem vorigen Abschnitt wissen:

V:T(A*T*M) — T(T*M @ A*T*M).
Betrachten nun eine kovariante Ableitung
V:I(T*M @ A*T*M) — T(T*M @ T*M @ A*T* M)

definiert durch

~

V(ie®@w) =VoRw+o® Vw.
Zuletzt definieren wir fiir B € T(T*M ® T*M ® A*T* M) noch

Tr, B € T(A"T* M)
n

Try B := Zei - B(e;, €;),
i=1

wobei (e1,...,ey) eine lokale ONB ist.
Definition. Der lineare Operator

AV QF(M) = T(AFT* M) % T(T* M @ AFT* M)
v
%

r
D(T*M @ T*M @ A*T*M)
kT M) = QF(M)

heift Bochner-Laplace-Operator auf QF(M).
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Satz 5.11. (Eigenschaften des Bochner-Laplace-Operators AV)
(1) AV hat die folgende lokale Darstellung:

AVw = =" €(Ve,Ve,w + div(e;) - Ve,w),
i=1
wobei (eq,...,e,) eine lokale ONB ist.
(2) FEs gilt die folgende Produktregel:

AV(fw)=f - AVw = 2Vgaajw + Af -w Vf € C®(M),w € QF(M).
(3) Sei (M,g) zusdtzlich orientiert. Sei
V* :To(T*M @ A*T* M) — T (AFT* M)

der duale Operator beziiglich (-,-)r2. Dann gilt:
o Vi(o®w) = —(Vyw+div(c?) -w) auf T(T*M @ A¥T*M) (wobei o das duale
Vektorfeld zu o ist, das heift o(X) = g(of, X) fiir alle X € X(M)).
e AV =V*oV auf QK(M).
(4) AV : QF(M) — QF(M) ist formal-selbstadjungiert beziiglich (-,-);2, das heifit:

(AV, ) g = / (A, ) odM = / (w0, AVn)dM = (w0, A7) 1o
M M

Beweis. (1) Sei also (eq,...,e,) eine lokale ONB und (o, ..., 0™) die duale Basis. Dann
gilt:

AVw = — Tr,(VVw)

= - Ty, (@ (Z o' ® Veiw> >
i=1

== Try(Vo' @ Vew+ 0’ @ V(Ve,w))

i=1

n n
- Z Z Try(o’ @ Vejai ®Vew+o ©ol® Ve;Ve,w)
i=1 j=1

== Y alol(er) (Ve,0')(en) - Vew + 07 (ex) 0 (ex) Ve, Vo]
i,7,k=1
> Ojk Oik Ok

n n

== Z Ek[(vekai)(ek) Ve,w] — Z €k Ve, Ve,w = (%)

ik=1 k=1
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Hierbei konnen wir den ersten Summanden vereinfachen. Zunéchst gilt

(Vero')(er) = ex(a’(er)) — 0" (Veper) = =o' (Ve,er)
——

ik
und damit erhalten wir
Zek : (VekO'l)(ek) = - Z EkO'Z(Vekek)
k=1 k=1
n
=— > ek€ig(Ve,ex, ei)
k=1
n
=— > epei-ep(gler,e)) —glex, Ve, ei) (weil VI metrisch)
k=1 ~
n
=€ - Zﬁk ~g(ex, Vey€i)
k=1
=¢; - div(e;)

womit sich schlieflich fiir (x) ergibt:

() ==Y € -div(e)Vew — Y _€Ve,Vew
i=1 i=1
(2) Fiir AV(fw) haben wir:
AV(fw) = =Y €i(Ve,Ve,(fw) +div(e;) - Ve, (fw)
i=1

= - Z f[vei(ei(f)w + f : Veiw) + div(ei) ’ (ez(f)w + fveiw)
=1

= =Y cilei(ei(f)w) + ei(f) - Vew + ei(f)Vew + f - Ve, Vew
=1

+ div(e;)e; (flw + fdiv(e;)Ve,w]
=A(f) - w+f- AVw—2. VZ?:lerez'(f)'ez'w
=A(f)-wt f-AVw— 2 Vg jw
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(3) Sei also (M, g) orientiert und dM die Volumenform von (M, g, Ops). Dann gilt

(Vw,o0 @n)r2 :/ (Vw, o @ n),dM
M

:/ Z<0i®veiw,a®n>dm
M=y

= / Z<O‘i,0'> (Ve,w,mdM , wobei o = Za(ek) .ok
M =1

k=1

— / Z €0k - o(e) - (Ve,w,n)dM
M

ik=1
= /M <VZZL:1 Eia(ei)eiwy 77>dM
= [ (Vomam
M
= / <aﬁ(<w,n>) — (w, Vam>) dM  (weil V metrisch)
M

= / div({w,n) - %) —(w,n) - div(c*) — (w, V,sn)dM  (Produktregel fiir div)
M N—\—

=0 nach Satz v. Stokes
= / (w, =V 4m — div(aﬁ)mdM
M

= (w, = Ve — div(c®) - n) 12

—v*(o@n)
Und damit gilt auch

V*Vw = V* (fj o' ® Veiw>

i=1
n .
= Z V(o' ® Ve,w
i=1 M

== €i(Ve,Vew + div(e;) - Ve,w)

=1
= AVuw.
(4) Damit gilt auf QF(M):

(AVw,n) 2 = (V*Vw,n) 2
= <VW, V77>L2
= <W, V*VU>L2
= <W, Av77>LQ'
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0

5.3 Die Weitzenbock-Formel (Bochner-Formel) fiir den
Hodge-Laplace-Operator

Satz 5.12. (Weitzenbick-Formel) Sei (M,g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit,
Ay, und AV der Hodge-Laplace-Operator beziehungsweise der Bochner-Laplace-Operator
auf QF(M). Dann gilt:

A =AY + Ky,

wobei Ky, ein Homomorphismus (d.h. eine C>-lineare Abbildung) auf QF(M) ist mit

] j v
Krw = ZJ’ 07 - RY (e, e5)w.
1<j

Hierbei bezeichnet o' - o7 die Clifford-Multiplikation und
R(X,Y)w = (VxVy = VyVx — Vixy)w.

Und mit Rij = R(ei,ej, ey, e,) ist

n
Krw = Z Riju - 0° A (09)F a0t A (0¥)F w,
i7j7l‘L7V

wobei die rechte Seite der Gleichung von rechts nach links zu lesen ist. (Der Ubersicht-

lichkeit halber wurden die Klammern weggelassen)

Beweis. Sei x € M und (ey,...,ey,) eine x-synchrone lokale ONB um z. D.h. in z € M
gilt fiir alle X € X(U):
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Damit gilt im Punkt « € M:

Apw Satz 5.9 (co V)Qw

n

SRR
i,j=1
Satz 5.9 N j ’
N30 i (9,07 V4 07V Vo)
i,5=1 =0

n
= E o' -0l Ve Ve,w

ij=1
n
=S "¢" 07 Ve Vew+ L0l Ve Ve w+ Lot V,,V
e; Ve,W o 0o e; Ve,W o -0 e; Ve,W
i<j i>j i=1

= Z O-i : Uj ’ (veivej - vﬁjVei)w + Z Ui : Ui : Veive¢W,

i<j i=1

Wobei im letzten Schritt eine Indexumbenennung vorgenommen, nachdem Satz 5.9 an-
gewendet wurde, also o - 07 + 07 - o' = —2(0%,07) = —2§;5, d.h. 0¥ - 07 = —07 - o fiir
j # i. Wiederum mit Satz 5.9, auf den letzten Summanden angewandt, erhalten wir die
Behauptung:

n

Agw = Z o Uj(veivej - vej vei - V[ei,eﬂ)(w) - Z ei(vez'veiw + div(ei) 'vez'w)
i<j :i’n_; i=1 ?Oi’r:;

= Zai ol RV (e, ef)w + AVw
1<j
= AVw + Kpw.

Es bleibt nun noch, die Darstellung

n
Krw = Z Rijuw -0 A (07) 2ot A (o) w,
i7j7/’l’7l/
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zu zeigen.

Z o'l RY (51, 8)w

1<J
I & j DV
:5-20'-0' -R (si,sj)w
ij=1
1 n . . ) .
=5 D (0" A= (0)) - (07 A (07 )RY (si, )
ij=1
— 9 > 0" Aod ARY (si,55)w + ((01) a(07))IRY (s, 5w

=1 0, da k4 2-Form =0, da k — 2-Form

1 < .
-5 Z o' A (07 IRY (51, 85)w
ij=1

1 & . .
—3 Z (o) 109 ARY (s, 85w
ij=1

I - ,
=—3 > o A (07) IR (s, 85w
i,j=1

1 <& o , A

- = Z (O‘j((dl)ﬁ) RY (si,85)w — 0d A (69 TRY (s4, sj)w>
2 1,j=1 5 v

7 =045 =0 fiiri=j

=— Z ot A (Uj)ﬁ_:Rv(si,sj)w, (%)
ij—1

wobei man die letzte Gleichheit einsieht, wenn man die Indizes in der zweiten Summe
vertauscht.

Behauptung: RY (s, s;)w = — ZRUWJ“ A (o) aw
v

Beweis der Behauptung: Es geniigt, dies fiir w = ¢® A --- A 0% zu beweisen. Es gilt:

k
Rv(si,sj)(aal A No) = Zaal Ao ARY (81,85)0% Ao A g™
v=1

RY (5i,57)0" (su) = =" (RY (s1,57)8u) = —Rijuw - €
——

Y Rijui€is
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Und beides zusammen ergibt

n n
RY (si, 8 )w = Z Z €ay * Rijayun g™ A= ANag®= L Nat Ng® LN - N g
pn=1v=1

= zn:zn:RijauuU‘u VAN (Ua”)ﬁjw

pn=1v=1

n
= Z Rijyudﬂ/\(da”)ﬁ_lw.

=1

=€qy, oA (o ) w

Das zeigt die Zwischenbehauptung. Und Einsetzen in (x) liefert die Behauptung aus dem
Satz. O

Korollar 5.13. (Weitzenbock-Formel fir 0- und 1-Formen)
(1) Ag = AV, das heift Ko = 0.
(2) Ay = AV + Ric, das heifit Ky = Ric. Dabei ist

Ric: X(M) — X(M)
definiert durch g(Ric(X),Y) = Ric(X,Y) fir alle X, Y € X(M). Und

Ric : QY(M) — QY(M)

definiert durch Ric(w)(X) := w(Ric(X)) fir alle X € X(M).

Beweis. (1) Klar.
(2)

Kiw = Z Rijuwo’ A (07) ot A (0¥)F Jw

40,1,V w(o—’/)u

= > Rijwo’ A (0?)r oo w((0")F)
4,0,V ejépb] =Sy €p

= qu-w(su)'ej “R(s, 85,85, 50) - 0"
i7j7l/

= Z €, -w(s,) - Ric(si, s,)0°
= Z Ric <si, Z € - W(Sy)su)ai

v

wh

= Zg(Ric(wﬁ), ;)0
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= (Ric(w))’
= Ric(w)

0

Als néchstes méchten wir zeigen, dass auf orientierten Mannigfaltigkeiten M ohne Rand
gilt:

{we Q¥ (M) | Agw =0} ~ HEL(M,R),
wobei Hip(M) = fw € Q8(M) | dw = 0}/{w € Q(M) | Jo € Q" L(M) do = w} die
k-te De-Rham-Kohomologie ist.

Dazu betrachten wir zunédchst die Gardingsche Ungleichung als Anwendung der Weitzenbock-
Formel.

Sei (M, g) eine kompakte, zusammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand
und sei QF(M) mit dem Skalarprodukt (-,-)2 versehen. Dann heift

J
l
HwH? = Z 14 WH%%T*M@MT*M)’
1=1

die j-te Sobolev-Norm von w, j > 0, wobei Viw:=V...Vw.
~—
l—mal
Die Vervollstindigung H7 (A*T+M) von (QF(M), || - ||;) heift j-ter Sobolev-Raum.
Dann gilt:
o Fiir alle i < j gilt [|wl|; < [Jw]j, das heift

— HI(AR(T*M)) & HIZV AR (T M) & HIZ2(AR(T M) 5 .5 HOAR(T* M)

ist eine Folge stetiger Einbettungen.

e Es gilt sogar mehr. Satz von Rellich:
Die Einbettung H’(A*(T*M)) i H{(A*(T*M)) fiir i < j ist vollstindig (kom-
pakt), das heifst das Bild beschrinkter Mengen ist relativ kompakt.

Lemma 5.14. Sei {U,}aer eine endliche Uberdeckung von M durch Normalenumge-
bungen mit der Zerlegung der 1 {¢o}. Fiir w € QF(M) bezeichne wo = @ow. (Das heifit
suppwy, ist kompakt und liegt in supp ¢, C U, ) Bezeichne

Helll; =D llwall;-

ael

(Das ist wieder eine Norm) Dann sind || - [|; und [|[-|||; auf QF (M) dquivalent.

Beweis. Der Beweis bleibt als Ubungsaufgabe. U
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Im Folgenden werden wir die Aussage fiir 1-Formen verwenden.
Satz 5.15. (Gdrdingsche Ungleichung) Sei (M,g) eine kompakte, zusammenhdingende,
orientierbare Riemannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand. Dann gilt fir alle k-Formen w €
QF(M):

[wllo < const-([lwllo + (| Axwl|o)-

Beweis. Schritt 1: ||w||; < const -(||w|lo + ||(d + d)w]o)

Durch Anwendung der Weitzenbdck-Formel erhalten wir:
/ (Apw, w)ydM = / (V*Vw,w) + (Krw,w)dM
M M
Und fiir den rechten Term gilt

CSU
[(Krw,w)| < IKkwlle - [lw]l
< 1Kk - [leoll®
2
<O lwllz,

wobei < ||| wegen Kompaktheit von M existiert. Also gilt:

/(Akw,w>dM§/ <w,w>dM—c-/ w|[2dM.
M M M

Damit also
I(d +0)wf = / (((d+0)° w,w)dM > ||Vw|[§ - C - |[wlf5
M S
=Ay
beziehungsweise

IVewll§ < C - flwllg + 1I(d + d)wll3.

Damit erhalten wir schlieflich fiir ||w]|;:

|wl|? = |Vl + [lw]?
= const -(||wl|3 + [|(d + 6)wl[?)
= const([|w|lo + ||(d + &)w]o)?.

Und damit folgt die Behauptung.
Schritt 2: ||w||2 < const -(||w||1 + ||(d 4+ d)w]|1)

1. Fall: Sei U € M eine Normalenumgebung, V' C U mit cl(V) C U kompakt. Sei
w € QF(M) mit suppw C cl(V) C U. Dann:
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HVWH%:Z/UH (VVw)(si, 50, ) 2dM

i\l
N Vi (Vw(s1) =V, 50

A—Ungl.
g zn(znvsivs,wu% ™ lo(Vasst 1) -uvsrwna)
T

il

<const auf clV, da clV komp.

< const - </ Z HVVslei + Z HverHch) dM
U l T

= const-( 3 |V wll} 19wl

: Schritt 1

= const - ([lwlli + 3 11(d + ) Vaoll).
l

wobei wir den Faktor 2n wegen (a + b)? < a? + b? erhalten.

Behauptung:
1(d+ 8)Voel3 < const - ([, (d + 8wl + wll?)

Beweis der Behauptung;:
(d+6)Vgw = (coV)Vsw
= Z aglo Vs, Vgw

= Z o'o (Vslvsiw + V[Susl}w + RV(SZ‘, sk)w)
- Z {vsl (Ui °© vsiw) - (vszgi) ° vsiw

+Zai ° g([sia Sl]a 37") - Vs,w + o' o RV(Siv Sl)w}

T

=V, (d+0)w — (Vy0') 0 Vs
+ Zai o g([si,s1), $r) - Vs, w + ZJZ’ o RY (54, 51)w

0 7

Wenden wir nun auf beiden Seiten die Norm an, so erhalten wir:

1(d +6) Vil < const(|[V,(d +8)wlg + > IVs,wl§ + [lw]3)-

=llwl?
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Wobei hier ¢%o und Vs, oo als lineare Operatoren auf dem endlich-dimensionalem Vektor-
n
raum @ QF(V) durch die Operatornorm abgeschéitzt wurden und fiir die Kriimmungs-

k=0
und Metrikterme die Kompaktheit von cl(V') eine Schranke liefert. Also gilt

IVVewl < const- (D 1V, (d+ d)wld +l1wl?).
l

=[V(d+é)wl3

Wobei wir hier benutzt haben, dass ¢ injektiv auf T*M @ QF(M) ist. Damit folgt die
Behauptung:

lwll3 = VY@l + [ Vewll§ + lwllg < const-(lwlf + [[(d + §)wll7)
————
=lwl?

2. Fall: Sei w beliebig.

Dann nehme eine Uberdeckung von M durch Normalenumgebungen {Uy }aer mit Zerle-
gung der 1 {¢4 }acr. Dann gilt

w= Z Do - W -
acl _.,
Wende den ersten Fall auf die w, an und benutze die Aquivalenz von |||-|||, und || - ||;.

Schritt 3: Behauptung: ||wl|2 < const -(||w|lo + || Arw]lo)

Schritt 2
lwlz < const-([lwlly + [[(d + d)wll)

Schritt 1 9
< const-([wllo + [[(d + d)wll + [[(d + 6) wllo)

Und
1(d + 8l|wli3 = {(d + 8)w, (d + )w) 2
={((d+ 5)2w,w>
CSU 5
< [ (d+0)* wllo - [[wllo
———
=Ay
1 2
< 5 - (1Akwlo + [lwllo)
und das zeigt die Behauptung. O

5.4 Fakten iiber elliptische Differentialoperatoren

In diesem Abschnitt sei stets E ein R- oder C-Vektorbiindel iiber einer Riemannschen
Mannigfaltigkeit (M, g) und (-,-) eine positiv-definite Biindelmetrik.
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Definition.

e Ein Differentialoperator von Grad < k auf E ist ein linearer Operator D : I'(E) —

I'(E), so dass zu jedem z € U eine Karte (U, ¢(x1,...,zy)) und eine lokale Trivia-
lisierung

¢:E|ly>UxV

existieren, sodass D lokal folgende Form hat:

B olel
gboDqul:Zaa'% (*)
la|<k
mit a, € C°(U,R™™), m =dim V.

Man sagt, dass D den Grad k hat, wenn er vom Grad < k, aber nicht vom Grad
<k —1 ist.

Das Hauptsymbol eines Differentialoperators von Grad k ist fiir jedes z € M,
& € Tx M eine lineare Abbildung

o(D)e: E, = E,

definiert durch o(D)¢(e) = & - D(f* - s)(z), wobei f € C®(M), f(z) =0, dfy =&
und s € I'(E), s(z) =e.

Lemma 5.16. Sei D ein Differentialoperator vom Grad k mit der lokalen Form (x) um
x. Dann gilt fiir sein Hauptsymbold:

¢po(D)ed™ = > aq(x)- £,

|a|=k

wobei £ =Y 4du;.

Beispiel:
M=R" D=7+ E-R"XV.

0x1 Oxo

Dann ist

Also

0 of Os af s
2 —_— - —_— 2 P —— P 2 P —
D(f*-s5) = 1 <2 ! ox st/ 3$2> +2-f 0x1 +/ 0x1
f(ong.ﬁ.ﬁ.s
83:1 a$2
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Satz 5.17. Es gilt:

o(D + D) = o(D) + o(D)
o(Do D) =o(D)oo(D)

Beispiel:
e 0(Vx)e = &(X)-
o o(d+d)e = c(§)
o o(Ar) = o(AY) = —g(¢%, &) id

Definition.

e Ein Differentialoperator D heifst elliptisch, wenn Va € M, V¢ € TM \ {0} die
Abbildung o(D)¢ : E; — E, ein Isomorphismus ist.

e Ein Differentialoperator zweiter Ordnung heift vom Laplace-Typ, wenn o(D)¢ =
—g(&h, €% id st

Bemerkung: Jeder Operator von Laplace-Typ ist elliptisch.

L2-Riume:

Sei To(E) := {s € T'(E) | supp(s) C M kompakt}. Auf T'o(E) haben wir das L?-
Skalarprodukt:

(5,6) 12 = /M(s(m),t(x)>dM.

L?(E) :=Vervollstindigung von ([o(E), (-,+)z2) ist ein Hilbert-Raum.

Dann ist ein Differentialoperator D : To(E) C L?*(E) — L?*(E) ein unbeschriinkter
Operator. Das heifit, er lisst sich nicht stetig auf L? fortsetzen.

Das Spektrum eines elliptischen Operators:

Sei P:Ty(FE) C L?*(E) — L*(E) ein linearer Operator.

Definition. Im Folgenden sei

o(P):={\€C| Py:=P —\-id ist injektiv, IM(Py) C L*(E) ist dicht und
man kann Py ' : $(Py) — L*(E) zu einem stetigen Operator auf L*(E)

fortsetzen }
und spec(P) := C\ o(P).

Bemerkung: Fiir einen linearen Operator L : V' — V auf einem endlich-dimensionalen
Vektorraum V' gilt

spec(L) = EW(L) = {\ € C | Ly nicht injektiv}.

Das gilt aber im Allgemeinen nicht.
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Definition. Ein linearer Operator P : I'g(E) — I'g(E) heift formal selbstadjungiert,
falls Vs, t € T'(E) gilt:

(PS,t)LQ = (S,Pt)L2.

Satz 5.18. Sei (M, g) eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand. Sei E —
M ein Vektorbiindel mit positiv definiter Biindelmetrik und D : To(E) C L*(E) — L*(E)
ein formal-selbstadjungierter, elliptischer Differentialoperator. Dann gilt:

(1) spec(D) = EW(D)
(2) spec(D) C R ist diskret und es gilt sogar

spec(D) = {0 < [A\| < [Ag] <+ = o0}

(3) Die Eigenrdume sind endlich-dimensional und bestehen aus glatten Schnitten und es
existiert ein vollstindiges ON-System (sj)jen aus Eigenschnitten, das heifft

cl(span{s;}) = L*(E).

Regularitét elliptischer Differentialoperatoren:

Definition. Eine Distribution auf F ist eine lineare, stetige Abbildung L : I'o(E) — R,
das heift Jc > 0 mit ||Ls|| < c-||s]|.

Die Menge aller Distributionen bezeichnen wir mit D'(E).
Bemerkung: Sei s € I'(E). Dann ist
Ls:To(E) =R
Ly(t) := (t,5) 2
eine Distribution.

Definition. Eine Distribution von diesem Typ heifit glatte Distribution.

Sei nun D :=T'((E) — I'y(E) ein Differentialoperator. Dann kann man D fortsetzen zu
D' D'(E) - D/(E)

vermittels (D'L)(s) := L(D*s), wobei D* der zu D formal adjungierte Operator ist, das
heifst
(DS, t)LQ = (8, D*t)LQVS, t e FQ(E)

Bemerkung: Ist L = L, glatt, dann gilt:

(D'Ls)(t) = Ls(D"t)
= (D*t,s) 12
= (t,Ds)r2
= Lp,(t),
das heikt D'Ls = Lp,.
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Definition. Eine Distribution heifst schwache Lésung von
Ds = sy, (DG)
wenn gilt: DL = Lg,.
Bemerkung: Ist L = L, so gilt:
L schwache Losung von (DG) < s ist Losung von (DG).
Satz 5.19. (Regularititssatz) Sei D : To(E) — To(E) ein elliptischer Differentialope-

rator und so € I'o(E) und sei weiter L eine schwache Lésung von (DG), so ist L eine
glatte Distribution.

5.5 Satz von Hodge und Anwendungen
Definition. Im Folgenden verwenden wir die Bezeichnung
HE(M) = {w e Q¥ (M) | Apw = 0} = Ker Ay,

und w € H¥(M) heikt harmonische Form.

Sei M™ eine geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit. In diesem Abschnitt wollen wir
zeigen, dass in jeder Kohomologieklasse c € H f) r(M;R) genau eine harmonische k-Form
existiert, d.h., dass HEo(M;R) ~ H*(M) gilt.

Satz 5.20 (Theorem von Hodge). Es sei (M™,g) eine geschlossene Riemannsche Man-
nigfaltigkeit und 0 < k < n. Dann gilt:

1) Fiir den Raum H*(M) der harmonischen k-Formen gilt dim H*(M) < oo.

2) Der Raum QF(M) der k-Formen zerlegt sich in folgende beziiglich (-,-);2 orthogo-
nale Summe:

QNM) = HE(M) @ A (QF())
— HAM) @ d <Qk_1(M)) @6 <Qk+1(M)) .
Insbesondere hat die Differentialgleichung
Arw = a, o € QF(M) gegeben,

genau dann eine C™-Losung, wenn o L H*(M) ist.
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Beweis. 1) Da Ay, auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten elliptisch ist und M geschlossen
ist, folgt sofort, dass H*(M) endlich-dimensional ist. (Spektraltheorie elliptischer Ope-
ratoren auf geschlossenen Mannigfaltigkeiten)

2) Beh.: Es gilt Imd L Imé L Ker Ay:
Wegen d* = § gilt
(dw,d0) = (ddw, o) =0,

womit Imd L I'md bewiesen ist.
Sei nun o € Ker Ay, d.h., es gelte Ayo = 0. Dann gilt

0 = (Ao, o) = ((d§ + 6d)o, o) = ||do||* + |0
und damit do = o = 0. Daraus folgt
(dw,0) = (w,00) = 0.

Also gilt Imd 1L Ker A.

Wir miissen also nur noch zeigen, dass
OF (M) = HF (M) @ A, <Qk(M))
gilt. Dazu betrachten wir die Zerlegung des Vektorraumes (QF(M), (-,-)2) in
QF (M) = HF (M) @ HF(M)*:.

H¥ (M) ist nach 1) ein endlichdimensionaler Vektorraum, also abgeschlossen. Damit folgt

(
(

(M))*+
(M) N Q*(M))

=M

L2 <AkT*M) — HFM) @ (K
= QF(M) = HM) e (HF

Es bleibt also zu zeigen: Hi = Im(Ay). Zunéchst zeigen wir Im(Ag) C Hi:
Sei w € ker(Ay), o € QF(M). Dann gilt:
0= (Ayw,0)r2 = (w, Ako) 2
d.h. Im(Ag) L ker(Apg).
Nun zu Hi € Im(Ay). Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten.

1.Schritt: Behauptung: Vw € Hi : ||w||z2 < ef|Apw||z2
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Angenommen die Behauptung gilt nicht. Dann existiert eine Folge (wn)ney C Hj mit
lwnllzz = 1 und |jwy |2 > n||Akws| 2. Das heifit

Apwn "5°0  in L?
Mit der Gardingschen Ungleichung folgt

llwnlla < el Arwnllze + [lwnllz2)
= wnlz<¢

d.h. (wp)neny C H?(M) ist beschrinkt. Mit dem Satz von Rellich gilt: H? — L? ist
eine kompakte Abbildung. Daraus folgt, dass (wp)nen C L? relativ kompakt ist d.h
cl(wn)nen ist kompakt, also folgenkompakt. Damit existiert eine Teilfolge (wy,);jen die in
L?(M) konvergiert. Also konvergiert auch (wy;,n) 2 fiir alle n € L?. Wir definieren eine
Distribution L wie folgt:

L(n) == lim (wy,,n) 12 Vn € Qk(M)

Jj—00
e [ ist linear
o [L(n)| = lim [(wn;,n) 2] < m flwn[[r2{|nl[z2 =[]z
j—o0 Jj—00
Damit folgt L € D'(AFT*M).
Behauptung: L ist schwache Losung von Agw = 0.
ApL(n) = L(Agn) = lim (wn;, Agn) 2
j—o0

= lim (Agwn;,m) 12
j—o0

= 0

Aus dem Regularitiitssatz folgt, es existiert ein w € QF(M), so dass L = L, = (-,w) 2.
Also gilt fiir alle n € QF(M):
<77’W>L2 = lim <wnj”’7>L2
Jj—o00
= < hm Wy 77>L2
j—oo
=w = lim w,, weil Q*(M) c L*(AFT*M) dicht liegt
Jj—o00
Da weiter (wy,)jen C Hi und H;- abgeschlossen ist, gilt damit w = lim Wn; € Hi-.
Jj—o00
Aber andererseits gilt ApL,, = 0, dass heift Apw = 0 also w € H*(M) und damit w =0
dies ist jedoch ein Widerspruch zu [jwy, || = 1 fiir alle j € N.

2. Schritt: Hi C Im(Ay).
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Sei w € H;j- gegeben. Wir miissen zeigen, dass ein o € QF(M) existiert mit w = Aga.
Dazu konstruieren wir zunéchst eine Distributionenlésung auf einem Unterraum. Sei

LALQF(M) — R
Ara = (w,q)r2
Angenommen es existiert eine Losung von Apa = w. Dann wiirde gelten
(AkLa)(B) = La(AkB)
(ApB, a) e
(B,w) 2
e [, ist wohldefiniert: seien o, @ mit Apa = Apd Dann gilt
Aga — Apé =0 d.h. o — & € HF (M)
=  0=(a,w)2 — (@ w): daweHf

e [, ist linear und es gilt:

ILu(Aka)l = [w,a)rz]
= | {w, projyr o) 2 +{w, projy .t a) 2|
=0
2 Nl llproys allze
Schritt 1
< wllzz - e |Arprojyr a2

= [wllzz - cl|Agal 2
———
=const

Damit ist aber L, eine lineare stetige Abbildung L, : Ay (QF(M)) — R.

Wir nutzen nun den Satz von Hahn-Banach: Sei (X, ||-||) normierter Vektorraum, Xo C X
Unterraum und f : Xo — R linear und stetig. Dann existiert eine Fortsetzung von F' :
X — R ebenfalls linear und stetig. Also existiert in unserer Situation L € D'(A¥T*M),
so dass

LIAka — LUJ
Behauptung: L ist schwache Losung von A = w. Denn es gilt:
(ARL)(n) = L(Awn) = Lo (Agn) = (n,w)r2 = Lu(n)
Und aus der Regularitiit folgt: es existiert ein o € Q¥(M) mit L = L, dh. Aga = w.
O
Bemerkung: Wenn man im Satz von Hodge auf die genauere Zerlegung
ImA; =Imd®Imd

verzichtet, haben wir nur Eigenschaften elliptischer Differentialoperatoren verwendet. Die
Aussagen gelten also allgemein fiir diese.
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5.6 Greensche Operatoren

Im Folgenden definieren wir die ,Inverse* zu Ay, auf H*(M)*+.

Definition. Wir definieren den Operator G : QF(M) — H¥(M)*+ c QF(M) so, dass fiir
a € HE(M)*, Ga die eindeutige Losung w von

Agw = a — projyr (@) (*)

im Raum H*(M)* ist. D.h., fiir Ay : HF(M)LE — HF (D)L st

-1
G := (A|Hk(M)L> o pI'Oijk(M)L .

G heillt Greenscher Operator zu Ay.

Bemerkung 5.21. (x) ist eindeutig losbar: Nach dem Satz von Hodge (Satz 5.20) exis-
tiert ein w € QF(M) mit

Apw = a — projyr o € HE(M)*E
Seien wi,wy zwei Losungen von (x). Dann ist wy — wo € HF (M) und es gilt
Wi 1= w; — projarary (Wi) € HEMYE, =12

Daraus folgt

Wi — Wy = wi—ws— projyrr (W1) + Projyk(ary (w2)
= (w1 —wy) — proij(M) (w1 — wo)
= 0.

Bemerkung 5.22. Man kann Folgendes zeigen: G ist linear und beschrankt, selbstad-
gungiert und kompakt. (— Funktionalanalysis)

Satz 5.23. Der Greensche Operator G kommutiert mit allen Operatoren, mit denen auch
Ay kommutiert, insbesondere mit d, § und Ay,.
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Beweis. Sei T : QF(M) — QF(M) ein linearer Operator und es gelte TA;, = A T. Nach
Definition ist

—1 .
G:= (A|'Hk(M)L> O Projyk (pr)L -
Aus
TA, = AT
Ay (Qk(M)) = HE(M)*
folgt
T<7—tk(M)) c HRM),
T (%k(M)l> C ImAy =HE (M) .

Also kommutiert T" mit projyrapyr und Aqpr s sowie (A'Hk(M)L) und somit auch
mit G. O

Satz 5.24. Sei (M"™,g) eine geschlossene orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit.
Dann gilt:

In jeder De Rham-Kohomologieklasse ¢ € HgR(M;R) existiert genau eine harmonische
k-Form (0 <k <n).

Beweis. Sei a € QF(M) beliebig. Nach Definition des Greenschen Operators G gilt
AGa = a — projyry =: & — Qgk(ap).-
Dann ist
a=AGa+ayy = dé Ga+8dGa + agpy = d(8 Ga) + 0Gda + aggay)-

Existenz: Ist [a] = ¢ € HEp(M), d.h., gilt da = 0, so folgt o = d(6 Ga) + gk (ary, doh
[a] = [agran] = ¢, agrry € HE(M).

Eindeutigkeit: Es seien 1,8, € H*(M) und es gelte [81] = [B2] € Hfx(M). Dann
existiert ein o € Q¥ ~1(M) mit 31 — B2 = do. Da H*(M) L Imd ist, folgt 1 — B2 = 0. O

Satz 5.25 (Poincaré-Dualitét fiir die De Rham-Kohomologie). Sei M™ eine geschlossene
orientierte Mannigfaltigkeit. Dann ist die Abbildung

o Hpp(M) x Hpg" (M) —

R
W] x [o] +— /w/\a
M

eine nicht-ausgeartete Paarung. Die De Rham-Kohomologiegruppen H%R(M) und Hg}k(M)
sind isomorph.
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Beweis. Die Definition von ¢ ist korrekt. Es sei w € HY,, und o € ng%k(M) Dann gilt
fiir & := w4+ da und 7 := o + df3 (wobei a € Q¥ B € Q" *~1) wegen dw = do =0

/E)Aa’ = /(wAa+daAa+wAdﬁ+daAdﬁ)
M M

_ /(w/\a—i—d(a/\a)—l—d(w/\ﬂ)id(a/\dﬂ))-
M

Da M geschlossen ist, folgt mit dem Satz von Stokes [WAT = [wAo.
M M

nicht-ausgeartet: Sei ] € Hp ¥(M). Wihle 7 € [] harmonisch. Damit gilt
0 = (Agi,n)rz = (dn,di) 2 + (69, 60) 2
= dn=0,0n=0

Betrachte nun *7 € QF(M). Dann gilt d(x7) = & x (6n) = 0. Damit folgt [+7)] € HX(M)
und [y, g An= [,,(A,7)dM >0 O

Eigenwertabschitzungen fiir Ay, A; und geometrische Folgerungen

Voraussetzungen: Sei im folgenden (M", g) eine riemannsche Mannigfaltigkeit die ori-
entiert, zusammenhingend, ohne Rand M = () und kompakt ist. Dann ist (¥ (M), () 2)
ein Prihilbertraum mit Vervollstéindigung L?(A*T*M). Somit ist

Ap: QF(M) — QF(M)
ein elliptischer Differentialoperator. Dann gilt fiir

U(Ak)ﬁ = _9(5#75#)idAkT*M

wegen g Riemannsch, dass o(Ay)e : AFT*M — A*T*M ein Isomorphismus ist fiir alle

£#0.

Weiter ist Ay formal-selbstadjungiert. Daraus folgt

1) Das Spektrum von Ay besteht nur aus Eigenwerten von Ay, die Eigenwerte sind
reell und haben endliche Vielfachheit.

2) Der Hilbertraum (L2(AF*T*M), (,);2) hat ein vollstindiges Orthonormalsystem aus
glatten Eigenformen von Ay.

Definition. Wir bezeichnen

HE(M) = {we QF(M)|Aw = 0} die harmonischen k-Formen
PF(M) = {we Q¥M)|Vw =0} die parallelen k-Formen

Dann gilt:
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1) nach Satz 5.8 P*(M) C H*(M), denn

k
(dw)(Xo,..., Xx) = =Y (Vx,w)(Xo,...,Xi, ..., Xp) und
=0
(6w)(X1,..., Xeo1) = =Y (Vew)(ei, X1,..., Xx_1) wobei ey,..., e, ONB
i=1

d.h. aus w € P¥(M) folgt dw = 0 und dw = 0, also Ayw = 0.
2) Mit Stokes: HO(M) = {f|f € C*°(M), f konstant}
3) Es gilt

HA(M) = Hjp(M,R)
wy (W]

wy sind bestimmte harmonische k-Formen in [w]. Damit gilt
dim H* (M) = b(M) := dim H,(M,R)

d.h. dim H¥(M) ist eine topologische Invariante.

4) Die Eigenwerte von Ay liegen in R>g. Sei Agw = Aw mit w # 0 (d.h. A Eigenwert
von Ag). Denn

Mwliz = Ow,w)p
= (Apw,w)r2

= /(Akw,kaT*MdM
M

= ((do + 0d)w,w) 2

= (0w, dw) 2 + (dw,dw) 2

= llowlzz + [ldwl|7

10wl][72 + [ldeo]

22
L >
[wl|3 -

= A\

Satz 5.26. Sei (M"™,g) eine orientierte, zusammenhdingende, kompakte Riemannsche
Mannigfaltigkeit ohne Rand. Dann gilt:

1) Ist Ric > 0 dann gilt
a) HY (M) = PY(M) d.h. jede harmonische 1-Form ist parallel
b) dimHY(M) < dim(M) =n
dim HY (M) = n < M ist isometrisch zum flachen Torus

2) Gilt Ric > ¢ > 0 fir eine Konstante ¢, dann gilt fir alle Eigenwerte von A1, dass
A > c. Insbesondere ist H (M) = {0}, d.h. by (M) = 0.
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Beweis. Wir benutzen die Weitzenbock-Formel fiir Aq:

A; = AV L Ric
=V*oV

Wobei hier und im weiteren V = V€. D.h. fiir alle w € Q' (M) gilt:

(Aw,w)r2 = /(Alw,w>dM

M
_ A{ (V* 0 Voo, w)dM + A{ (Ric(w), w)dM

= |[VwllZ2 + (Ric(w), )z (+)

Ric > ¢ bedeutet: (Ric(w),w)r2 > c{w,w)2Vw # 0 < Ric(X, X) > cg(X, X)VX # 0.
1) Es gilt Ric > 0 und damit fiir alle w € Q'(M):

(Ricw,w) 2 > 0 F (Ayw,w)ps > [|Vw|2s
Sei also w € H!(M). Dann folgt aus (Ajw,w)z2 = 0> |[Vwl||2, > 0 (da (,) positiv
definit):

[Vw|2, =0 = Vw =0=we P(M)

Dann gilt auch dimP*(M) < n, denn die Differentialgleichung Vw = 0 ist eine
lineare DGL 1. Ordnung in w und die Losung ist durch die Anfangswerte in einem
Punkt eindeutig bestimmt.

Genauer gesagt: Sei w auf Vektoren in T, M festgelegt. Seien y € M und v € T, M
beliebig. Sei 7 : [a,b] — M eine Geodite von z nach y mit 4/(b) = v. Dann stellen
wir zunédchst fest:

0= Vel (1) =7 ()@ (1) = (Vi (1)

Und
%%(t) (Y1) =+"(t)(w'(t))) = 0.

(Dies sieht man ein, wenn man +" in einer lokalen Basis darstellt) Also ist w., ) (7'(t))
konstant und insbesondere der Wert w,, (v) durch den Wert von w auf einem Vektor
in T, M definiert.

Damit gilt

dim P (M) < dim A'T*M =n
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Sei nun dim P!(M) = n. D.h. es existieren linear unabhiingige 1-Formen wy, .. ., w,
auf M mit Vw; =0,...,Vw, = 0. (linear unabhéngig bedeutet hier: wi(p), ..., w,(p)
ist Basis in AJT*MVp € M). Seien X; = wl# € X(M) dh. g(X;,Y) = wi(Y)VY €
X(M). Damit gilt
X (p),...,Xn(p) sind linear unabhéngig Vp € M
OVwi:0<:)VXi:O

Behauptung: Dann gilt RY = 0, denn

n
Ry(v1,v2,v3,04) =0 v; = Zﬁjin(P)
j=1

n
= 0= Z 51]’1 -...-f4j4R(Xj1,...,Xj4)(p)
J1ye-rJa=1

und es gilt R(X,Y,Z,W) = 0 wenn X,Y,Z W parallel sind. D.h. ist P}(M) =
dimHY (M) = 1 (M) = n, dann ist R = 0 d.h. die Schnittkriimmung von (M, g) ist
Null. Nach dem Klassifikationssatz fiir Riemannsche Mannigfaltigkeiten konstanter
Schnittkriimmung (Kap. 5) folgt nun, dass (M",g) isometrisch zu R"/I". Wobei
(R™, (,)rn) der euklidische Raum und

diskrete UG
e Tsom(R™, (, )zn)
| S

=E(n)=0(n)xR"(f(z)=Az+x0)

Seien nun Xj,..., X, linear unabhéngige parallele Vektorfelder auf M. Wir defi-
nieren X; € X(R") durch

Xi(p) := (dmp) ' (Xi(n(p)))

Da 7 eine Isometrie ist und die X; parallel sind, sind auch die X; parallel. Also
sind X; konstante Vektorfelder auf R™.

X;(p) = a; (ai,...,ay) sind linear unabhéngig
Da X1,..., X, Lift von Vektorfeldern auf M und M = R™/T folgt fiir v € I:

dyp(Xi(p)) = Xi(v(p))  VpeER"

=  Vyel giltdy(a)=a; i=1,...,n
= v ist Translation auf R™

= I' € R" ist diskrete abelsche Untergruppe
= T~z

= M=RYI=TFxR" "

Und da M kompakt ist folgt also & = n und somit ist M ~ T™ = R™/Z" der flache
Torus.
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2) Sei Ric > ¢ > 0. Dann gilt wegen (x):

(Aw,w)pz = [|[Vwlz + (Ric(w), w) 2
> |Vwlfz +elwllfz (o)

Sei A Eigenwert von Ay, d.h. es existiert w # 0 mit
Alw = \w
Setze diese Eigenform w in (*x*) ein, dann folgt

Mwlze = ¢ |lwlzs
N——

£0
= A>c

= dimH' (M) =8(M)=0

Anwendung auf Killing-Vektorfelder kompakter Riemannscher
Mannigfaltigkeiten

Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit.
X € Rill(M,g) < Lxg=0
Und es gilt
(Lxg(Y;2)) = 9(Vy X, Z) + (Y, V2 X)

Weiter bezeichnet Isom(M,g) die Isometriegruppe von (M, g) mit dimIsom(M,g) <
in(n+1) mit der Lie-Algebra Kill.(M, g) der vollstéindigen Killingfelder. Ist M kompakt,
dann ist jedes Vektorfeld vollstindig, d.h.

LA(Isom(M,g)) = Rill(M, g)

Satz 5.27. Sei (M™,g) kompakte, zusammenhingende, orientierte Riemannsche Man-
nigfaltigkeit ohne Rand. Dann gilt:

1) Ist Ric <0, dann gilt
Rill(M, g) =P(M,g) ={X € X(M)|VIX =0}

d.h. dim Kill(M", g) < n.
2) Ist Ric < 0, dann gilt

Rill(M, g) = {0}

d.h. die Isometriegruppe ist diskret (insbesondere endlich da Isom(M,g) kompakt).
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3) Ist Ric = 0, dann gilt
dim Rill(M, g) = dim Isom(M, g) = dim HLp(M) = B1(M)
Beweis.  a) Behauptung: Sei V € Rill(M, g), dann gilt:
VyVeV =R(Y,U)e: X(M) — X(M)

Nach Satz 3.23 gilt: V € Rill(M,g) genau dann, wenn V.V : X(M) — X(M)
schiefsymmetrisch ist, d.h.

0=g(VxV,Y)+g(X,VyV) (¥

Sei J : X(M) — X(M) ein 1-1-Tensorfeld. Dann ist auch VxJ : X(M) — X(M)
ein 1-1-Tensorfeld. Es gilt:

(VxJ)(Y) = Vx(J(Y)) = J(VxY)

wir leiten (%) nach einem Vektorfeld Z ab. Sei dazu p € M und X, Y, Zp—synchrone
Vektorfelder auf M. (damit (VxY)(p) =0,[X,Y]=0) In p € M gilt:

0=g(VzVxV)Y)+g(VxV,VzY)+ g(X,VzVyV)
Durch zyklische Vertauschung von X, Y, Z erhilt man

g(VxVyV,Z)+g(Y,VxVzV)
g(VyVzV, X) +9(Z,VyVxV)
= —g(VzVxV)Y) - g(X,VzVyV)

Durch Aufaddieren erhilt man in p € M
0= g(RY(X, Z)V,Y) + g(RI(Y, Z)V, X) + g(RI(X, Y )V, Z) + 29(Vy VxV, 2)
Daraus folgt

29(VyVxV.Z) =  RIX,ZY,V)+RIY,Z,X,V)+RI(X,Y,ZV)
= RIX,ZY,V)+RI(Y,Z,X,V)+RI(X,Y,Z,V)
+RY(Z,X,Y,V) — RY(Z,X,Y,V)
Mt 9RI(X, Z,Y,V)

Also

Q(VYVXV,Z) = Rg(Y?V’Xa Z)
= g(RI(Y, V)X, Z) VZ € X(M)p — synchron
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Damit gilt

VyVxV = RI(Y,V)X
= Vy(VXV) —VvaV = RQ(Y, V)X
———
=01inp
Vy(VeV)=RI(Y,V)e im Punkt p VY € X(M) p — synchron
Vy(VeV)=RI(Y,V)e VY € X(M) (wegen tensoriell)

4l

b) Behauptung: Sei V' € Rill(M, g), dann gilt
Ric(V, X) = g(AY'V, X)

Wobei AV’ := (V9)*V9 der Bochner-Laplace-Operator auf (T'M,V9) ist. Denn:
fiir eine lokale ONB s1, ..., s, gilt

Ric(V,X) = > RY(s;,V,X,s;)
=1

= =Y g(R(si,V)si, X)
i=1

=

=Y 9V (VV)(5:), X)
i=1

Daraus folgt

Ric(V,X) = =Y g(Vs, Ve,V = Vy, o,V X)

i=1

Es gilt > Vs = > div(s;)s; und damit
i=1 i=1

Ric(V,X) = g< — )V, Vi,V —div(s;)Vs,V, X>
i=1

N~

=AVV
= —g(AYV,X)

1) Zum Beweis von 1): zu zeigen: Ric < 0 = Rill(M, g) = P(M, g)

Sei V€ P(M,g), dann gilt V' € Rill(M, g) da VV schiefsymmetrisch ist.
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Sei nun V' € Kill(M, g) und V # 0, dann gilt

0> /Ric(V, VYdM = /g( AV V,V)dM
~~
M M =V'V
= / g(VV,VV)dM
M

/ YV (x)

M

Damit folgt, da ¢ Riemannsch:

IVVIP=0=VV =0=VeP(M,g)
2) Zum Beweis von 2)

Sei Ric < 0, dann gilt fiir alle V' € Kill(M, g) mit V' # 0 nach (%)

0> /Ric(V,V)dM :/||VV||2dM
M M

Widerspruch zu g Riemannsch, also gilt Rill(M, g) = {0}
3) Zum Beweis von 3). Sei Ric = 0, dann gilt:

dim Rill(M, g) = dim P (M, g) nach dem ersten Teil dieses Satzes
= dim P! (M) durch Dualisieren der Vektorfelder
= dim H' (M) nach Satz 1.11, weil Ric > 0

= dim H}p(M,R) nach Satz 5.24.

5.7 Theoreme von Lichnerowicz und Obata

Sei (M™, g) eine geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Ric > ¢(n —1) - g wobei
¢ > 0 konstant ist. Wir wollen in diesem Abschnitt zeigen, dass dann fiir den ersten
positiven Eigenwert \; des Laplace-Operators Ay gilt

)\1 (MTL’g) > n-c,

und das Gleichheit genau dann vorliegt, wenn (M™, g) isometrisch zur Sphére S™(c) mit
der Schnittkriimmung c ist.
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Beispiel 5.28.

1) Ist (M™,g) ein Einstein-Raum mit positiver Schnittkriimmung R, d.h., es gilt

Ric:ﬁ-g
n
, SO ist
R
A1) (M™, g) > .
() (M7, g) >

2) Betrachte S C R™! mit induzierter Riemannscher Metrik. Dann ist die Schnitt-
kriimmung gleich 1. Es gilt

spec(Do, S™) = {k(n+k—1)|k € No}
= {0,n,2(n+1),...}

Damit gilt A;(Ag, S™) = n = nC und die Eigenfunktionen zu A\; = n sind

fol@)(, v)pnsr

Satz 5.29 (Lichnerowicz). Sei (M",g) eine geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit
mit Ric > c¢(n — 1)g, wobei ¢ = const. > 0 ist. Dann gilt

A (M g)>n-c

Ist f € C°(M) eine Eigenfunktion mit Aof = nc- f, so gilt Hess f = —cf - g.

Beweis. Sei f € C™(M)und V = V€ der Levi-Civita-Zusammenhang. Hess f := V(df) € X29(M)
ist symmetrisch,

Hess f(X,Y) = (Vx(df)) (V) = X(df (Y)) — df (VxY).
Fiir jede Bilinearform B auf einem Euklidischen Vektorraum gilt

(tr(B))* <n-|BI* ()
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Gleichheit tritt genau dann auf, wenn B = «/ (-, -) ist, denn aus
2
tr(B)? = (Z aii) =Y ai+ Y 2aa5
i i 1<j
IBIF = > ai
i

folgt sofort

2
(Z an’) sn- Za?i
3 )
0= 30 102 Yy = 3 -
i

i<j i<j

bzw.

Deshalb ist a;; = a;; fir alle ¢,j =1,...,n damit B =« (-, ).

Wir wenden nun die Weitzenbockformel fiir Ay (Satz 5.13) auf die 1-Form df an und
erhalten mit Satz 5.11, 2),

(A1(df),df )2 = (V*Vdf,df )2 + (Ric(df ), df ) 2.
Daraus folgt mit Ay = dd + dd und Ric > ¢(n —1)g
(dodf,df) > > (Vaf, Vdf) 2 + c(n = 1)]df |72
und damit

(Aof, Aof)rz > ||Hess |72+ c(n — 1){df, df) 2

()
> litr Hess f3 +cln— D{(Bof, fire ().

Fiir den Laplace-Operator Ag auf Funktionen gilt tr Hess f = —Agf (Ubungsaufgabe
7). Also folgt aus (xx)

n—1

1 80fl3s > eln — 1)(Bof, iz, ¥ f € C¥(M)
Ist Agf = A\ f, soist f #0.
Gilt in allen Abschétzungen Gleichheit, so folgt insbesondere
(tr Hess f)* =n - ||Hess f]|?

und damit
Hessf=a-g, ae€C®M).

Wir kénnen nun « bestimmen, indem wir auf beiden Seiten die Spur bilden und erhalten:
no=atrg=trHessf=—Aygf =—ncf.
Also o = —cf.
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Auf die Frage wann in der Abschétzung A (Ag) > n-c Gleichheit auftritt gibt der folgende
Satz eine Antwort.

Satz 5.30 (Obata). Sei (M™,g) eine kompakte, zusammenhdingende, orientierte Rie-
mannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand. Es gelte Ric > ¢(n —1)g und es existiere eine
Eigenfunktion f € C°(M), f #0 mit Aof =n-c- f. Dann gilt: (M™,g) ist isometrisch
zu S™(c) (d.h. Schnittkrimmung ¢ und Radius %}

Bewezs.

1) Es geniigt den Fall ¢ = 1 zu betrachten, denn fiir ¢ = const und g = ¢ - g gilt
— AJ = 1 A9
c
~ VLY = V%Y
— RI=c¢-RY,Ric9 = Ric9
Das heifst

Ric? >(n—1)-c-g & Ridd>(n—-1)-3

Al(Ao,(M,g)) =Nn-c < Al(Ao,(M,g)) =n

2) Sei also 0.B.d.A. ¢ = 1. Aus dem Beweis von Satz 5.29 fiir f € C°°(M) mit
Aof =n - f wissen wir, dass

Hess f=—fg

Damit folgt Satz 5.30 aus dem folgenden allgemeineren Satz.
O

Satz 5.31. Ist (M™,g) kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand und f €
C*®(M), f #0 mit Hess f = —fg. Dann ist (M", g) isometrisch zu S™ mit induzierter
Riemannscher Metrik.

Beweis. Wir geben die Beweisidee. Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten:
1) Sei m € M mit f(m) = max{f(x)|x € M}. Wir zeigen, dass

exp,, : K(0,7) C T,,M — B(M,n) = {x € M|d(m,z) < 7}

ein Diffeomorphismus ist.
2) Wir zeigen: M \ B(m, ) = {m'}
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3) Betrachte nun eine lineare Isometrie L : T,, M — TnS™ und die Polarabbildung
¢ M\{m'} — S"\{-N}
r — expy oLo (expM)~l(x)
Zeige nun, dass ¢y, eine Isometrie ist, und damit

= Schnittkriimmung von M ist 1
= M isometrisch zu S™/T', da M \ {m'} = S"\ {-N}
omo.

= S" isometrisch zu M"

f

Zum Beweis: sei 0.B.d.A. max f = 1, ansonsten gehe {iber zu f = —
max f

1) Sei y:[0,l{] = M eine auf Bogenldnge parametrisierte Geodéte mit v(0) = m und
v(l) = z. Behauptung: dann gilt,

f(x) = cos(I(v))

Insbesondere:
f(z) = cos(d(m, z))

a) Sei v : I — M eine beliebige Geodite mit v(0) = m,||7/(0)]] = ¢ > 0. Nach
Voraussetzung gilt:

(@) - = —f-9(y'(1),7' (1))
= Hess f(7/(1),7'(t))
= V,udf(Y())
= @it + i (T3

= (fon)'(®)
Also gilt (f o)"(t) = —c*(f o7)(t) mit der allgemeinen Losung:
f(y(t)) = Acos(c-t)+ Bsin(c - t) fir A,BeR
Auferdem gilt

f(y(0) = f(m)=1=A4 und wegen des Maximum in m:
(foy)(0) = 0=c-B=B=0= f(y(t)) = cos(|7'(0)]| - )

Da v beliebig gewéhlt war mit v(0) = m folgt damit die Behauptung. Insbesondere
gilt: Ist v Geodéte von m nach x mit [(y) < 7, dann ist 7 minimierende Geodite
von m nach x d.h. I(y) = d(m, z).
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b) Behauptung: grad f(z) = —sin(l) - v/(1) fiir jede auf Bogenléinge parametrisierte
Geodéte mit y(0) = m und () = 2. Sei zunédchst v : [0,I] — M mit ~(I) nicht
konjugiert zu v(0) entlang ~y. Sei weiter v € T, M, ||v|| = 1,v L ~/(1).

Behauptung: Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Jacobifeld Y € X, (M) mit
Y(0)=0,Y(l) =v.

denn: Jacy(M) = {Y € Jac,(M)|Y (0) = 0} ist ein n—dimensionaler Vektorraum,
denn diese Jacobifelder sind eindeutig bestimmt durch Y'(0) € T,,,M (d.h.
man hat einen n—dimensionalen Raum von Anfangsbedingungen fiir lineare
DGL). Betrachte

©: Jacs(M) — T,M
Y — Y()

Diese Abbildung ist injektiv, da Y (I) nicht konjugiert zu v(0) entlang =y ist,
d.h. Y(0) = 0 und Y (I) = 0 impliziert Y = 0. Daraus folgt © ist bijektiv.

Sei also Y das Jacobifeld entlang v mit Y (0) = 0,Y (I) = v. Betrachte die geodéti-
sche Variation:

V:[0,l] x (—e,6) — M
(t,s) = exp,(t(y'(0) +s-Y'(0))
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déten) mit:
X0 = 0
Vv oV
X'(0) = ag(t 8)t=0,s=0

Vv oV
= EW@’ 8) |t=0,5=0

Def.von V.V
oz 7'(0) + 5Y'(0))15=0

75
— Y
= X=Y
Betrachte nun die Langenfunktion fiir V: I(s) = [(V(+,s)). Nach 3.81 gilt:

') = (Y(),7 (1) —(¥(0),7(0))
(v,7'(1)) =0
= 0
Sei vy, ...,v, eine ONB in T, M mit 7/(l) = v1. Damit ist

n

grad f(z) = Zvi(f)vi

=1

Es gilt

=1 wl) = A0 = (AW
) d

< cos(t))

= —sin(l)

d

i>1: vi(f) = %(f((l(vi('as))hszo

d
= —sin(/;(0));(0) =0
N~

=0
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Damit gilt grad f(z) = —sin(l)7/(l) und somit die Behauptung unter b).
c) Behauptung: Die Abbildung exp,, : K(0,7) C T,, M — B(m,w) C M ist bijektiv
i) surjektiv: x € B(m,n) = d(z,m) < m, da (M, g) vollsténdig ist existiert eine
minimierende Geodéte v : [0,!] — M mit I(y) = d(m,z) < 7 auf Bogenlinge
parametrisiert.

& el A(0) =1
= v =1l =d(m,z) <=

ii) injektiv: Seien vy, ve € T,, M, v1 # vy mit & = exp,, (v1) = exp,,(v2), ||v1]], [[v2]] <
7. Seien 1y, : I — M radiale Geoddten mit ~,, (0) = m,~,, (0) = v

= ) = lluel <7
= 7, ist minimierende Geodéte von m nach x (nach 1))
= l(')’vl) :l(%u) :l:d(m7x)
= grad f(x) = — Sim(l)%']]C (1)
= ’71/)1 (l) = ’71,12 (l),%l (l) = Yo (l) = Yo = Yug = V1 = V2
d) Behauptung: Die Abbildung exp,, : K(0,7) C T,,M — B(m,n) C M ist ein

lokaler Diffeomorphismus. Wir miissen zeigen, dass auf den auf BL parametrisier-
ten radialen Geodédten mit Anfangspunkt m auf (0, 7) kein konjugierter Punkt liegt.

Dazu die Behauptung: Sei 7y : [0,00) — M eine auf BL parametrisierte Geodéte mit
7(0) = m und Y € X, (M) ein Jacobifeld entlang v mit Y'(0) = 0,Y L+, Y # 0.
Dann gilt
[V (¢)]] = sin(¢) |[Y'(0)]]
£0

d.h. insbesondere 7(t) ist zu v(0) entlang v konjugiert < ¢ € Zr.

Beweis der Behauptung: Sei ¢ty € (0,7), so dass 7(tp) nicht konjugiert zu ~(0)
entlang v ist. Damit gilt Y (o) #0,Y L +.
0



346

5 Spektralgeometrie

Sei nun § : (—e,e) — M eine Geodéte mit §(0) = ~(tp),0'(0) = Y(to). Da
1(V)j0,5)) = to < 7 gilt fiir & hinreichend klein, dass d(m, d(s)) < 7. Nach c) existiert
dann eine Kurve V(s) ¢ K(0,7) C T,, M mit exp,,(V(s)) = 6(s). Betrachte nun
die Variation von v : [0, tg] — M:

V(L s) = exp,, (% - f/(s)>

Es gilt:
— V{(.,s) ist Geodite
— V(0,s) =mVs

- V(t07 S) - eXpm(V(s)) (S)
Betrachte nun wieder [(s) := [(V (-, s)), wiederum aus Kapitel 57 ist bekannt:

ro) = 0
"(0) = (Y(to),Y'(to)) (1)

Wir berechnen nun [”(0) nochmals unter Verwendung der Formel in 1):

f(0(s)) = cos(U(V (- 9)))
= cos(l(s))

Dies gilt fiir jede Geodéte von m — 6(0). Da ¢ eine Geodéte ist folgt:

(f00)"(s) = Hess fo5)('(5),8'(s))

= (f00)"(0) = —f(5(0)) - g(5'(0),0(0))
to), Y (t

Weiter gilt

(fod)(s) = —sin(i(s))-I'(s)
(fod)(s) = —cos(i(s)) - (I'(s))” —sin(i(s)) - I"(s)

= (£28)'(0) = —cos(1(0)) ((0))* = sin(1(0)) - '(0)
=0
SU0) = s (000
o) = o)y
= = 0).Y (o))  (2)

sin(t)



5.7 Theoreme von Lichnerowicz und Obata 347

Mit (1) und (2) folgt dann:

Y o). Y () = (Y ()Y 00)
L esln) _ (Y(10).Y'(1)
sin(to) <Y(t0),Y( 0))
IOl
ol
= )y = YO

Und zwar fiir alle ¢ty € (0,7) fiir die y(¢9) nicht konjugiert zu v(0) entlang - ist.

Fakt: Die konjugierten Punkte auf Geodéten in Riemannschen Mannigfaltigkei-
ten sind diskret verteilt auf den Definitionsbereich von 7. (ohne Beweis)

d d
Damit gilt E(ln(sin(t))) t(ln(HY( )|[)) auch in einer Umgebung von ty. Es

d

folgt

In(JY(t)]) = In(sin(t)) 4 const

= |Y(t)|| = sin(t)-const  const=c#0

= Y@ = sin®(t) -

2
!
sl = .
Damit gilt also
Y@l = sin() - [Y'(®)]

fiir alle ¢t € (0,7) fiir die y(¢) nicht konjugiert zu (0) entlang v ist. Damit gilt
dies aber fiir alle t € (0,7), da beide Seiten stetig sind. Das heift die konjugierten
Punkte ~(¢) liegen bei ¢t € Zm und damit folgt, dass

exp,, : K(0,7) — B(m,)

ein Diffeomorphismus ist. Damit ist der erste Schritt bewiesen.

Behauptung: M \ B(m,w) = {m’}

Wir zeigen: Seien 7p,v auf BL parametrisierte Geodéiten mit v(0) = ~1(0) = m,
dann gilt (7)) = y1(m).
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Seien 7] (0) # 4/(0) und sei ey, e3 ONB in span(v/(0),v1(0)) C T5,, M mit e; = ~41(0).
Betrachte die Variation

V(t,s) = exp,, (t(cos(s)e; + sin(s)ea))

/

=:u(s)

Dann ist V(-,0) = v und V(-,s9) = 71 fiir ein fixes so. Es bleibt zu zeigen, dass
V(m,s) = constant. Sei dazu Y, das Variationsvektorfeld von V entlang der Geo-
déte Vs =V (-, s).

V) = (V(t.s)
= (dexp,,)pu(s) (t(—sin(s)e; + cos(s)ea))
Lu(s)

Dann folgt mit dem Gauf-Lemma (exp,, ist eine radiale Isometrie)

d
Ys(t) L —(Vs(t
) L 5
Wir wenden nun d) auf die Geodéte Vs und das Yacobifeld Yy an. Damit gilt
Vs ()l = sin(®)|[Y{(0)]] = Yi(m) = 0 Vs € (—¢,¢)
d
= E(V(TI‘,S)) =0Vs € (—¢,¢)
= V(m,s) = constant
Damit gilt aber (7)) = v(7) und somit {x € M|d(m,z) =7} = {m'}.
Bemerkung: setzt man die Bedingungen von Satz 5.30 voraus, ndmlich Ric > (n —
1)g kann man jetzt mit dem Satz von Bonnet-Myers schliefen, dass diam (M, g) < 7

und damit M = B(m,w) U {m'}. Damit folgt 2), ohne Kriimmungsbedingung
schliefst man wie folgt:

Wir miissen zeigen, dass kein Punkt @ € M existiert mit d(m,z) > x. In m/
gilt d(m/,m) = w und damit:
f(m’) ol cos(m) = —1 = min{ f(x)|z € M}
Benutzen wir nun 1a)-1d) fiir das Minimum m’ analog und erhalten
{z € M|d(m',z) = 7} = {m}

Sei 0 : R — M Geodéite durch m’ und x mit 6(0) = m’, auf BL parametrisiert. Wir
unterteilen R in Intervalle [k7, (k4 1)7]. Dann existiert ein k mit r € (km, (k+1)m),
so dass §(r) = x, denn auf den Randpunkten der Intervalle nimmt ¢ die Werte m, m/
an. Damit folgt d(m,z) < 7 und somit

M = B(m,m) U {m'}

und also 2).
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3) Sei L:T,,,M — T,S™ eine lineare Isometrie und

ér: M\{m'} — S™\{-p}
x — expy oLo (expM)~l(z)

die Polarabbildung. ¢y, ist ein Diffeomorphismus.

Behauptung: ¢, : M \ {m'} — S™\ {—p} ist eine Isometrie fiir g auf M und
g« = {(, )rn auf S™.

Zu zeigen: x € M,x # m/,v € T, M = ||dpg(v)|sn = [|v]|g,- (%)

Mit dem Gauf-Lemma gilt (*), wenn v tangential an eine radiale Geodite von
m — x ist. Es geniigt also zu zeigen, dass (x) gilt fiir v L auf radiale Geodéte von
m — T.

Sei also v radiale Geodite auf BL von m — z, w = 7/(0). Da (dexp,,)tw €in
Isomorphismus ist, sei z € 15, M mit (dexp,,)iw(toz) = v. Sei weiter Y € X, (M)
das Jacobifeld entlang v mit Y L +/,Y/(0) = 2, dann ist Y (¢p) = v. Nach 1d) gilt
dann

YOI = sin@Y"(0)] = sin(t)]z]l

sin(t)|| L(z)|
sin(to)||L(2)|(3)

=[]l
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Damit gilt

tow

ldo()] = ldexpS" oL o (dexp ity (v) |
=toz
= [I(dexpy )ior(z) (toL(2))]
1Y (to)l

wobei Y das Jacobifeld entlang ¢, o~y auf S” mit ¥'(0) = 0,Y”(0) = L(z). Damit
gilt

Ubungsaufgaben = Y (t) = sin(t)Z(t), Z(t) = Pffzow(L(Z))
= [[ddo ()] = ¥ (to)l| = sin(to)| Z (ko) | = sin(to) |L(2)]| £ o]

damit ist ¢; eine Isometrie von M \ {m'} auf S™ \ {p}. Damit hat M \ {m'}
Schnittkriimmung K = 1 und es folgt K = 1 auf ganz M. Damit gilt

M = §"T=M = S§"daM\{pt} = S"\{pt.}

Isom Hom.



6 Geometrie semi-Riemannscher
Immersionen

Motivation: Unser Ziel ist es, Mannigfaltigkeiten mit speziellen geometrischen Eigen-
schaften global zu konstruieren. Interessante Eigenschaften sind zum Beispiel

e Aus der Allgemeinen Relativitidtstheorie: Ric = 0,
e MF mit spezieller Holonomiegruppe,
e MF derart, dass spezielle Differentialgleichungen eine Losung haben.

Sei zum Beispiel M eine Raumzeit und M C M eine raumartige Hyperfliche, und sei §
Metrik auf M mit folgender Form:

g=—pB*t,x)-dt* + g,

wobei g; eine glatte Familie Riemannscher Metriken auf M ist. (Jede global-hyperbolische
Mannigfaltigkeit hat zum Beispiel eine solche Darstellung (M, §)) Dann:

Geometrieeigenschaften von M — Geometrieeigenschaften von M

(constraint conditions) Das Vorgehen zur Konstruktion von M ist dann:

(1) Suche eine MF (M, g), die die constraint conditions erfiillt.

(2) Losen eine Evolutionsgleichung auf M x (—e,e€):

g = —,82(t,$) . dt2 + gt

Dabei kennen wir g, go, 5(0, ), ﬁ(O, -). Wir bestimmen nun eine Losung fiir g¢, 5(¢, -)
aus den Anfangsbedingungen.

(3) Zeigen Eindeutigkeit und Maximalitidt der Losung.

Im Folgenden beschiftigen wir uns also mit der Frage, wie die Geometrie einer Immersion
durch die Geometrie des Totalraums festgelegt wird.

Definition. Eine Abbildung f : (M",g) — (M", §) heift semi-Riemannsche Immersion,

wenn

1) f ist eine Immersion
2) =9
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Beispiel 6.1.

1) Sei (M,g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, f : M — M Immersion, so dass
df o (TeM) C Ty M nicht ausgeartet beziiglich gg(,) ist. Dann ist mit g := f*g die
Abbildung f : (M, g) — (M, §) semi-Riemannsche Immersion.

~ 0
2) Sei v : I — M eine regulire Kurve, 7/(t) = dy <a(t)> nicht lichtartig, dann ist

v : 1 — (M, §) eine semi-Riemannsche Immersion.

3) Sei (M, §) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, M C M Untermannigfaltigkeit, so
dass T, M C T,M nicht ausgeartet ist. Dann ist ¢ : M — M mit g = ¢*g eine
semi-Riemannsche Immersion (i ist hier die Inklusion)

Definition. Sei f : (M, g) — (M, §) eine semi-Riemannsche Immersion. Wir benutzen
folgende Bezeichnungen. Sei x € M, dann zerfillt

TywyM = dfe(T: M) @1 dfe (T, M) "o

:sz :Nfz

T f; heiftt Tangentialraum an fin z € M
N f, heifst Normalenraum an f in x € M

T fr = T, M ist eine lineare Isometrie beziiglich gr(,) und g,

Tf:= |J T/, Vektorbiindel iiber M (Tangentialbiindel an f)

[ ]
rzeM

o Nf:= |J Nf, Vektorbiindel iiber M (Normalenbiindel an f)
zeM

X :M— TM,C®

X¢(M) = { } sind die Vektorfelder entlang von f

o Xp(M)m = {X € Xy(M)|X(z) € Tf,Vz € M} heifen tangentiale Vektorfelder
entlang von f. Oft wird X(M) und X;(M)'" identifiziert.

D(TM)=X(M) =~ Xy (M) ~T(Tf)
X = (zeMw—dfy(X(x))
— 7
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%J%(M) ={X € Xy(M)|X(x) € Nf,Vx € M} heiken normale Vektorfelder ent-
lang von f.

Xp(M) = Xp (M) @1 X7 (M) =~ X(M) @ X5 (M)
tan : Xp(M) — X(M) ist die tangentiale Projektion

(tan X)(@) = (dfs) " (projr ( X(z) )) € ToM
ETf(I)M

e nor: X;(M) — X5 (M) ist die normale Projektion

(nor X)(x) := projyy, (X(z)) € N fs

Lemma 6.2. Sei Z € X;(M) ein Vektorfeld entlang f. Dann existiert fir jeden Punkt
xo € M eine Umgebung U(xg) C M und ein VF Z,, € X(M), so dass

Z(x) = Zao(f(2))Va € U(xo)

Beweis. Da f : M — M eine Immersion ist, existieren offene Umgebungen U(z) C M,
so dass

~

f\U(xo) : U(xo) — M
eine Einbettung ist. Damit ist f (U(z0)) eine Untermannigfaltigkeit von M. D.h. um f(zo)

0
existiert eine Karte (U, $) von M mit (U N f(U(zo))) = {(z1,.-.,2n,0,...,0)NG(U)}.
Damit gilt fiir alle z € U(xp) mit f(x) € U:

n 9 )
i@ Z;&(fﬂ)a—%(f(fﬂ)) ¢ = (z1,...,7N)
€T} ()M

Definiere nun Z € X(U) durch

Z(@ Y1, 2N)) = Z{i(f_l(cﬁ_l(xl,...,xn,O,...,0)))8” (@ (w1, 2N)
i=1 !

=  Z(x)=Z(f(z)) VxeUlxy) mit f(z)eU
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Sei V C U eine Umgebung mit f(xg) € V,clV € U und h € C(M) mit hyy =1 und
supph C U. Betrachte das globale Vektorfeld

Zyy i=h-Z € X(M)

Dafiir gilt Z,,(f(z)) = Z(z) fiir alle z € U(zo) := f~H(V N f(U(x0))) O

Lemma 6.2 erlaubt es Vektorfeld entlang f kovariant abzuleiten. Sei V eine kovariante
Ableitung auf M, V definiert eine kovariante Ableitung von Vektorfeldern aus X;(M).
Sei Z € X;(M), X € X(M) ~ X;(M)"" C X;(M). Definiere nun VxZ € X;(M) durch

(VxZ)(xo) == (vaOZ’CO) (f(z0)) fiir o € M

dabei hat man X € X(M) als tangentiales Vektorfeld entlang f betrachtet. Es ist
VxZ € XyM unabhingig von den gewidhlten Fortsetzungen X,  und Z,,. Man spricht
von der ,kovarianten Ableitung von Z in Richtung X .

Lemma 6.3. Sei X € X(M) und h € C®°(M) fiir Vx : X;(M) — Xp(M) gilt:
1) VixZ =hVxZ, Vx,4x,%2 =Vx,Z +Vx,Z
2) Vx(hz) = X(h)Z +hVxZ, Vx(Z1 + Z2) = Vx(Z1) + Vx(Z2)

3) Sei (M,Q) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, V der Levi-Civita- Zusammenhang
von (M, g), Dann gilt fir X,Y € X(M) ~ X(M)t"

a) [X,Y]=VxY —VyX
b) X(§(Z1,22)) = §(NxZ1, Z2) + §(Z1,Vx Za) fiir Z1, Zo € Xy M, X € X(M)

Beweis. 1) und 2) folgt, da V kovariante Ableitung auf M ist.
3a) Nach Definition und unter Benutzung der Torionsfreiheit von v gilt

A ~ A~

(VxY = VyX)(xo) = (Vx,, Yoo = Vi, Xao)(f(20))

torsionsfrei 5

[Xxm }A/xo] (f(wo))

Da weiter gilt

(X (@) = Xu(f(2)) Vo €Ulx)
df(Y(@)) = Yao(f(2)) ¥z €Ulo)
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, sind also X und XIO sowie Y und YIO J|U(wo)-verkniipft. Damit sind aber auch
(X, Y] und [X,,, Yz, fiU(wo)-verkniipft. Bei Identifizierung von X(M) ~ Xz (M)*"
gilt dann:

~

(VxY = VyX)(@o) = [Xap,Yao)(f(20))
= dfzo([X, Y](0)) = [X, Y](20)

3b) Wiederum unter Benutzung der Definition und der Tatsache, dass V metrisch ist
folgt

xZv, Z2)(x0) + §(Z1,V x Za) (w0)
= Q $ug Z120s Z2o) (£ (20)) + §(Z120, Vg, Z200) (f (20))
MR X (0(Z1ags Zawg) (f(20) (%)

Sei y : [ — M mit v(0) = x0,7'(0) = X (x0). Dann ist fo~: I — M mit

(foy)(0) = f(xo) )
(fo)(0) = dfs(X(20)) = Xap(f(w0))

Damit folgt

() = G3lrean(f ©1(0) Zano(f 220

=0(t) Z1(v(1)) Z2(v(1))
= X(9(21, Z2))(wo)

Sei V eine kovariante Ableitung auf M. Dann definiert V eine kovariante Ableitung auf
T f und auf N f (beides sind Vektorbiindel iiber M).

Ve T(Tf) — T(T*M @ Tf)
Y = VY VR = tan(VxY)

ist die induzierte kovariante Ableitung auf T'f.

VLH:D(Nf) — T(T*M ® Nf)
n — Vin , V%1 :=nor(Vxn)

ist die induzierte kovariante Ableitung auf N f.
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Definition. Die Abbildung g : X(M)xX(M) — C°°(M) heift auch 1. Fundamentalform
der Immersion f. Die Abbildung

IT: X(M) x X(M) — X(M)
(X,Y) — II(X,Y):=nor(VxY)

heiftt 2. Fundamentalform von f.

Satz 6.4. Sei f : (M,g) — (M,§) eine semi-Riemannsche Immersion, V der LC-
Zusammenhang von g und V der LC-Zusammenhang von g. Dann gilt

1) VxY =tan(VxY)  VX,Y € X(M) ~ X (M)t
2) 11 ist ein symmetrisches (2,0)-Tensorfeld

3) VxY = VxY +11(X,Y) Gaup-Formel

Beweis.

1) zu zeigen: tan(VxY) = VY ist eine metrische, torsionsfreie, kovariante Ablei-
tung auf TM (bei Identifizierung TM ~ T f)

— kovariante Ableitung nach Lemma 6.3

— torsionsfrei:
tan(VxY — Vy X) = tan([X, Y]) = [X, Y]
— metrisch:
g(tfm(VXYl), Y.) + QA(Yl,tan(@XYg))
= 9(VxY1,Y) +g(Y1,VxYa)

Lemnzma 6.3 X(Q(Yl, YZ))
2) I(X,Y) —II(Y, X) = nor(VxY — VyX) = nor([X,Y]) =0
3) nach Definition
Definition. Sei A, : X(M) — X(M) das (1,1)-Tensorfeld mit

g(A,X,Y) = 1L,(X,Y) = g(II(X,Y),n) VX,Y € X(M).

A, heift Weingarten-Operator von f beziiglich 7.
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Bemerkung: A, ist selbstadjungiert beziiglich g, das heift
g(AT](X)’Y) = g(Xa AW(Y))
Satz 6.5. (Weingarten-Formel) Sei n € T(Nf). Dann ist A,X = —tanVxn VX €
X(M). Das heift:
Vxn= A, X + V%1

—— =

tangential  mnormal

Beweis. Seien X, Y € X(M). Dann gilt

Q(AHX,Y) = Hn(X,Y)
= g(II(X,Y),n)
Gaufformel ., =
L VxY — VxY ,
9(Vx X n )
tangential normal
=g(VxY,n)
m

V metrisch

L X (G(Y,m)) — §(Y, Vxn)
— g(—tan(ﬁxn)’y)

Und weil Y € X(M) beliebig war folgt damit die Behauptung. O

Vergleich der Kriimmungstensoren von (M, g) und (M, §)

Satz 6.6. (Gaup-Gleichung) Sei f : (M,g) — (M, §) isometrische Immersion, V der
LC-Zsh. von (M, g) und ¥V der LC-Zsh. von (M,g). Dann gilt fir X,Y, Z € X(M):

(1) RV(X,Y)Z =RY(X,Y)Z + (Vx )(Y, Z) — (Vy I1)(X, Z), wobei (Vx 1)(Y, Z) =
Vx(I(Y,2)) —1(VxY, Z) = 1I(Y,Vx Z).
(2) RY(X,Y,Z,W) = R(X,Y, Z,W) + g(II(Y, W),1I(X, Z)) — §(IL[(X, W),11(Y, Z)).

(8) Sei E C T, M nicht-ausgearteter Unterraum und E = dfz(E) C Tf(x)M. Dann gilt
fiir die Schnittkrimmungen von (M, g) und (M, §):

() — o) g(II(v,v), I(w, w)) — g(I11(v, w), (v, w))
Relf o) = Kelo) o0, v)gw,w) — gfo, )

)

wobei E = span(v, w).
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Beweis. (1) Benutzen die Gauk-Formel VxY = VxY +1I(X,Y):

RY(X,Y)Z = VxVyZ - VyVxZ = VixyZ
=Vx(VyZ+1L(Y,2)) - Vy(VxZ +11(X, Z))
~VixvZ -1([X,Y],2)
=VxVyZ +1(X,VyZ) + Vx (Y, Z))
~VyVxZ —-1(Y,VxZ) - Vy(Il(X, Z))
— Vixy)Z -1(VxY,Z) +1I(Vy X, Z)
=R(X,Y)Z — (VyII)(X, Z) + (Vx II)(Y, Z)

R(X,Y, Z, W)
GRY(X,Y)Z,W)
GRY(X,Y)Z,W) +§(Vx (Y, 2), W) = G((Vy I1)(X, Z), W)
gRY(X,Y)Z, W) + §(Vx (Y, 2), W)) — §(Vy (II(X, Z), W)
R(X,Y, Z,W) + X (g(1(Y, 2), W)) — §(AL(Y, Z), VX W)

A i)

=0
~Y(gUL(X, 2), W) + §(I(X, Z), Vy W)

=0
=R(X,Y,Z,W) — g(II(Y, Z),nor VxW) + §(II(X, Z), nor Vy W
N——— N —
=II(X,W) (Y,W)

Rm(va w, w, /U)

Ko@) = gt w) — g(o.w)

2

Dann folgt die Behauptung durch Einsetzen von Punkt (2).

Satz 6.7. (Codazzi-Minardi-Gleichung)
nor RV (X,Y)Z) = (VL II(Y, Z) — (V& I)(X, Z)
firalle X, Y, Z € X(M) ~X¢(M) — X;(M). Hierbei heifit

(VL ID(Y, Z) := VL (LY, 2)) = 1(VxY, Z) — I(Y,Vx Z).
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Beweis. Nach Punkt (1) aus Satz 6.6 gilt:

nor(RY(X,Y)Z) = VLY, 2)) - 1(VxY, Z) — 1I(Y, Vx Z)—
(VEII(X, Z)) = 1(Vy X, Z) — 1I(X,Vy Z))
= (VxI)(Y,2) — (Vy II)(X, Z)

Satz 6.8. (Ricci-Gleichung)
(1) Vn € Xp(M)+ ~T(Nf), VX, Y € X(M):

nor(RY(X,Y)n) = RV (X, V) + [[(4,X,Y) — II(X, 4,Y)
(2) ¥n, £ € Xp(M): ~T(Nf), VX, Y € X(M):
R(X,Y,n,€) =GRV (X,Y)n,€) + g(Ay(X), Ae(Y) = g(Ae(X), A, (V)
Beweis. Benutzen die Weingarten-Formel Vyn = —A,(X) + V7:

R@(X, Y)n= VxVyn—VyVxn— @[X,Y]n
= Vx(Vin — 4y(X)) = Vy (Vxn — 4y(X)) = Vix yn + Ay (X, Y])
= Vx Vi - Avll/n(X) - @X(AU(Y))—
Vy Vi + Ay, (Y) + Vy (4,(X))—
Vixy)n + An([X,Y])
=RV —1I(X, A,Y) +I1(Y, Ay(X)) + tan.-Komponente
Also
nor RV (X, Y)n = RV (X,Y)n — II(X, Ap (V) + IL(Y, A, (X)).
Und Punkt (2) folgt aus der Definition des (4, 0)-Tensors R. O

Bemerkung: Fiir den Tangentialteil von Rﬁ(X ,Y)n gilt damit nach den vorigen For-
meln:

tan Rﬁ(X, Y)n= AVJXn(Y) — Avw(X) — (VxA)(Y) + (Vy 4,)(X).

(Wegen Schiefsymmetrie des (4, 0)-Kriimmungstensors)

Wir betrachten nun den Spezialfall, dass (M, §) eine semi-Riemannschen MF konstanter
Schnittkriimmung K ist. In diesem Fall gilt dann:

RX,Y)Z =K (§(Y,2)X — §(X,2)Y)
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fiir alle X, Y, Z € X(M). Daher gilt fir X, Y, Z € X(M) ~ X;(M)t*:

nor(R(X,Y)Z) =0

und fiir n € T(N f):

R(X,Y ) =0.

Satz 6.9. Sei f : (M, g) — (M,§ eine isometrische Immersion und es habe (M,§) die
konstante Schnittkrimmung K. Dann gilt:

(1) (Gaup-Gleichung) Fiir alle X, Y, Z, W € X(M) gilt:

R(X’Y’ Z, W) =K- (Q(Y’ Z)g(X, W) —g(X, Z)g(K W))
+ g(I(X, W), 1LY, Z)) — g(LL(Y, W), I[(X, Z)) (K1)

(2) (Codazzi-Minardi-Gleichung) Fir alle X, Y, Z € X(M) gilt:
(VxID(Y, Z) = (Vy I)(X, Z) (K2)
(8) (Ricci-Gleichung) Fiir alle X, Y € X(M), n € T(Nf) gilt:
RY (X, Y)n = TI(X, 4,(Y)) = TI(4,(X),Y) (K3)
Diese drei Gleichungen sind Gleichungen fiir folgende Objekte:

(Nfavl7II7h::g‘Nf><Nf)

Satz 6.10. (Hauptsatz fiir isometrische Immersionen in Raumen konstanter Krimmung)

Sei (M™, g) eine einfach zusammenhdangende semi-Riemannsche MF.
e Sei E ein Vektorbindel vom Rang k iiber M.
Sei VE kovariante Ableitung auf E.

Sei h Bindelmetrik auf E (das heifst hy : E, X E, — R ist fir alle x € M eine
Skalarprodukt mit konstanter Signatur (ki,ks)), sodass VE metrisch beziiglich h
18t.

o SeiI1F : X(M) x X(M) — T'(E) symmetrisches (2,0)-Tensorfeld mit Werten in E.
Weiterhin erfiillen die Objekte (E,V¥?, h,11¥) die Gleichungen (K1), (K2), (K3).

(1) Dann existiert eine isometrische Immersion

£ (M, g) — (Mn+k, ),

wobei (M, §) ein Raum konstanter Schnittkriimmung der Dimension n + k ist, der
einfach zusammenhdngend ist und vollstandig ist. Und es existiert ein Vektorraum-
Isomorphismus ¢ : E — N f, so dass fir alle X, Y € X(M) und fiir allen, { € T'(E):

e 9(¢(n),6(§)) = h(n,€)
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o Vxo(n) = ¢(Vin)
o II(X,Y) = ¢(II¥(X,Y)).

(2) Seien fi,fo : (M,g) — (Mn+*,§) zwei solche isometrischen Immersionen. Dann

—

existiert eine Isometrie T : (Mn++,§) — (Mn+*,§) derart, dass
fi=Tofa

Den Beweis findet man zum Beispiel in:
e M. Dajcer: Submanifolds and Isometric Immersion, Publ. and Perish, 1990

e Ch. Bér, P. Gauduchon, A. Moroianu: Generalized cylinders in semi-Riemannian
and Spin geometry, Math. Z., 2005

Beweis. Wir besprechen hier eine andere Beweisidee:

Fir K =0: MTV ~ RY mit flacher Riemannscher Metrik. Betrachte das

Vektorbiindel F': =TM @ F mit
Biindelmetrik & : = g @ h.

Definiere kovariante Ableitung V" auf dem Vektorbiindel F durch:

A% —AP(X)
F_ X
Vi = <IIE(X, ) \% > d-h.

or (V) _ ViY  —AL(X)
V()= (i) o)
Dann gilt:

(1) RRY" =0 (wegen (K1), (K2), (K3))
(2) Dann existieren in F' globale Schnitte p1,...,pN, so dass
a) (¢1(x),...,on(x)) Basis in F, fiir alle x € M,
b) VFp; =0 fiiri=1,...,N (weil M einfach zsh.),
c) Sei a € QY(M,RY) die 1-Form
h(X, p1)
a(X) = :
h(X, on)
fur alle X € X(M).
Dann gilt:

a) « ist injektiv,
b) da = 0.
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(3) Da M einfach zsh. ist, gilt nach dem Poincaré-Lemma: Es existiert ein f € C°°(M,RN)
mit df = .
(4) Man zeigt, dass f : M — RY die gesuchte Immersion ist.



