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Worum geht es in der Vorlesung “Differentialgeometrie 1”7

Im Grundstudium wurden die Differential- und Integralrechnung im R™ und auf Untermannigfaltig-
keiten des R™ behandelt. Fiir die Differentialgeometrie benétigen wir eine allgemeinere Klasse von
R&umen, die differenzierbaren Mannigfaltigkeiten. Mannigfaltigkeiten sind abstrakte Mengen M, die
man lokal um jeden Punkt durch n reelle Koordinaten beschreiben kann. Lokal verhalten sie sich
also wie Fuklidische Rdume. Solche Mengen treten natiirlicher Weise z.B. als Nullstellenmengen von
Abbildungen oder als Mengen der Aquivalenzklassen bei Aquivalenzrelationen auf. Beispiele fiir Man-
nigfaltigkeiten sind n im R3, wie regulire Quadriken, das Mébiusband oder Rotationsn. Aber auch
die klassischen Gruppen oder die Menge aller k-dimensionalen Unterrdume des R™ sind Mannigfaltig-
keiten. Nach dem Einbettungssatz von Whitney ist jede differenzierbare Mannigfaltigkeit diffeomorph
zu einer Untermannigfaltigkeit eines reellen Vektorraumes R, so dass es geniigen wiirde, Geometrie
und Analysis auf Untermannigfaltigkeiten zu betreiben. Meist ist es aber einfacher und geniigt, ein
Objekt als abstrakte Mannigfaltigkeit zu betrachten ohne seine (oft recht aufwendig hinzuschreiben-
de) Einbettung in den RY zu kennen. Dies ist z.B. der Fall, wenn die Objekte durch Verklebungen
entstehen oder als Orbitrdume von Gruppenwirkungen, die unter anderem in der Physik eine grofse
Rolle spielen.

Die Vorlesung ist eine Einfiihrung in die Grundlagen der Riemannschen Geometrie auf Mannigfaltig-
keiten. Wichtige Fragen, die wir kldren wollen, sind:

e Wie definiert und berechnet man man den Abstand von Punkten, die Linge von Kurven oder
das Volumen von Teilmengen von Mannigfaltigkeiten?

e Wie beschreibt man Kriimmungen der Objekte?

e Welche globalen Eigenschaften der Mannigfaltigkeiten kann man aus den lokalen (wie z.B. den
lokal definierten Kriimmungen) ablesen? Kann man durch lokale Messungen die Gestalt der Erde
oder des Kosmos erkennen?

e Wie kann man entscheiden, wann die gleichen geometrischen Verhiltnisse auf zwei gegebenen
Mannigfaltigkeiten vorliegen?

e Kann man Mannigfaltigkeiten bzgl. gewisser topologischer oder geometrischer Eigenschaften
klagsifizieren? D.h. kann man entscheiden, wieviel "verschiedene" Mannigfaltigkeiten es gibt
und diese durch spezielle Invarianten charakterisieren?

Die in der Vorlesung behandelten Konzepte der Riemannschen Geometrie sind grundlegend fiir die
mathematische Modellierung physikalischer Prozesse. Sie spielen unter anderem eine entscheidende
Rolle in der Allgemeinen Relativitdtstheorie.
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1 Topologische Raume

In diesem Abschnitt werden wir zunichst einige Grundbegriffe aus der Theorie der topologischen
R&ume zusammenstellen. Insbesondere sollen die speziellen Eigenschaften von Hausdorffschen topolo-
gischen Riumen mit abzdhlbarer Basis besprochen werden. Als spezielle Literatur zu diesem Kapitel
eignen sich die folgenden Biicher

e Engelking, General Topology,

e K. Jénich, Topologie, Springer Verlag 1990.

E. Ossa, Topologie, Vieweg Verlag 1992.

e (. Kosniowski, A first course in algebraic topology, Cambridge Univ. Press 1980.

e P. Giinther, Grundkurs Analysis Bd. II, Teubner-Verlag Leipzig 1973.

e L.A. Steen, J.A. Seebach, Counterexamples in Topoplogy, Dover Publ. Inc. N.Y. 1995.

e Skript zur Analysis I* (Dozentin Prof. Baum), Kapitel 2.

1.1 Definition und Beispiele

Es sei X eine nicht leere Menge. Mit P(X) bezeichnen wir im folgenden die Potenzmenge von X, d.h.
die Menge aller Teilmengen von X.

Definition. Sei X eine nicht leere Menge. Ein Mengensystem 7 C P(X) heiftt Topologie auf X, falls
die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

1. (T1) 0, X €.
2. (T2) Die Vereinigung beliebig vieler Mengen aus 7 liegt wieder in 7.

3. (T3) Sind U,V € 7, so liegt auch der Durchschnitt U NV in 7.

D.h. das Mengensystem 7 ist abgeschlossen gegeniiber beliebigen Vereinigungen und endlichen Durch-
schnitten. (X, 7) heift topologischer Raum. Die Mengen U € 7 nennt man die offenen Mengen des
topologischen Raumes (X, 7).

Beispiel 1.1. Beispiele fiir Topologien auf einer Menge X
1. Diskrete Topologie
In dieser Topologie ist jede Menge offen: 7 := P(X).

2. Antidiskrete Topologie
In dieser Topologie gibt es nur zwei offene Mengen: 7 := {0, X }.
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3. Die von einer Metrik erzeugte Topologie
Zur Erinnerung: Eine Abbildung p : X x X — R heiffit Metrik auf X, falls fiir alle z,y,z € X
gilt
Ound p(z,y) =0z =y
p(
p

(

e p(z,y) >
* p(r,y)
e p(z,2)

Yy, )
1‘7

y) +p(y, 2)

IN

Sei p eine Metrik auf X. Wir betrachten das folgende Mengensystem:
T, ={UCX|NVxeU3e>0: K(z,e) :={ye X |p(z,y) <e} CU}

7, ist ein Topologie auf X:
Da (T1) und (72) per Definition unmittelbar klar sind, bleibt zu zeigen, dass mit zwei Mengen
U und V auch ihr Durchschnitt in 7, liegt. Sei dazu x € UN V. Dann gibt es zwei Zahlen 1 > 0

und g2 > 0, so dass K(x,e1) C U und K(z,e2) C V. Dann folgt aber K (z, min(e,e2)) C UNV.
7, heifst die von p erzeugte Topologie auf X.

Definition. Ein topologischer Raum (X, 7) heift metrisierbar, falls es eine Metrik p gibt, so dass
T =T, gilt.

Natiirlich ist nicht jeder topologische Raum metrisierbar. Ein Beispiel hierfiir ist die antidiskrete
Topologie 7 := {(}, X}, wobei X mindestens zwei Elemente enthélt. Angenommen, eine 7 erzeugende
Metrik p wiirde existieren. Fiir zwei verschiedene Punkte z,y € X ist dann 0 < p(x,y) =: e. Dann
ist y  K(z,5). Es gibt also eine weitere von X und () verschiedene offene Menge K (z, §). Somit ist
(X, {0, X}) nicht metrisierbar.

Die diskrete Topologie 7 := P(X) wird durch die diskrete Metrik pg induziert:

pg: XxX — R
__ 0 ,z=y
pd('ray) = {1 ,x#y

Da fiir diese Metrik {2z} = K(z,3) gilt, ist jede einpunktige Menge offen. Aus (7'2) folgt dann
Tpa = P(X).

Die metrischen Rdume bilden eine echte Teilmenge der Menge der topologischen Rdume. Spater wird
bewiesen, dass jede differenzierbare Mannigfaltigkeit metrisierbar ist.

Beispiel 1.2. Weitere Beispiele fiir Topologien.

1. Die auf Teilmengen induzierte Topologie

Sei (X, 7) ein topologischer Raum und A eine Teilmenge von X. Wir betrachten das Mengen-
system
TA:={VCA|IUeT:V=UnA}

T4 heift die auf A induzierte Topologie. 74 ist tatséchlich eine Topologie, denn:

e )=0NAund A=XnNA,dh. X und 0 sind in 74.
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e Sei {V;}ier eine Familie von Mengen mit V; € 74, so existiert fiir jedes i ein U; € T, sodass
Vi = U; N A. Daraus folgt dann

Uvi=Uwin4)=(Ju)naera
el el el
N —
=Uer

o Fiir V1, V5 € 74 gilt Vi = Uy /o N A wobei Uy /5 € 7. Daraus folgt

VlﬂVQ:(UlﬂA)ﬂ(UzﬂA):(UlﬂUg)ﬂAETA
————

=Uer

2. Die Produkttopologie

Seien (X, 7x) und (Y, 7y) topologische Rdume. Wir betrachten das folgende Mengensystem auf
X xY:

TXXY ‘= {ACXXYA:UVZ‘XUi; V; € mx, UiGTy}
el
Tx xy heift die von 7x und 7y induzierte Produkttopologie. Die Topologie-Eigenschaften folgen
aus den Vertauschungsregeln fiir x, U und N.

3. Die Faktortopologie

Seien (X, 7) ein topologischer Raum, Y eine Menge und f : X — Y eine surjektive Abbildung.
Wir betrachten das folgende Mengensystem auf Y

={ACY|f (A er}

7r ist eine Topologie auf ¥ - die durch f induzierte Faktortopologie.

Verifizieren der Topologieeigenschaften:

e €1 denn f7H0):=0€ .
e Yers,denn f7HY)=X e
e Sei U; € 1y fiir ¢ € I, so folgt aus
Yoy =Us oy er

. . N——
el el cr

auch (J;e; Ui € 75.
e Fiir Uy, Us € 74 folgt aus

auch U1 NUy € Tf-

Faktortopologien werden insbesondere auf Mengen von Aquivalenzklassen betrachtet. Wir erin-
nern an die Definition einer Aquivalenzrelation: Sei X eine Menge und R C X x X eine Menge
von Paaren. Wir schreiben kurz x ~ y falls (x,y) € R. R bzw. ~ ist eine Aquivalenzrelation,
falls gilt:
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e Reflexivitit Vo € X : o ~ x.
e SymmetrieVz,ye X: z~y = y~x.
o Transitivitit Va,y,z€ X : a ~y AN y~z = x ~ 2.

Fiir x € X ist [7] := {y € X | z ~ y} die durch x definierte Aquivalenzklasse. X /. := {[z] | z €
X1 ist die Menge der Aquivalenzklassen bzgl. ~. Die Projektion auf die Aquivalenzklassen ist:

7: X — X/o

r ]

Wir versehen eine solche Menge von Aquivalenzklassen X /. immer mit der durch 7 induzierten
Faktortopologie.
Nun wollen wir noch einige konkrete Beispiele angeben.

Beispiel 1.3. Wichtige Beispiele fiur topologische Raume

1. Der Euklidische Vektorraum R"

R™ sei immer mit der von der Euklidischen Metrik induzierten Topologie versehen

p(r,y) = |lv -yl =

2. Die Sphire S"

Die Sphire im R**! vom Radius r
Sp={z e R | |lz]| =7}

sei immer mit der induzierten Topologie des R"*! versehen. S™ := ST sei die Sphiire vom Radius
1.
3. Der n-dimensionale Torus 7"

Der n-dimensionale Torus 7" := S x ... x §' C R?" sei immer mit der Produkttopologie
n—mal
versehen. Den 2-dimensionalen Torus T2 kénnen wir bijektiv auf einen Rotationstorus 7?2 im R3
abbilden:
T? := {((2 + cosv) cosu, (24 cosv)sinu, sinv) | u,v € R}

Die Abbildung ¢ : T? — T2 ist gegeben durch
o((e™, ™)) = ((2 4 cosv) cosu, (24 cosv)sinu, sinv).
4. Der reell-projektive Raum RP"
Wir betrachten die S™ mit der Aquivalenzrelation V 2,y € S" 12 ~y <= z = +y.
RP" :=5S" /.
ist der n-dimensionale reell-projektive Raum versehen mit der Faktortopologie.

™ s* — RP"
x = (20, T1,...,%n) +— |x]=[z0:T1:. ... 2y
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5. Der komplex-projektive Raum CP"
Wir betrachten die

S — L= (20, .y 2m) €ECVT | 202 4+ -+ |22 = 1}
mit der Aquivalenzrelation V z,w € Sl .z ~w <= IAN€C: [A\|=1 A 2= Iw.
CP" .= S2n+1 /N
ist der n-dimensionale komplex-projektive Raum versehen mit der Faktortopologie.

T S+l Ccpn
z2=10(20,21,---,2n) +— [2]=z0:21:...: 2]

6. Der quaternionisch-projektive Raum HP"

H ist der Schiefkérper der Quaternionen.

H ~ C? ~ R4
g=zo+x1i+x2j + a3k — (xo+ 219, X2+ 231) — (20, 1, T2, T3)

Wobei i? = j2 =k? = —1und i-j = k. ¢ := x9 — 717 — 22j — 3k und damit |¢|? := ¢-g. Wir
betrachten
ST =1{q:= (g0, an) €H™ | g + - + |gal? = 1}

mit der Aquivalenzrelation
Vg,§654n+3:g~g = JpecH: |pf=1A qg=pz.
HP" := 543/,
ist der n-dimensionale quaternionisch-projektive Raum versehen mit der Faktortopologie.

7. Das Mo6biusband (Mob)
Wir betrachten @ = [0,1] x [0,1] C R? mit der Relation
(2,9) = (2,w) oder

z,y) = (0,y) und (z,w) = (1,1 — y) oder
(z,w) = (0,w) und (z,y) = (1,1 —w)

(x,y) ~ (z,w) ==

—

dann ist Méb = Q /~
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8.

Der Torus 72, die Kleinsche Flasche K? und der RP?

Q Zylinder Torus T2
- " A - " A
Q Méb K2
> | Y > | Y
Q Méb RP?
> | Y > | Y

Jede zweidimensionale, kompakte und zusammenhingende M? (ohne Rand) setzt sich aus S?, T2, RP?
und K? zusammen. ~ algebraische Topologie)

Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum und A C X eine Teilmenge.

Eine Teilmenge U C X heiftt Umgebung von = € X (Bezeichnung U(z)), falls x € U und U € 7.

Sei A C X. Ein Punkt z € A heift innerer Punkt von A, falls es eine Umgebung U(x) C A gibt.

Eine Teilmenge A C X heifst abgeschlossen, falls X \ A offen ist.
int(A) ;= {x € A | z ist innerer Punkt von A} heift Inneres von A.
cl(A) := X \int(X \ A) heikt Abschluss von A.

0A = X\ (intAUint(X \ A)) heikt Rand von A.

1.4. Sei (X, T) ein topologischer Raum, A C X. Dann gilt

. int(A) = UqufenCA U, d.h. int(A) ist die grofite offene Menge, die in A liegt.

c(A) = mACFabgesch,l. F, d.h. cl(A) ist die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthalt. Jede
Umgebung von x schneidet A.

0A = cl(A) \int(A). Dariber hinaus ist x € 0A g.d.w. jede Umgebung von x schneidet sich mit
A und mit X \ A.

Der Beweis lauft genauso wie fiir metrische Rdume.

Sei f: X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Riumen. f heift offen (bzw. abgeschlossen),
falls gilt: Ist U C X offen (bzw. abgeschlossen), so ist auch f(U) C Y offen (bzw. abgeschlossen).
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1.2 Topologische Riume mit abzihlbarer Basis

Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. § C 7 heift Basis von (X, 7), falls jede nicht leere,
offene Menge die Vereinigung von Mengen aus f3 ist.

Beispiel 1.5. Basen von topologischen Raumen
1. Sei (X, p) ein metrischer Raum. Dann ist
Bi={K(z,e):={ye X |pla,y) <e} |z € X, ccR"}
eine Basis von (X, 7,).
2. Eine Basis der Produkttopologie (X X Y, 7xxy) ist gegeben durch

B:={U xV |U C X offen, V C Y offen}.

Definition. Ein topologischer Raum (X, 7) heifit topologischer Raum_mit abziahlbarer Basis (erfiillt
das zweite Abziahlbarkeitsaxiom), falls es eine Basis § von 7 mit abzdhlbar vielen Elementen gibt.

Wie hidngen die metrischen Radume mit den topologischen Rdumen mit abzéhlbarer Basis zusammen?

Definition. Ein topologischer Raum (X, 7) heifit separabel, falls es eine abzéihlbare, dichte Teilmenge
A C X gibt (d.h. cl(4) = X).

Bemerkung. Hat (X, 7) eine abzihlbare Basis , so ist (X, 7) ist separabel. (UA)

Satz 1.6. Die Menge der metrischen Riume, die auch topologische Riume mit abzdhlbarer Basis sind,
ist gleich der Menge der separablen metrischen Rdume.

{metrische Raume} N {top. Raume mit abzihlbarer Basis}
= {separable metrische Riume}

Den Beweis dieses Satzes iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

Beispiel 1.7. Abzdhlbare- und nicht abzdhlbare Basen
1. R": f={K(z,e) |z € Q" e QT'} ist eine abziihlbare Basis.

2. Sorgenfrey-Linie

In R betrachte man die Mengen 8 = {[a,b) | — oo < a < b < co}. Dies ist eine Basis von
TSorg := {0} U{U C R | U ist Vereinigunghalboffener Intervalle}

(R, Tsorg) ist nicht metrisierbar und hat keine abzéhlbare Basis.

3. (R,P(R)) ist metrisierbar (diskrete Metrik) und hat keine abzéhlbare Basis (denn jede einele-
mentige Menge ist offen).

4. (R,7 = {0,R}) ist nicht metrisierbar und hat eine abzéhlbare Basis.
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Satz 1.8. Es gilt

1. Sei (X, 7) ein topologischer Raum mit abzihlbarer Basis, A C X, dann hat auch (A,T4) eine
abzihlbare Basis.

2. Seien (X, 7x), (Y, 7y) topologische Raume mit abzihlbaren Basen, dann hat auch (X XY, Txxy)
eine abzdhlbare Basis.

3. Habe (X, 1) eine abzihlbare Basis und sei [ : X — Y surjektiv und offen bzgl. 1¢, dann hat
(Y, 7¢) eine abzdhlbare Basis.

Beweis. Zu den einzelnen Aussagen:
1. Sei Bx = {U;y,Us,...} eine abzéhlbare Basis von X.
Ba = {U1ﬁA,U2ﬂA,...} CTaA

Behauptung: B4 ist eine Basis von 74.
Sei V C A offen, V # (. Dann gilt

U er:V=UnNA.

Da 3 eine Basis von (X, 7) ist, gilt: U = |J,;c ;o Us- und damit

1€lC
V= (UUZ-)DA: U(UmA).
el el €ha

2. Sei Bx eine abzahlbare Basis von (X, 7x) und Sy eine abziahlbare Basis von (Y, 7y). Dann ist
Bxxy :={U xV |U € Bx, V € By} eine abzihlbare Basis von X x Y.

3. Sei Bx eine abzéhlbare Basis von (X, 7). Da f offen ist, gilt 7 D By := {f(U) | U € Bx}. By ist
abzithlbar und eine Basis von 7¢, denn aus V € 7¢ mit V # 0 folgt f~1(V) € 7, d.h. es ex. eine
Familie {U;};er C Bx mit f~1(V) = ;o Ui. Damit ist

-1 fsurj v, '
fF o)) = V—iEUIﬂﬁUZ)
€Ps

und B3y eine Basis von 7y.

Beispiel 1.9. Topologische Riume mit abzdhlbarer Basis

e R" mit der Euklidischen Topologie, S™ mit der induzierten Topologie und T mit der Produkt-
topologie haben nach Satz 1.8 abzdhlbare Basen.

e RP" und CP" haben nach Satz 1.8 abzihlbare Basen, da die Projektionen offen sind (UA).
e Das Mobiusband und die Kleinsche Flasche haben abzdhlbare Basen.

Bemerkung. Im Allgemeinen iibertrigt sich bei der Faktortopologie die abzdhlbare Basis nicht:
gegeben sei R mit der Standardtopologie.

x~yi—= (r=y V z,y€Z)

dann hat X /. keine abz&hlbare Basis.
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Eigenschaften von Riumen mit abzihlbarer Basis

Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum und {zy}nen eine Folge in X. {zy}nen konvergiert
gegen x € X (kurz z, — x oder lim, oz, = z), falls fiir jede Umgebung W (z) ein ng € N existiert
mit z, € W(z) fiir alle n > ny.

Lemma 1.10. Sei (X, 7) ein topologischer Raum mit abzihlbarer Basis und sei x € X. Dann existiert
eine Folge von Umgebungen {Vy,},cn von x mit den folgenden Eigenschaften:

1. Vipy1 C V,, fiir alle n.
2. Ist W eine beliebige Umgebung von x, dann ezistiert ein ng € N, sodass Vy,, C W.

3. Sei {xp} so, dass x, € V,, fiir alle n, dann konvergiert x,, gegen x.

Beweis. Sei (3 eine abzdhlbare Basis von (X,7) und f(z) := {U € | € U}. Dann ist f(z) =
{U1,Us,...}abzéhlbar und

n
Vo) ==\ Us
i=1
ist eine Umgebung fiir . Nun zu den einzelnen Punkten:

1. Dies ist nach Definition erfiillt.

2. Sei W (z) eine beliebige Umgebung von z. Dann gilt: W (z) = ,c; Ui mit U; € 8. Daz € W (x)
gilt, existiert ein Index ip mit B(x) 3 U;, = Up, fiir ein ng € N. Damit ist

)
Vo () = (Ui C Upy = Uiy C W(a).
=0

3. Sei z,, € V,,(z) beliebig gewihlt, n € N, z.z. x,, — x. Sei W(x) eine beliebige Umgebung von
x. Dann existiert ein ng € N mit V,,,(z) C W(z), sodass x,, € V,,(x) C Vy,(z) C W (z) fiir alle
n > ng. Daraus folgt aber die Konvergenz von {z,} gegen x.
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Bemerkung. Lemma 1.10 gilt fiir RaAume mit abzdhlbarer Umgebungsbasis (1. Abzahlbarkeitsaxiom).

Definition. Eine Umgebungsbasis fiir (X, 7) von z € X ist ein Mengensystem (3, C 7 mit « € U fiir
alle U € 3, . Dariiber hinaus existiert fiir jede Umgebung W (z) € 7 ein U € §, mit U C W (z).

Satz 1.11. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Dann gilt:

1. Seien A C X und (xn)neN eine Folge in A mit x,, — x € X. Dann gilt € cl(A).

2. Habe (X, T) eine abzihlbare Basis und sei A C X. Dann gilt: ist x € cl(A), so existiert eine
Folge (zp)nen in A mit x, — x.

Beweis. Zu den einzelnen Aussagen:

1. Sei (n)nen eine Folge in A mit z,, — = € X. Nach Satz 1.4 gilt:

dA)= (] F

ACFabgeschl.

Damit muss z in jeder abgeschlossene Menge F' liegen, welche A enthélt. Angenommen es exis-
tiert eine abgeschlossene Menge Fy mit A C Fy und x € Fy. Dann ist X\ Fy eine offene Umgebung
von z und z, € X \ Fy bzw. z,, € Fy und z, ¢ A fiir alle n > ng. Das ist ein Widerspruch zur
Voraussetzung.

2. Sei x € cl(A). Sei (V,(x)) eine Folge von schrumpfenden Mengen (aus Lemma 1.10). Nach Satz
1.4 gilt V,,(z) N A # 0 fiir alle n € N. Man wihle nun fiir jedes n ein beliebiges x,, € V,,(z). Nach
Lemma 1.10 gilt dann x, — .

O

Folgerung. Sei (X, 7) ein topologischer Raum mit abzdhlbarer Basis und A C X eine beliebige
Teilmenge. Dann ist A genau dann abgeschlossen wenn jeder Grenzwert einer konvergenten Folge aus
A bereits in A liegt.

Beweis. (=): (gilt in jedem topologischen Raum). Sei A abgeschlossen, d.h. A = ¢l A. Mit Satz 1.11
(1) folgt die Behauptung.

(<) Sei x € clA. Nach Satz 1.11 (2) existiert eine Folge (z,)nen in A mit x,, — x. Dann ist nach
Voraussetzung x € A und demnach also clA = A. O

Beispiel 1.12. Ein Gegenbeispiel fiir Satz 1.11 (2)

Sei X = R und 74, := {R\ A | A ist abzéhlbar} U {0}. Dann ist (R, 74.) ein topologischer Raum
(UA). Dieser hat die folgenden Eigenschaften:

abzahlbar

1. A C R ist abgeschlossen bzgl. 74, < A = { R

2. Sei B C R, dann gilt

R , falls B iiberabzéihlbar
cl(B) = { B, sonst
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3. Sei (zp,)nen eine Folge in (R, 74p,) , dann gilt
T, =T €RES x, =2Vn > nyg,

denn U(x) := R\ {xy, | x,, # 2} ist eine offene Umgebung von z, und mit x, — z gibt es ein
no € N sodass x,, € U(x) fiir alle m > ng. Insbesondere ist damit z,, = x.

Man betrachte nun die Menge A = (0,1) C R. Diese ist weder offen noch abgeschlossen und nach
2. gilt cl(A) = R. Aufgrund der Eigenschaft 3 konvergiert keine Folge aus A gegen einen Punkt in
cl(A)\A C cl(A). Nach Satz 1.11 (2) kann (R, 74p,) damit keine abzéhlbare Basis besitzen.

1.3 Stetige Abbildungen und Hom6omorphismen

Definition. Seien X und Y topologische Rdume.

e Eine Abbildung f : X — Y heilst folgenstetig, falls gilt: wenn z, — x in X konvergiert, so
konvergiert f(x,) — f(z)in Y.

e Eine Abbildung f : X — Y heilt stetig,falls die Urbilder offener Mengen offen sind, d.h. ist
U C Y offen, so ist f~1(U) C X offen.

Beispiel 1.13. Sei (X, 7) ein topologischer Raum, f : X — Y surjektiv. Dann ist f : (X, 7) — (Y, 7¢)
stetig. 77 ist die feinste Topologie mit dieser Eigenschaft.

Bemerkung. Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. f: X —Y ist stetig.
2. Das Urbild jeder abgeschlossenen Menge ist angeschlossen.
3. f(cl(A)) Cc(f(A) VACX.

4. Sei By eine Basis der Topologie von Y. Dann ist das Urbild von B € By in X offen, fiir alle
B e ﬁy.

5. Fiir alle z € X und jede Menge B € By mit f(x) € B existiert eine Umgebung V' (z) von x mit
f(V(z)) C B.

Satz 1.14. Seien X,Y topologische Raume.

1. Ist f: X =Y stetig, so ist f folgenstetig.

2. Ist X ein Raum mit abzdhlbarer Basis (es reicht abzahlbare Umgebungsbasis), dann ist jede
folgenstetige Abbildung f : X — Y stetig.

Beweis. Zu den einzelnen Aussagen:

1. Sei f stetig. Z.z. Ist {zy}nen eine Folge in X mit z, — x, so gilt f(z,) — f(z). Sei U(f(z))
eine beliebige Umgebung von f(z). Da f stetig ist, ist
FHU(f) c X

eine offene Umgebung von x € X. Dann gilt x, € f~1(U) fiir alle n > ng. Damit ist f(z,) €
f(f~YU)) C U fiir alle n > ng und {f(z,)}n € N konvergiert gegen f(x).
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2. X habe eine abzihlbare Basis und f: X — Y sei folgenstetig.

Annahme: f ist nicht stetig. D.h. es existiert ein z € X und eine Umgebung U(f(z)), so dass
fiir alle Umgebungen V(z) gilt: f(V(z)) € U . Sei (Vi (x))nen die schrumpfende Familie von
Umgebungen aus Lemma 1.10. Dann existiert fiir jedes n € N ein z, € V,,(z) mit f(x,) ¢ U.

Mit Lemma 1.10 gilt also z,, — = und f(x,) - f(z). Dies ist ein Widerspruch zu der Voraus-
setzung, dass f folgenstetig ist.

O

Beispiel 1.15. Folgenstetig impliziert ¢.A. keine Stetigkeit!

Seien X = (R, 74.), wobei 7qp, := {R\ A | A abzéhlbar} U {0}. Sei dariiber hinaus Y := (R, 7|) die
reellen Zahlen mit der euklidischen Topologie, Id : X — Y die identische Abbildung. Jede Abbildung
f X =Y ist folgenstetig, denn aus

Ty > TS T, =2Vn>ng.

folgt
f(zn) = f(x)V n > no, bzw. f(x,) — f(z).

Die Abbildung Id : X — Y ist aber nicht stetig, denn U := (0,1) C Y ist offen in der euklidischen
Topologie, aber Id~1(U) = U C X ist nicht offen bzgl. 7up..

Satz 1.16. Es gilt
1. Seien f: X — Y und h: Y — Z stetig. Dann ist auch
hof: X —2Z
stetig.
2. Ist f: X — Y stetig und A C X, so ist auch f|la: (A, Ta) — Y stetig.
3. Seine X und Y topologische Raume und X XY mit der Produkttopologie versehen. Dann gilt:
Pr: X XY — X

(r,y) — =

py: XXY — Y
(r,y) = y
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sind stetig. Fine Abbildung f : Z — X XY st stetig genau dann, wenn py o f und pyo f stetig
sind.

4. Seien X und Z topologische Riume und f : X — Y surjektiv. Fine Abbildung g : (y,7¢) — Z
ist genau dann stetig, wenn go f : X — Z stetig ist

Beweis. zu 4.7 = 7. Sei g stetig. Da f : X — (Y, 7y) stetig ist, folgt, dass
gof: X —2
stetig ist.
" <" Sei go f: X — Z stetigund U C Z offen. Dann ist (g o f)~1(U) C X offen.

= [fHg ' U))=(go f)"Y(U)C X ist offen.
= g Y U) CcY st offen in der Faktortopologie.
= g ist stetig.

O]

Eine Abbildung f : X — Y heift Homdomorphismus, falls f bijektiv ist und f und f~! stetig sind.
Zwei topologische Ridume X und Y heiken homéomorph, falls es einen Homéomorphismus f : X — Y
gibt. Zwei Teilmengen A C X und B C Y heilen homdomorph, falls (A, 74) und (B, 75) homéomorph

sind.

Bemerkungen:

e Man unterscheidet hom&omorphe topologische Réume nicht, da sie die gleichen topologischen
Eigenschaften haben.

e Sei f: X — Y bijektiv und stetig. Dann gilt:

f ist ein Homdomorphismus
<= f ist offen (bzw. abgeschlossen)
<= weitere Kriterien spéter

Beispiel 1.17. Beispiele fiir Homéomorphismen

1. Die Stereografische Projektion
S™\ {(1,0,...,0)} ist hombomorph zu R™. Sei
©vp 8"\ {(0,0,...,0,1)} — R" = {z € R"™ | 2,,,; = 0},

wobel ¢, ,(z) der Schnittpunkt der Geraden durch den Nordpol (0,0,...,0,1) und = mit der

Hyperebene
R" = {z e R"™! | ,,; =0} c R*"!

1st.
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@ p ist ein Homdomorphismus, denn

enp(@) = @yp((@1,.. 0 @011)) = (17%1,kgiﬂ,...,lfﬁzﬂ
oar@) = o (W) = e (26 202, 20, 7 - 1)
(W2 =y} +-- +y2)

Also sind ¢, und ¢ L stetig.
2. Der RP" als Quotient der S™

RP" ist homdomorph zur Menge aller Geraden durch 0 im R"*! mit der folgenden Topologie:
X =R"™\{0}, 2~y <= INEcR: z=)y.
X/ ist die Menge aller Geraden im R"*! durch 0 versehen mit der Faktortopologie.

RP" = S"/.. — X/
[x] — L(x)=R-x

Dies ist ein Hom6omorphismus.

3. Der CP" als Quotient der S?"+!

CP" ist hom6omorph zur Menge aller komplexen Geraden durch 0 in C**1,
Y:(C"'H\{O}, z~w <= IXNeC: z=)\w.
Y/~ ist die Menge aller komplexen Geraden in C"*! durch 0 versehen mit der Faktortopologie.

CPr =52/, — Y/,
] = Lo(2)=C-z

Dies ist ein Homdomorphismus.

Informationen.

1. Satz iber die Invarianz der Dimension
Sei R"™ hom&omorph zu R™ (beide versehen mit der euklidischen Topologie). Dann gilt n = m.

2. Satz dber die Invarianz des Gebietes
Seien U,V C R™ homdomorphe Teilmengen. Dann gilt: U ist offen (zusammenhingend) <= V
ist offen (zusammenhingend).
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1.4 Hausdorff-Riume (75 - Riume)

Definition. Ein topologischer Raum X heift Hausdorfl-Raum T5-Raum), falls es zu jedem Paar
verschiedener Punkte z,y € X offene Umgebungen U(z) und V (y) gibt, die sich nicht schneiden.

Beispiel 1.18. Beispiele fiir Hausdorff-Rdume

1. Metrische Riume sind T5-Raume.
Sei (X, p) ein metrischer Raum, z,y € X mit  # y. Dann gilt p(x,y) =: € > 0.

Dann ist K(z,3) N K(y, §) = 0.
2. Nicht jeder Th-Raum ist metrisierbar: (R, Tsorg) Sorgenfrey-Linie!
B=A{la,b)| —oo<a<b<oo}

ist eine Basis von Tsorg. (]R,Tsorg) ist T5, hat aber keine abzdhlbare Basis und ist nicht metri-
sierbar. (Beweis: UA)

3. (X, 7 ={X,0}) ist nicht T, hat aber eine abzihlbare Basis.

4. (R, Tap,) ist nicht T» und hat keine abzdhlbare Basis. Es gilt sogar, dass sich alle offenen Mengen
schneiden, denn seien X1, Xo € 74, \ {0}, so gibt es abzéhlbare Teilmengen Aj, Ay C R mit
X1 =R\ A1, Xo=R\ A2 und es gilt: X1 NXo=(R\A4;)N(R\ A2) =R\ ( 41 UAs ) #0.

abzdhlbar

Elementare Folgerungen.

1. In einem Ty-Raum sind alle einelementigen Mengen abgeschlossen.

!siehe auch Bsp. 1.7 auf Seite 13
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Beweis. Sei x € X. Z.z. X \ {z} ist offen. Sei y € X \ {z}, dh. z # y. Dann existieren
Umgebungen U(z), V(y) mit U(x) NV (y) = 0 . Demnach ist V(y) C X \ {z} und somit X \ {z}
offen und {x} abgeschlossen.(Bemerkung: Wir haben nur die T7-Eigenschaft benutzt: mit x # y
existiert eine Umgebung V (y) mit x & V (y).) O

2. Sei X ein To-Raum. Dann ist der Grenzwert jeder konvergenten Folge eindeutig bestimmi.

Beweis. Angenommen es gibt eine Folge {xy, }nen mit
Tp — xund T, — Y, T F Y.

Da X T ist, gibt es Umgebungen U(x),V (y) mit U(z) NV (y) = 0. Da (2, )nen gegen = und y
konvergiert, gibt es ein ng € N mit

xn, € U(x), x, € V(y) ¥V n > ny.

Das ist ein Widerspruch zu U(z) NV (y) = 0. O

Bemerkung. Im allgemeinen ist der Grenzwert einer Folge nicht eindeutig, z.B. konvergiert in (X, 7 =
{X,0}) jede Folge gegen jeden Punkt.

Satz 1.19. Es gilt:

1. Seien f,h: X — Y stetige Abbildungen undY ein To-Raum. Dann ist {x € X| f(x) = h(x)} C
X abgeschlossen.

2. Sei X ein Ty-Raum, A C X. Dann ist auch (A, T|4) ein Ta-Raum.
3. Seien X und Y Ts-Raume, so ist auch X XY wversehen mit der Produkttopologie ein To-Raum.

4. Sei X ein beliebiger topologischer Raum, f: X — (Y, 7¢) surjektiv und offen und sei
D ={(z,9) € X x X| f(z) = f(3)} € X x X
abgeschlossen. Dann ist (Y, 7y) ein Ty-Raum.
Beweis. Zu den einzelnen Aussagen:

1. Es ist zu zeigen: A :={z € X| f(x) # h(z)} C X ist offen.
Sei x € A. Da Y ein Th-Raum ist, existieren offene Umgebungen U(f(x)) und V (h(z)) mit

U(f(@)) NV (h(z)) = 0.

Da f und h stetig sind, ist W := f~}(U)Nh~Y(V) C X offen und x € W. Es gilt W C A, denn
sei z € W, so folgt f(z) € U und h(z) € V.

Da aber UNV =0, muss f(z) # h(z) sein und somit z € A. Also ist A offen und X \ A = {z €
X | f(x) = h(z)} abgeschlossen.

2. Sei (X, 7) ein To-Raum, A C X. Seien z,y € A,z # y. Da X T ist, existieren offene Mengen
U(z) C X und V(y) C X mit U(z) NV (y) = 0.



1.4 Hausdorfl-Rdume (75 - Riume) 23

Dann gilt:
(U@)nA)n(V(y)nA)=10
— —
offen in 74 offen in 74

3. Seien (z,y), (z,w) € X x X verschieden. O.B.d.A. z # 2.
Da X ein Th-Raum ist, existieren offene Umgebungen U(z), V(z) mit U(z) NV (z) = 0. Damit
ist
U)xY)Nn(V(z) xY)=10
und U(z) x Y ist eine offene Umgebung von (z,y) € X x Y und V(z) x Y ist eine offene
Umgebung von (z,w) € X x Y.

(=y) ¢

4. f: X — Y ist surjektiv.

Seien also f(z), f(z) € Y zwei beliebige, verschiedene Punkte von Y. Wir suchen Umgebungen
beziiglich der Faktortopologie, die f(x) und f(z) trennen. Da f(x) # f(z) gilt, ist (x, z) kein
Element von D. Da D abgeschlossen ist, ist (X x X)\ D offen. Folglich existiert eine Umgebung

Ulx)xV(z) (X xX)\D
von (x, z), wobei U(x) und V(z) in X offen sind, und es gilt
Ux)NV(z)=0.

Da f: X — (Y, 7y) eine offene Abbildung ist, gilt f(U), f(V) C Y sind offen bzgl. 7¢. Weiter
gilt: f(z) € f(U), f(2) € f(V)und f(U)N f(V) = 0, denn angenommen, y € f(U) N f(V),
so existieren ein v € U und ein v € V mit f(u) = y = f(v). Dann gilt aber (u,v) € D und
(u,v) € U x V. Dies widerspricht der Wahl von U x V C (X x X)\ D.
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Beispiel 1.20. Hausdorff-Rdume und nicht- Hausdorff-Rdume

e R™ S™ T™ RP™ und CP" sind nach Satz 1.19 T»-Réume. Durch direktes Ausrechnen lafst sich
beweisen, dass auch Méb und K? Th-Riume sind.

e Der folgende Faktorraum ist nicht T5:
X=Rx{0})U([Rx{1}) =R x {0,1} C R?

mit der Topologie, die von Bx = {U x{0},V x{1})| U,V in Roffen} erzeugt wird.Auf X fiithren
wir eine Aquivalenzrelation ein, die die beiden Geraden fiir z < 0 “verklebt”.

) ;E:y,S:t flll“«IZO)
(1) ~ (y,8) = {x—%sjemﬂ}ﬁhx<0

(0,1)

(0,0)

In X/ ist der Grenzwert einer Folge (zn, Yn)nen mit 2, — 0 nicht eindeutig. X/~ ist also nicht Tb.
X/~ hat eine abzihlbare Basis.

1.5 Kompakte und folgenkompakte topologische Riume

Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum und A C X. A heifst kompakt, falls es zu jeder offenen
Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung gibt, d.h.
AcC | Us, U, offen
ael
= Joa,...apel: AC Ul Uy,.

A heifst folgenkompakt, falls jede Folge {z, }nen von Punkten aus A eine in A konvergente Teilfolge
enthalt.

Bemerkung. Es gilt: A C R™ ist kompakt, g.d.w.. A ist abgeschlossen und beschriankt. (Satz von
Heine-Borel)

Satz 1.21. 1. Sei X ein To-Raum, A C X kompakt. Dann ist A ist abgeschlossen.
2. Jede abgeschlossene Teilmenge eines kompakten topologischen Raumes ist kompakt.
3. Sei f: X =Y stetig, A C X kompakt, so ist auch f(A) kompakt.
4. Seien X, Y kompakte topologische Riume, dann ist auch X XY kompakt.

Sei X ein topologischer Raum mit abzdhlbarer Basis. Dann gilt:

O

X ist kompakt < X ist folgenkompakt

(Fir “=" ist das erste Abzahlbarkeitsaziom ndtig und fiir “<=” das zweite.)
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Bemerkungen.

e Es existieren kompakte topologische Raume, die nicht folgenkompakt sind.
e Es existieren folgenkompakte topologische Raume, die nicht kompakt sind.

Beweis. Die Beweise von 1.) - 4.) laufen genauso wie fiir metrische Radume. Es wird lediglich Fiinftens
bewiesen:

o Ist X kompaokt, dann ist X auch folgenkompakt.
Sei (zp)nen eine beliebige Folge in X. Gesucht ist eine konvergente Teilfolge. Betrachte F,

cl{$m,wm+1,xm+2,. .} Es gilt F1 D Fg D F3 D ... und F; ist abgeschlossen fiir alle i € N.
Behauptung ﬂ F,, # 0. Angenommen ﬂ F,, = 0. Dann folgt
m=1 m=1
o o
<X:X\ﬂfh:L¥X\ﬂJ
m= m=
offen

Da X kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung
N N
X =J&X\ Fn) =X\ () F)
i=1 i=1
Damit ist ﬂ 1 F; =0, aber es gilt ﬂ i1 Fi = Frax(mi,...my) # (- Widerspruch! Folglich existiert

ein x € ﬂ F,. Nun wihlen wir schrumpfenden Umgebungen (V,,(z))52; aus Lemma 1.
m=1

Da z € cl{zm, Tm+i1,...} = F ¥ m € N, gilt nach Satz 1.4
Vo(2) N {xm, Tmy1, ...} D Yn,m e N.
Also konnen wir die folgende Teilfolge wihlen:
Tn, € Vi(x)N{z1,x2,...}

Tny, € Va(x) N{xn,41,Tn42,. -}
Tngs € Va(x) N {Tnyt1, Tngt2, .-}

Die Teilfolge (7,)jen von (Tn)nen konvergiert nach Lemma 1 gegen .
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o Ist X folgenkompakt, dann ist X kompakt.

Man kann aus jeder Uberdeckung eine abzihlbare Teiliiberdeckung auswihlen, da X eine ab-
zéhlbare Basis hat:

X = U U; ,U; offen = Uj; lafst sich als Vereinigung von Basismengen darstellen.
i€l
Damit ist X = |J W}y wobei die Wy, Basismengen sind. Nun wéahlen wir zu jedem k € K C N

ke KCN
ein Ujyy mit Wi C Uy()-

X = U Uik
ke KCN

Man kann aus jeder abzihlbaren Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung auswihlen:
oo
Sei X = W, W; C X offen. Angenommen, die Behauptung gilt nicht. Dann existiert zu

i=1
jedem m € N ein

s

meX\( W])

j=1
(Zm)men ist eine Folge in X. Da X folgenkompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge
i n
T, — 1 GX:UWi.

J
i=1

Also existiert ein ng € Wy, mit € W,,,. Dann ist x € W,,, V¢ > ip und

m;
Tm,; € U W; ¥ m; > ng, my,
Jj=1

Das ist ein Widerspruch zur Wahl von z,,!

Beispiel 1.22. Beispiele fiir kompakte Rdume
S™. T™, RP™, CP™, Mob und K? sind laut Satz 1.21 kompakt.

Satz 1.23. Sei f: X — Y stetig und bijektiv, X kompakt und Y Ts. Dann ist f ein Homdomor-
phismus.

Beweis. f ist bijektiv und stetig. Es geniigt zu zeigen, dass f abgeschlossen ist. Sei A C X eine
beliebige abgeschlossene Teilmenge. Da X kompakt ist, ist auch A kompakt und damit auch f(A),
weil f stetig ist. In einem T5-Raum ist aber nach Satz 1.21 jeder kompakte Menge auch abgeschlossen.
Also ist f(A) abgeschlossen und somit f ein Homéomorphismus. O

Man kann jeden topologischen Raum durch Hinzufiigen eines zusitzlichen Punktes kompaktifizieren.

Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Sei weiterhin co ein zusitzlicher Punkt mit oo ¢ X . Dann ist

X = X U{oco} und
Too = TU{(X\A)U{oo}| A C X abgeschlossen und kompakt}
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Satz 1.24. Es gilt:

1. (Xoo, Too) ist ein topologischer Raum.
2. (Xoo, Too) 18t kompakt.
3. 7 ist die von Xoo auf X induzierte Topologie, d.h. T |x=T

4. Ist X nicht-kompakt, so ist X C X eine dichte Teilmenge.
Beweis. Zu den einzelnen Aussagen:

1. Ubungsaufgabe.

2. Sei Xoo = Uie[ U; mit U; € To. Dann existiert ein ¢g € I mit oo € U;,. Nach Definition von 7.,
gilt U, = (X \ A) U{oco} wobei A C X kompakt und abgeschlossen in X ist. Da A kompakt ist,
existiert endliche Teiliiberdeckung von A C U;; U...UU;, 14 € I. Somit ist

X C Us; ul;, U...uUs,
~— —_———
—(X\A)U{oo} SA

3. Sei U € T |x fixiert. Dann existiert ein O € 7oomit U = X N O. Ist O € 7, so folgt U € 7.
Anderenfalls existiert eine abgeschlossene und kompakte Menge A € 7, sodass O = (X \ A)U{co}.
Die Menge O = X\ A ist offen in X und mit U=0NX =0NX folgt U € 7.

Sei andererseits U € 7 fixiert. Aus 7 C 7o und U C X folgt U € 7o und X NU = U, bzw.
U e Too |X—

4. Sei X nicht-kompakt.
Behauptung: X C X ist dicht. Es geniigt zu zeigen, dass X nicht abgeschlossen ist, denn

X #cl(X) = cl(X) = Xoo = X U {0}

Angenommen, X = X, \ {oo} ist abgeschlossen. Dann ist {oo} C X offen und lésst sich wegen
der Definition von 7 darstellen als

{oo} = (X'\ X) U {oo}

mit X C X kompakt und abgeschlossen beziiglich 7. Das ist ein Widerspruch.

Definition. (Xu, 7o) heifit 1-Punkt-Kompaktifizierung von X. oo heifst unendlich ferner Punkt.
Beispiel 1.25. Beispiele fiir 1-Punkt-Kompaktifizierungen.

1. S" 2 RY

2. 2= CP' 2 Cy

3. Sl2RP' >R,

Wobei “=” hom&omorph meint.
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=/ AN

Definition. Ein topologischer Raum (X, 7) heift lokal-kompakt, falls es zu jedem = € X eine Umge-
bung U(x) € 7 gibt mit clU(z) ist kompakt.

Bemerkung. (X, 7o) ist ein To-Raum mit abzéhlbarer Basis, g.d.w. (X, 7) ein lokal-kompakter T5
mit abzihlbare Basis ist. (UA)

Beispiel 1.26. Beispiele fiir lokal-kompakie Rdume
1. X ist kompakt, dann ist X auch lokal-kompakt.
2. Der euklidische Raum R" ist lokal-kompakt, aber nicht kompakt.
3. (R, 7ap.) ist nicht lokal-kompakt 2.
Tab: = {R\ A | Aabzihlbar} U {0}
Behauptung: R ist weder kompakt noch lokal-kompakt beziiglich 74..

a) Seien A, :={z € Z|z<r},reR.

R=J®R\A4,)
reR offen

Angenommen, es existiert eine endliche Teiliiberdeckung, dann ist

R=|J®\4,) =R\ ([)Ar) #R Widerspruch!
=1 =1
#0

Damit ist (R, 74p,) ist nicht kompakt.
b) Sei z € R. Jede Umgebung von x hat die Form R\ A, wobei A abzéhlbar ist. Dann ist

AR\ A) =R,

da R\ A iiberabzdhlbar ist. Also ist /(R \ A) ist nicht-kompakt und damit (R, 74,) ist
nicht lokal-kompakt.

Wir wollen nun noch beweisen, dass topologische Raume (X, 7) die T sind, eine abzéhlbare Basis
haben und lokal-kompakt sind, auch parakompakt sind.

2siehe auch Bsp. 1.12 auf Seite 16
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Definition. Sei U = {U, }aes offene Uberdeckung von X. Eine Familie offener Mengen V = {V3}gea
heiftt lokal endliche Verfeinerung von U, falls

1. V ist eine offene Uberdeckung von X, d.h. X = Ugen Vs
2. V ist eine Verfeinerung von U, d.h.fiir alle V3 € V existiert ein U, € U mit Vg C U,.

3. Vist lokal endlich, d.h.zu jedem = € X existiert eine Umgebung W (z), die sich nur mit endlich
vielen Mengen aus V schneidet.

Ein topologischer Raum heifit parakompakt, falls jede offene Uberdeckung eine lokal-endliche Verfei-
nerung besitzt.

Satz 1.27. Sei X ein lokal-kompakter, topologischer Raum mit abzdhlbarer Basis. Dann ist X para-
kompakt. Genauer: Zu jeder offenen Uberdeckung

U= {Ua}ael
existiert eine hochstens abzdihlbare lokal-endliche Verfeinerung
V= {VB}BGI

mit clVg ist kompakt fiir alle Vg € V.

Bemerkung. Dies benutzt man zur Konstruktion einer Zerlegung der 1.

Beweis. In mehreren Schritten.

1. Es existiert eine abzdhlbare Basis B von X, so dass clU kompakt ist fir alle U € 3.

Sei ' eine abzéhlbare Basis. Zu jedem x € X wihlen wir eine offene Umgebung U(x) mit
kompaktem Abschluss, das ist mdglich, da X lokal-kompakt ist. Die Menge

g ={Wef|WcU(x) firemnzeX}cp
ist abzéhlbar, da (3 abzédhlbar ist. Sei dann
B={VvnW|Vep ,Weps'}
so gilt:
a) (3 ist abzéhlbar.
b) d(VNW) Cc(W) Ccl(U(x)) und cl(U(x)) ist kompakt. Damit ist ¢/(V N W) kompakt.
—_———

abgeschlossen

c) [ ist eine Basis. Denn sei U C X offen und U = |J Vj sowie
vjes'

x=Uuvw= U w,

reX Wkeﬁ”
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dann gilt
v=unx = (JwvnclJ
Vjeﬂ’ Wkeﬁ”
= U(ijWk)
i S —
Ik B

Somit existiert zu jedem lokal-kompakten topologischen Raum mit abzidhlbarer Basis eine
abzéhlbare Basis § mit ¢l(U) ist kompakt fiir alle U € .

o
2. FEs existiert eine Folge kompakter Teilmengen (A,)52 1 in X mit A, C intA,1 und X = |J A,

n=1

Sei f = {Wy,Wa,...} eine abzdhlbare Basis von (X, 7), so dass c/W; kompakt ist fiir alle i € N.
Wir betrachten die kompakten Mengen
n
By:=JdW; n=12,...
i=1
[o¢]
Dann gilt: B, C Byy1 Vn € Nund X = |J B,. Wir definieren nun (A ),en induktiv. Ag := 0.
n=1
B ist kompakt und By C |J;2; W ist eine offene Uberdeckung. Folglich existiert eine endliche
Teiliiberdeckung B1 C W;, U...UW;, . Wir definieren

k
Ay = (Wi, U...UW;,) = dW,.
j=1

Ay ist kompakt und By C W;, U...UW;, Cint(cl(W;, U...UW;,)). Induktionsvoraussetzung:

:int(Al)
Es existieren kompakte Mengen Ay, ..., A; so dass

B;UA;,_1 CintA; i=1,... k.

Zur Konstruktion von Ay q: Bry1 UAy ist kompakt und wird von 8 = {W;}7°, iiberdeckt. Dann
existiert eine endliche Teiliiberdeckung By U A € W;, U ... U Wj,. Dann sei

Apyq = Cl(le u...u le)

Wie beim Induktionsanfang folgt dann, dass Ayi1 kompakt ist und Bii1 U A C intAgy1. Da
X =UsZ, By gilt, folgt X =2, Ay.

3. Sei U eine beliebige offene Uberdeckung von X. Wir konstruieren die gesuchte lokal endliche
Tewliiberdeckung V.

Sei wieder 3 die Basis aus Schritt 1 und bezeichne U/ die folgende Verfeinerung von U:
U:={W c X| W e 8 und es existiertMenge U € Y mit W c U}

Dann ist U eine abzihlbare Verfeinerung von U so dass (W) kompakt ist fiir alle W € U. Wir
miissen aus U noch eine lokal-endliche Verfeinerung machen. Wir betrachten die Ausschopfung
(An)22, von X durch die kompakten Mengen aus Schritt 2. A, 11\ int(A4,) ist kompakt, da eine
abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge kompakt ist. Int(A,42) \ An—1 ist offen.
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Es gilt weiter:
An+1 \Znt(An) C Znt(An+2) \ An—1~

Sei
U = Uy O (int(Apy2) \ An_1), Ua €U.

Dann ist fiir fixiertes n € N Uy, := {Uq.n| Us € U} eine offene Uberdeckung von Apir \int(Ay).
Da letztere Menge kompakt ist, existieren endlich viele Mengen V,,,...,V,, € U,, die den
“Ring” Ap4+1 \ int(A,) iiberdecken.

Fiir

Vi={Vy, In=12,..., jun=1,...,0.}

gilt nun:

a) V ist eine offene Uberdeckung von X, da (4,) eine Ausschépfung von X ist.

b) V ist eine Verfeinerung von U, da V eine Verfeinerung von U und U eine Verfeinerung von
U ist.

c) cl(Vy,) ist kompakt, da V,,, C Uy, € U und clU,, kompakt ist.
d) V ist lokal-endlich, denn ist x € X, so existiert ein n € N mit z € A,, C int(A,4+1) und
int(Ap+1) ist eine offene Umgebung von z, die sich nur mit endlich vielen Mengen aus V

schneidet, ndmlich

1.6 Zusammenhingende und bogenzusammenhingende Mengen in
topologischen Raumen

Definition. Ein topologischer Raum (X, 7) heift zusammenhéngend genau dann, wenn keine offenen,
disjunkten, nicht leeren Mengen U, V' C X mit X = UUV existieren. (X, 7) heifit bogenzusammenhéngend
genau dann, wenn fiir alle z,y € X eine stetige Abbildung w : [a,b] C R — X mit w(a) =z, w(b) =y
existiert. w heift Weg von = nach y. A C X heifit zusammenhéngend (bogenzusammenhéngend) genau
dann, wenn (A, 74) zusammenhingend (bogenzusammenhangend) ist.

D.h. A C X ist zusammenhéngend, g.d.w. keine offenen Mengen U,V C X existieren, welche die
folgenden Eigenschaften erfiillen:
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AcCUUV,
ANUNV) =0,
ANU # Pund ANV #0.

Beispiel 1.28. Zusammenhdngende und bogenzusammenhdngende Rdume

1.
2.
3.
4,

Satz

2.

Kugeln im R" sind zusammenhangend.

A C R ist zusammenhingend, g.d.w. A ist ein Intervall (offen, halboffen, abgeschlossen).
Konvexe Mengen im R" sind bogenzusammenhingend.

Die Sorgenfrey-Linie (R, 7o)

Eine Basis der Topologie® Tsorg ist: 8= {[a,b)| — 00 < a < b < cc}.

Behauptung: A ist zusammenhingend bzgl. Teorg, g.d.w. A = {z}. D. h. (R, 7srg) ist total

unzusammenhingend.

Beweis. (<): Eine einelementige Menge ist nach Definition zusammenhingend, da sie nicht in
zwel disjunkte Mengen zerlegbar ist.

(=): Ein Intervall [a, b) ist offen und abgeschlossen, denn:

[a,0) =R\ ( {J mayu |J b))

a>neZ b<nezZ

offen

Sei T' C R zusammenhéngend und = € T. Dann ist U = [z,2 4+ €) C R offen fiir alle ¢ > 0 und
V =R\ [z,2 + 2z) C R ebenfalls, da [z,x + ) auch abgeschlossen ist. Es gilt dann UNV = ()
und damit U NV NT = (). Da T zusammenhingend und z € TN U ist, muss TNV = () gelten.
Daraus folgt dann TN (R \ [z,z + ¢)) = 0 fiir alle € > 0, sodass T' C [x,x + ¢) fiir alle € > 0,
bzw. T = {z}. O

1.29. Es gilt

. Sei f: X — Y stetig, A C X zusammenhingend (bogenzusammenhdngend), so ist f(A) CY

zusammenhdangend (bogenzusammenhdngend).

Sei A C X bogenzusammenhdngend, so ist A zusammenhdngend.

Beweis. Zu den einzelnen Aussagen:

1.

Sei f: X — Y stetig und A C X zusammenhingend. Angenommen f(A) ist nicht zusam-
menhéngend. Dann existieren offene Mengen U,V C Y mit f(A) CUUV, f(A)NUNV =),
F(ANU # P und f(A)NV #£ (). Damit sind f~H(U), f~1(V) C X offen, da f stetig ist, und es gilt
ANfIV)NFY(U) = 0. Weiterist A C f~HU)Uf~Y(V), Anf~YU) # 0, Anf~HV) # 0. Also
ist A nicht zusammenhéngend. Sei A bogenzusammenhéngend. Dann existiert fiir alle z,y € A
eine stetige Abbildung w : [a,b] — X mit Im(w) C A, w(a) = z, und w(b) = y, sodass fow
ein stetiger von f (z) nach f (y) in f(A) ist.

3siehe auch Bsp. 1.7 auf Seite 13
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2. Sei A bogenzusammenhingend. Angenommen A ist nicht zusammenhéngend. Dann existieren
disjunkte Mengen U,V C X mit AC (UUV), ANU #0, ANV #Qund ANUNV = 0. Sei
r€ ANU und y € ANV. Da A bogenzusammenhingend ist, existiert eine stetige Abbildung
w: [a,b] — A C X mit w(a) = z, w(b) = y. Da [a,b] C R zusammenhingend ist, ist auch
w([a,b]) € X zusammenhingend. Es gilt aber € w([a,b])) NU # 0, y € w([a,b]) NV #£ 0,
w([a,b]) C U UV und w([a,b]) N (UNV) = 0. Das ist ein Widerspruch.

O
Beispiel 1.30. Bogenzusammenhdngende Rdume

1. R*, S™,T" RP" CP", Mobiusband und Kleinsche Flasche sind bogenzusammenhéngend und
somit auch zusammenhangend.

2. Nicht jede zusammenhingende Menge ist bogenzusammenhéngend.
Beispiel: “ Floh und Kamm”
Sei X cC, X = AU B wobei

A={i}=Floh  B={[0,1]}U {% +iy| y € [0,1],n € N} = Kamm

Dann ist X C C ist zusammenh#ngend aber nicht bogenzusammenhingend.

Satz 1.31. Sei (X, 7) ein topologischer Raum.

1. Sei A C X zusammenhdngend. Gilt fir BC X A C B C clA, so ist auch B zusammenhdngend.
Insbesondere ist der Abschluss jeder zusammenhdngenden Menge zusammenhdngend.

2. Seien A; C X,i € I beliebig viele zusammenhdngende Mengen, wobei je zwei dieser Mengen
etnen nicht leeren Durchschnitt haben. Dann ist

A:Um

i€l

zusammenhdngend.

Beweis. Zu den einzelnen Aussagen:

1. Angenommen B ist nicht zusammenhéngend. Dann existieren offene Mengen U,V C X mit
BcUUV,BNUNV =0, BNU #0und BNV # (. Da A C B ist, gilt auch A C UUV
und ANU NV = (. Behauptung: ANU # O und ANV # (). (Das wire ein Widerspruch.)
Angenommen AN U = (). Dann ist A eine Teilmenge der abgeschlossenen Menge X \ U. Dies
impliziert aber auch B C cl(A) C X\U, bzw. BN U = (). Dies ist ein Widerspruch.

2. Angenommen A = |J A; ist nicht zusammenhéingend. Dann existieren offene Mengen U,V C X
i€l

mit A C UUV, ANU # 0, ANV # § und ANUNV = (. Sei i € I beliebig. Dann ist A;, C UUV.

Da A;, zusammenhéngend ist, gilt 4;, NU = () oder A;; NV = () (beides kann nicht gelten, da

Aj, CUUV). Also ist A, C UN A oder A;; C VN A. Da jeweils zwei Mengen A,, A, einen

nicht leeren Durchschnitt haben, gilt entweder A; CUNAVi e loder A;, CVNAViel,

denn (UNA)N(VNA)=0. Damit ist

A=JAicUNAoder ACVNA.
i€l
Das ist Widerspruch zur Voraussetzung: UN A # 0 und ANV # (.
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O

Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum, z € X. Die Menge

C(z) = U A
Azsh
reA

heiflt die durch z bestimmte Zusammenhangskomponente von X.

Bemerkungen.

1. C(z) ist zusammenhéngend nach Satz 1.31.
2. C(z) ist die grokte zusammenhingende Menge, die x enthélt.

3. Sind z,y € X, so gilt entweder C(x) = C(y) oder C(z) N C(y) =

0
Angenommen C(z) N C(y) # 0, so folgt mit Satz 1.31, dass C(x) U C(y) zusammenhingend ist.
C(x) U C(y) enthilt aber x und y. Damit ist

C(x)UC(y) € C(x)und C(z) UC(y) C C(y)
D.h. C(x) = C(y).

4. Damit zerlegt sich X in seine Zusammenhangskomponenten:

X = UC(x)

zeX

= UC(%) (disjunkte Vereinigung)
(2
Satz 1.32. Jede Zusammenhangskomponente von (X, T) ist abgeschlossen.

Beweis. Sei x € X, C(x) die Zusammenhangskomponente, die z enthélt. Dann ist c/C(z) nach Satz
1.31 zusammenhéngend und enthélt x. Es gilt also clC(z) C C(x) C ¢lC(x) und damit C(z) = clC(x),
d.h. C(z) ist abgeschlossen. O



2 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

2.1 Definition und Beispiele

Definition. Ein topologischer Raum M heifit n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit, falls gilt:

1. M ist ein Th-Raum mit abzéhlbarer Basis.

2. M ist lokal euklidisch, d.h. zu jedem = € M existiert eine Umgebung U(z) C M, die homdomorph
zu einer offenen Menge des R" ist.

Bemerkung:

1. Eine topologische Mannigfaltigkeit ist lokal kompakt, da der R™ lokal kompakt ist. Somit ist
nach Satz 1.27 aus Kapitel 1 jede topologische Mannigfaltigkeit auch parakompakt.

2. Die Zahl n ist eindeutig bestimmt und heift Dimension von M. Die Eindeutigkeit folgt aus dem
Satz tiber die Invarianz der Dimension: Seien U C R" offen, V' C R™ offen und U homdomorph
zu V', so gilt n = m.

3. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit. Dann ist M genau dann zusammenhingend, wenn M
bogenzusammenhangend ist.
Wir {iberlassen dies dem Leser als Ubungsaufgabe. Hinweis: Es geniigt zu zeigen, dass eine
zusammenhingende Mannigfaltigkeit auch bogenzusammenhéngend ist. Man fixiere dazu einen
Punkt g € M und betrachte die Menge F':

F :={y € M | 3 stetiger Weg von zo nach y} C M

Zu zeigen ist dann, dass F' offen und abgeschlossen ist.
Bezeichnungen und Definition:

e Sei M"™ eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit und « € M. Dann existiert eine
Umgebung U(z) C M und ein Homdomorphismus

(Yol U(x) I ~offen C R’I’L

(U, ) heifst Karte um x € M, und ¢ = (x1,...,x,) heifen lokale Koordinaten um x € M.

e Seien (U, = (z1,...,2y)) und (V,¢ = (y1,...,yn)) Karten auf M mit V NU # (. Dann ist
pop lip(UNV) — p(UNV)

ein Homdomorphismus und heift Karteniibergang von (U, ¢) nach(V, ).
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e Koordinatentransformation:

oUNV)s (x1,...,20) — W1(x1, .oy Zn)y ooy Un(T1, ooy 20)) ::@Z)ogo_l(xl,...,a:n)

Die topologischen Mannigfaltigkeiten sind die Grundobjekte, auf denen wir Geometrie und Analysis
betreiben wollen. Dazu bendtigen wir einen Differenzierbarkeitsbegriff.

M

Man konnte z.B. eine Funktion f : M — R in zg € M differenzierbar nennen, falls fiir jede Karte
(Ua QO) um o B
fop l:UCR"—R

in ¢(zo) differenzierbar ist. Dabei tritt jedoch folgendes Problem auf: Seien (U, ¢), (V, ) zwei Karten
um xg, dann gilt:

foyl=foplo(poy™).

Ist f o ! differenzierbar, dann braucht f o ¢~! jedoch nicht differenzierbar zu sein! Damit die
Differenzierbarkeit von f sinnvoll erklirt werden kann, fordern wir, dass ¢ o ¢! fiir alle Karten
differenzierbar ist.

Definition. Eine Familie A = {(Ua, ¢a }acr von Karten der topologischen Mannigfaltigkeit M™ heifit
C*-Atlas auf M™ (0 < k < 00), falls
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. M= U,
ael

2. Fir alle (U, ¢), (V,9¥) € A mitU NV # ( sind die Karteniiberginge
vopTlipUNV) —y(UNV)
C*-Abbildungen.

Zwei CF-Atlanten A und A auf M™ heifen Aquivalent, falls AU A ein C*-Atlas auf M ist. [A] ist die
durch den Atlas A bestimmte Aquivalenzklasse von Atlanten.

Ein Paar (M, [A]) aus einer n-dimensionalen topologische Mannigfaltigkeit M und einem C*-Atlas auf
M heift n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit. [A] heift auch C*-Struktur auf M und ist durch die
Angabe von A € [A] eindeutig bestimmt.

Ein Atlas A auf der C*-Mannigfaltigkeit (M, [A]) heift zulissig, falls A € [A] (d.h. A ~ A). Eine
Karte (U, ¢) auf (M, [A]) heifst zuléssig, falls AU {(U,¢)} ~ A.

Bemerkungen:

1. Jede topologische Mannigfaltigkeit ist eine C°-Mannigfaltigkeit. Die CO-Struktur auf M™ ist
eindeutig bestimmt, da alle C°-Atlanten dquivalent sind.

2. Auf einer topologischen Mannigfaltigkeit konnen verschiedene CF-Strukturen existieren, falls
k> 1.
Sei M = RY A = {(R,¢1 = id)} und A = {(R,2)} mit pa(z) = 23. A; und Ay sind
CF*-Atlanten auf M aber A; % As, denn

propy: R — R
y — Yy

ist in 0 nicht differenzierbar.

Information zur Existenz von C*-Strukturen:
1. Existiert auf jeder topologischen Mannigfaltigkeit eine C'!-Struktur? Nein!

e Fiir alle n > 10 existieren n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeiten, die keine C*-
Struktur haben. (1. Beispiel Kervain 1960)

e Fiir n < 4 existiert auf jeder n-dimensionalen topologischen Mannigfaltigkeit eine C'-
Struktur.

2. Ist M™ eine topologische Mannigfaltigkeit und A ein C*-Atlas auf M, so ist A auch ein C'-Atlas
fiir alle I < k.

3. Es gilt auch die Umkehrung: Sei (M, [A]) eine CF-Mannigfaltigkeit, ¥ > 1. Dann existiert fiir
jedes I, k <1 < oo, ein C'-Atlas A mit A ~cr A. D.h. (M, [A]) ist eine C!-Mannigfaltigkeit.
Insbesondere hat jede C''-Mannigfaltigkeit M einen zuldssigen Atlas, der eine C*°-Struktur auf
M liefert.!(x)

'"Whitney: Annals of Math. 37 (1936), 645-680
Munkres: Elementary Differential Topology
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Vereinbarungen:

e Wir betrachten im folgenden nur noch C'*°-Mannigfaltigkeiten:
Nach (%) ist dies keine Einschrinkung gegeniiber C* fiir k > 1. Mit einer differenzierbaren bzw.
glatten Mannigfaltigkeit ist nun immer eine C'°°-Mannigfaltigkeit gemeint!

e Wir lassen oft die Angabe der Atlanten weg.

Satz 2.1. Sei N ein topologischer Raum, M™ eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit mit dem zu-
lassigen Atlas A und f: N — M ein Homéomorphismus. Sei

Ap ={(fHU), 00 N (U,p) € A}.
Dann ist (N, [Ay]) eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigheit. [Ay] ist eindeutig bestimmi.

Beweis. f ist ein Homdomorphismus und damit ist N T5 und besitzt eine abzihlbare Basis.

N ist lokal euklidisch, denn zu jedem x € N existiert eine Karte (U,¢) € A um f(x) € M. D.h.
(f~Y(U),po f) ist eine Karte um z.

Die Karteniibergéinge: Seien (f~*(U), o f), (f7'(V),¢ o f) Karten um z, dann ist
Woflo(pof) =vop™:pUNV) —p(UNV)

nach Voraussetzung k-fach stetig-differenzierbar.

Sei A~ A auf M , 80 ist Ay ~ flf, da die gleichen Karteniibergédnge auftreten. O

Beispiel 2.2. Beispiele fiir Mannigfaltigkeiten
1. Der R" ist eine n-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit mit einem Atlas A = {(R",id)}.
2. Der C™ ist eine 2n-dimensionale C'°°-Mannigfaltigkeit mit einem Atlas A = {(C", )}, wobei
(21, vy 2n) == (X1, Y1, -+, Ty Yn)
mit z; = z; + 1y;.
3. Die Sphire S" als Mannigfaltigkeit

Die S™ ist eine n-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit? mit einem Atlas aus zwei Karten: der
Projektion aus dem Nordpol ¢xn und ¢g, der Projektion aus dem Siidpol.

on:S"\{NP} — R"

(.’El,...,xn-i-l) L (1_§;+17"'71_§Z+1>
ps: S"\{SP} — R”
(xla e an‘i‘l) — <1+§;+1 ety 1+§Z+1)

Fiir die Karteniibergénge gilt:
psown ton(S"\{NP,SP} — ps(S"\ {NP,SP}

:R’K{O} :R’X{O}
B Xz — W
pnopg R*\ {0} — R"\{0}
L

D.h. A= {(S"\ {NP},on),(S"\ {SP},ps)} ist ein C*°-Atlas.

2siehe auch Bsp. 2 auf Seite 10 und Bsp. 1
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4. Der reell projektive Raum RP" als Mannigfaltigkeit

Der reell-projektive Raum RP™ ist eine n-dimensionale C°°-Mannigfaltigkeit®, denn:

e RP™ ist ein To-Raum mit abzahlbarer Basis.

e Der RP" ist homéomorph zur Menge aller Geraden R-z, € R"* im R"*! versehen mit
der Faktortopologie.

R”+1\{0}/N z~y<—=R-z2=R-y

Die Mengen U; := {(z1,...,2,) € R™ | 2; £ 0} mit i = 1,...,n+1 sind offen in R"\ {0},
und
7R\ {0} — R"™\ {0}/ =RP"

ist eine offene Abbildung. D.h. U; := n(U;) C RP™ ist offen fir i = 1,...,n+ 1 und

n+1
RP" = | U;
i=1
Definition einer Kartenabbildung auf U;: Da
T Ti—1 Ti11 Tn41
[21:. . i mp] = [ B 2
ist
iUy — R
. . T Ti1 Tt Tnt1
[l‘l.....wnJrl] [ — (?i,..., ;z”;i""’ ?61)
bijektiv. Und da
@i : Ul — R"
D; N z Tiz1 Zitl Tntl
Soz(wla---;xn—l-l) (?17"-’ ;31" ;ia'--v ;Z )

stetig ist, ist auch ¢; stetig. Die Umkehrabbildung
gp;l R — U
Y1y syn) — (Y1, 3 Y1, L, Yiy e oy Yn))
ist stetig, da 7 stetig ist. Damit ist der RP"™ eine n-dimensionale topologische Mannigfal-
tigkeit.
e Nun zur C'°°-Struktur:
A={U, ;) |i=1,....,n+1}
bildet einen C°°-Atlas, denn fiir ¢ < j ist

piopit i oi(UinU;) — »j(UiNTj)

R7N{z;_1#0} =R"N{z;#0}
mit L
90] ngi (Zl,...,Zn)
= ng(ﬂ'(Zl,...,Zifl,l,Zi,..., Zj,1 ,...,Zn))
~—~
j-te Stelle
_ ( 21 Zi—1 1 Zj—2 Zj Zn )
- Zj—17 "V zZj_10 zj—10 TV Zim10 ) Zi—1 0z

eine C*°-Abbildung. Analog folgt dies auch fiir ¢; o go;l.
Der RP™ ist also auch eine n-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit.

3siehe auch Bsp. 4 auf Seite 10 und Bsp. 2 auf Seite 20
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5. Offene Untermannigfaltigkeiten

Sei (M, [A]) eine n-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit und B C M eine offene Teilmenge von
M. Dann ist B mit dem Atlas

Ap ={(BNU,¢lpru) | (U, p) € A}

eine n-dimensionale C'*°-Mannigfaltigkeit.

Die Gruppe der invertierbaren (n x n)-Matrizen ist z.B. eine offene Untermannigfaltigkeit des
R"Q, denn ,
Gl(n,R) = (det) (R \ {0}) € Mr(n,n) = R"

und die Determinantenfunktion ist stetig und R\ {0} ist offen.

6. Produktmannigfaltigkeiten

Seien (M™,[A]) und (M™,[A]) C°°-Mannigfaltigkeiten. Auf M x M definieren wir einen Atlas
durch: i
Anrnr = LU x Vi x ) | (U, 9) € A, (V,9) € A}

Damit ist (M x M,[A,,, ]) eine C®-Mannigfaltigkeit.
Zum Beispiel ist
" =8 % ... x St
~—_————

n-mal
eine C°°-Mannigfaltigkeit.

7. Untermannigfaltigkeiten

Sei (M, [A]) eine C*°-Mannigfaltigkeit der Dimension N und
McM

eine beliebige Teilmenge. M heifst n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M, falls fiir jeden
Punkt x € M C M eine zulissige Karte (U, ) von M um z existiert, so dass

(U N M) = p(U) O {ps1 = - = ay = 0}.

Jede n-dimensionale Untermannigfaltigkeit M C M ist eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit
mit dem Atlas

U, v) ist eine zuldssige Karte mit
An = {(UDM,tp\UmM) o . 2) ’ & }

UnM)=eU) N {znp = =y =0}

Die Karteniibergéinge sind C*°, da sie die Einschrinkungen der Karteniiberginge von zuléssigen
Karten von M auf den Unterraum R"™ sind.

2.2 Differenzierbare Abbildungen

Definition. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und
F:M—N

eine Abbildung. F heift C*-Abbildung (0 < k < 00), falls fiir alle zulissigen Karten (U, ) von M
und (V,) von N mit F~1(V)NU # 0 gilt, dass

YpoFop ™ ipUNFHV)) — ¢(V)
eine C*-Abbildung ist. ¥ o F o ¢! heifit Kartendarstellung oder Koordinatendarstellung von F.
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C*(M, N) bezeichnet die Menge aller C*-Abbildungen von M nach N und C¥(M) den Vektorraum
aller C*-Abbildungen von M nachR. Mit der Multiplikation

(f - h)(x) := f(x) - h(zx) Yz e M
ist C*(M) sogar ein Ring.
Satz 2.3. Es gilt:

1. Seien (M, [Ap]) und (N, [AN]) Mannigfaltigkeiten. Es geniigt, die Differenzierbarkeit der Kar-
tendarstellungen einer Funktion f: M — N fiir alle Karten aus Ay und Ay zu tberprifen.

2. Seien f € CF(M,N) und g € C*(N, P), so ist go f € C*(M, P).
Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Ubungsaufgabe!

2. Dies folgt unmittelbar aus

da die Verkniipfung von glatten Abbildungen im R™ bekanntlich auch glatt ist.

Definition. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten.

1. F: M — N heift C*-Diffeomorphismus, falls F' bijektiv ist, ' € C*(M,N) und F~! ¢
C*(N, M).
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2. M und N heiften diffeomorph, falls es einen C°°-Diffeomorphismus von M nach N gibt.
3. Dif f(M,N) bezeichnet die Menge aller C*°-Diffeomorphismen von M nach N.

Satz 2.4. Es gilt:

1. Sei M eine C°°-Mannigfaltigkeit und ¢ : U — U eine zulissige Karte. Dann ist ¢ ein Diffeo-
morphismus zwischen den entsprechenden offenen Untermannigfaltigkeiten.

2. Sei f: M — N ein Homdoomorphismus zwischen den topologischen Rdumen und sei (N, [A])
eine C'°°-Mannigfaltigkeit. Dann ist

[ (M, [Ayf]) — (N, [A])
ein Diffeomorphismus.
Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

L. U ist eine Mannigfaltigkeit mit einer zuléissigen Karte (U, p). U ist eine Mannigfaltigkeit mit
einer zuldssigen Karte (U, id). Die Kartendarstellung von ¢ ist:

idogop t=id
und damit glatt.
2. Die Kartendarstellung von f ist:
pofo(hof)t=pofof oy t=pop!

und damit auch glatt.

Bemerkungen zu Diffeomorphietypen von Mannigfaltigkeiten:

e Auf einer Mannigfaltigkeiten kénnen nicht dquivalente C'°°-Atlanten existieren, meistens sind sie
jedoch diffeomorph.

e Auf top. Mannigfaltigkeiten der Dimension n < 3 existiert nur ein Diffeomorphietyp.

e Jede zusammenhingende 1-dimensionale Mannigfaltigkeit ist diffeomorph zu S! oder R.
e Im Fall n = 2 kennt man alle glatten zsh. Mannigfaltigkeiten.

o Im Falln =3

e Ab n > 4 existieren mehrere Diffeomorphiestrukturen, z.B. 28 auf S7.

e Fiir n > b existieren héchstens abzéihlbar viele Diffeomorphiestrukturen. Ist M™ dariiber hinaus
kompakt, so existieren héchstens endlich viele Strukturen.

e Mit der “Yang-Mills-Theorie” (ca. 1984) kann man auf dem R* iiberabzihlbar viele Diffeomor-
phiestrukturen nachweisen. Fiir n # 4 besitzt der R™ jedoch nur einen Diffeomorphietyp.
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2.3 Der Tangentialraum und das Differential einer glatten Abbildung

Bevor wir uns mit dem Begriff des Differentials fiir glatte Abbildungen auf Mannigfaltigkeiten befassen,
noch ein paar Erinnerungen an die Analysis:

e Fiir eine differenzierbare Abbildung f : R” — R™ ist

v Ef(ac—i—tv)‘tzo

e Sei M C RY eine Untermannigfaltigkeit, € M. Der Tangentialraum im Punkt z ist
T,M:={veRY |Iy: I CR— M:~(0) =2z, (0) = v}.
Fiir eine glatte Abbildung f : M c RY — M c RE (C°°-Abbildung gilt hier

v=+'(0) ~— %f(’Y(t))‘t:o

Definition. Sei M™ eine glatte Mannigfaltigkeit, x € M. Zwei glatte Kurven v, 6 : I CR — M
mit v(0) = 6(0) = x heifien dquivalent (Bezeichnung: v ~ ¢), falls fiir jede zuléssige Karte (U, ¢) um
z gilt:

(©07)'(0) = (¢ 00)(0).

Dies ist unabhéngig von der Wahl der zuldssigen Karte. Ein Tangentialvektor in z € M ist eine
Aquivalenzklasse von Kurven durch x.

Ty M := {[y] | v ist Kurve durch z}

ist der Tangentialraum an M im Punkt z.

Satz 2.5. Der Tangentialraum T, M ist ein reeller Vektorraum mit der Operation:
M)+ uld] = [ (A - poy + p-pod)

fir A, € R, [7],[0] € T M, wobei (U, p) eine zulissige Karte um x mit p(z) = 0 ist.
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Beweis. Die Kurve
e (A poy+p-pod)
ist eine Kurve durch z da
P T A pon(0)+p-00d(0) = @ A @)+ p-p(x))
= ¢ '(A-0+p-0)
=1 —
= ¢ (0)=x
Die Definition ist unabhingig von der Wahl der Vertreter v € [y] und § € [§]. Weiterhin ist die

Definition unabhéngig von der gewéhlten Karte (U, ), denn sei (U, 1) eine weitere Karte mit ¢ (x) = 0,
so gilt:

(pop™t(N-tpoy+p-1v0d)0) = d

I
=3
6 €

D.h.
P N poytpu-pod) ~YT N oy +p-pod).

Bemerkung. Sei M" C R¥ eine Untermannigfaltigkeit, so ist die Abbildung:

T,.M — TUMF)f
[ — +(0)eRV

ein linearer Isomorphismus.

Vereinbarung. Fiir Untermannigfaltigkeiten M™ C RY benutzen wir immer die Realisierung
TM = TVMEM = {5/(0) |7 : T — M, 7(0) = 2} € R,

Wir benutzen auch fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten fiir die Tangentialvektoren die formale Bezeich-
nung 7'(0) := [y].

Beispiel 2.6. Tangentialraum an der Sphdre

Wir betrachten die n-dimensionale Sphare S™, x € S™. Es gilt:

szn = {’U c ]Rn+1 | <3§',1}>Rn+1 = O},

denn sei 7 : (—g,e) — S™ eine Kurve mit v(0) = z, so gilt:

Damit ist

£ A= = 2(4(0),(0))

und “C” gezeigt. Die Gleichheit folgt dann aus Dimensionsgriinden.
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Definition. Sei f: M — N eine C*-Abbildung, x € M.

[ = [fen]
7Y(0) = (fov)(0)

heifit Differential von f in x. Sei v € T, M, so ist v(f) := dfz(v) die Richtungsableitung von f in
Richtung v.

Bemerkungen:

1. Die Definition von df, ist korrekt, d.h. aus v ~; 0 folgt f o~y ~y) fod, denn sei (U, ¢) eine
zuléssige Karte um x und (V) eine zuldssige Karte um f(z), so gilt:

(o for)(0) = (bofop~topoy)(0)
= d(¢ ofo [70_1)<p(ac) (SD © ’7)/(0)
"0 (o f o) (0 8)(0)
= (Yofoptopod)(0)
— (o fod)(0)

2. Sei M C M eine Untermannigfaltigkeit und F : M — N eine C-Abbildung. Dann ist
f:=F|y: M — N eine C*°-Abbildung und es gilt:

dfy = dFy|7,p fiir alle z € M

3. Sei N C N eine Untermannigfaltigkeit. Dann ist f : M — N C N genau dann glatt bzgl. der
Untermannigfaltigkeitsstruktur, wenn

f:M—N
C° ist. Dies folgt aus der Gleichheit der Differentiale.
Satz 2.7. Es gilt:
1. Die Kettenregel: Seien f: M — N und h: N — M C>-Abbildungen, so gilt:
d(ho f)e = dhyp(y) o dfs.
2. Ist f : M — N eine glatte Funktion, so ist
dfy 2 TuM — Ty N
eine lineare Abbildung der VektorRdume.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Aus
M L5 Ty N 1) Ty M
ergibt sich
d(ho f)u[v] [h(f ov)]
= dhydfa[7]
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2. Z.z. ist, dass fiir [v],[0] € T, M, \,u € R

dfx<)‘[7] + M[(ﬂ) - )‘dfx[’)/] + ,U/df:v[(s]

Sei (U, ¢) eine Karte um x mit ¢(x) = 0 und (V, ) eine Karte um f(z) mit ¢(f(z)) = 0, dann
folgt aus der Linearitét fiir Differentiale auf dem R™:

dfs A+ pld]) = dfu([p7 ' Aoy +p-pod)))

[foe ' (X-poy+pu-pod)

[yt odpo fop (A poy+pu-pod)

= (dp)god(tho fop ™o (A-woy+pu-pod)(0)

linear =X(po7)" (0)+p1(05)(0)
= (dy~ 1)o(>\ d(¢0f090 Do(p 07)'(0)+
- d( Doy 0 8)'(0))

= (dy~ )( (wOfOW)’(O)JrM-(w°f°5)’(0))
= Wl A-dofoy+u-ofod)
= A dfy[y] + p - dfy[d]

Folgerungen:

1. Ist f: M — N ein Diffeomorphismus, x € M, so ist
dfy : TyM — Ty N
ein linearer Isomorphismus, denn
dir, v =d(f o f), = df;;y 0 dfa

und
dlry N =d(fo ), = dfsodfyg,

2. Ist f: M — N eine C'*°-Abbildung und
dfy : TyM — Ty N

ein linearer Isomorphismus, dann ist f ein lokaler Diffeomorphismus. (Satz {iber den lokalen
Diffeomorphismus)

Die kanonischen Basen in T, M

Sei M™ eine n-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit, x € M und (U,¢ = (21,...,2,)) eine zulissige
Karte um x € M, dann wird

o (x) = lp7!

o () +te)] € TuM
Lo M () +ted))] g

= diyl, (lelx) +tei)
dp~t(e;)

fiir alle ¢ = 1...n zu einem Tangentialvektor in T, M.
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Satz 2.8. FEs g¢ilt:

1. Sei M™ eine n-dimensionale C°°-Mannigfaltigkeit, x € M und sei (U, = (z1,...,Ty)) eine
zuldssige Karte um x € M, dann bilden die Tangentialvektoren

(@) s o ()

eine Basis in T, M. Sie heifit kanonische Basis . (Insbesondere ist dim T, M =n.)

2. Seive T, M und

v=) & 52 @
=1

dessen Basisdarstellung. Sei weiter v = [y] und

poy=(7,-n) Z%ez
die Koordinatendarstellung von v beziiglich einer geeigneten Karte (U, ), dann gilt
& =1 (0)
Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Eine zuléssige Karte um « ¢ : U C M — ¢ (U) C R" ist bekanntlich ein Diffeomorphismus,
w € Diff (U, (U)). Ihr Differential wird damit zu einem Isomorphismus. Und da Isomorphis-
men Basen in Basen iiberfiihren, folgt die Behauptung aus

o (5 ) = don (o () =

2. Aus der Linearitédt des Differentials folgt einerseits

dips (v) = dp, (Zé ) =€, ( J
=1

und andererseits gilt

) =3¢

g i=1

dee (v) = [poq]  =(po)(0)=(71(0),...,7,(0) = Z%‘ (0) e;.

Kurve 1m r»

Satz 2.9. Transformationsformeln fiir kanonische Basen

1. Seien (U,p = (21,...24)), (V00 = (y1,...,yn)) 2wei zuldssige Karten um x € M ,dann Trans-
formieren sich die kanonischen Basisvektoren auf folgende Weise:

o < woso oMo 9
I, (x) = 21 2 (xq,..., xn)—aya (z)
a=
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2. Sei f: M — N eine C°-Abbildung, (U, = (1,...,2y)) eine zulissige Karte um x € M und
(Voo = (y1,...,Yn)) eine zulissige Karte um f(x) € N, dann gilt:

Ao () = 3 2L e )P (f(2)

Beweis. Zu den einzelnen Punkten

1. Es gilt

) (€)
_ n o] 1 O(
n P ° —1 a -
- 3 Qgﬁii‘lf(xlw-'a$n)d¢wéw<ea)

LT D,
= Y 2 Ja(ay L a) ()

2. Ubungsaufgabe (analoge Rechnung)

Der duale Tangentialraum 7 M

Wie in der Linearen Algebra betrachtet man auch hier den Dualraum eines Vektorraumes.

Definition. Der duale Tangentialraum in x € M ist definiert als

TiM :={L:T,M — R | L ist linear}

Sei (U, = (21,...,2y)) eine zulidssige Karte um = € M. Fiir das Differential der glatten Koordina-
tenabbildung z; : U C M — R, y — z;(y) gilt:
(d2i)s : ToU = TeM — T, (yR = R.
h. (dz;), ist eine lineare Abbildung von T, M nach R. Somit gilt:
(dxi)y € ToM

Satz 2.10. Die Linearformen ((dz1)g,. .., (dxy)s) bilden eine Basis in T M, die dual zur kanonischen
Basis (82 (),..., %(m)) von Tp M ist.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass (dx;), (%(w)) = 0;; gilt:

(dz)e (32 (@) = (dwg)s (Ao (ey))
= d (wz o cp_l)w(x
= d(Ii)<p(m) (e) = (€5);
= 0y

N2
—~
)
o,
~—
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Durch leichte Rechnung zeigt sich nun daraus, dass Dualbasen ein &hnliches Transformationsverhalten
zeigen wie die kanonischen Basen aus Satz 2.9.

Satz 2.11. Seien (U, = (1,...,2p)) und (V,¥ = (y1,...,yn)) 2zuldssige Karten um x € M. Dann
gilt

n o -1 .
(dy)e =Y <W> (x1, . 22)(dTa)s.

a=1

Bemerkungen:

e Vergleicht man die Indizes der Ubergangsmatrizen, so bemerkt man, dass die Transformati-
onsmatrix der Dualbasen die Transponiert-Inverse der Transformationsmatrix der kanonischen
Basis ist.

e Man bezeichnet die Vektoren des Dualraumes auch als Kovektoren. Diese transformieren sich
per Definition also kovariant. Die Vektoren des Tangentialraumes transformieren sich dagegen
kontravariant.

2.4 Vektorfelder und Fliisse

Definition. Sei M"™ eine C'*°-Mannigfaltigkeit und TM := U T, M die disjunkte Vereinigung aller
zeM
Tangentialrdume. Eine Abbildung

X M—TM

heifst glattes Vektorfeld auf M :<—

1. X(x) e T,M VreM
2. Sei A ein zulédssiger Atlas von M, (U, = (x1,...,2,)) € Aund fiir z € U

X(@) = Y &) (a)
i=1 !

die Basisdarstellung von X, so gilt
& e CO(UVR) fiir allei = 1,...,n.

Bemerkungen:

e Die Forderung 2.) ist unabhéngig vom zuldssigen Atlas.

e Sei (U, = (x1,...,2,)) eine zuléssige Karte, dann sind % € X(U) die kanonischen Basisfelder
auf U C M.

X (M) bezeichnet die Menge aller C*°-Vektorfelder auf M und ist ein Modul iiber dem Ring der glatten
Funktion:
X, YeX(M) = X+YeX(M),
XeX(M), feC®M) = f-XeX(M),

wobei X +Y und f-Y punktweise definiert werden.
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Satz 2.12. Sei M" C RV eine Untermannigfaltigkeit und X eine Abbildung:

X:M — TM
r — X(z)eT,McCRY

Dann gilt:

X st ein glattes Vektorfeld auf M <= Die Abbildung X : M — RN ist glatt.

Beweis. Sei (U, h) ein UMF-Karte von M, d.h. U C R¥ ist offen,
h:U—UCcCRY

ist ein Diffeomorphismus und

h(UNM)=UnR" x {0}).
Dann ist (UNM, ¢ = hlynar) eine Karte von M™. Fiir kanonische Basis dieser Karte gilt bekanntlich:

0 d

-1
- (0) = (67 (@) + )0 = O

(3(131‘

(p(2)) = dig ., (e0)

L. (=):Sei X e X(M)und X = ) £i£ die Basisdarstellung von X auf U N M. Mit £ € C°(U)
i=1 t

ist

n
_ . 0 _
X0¢1:Z§ZO¢1~ ax.o(pl
i=1 !

ap—1
= g,;i (@1, ,@n)

als Verkniipfung von C*°-Abbildungen ( ¢~ 1 ist ein Diffeomorphismus ) glatt. Und da dies fiir
jede Karte gilt, ist
X:M—RV

glatt.

2. (<) :Sei X : M — RY eine C*°-Abbildung. Da

n

X@) = LE@HE) =L@

=1

= dpol (S € (a)e)
ist
dp.(X(2)) = (&' (2), ..., E"(x))

als Verkettung von glatten Abbildungen auch glatt, insbesondere sind die ¢ : U — R damit
C*>°-Abbildungen.
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Definition. Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit, X € X(M), f € C°°(M,R™). Dann heift die Abbil-
dung X (f) € C*°(M,R™) definiert durch

X(f)(@) := dfe(X(2)) € Ty(R™ = R™

Richtungsableitung von f nach dem Vektorfeld X.

Folgerungen. Aus den Eigenschaften des Differentials folgt fiir X € X(M), f,g € C°(M):

L (X +Y)(f) =X(f)+Y(f)
2. X(f +9)=X(f) +X(g)
3. X(f-9)=7f-X(9)+9g-X(f) (Produktregel)

4. Sei (ax ye ai) die kanonische Basis von (U, @),
X = Zﬁ’l - die Basisdarstellung von X auf U, dann ist

o -1
=Y = e e ).

Insbesondere gilt

9 . Ofop™h

5. Fiir eine Abbildung

X M — TM
z = X(z)eT,M

gilt:
X ist ein glattes Vektorfeld. < X (f) € C*°(M,R)V f € C*(M,R).

Definition. Seien XY € X(M), (U,¢ = (x1,...,2y,)) eine zulissige Karte und X = Zfia%i,
Y = 277 5.; die Basisdarstellungen auf U. Das Vektorfeld

heifft Kommutator von X und Y.

Bemerkung. Der Kommutator ist unabhéngig von der Kartenwahl. (Dies kann man mit den Trans-
formationsregeln direkt ausrechnen.)

Definition. Sei F': M — N eine C*°-Abbildung und X € X(M), Y € X(N). Man sagt X und Y
seien F-verkniipft , falls
Y(F(z)) = dFy(X(x))

Bemerkung. Im Allgemeinen ist dF'(X) kein Vektorfeld!
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Satz 2.13. Figenschaften des Kommutators

[X,Y] = —[X,Y] (Schiefsymmetrie)
AX 4+ 1Y, Z) = N[X, Z] + plY, Z] (linear in jeder Komponente)
([X,Y], Z] +[[V, Z], X] + [[Z, X], Y] = O (Jacobi-Identitit)

Seien f,g € C®(M).
[fX,9Y] = fglX. Y]+ fX(9)Y —gY(f)X

Sei f € C°(M,R™). Dann gilt fir die Richtungsableitung
(X, Y](f) = XY (f) =Y (X(f))
Sind X1, X9 € X(M),Y1,Ys € X(N) durch eine glatte Abbildung F : M — N wverknipft, d.h.

es gilt
Yi(F(z)) = dFe(Xj(2)) j=1,2.

Dann sind [ X1, X2] und [Y1,Y3] auch F-verkniipft:

dF;([X1, Xo|(2)) = [Y1, V2] (F(2))

Sei M C RN eine Untermannigfaltigkeit, dann kann man X € X(M) als C™-Abbildung X :
M — RN, auffassen, und es gilt:

(X, Y] = X(Y) - Y(X)

wobei X (Y') die Richtungsableitung ist.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

e 1. bis 6. sind Standardaufgaben (Ubungsaufgaben).

e zu 7.: Sei M C RY eine Untermannigfaltigkeit. Die Karten auf M entstehen durch Diffeomor-

phismen des RY. Sei h: U ¢ RN — U < RY ein solcher Diffeomorphismus mit h(U N M) =
UnN (R™x {0}), dann ist (U N M, = hlynn) eine Karte von M. Mit der Kanonischen Basis

%(:ﬂ) = 850; (p(x)) € RN (i =1,...,n) ergibt sich nun eine Darstellung

9 9
X = —, Y = b—
TR

Nach der Produktregel fiir die Richtungsableitung gilt

XW) =Y () = (X6 + X

i

0
8.’131' )

) 9
V() - €Y ()
0 0

= 3 () - V€D + X ) - €Y ()

i

[X,Y]
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Es gilt:
; 0 0 N Y T
! - ¢ = vl - S
; (” Xz gy(axﬂ) Z; <’75 9z; 9z ~ & axj(axi)>
. 0,0 g , 0
= el | (/) - — (—
27]
=0
=0
denn:
a , 0 B 0 01
8751-(8301»)(‘%) = 87;3 (89@ )(p(2))
~~ N~ ~~
VF Fkt part. Abl
824,0_1
" z,07; #())
jULg

¢~ ! ist eine C*°-Funktion zwischen reellen Riumen und mit dem Lemma von Schwarz ergibt

sich

8290_1
5w, P

o b 0

o, 87%)(33)
~ —~~
VF Fkt

O]

Definition. Sei M" eine C'°°-Mannigfaltigkeit, X € X(M), I C R ein offenes Intervall um 0 € R.

Eine glatte Kurve
vl — M"

heifst Integralkurve von X durch x € M, falls
e v(0) ==z
o« V(t)=X(4(t) Vel
Beispiel 2.14. Beispiele fiir Integralkurven

e Sei M = R". Die Integralkurve von X durch x € R" ist die Losung einer autonomen gewthnlichen
Differentialgleichung mit Anfangsbedingung.

o M =52
X(x,y,2) = (—y,2,0) = X € X(5?)

Die Integralkurven von Xsind die Breitenkreise. Aus 7/(t) = X (y(¢)) folgt dann

V() = —72(t), Y5(t) = 11 (t) und 4(t) = 0.
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Damit ist y3(t) = const. und
< ! ) < o > ( % >
7 10 gb)

bzw.
( ” ) - ( —Czisr(itit%) )

Durch die Anfangsbedingungen v(0) = (zo, 40, 20) = po ist dann die Integralkurve an X durch
po € S? eindeutig bestimmt.

v(t) = (y/1 — 23 cos(to + t), MSin(to +1),20),

wobei (z0,90) = \/1 — 22(cos to,sin to).
Durch Ubertragung des Satzes iiber Differentialgleichungen im R™ erhilt man:
Satz 2.15. Sei X € X(M").
1. Zu jedem x € M existiert eine eindeutig bestimmte mazximale Integralkurve
X L CcR— M
von X durch x. Hierbei meint mazximal, dass der Definitionsbereich mazimal ist.

2. Sei W ={(t,x) e Rx M|t € I,} CR x M. Dann gilt:

o W CR x M ist offen.
o Die Abbildung

¢ WCRxM — M
() = du() = (1)

ist C*.
o Ist (t,x) € W und (s,pi(x)) € W, so folgt (t + s,x) € W und ¢ps1+(x) = ¢s 0 p1(x)).

Gsti(z)
be(z) f +

Pt

Der Beweis liuft analog zum R” indem man Karten nutzt?.

*siehe: Gromoll-Klingenberg-Meyer: Riemannsche Geometrie im Grofen (Anhang)
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Definition. Sei X € X(M). Die Abbildung

o WCRxM — M
(ta) = dulw) = (t)

heifst Fluss des Vektorfeldes X.

M

Definition. Ein Vektorfeld X € X(M™) heift vollstindig :< Alle maximalen Integralkurven X von
X durch z € M sind auf R definiert.

Ist X € X(M) vollstandig, so ist der Fluss ¢¢ von X ein Diffeomorphismus fiir alle ¢ € R:

¢ RxM — M
(ta) — ()
¢ M — M
z o Gi(w) =5 (1)

Es gilt ¢ 0 s = ¢4s und ¢ = id. Die Menge {¢;} C Diff (M) ist eine einparametrische Untergruppe
von Diffeomorphismen definiert durch das vollstindige Vektorfeld X.

Satz 2.16. Sei X € X(M"™) und
Yo i Iy = (a,b) CR — M

die maximale Integralkurve von X durch x, b < co. Dann ¢ibt es zu jeder kompakten Teilmenge A C M
ein € > 0 so, dass

ve(t) & A Ve (b—e,b).

(D.h. eine nicht auf ganz R definierte mazimale Integralkurve verldsst jeden kompakten Bereich in
endlicher Zeit.)

Beweis. Angenommen die Behauptung stimmt nicht. Dann existiert eine Folge {t,} C I, mit ¢, — b
und 7, (t,) € A. Da A kompakt ist, ist A auch folgenkompakt. D.h. es existiert eine in A konvergente
Teilfolge von {vz(t,)}. O.B.d.A konvergiere {7 (t,)} gegen p € A. Nach Satz 2.5 gilt

(0,p) € W = Definitionsbereich des Flusses ¢ von X.
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Auberdem ist W offen. Somit existiert eine Umgebung von (0, p), die in W liegt:
(=0,0) xU(P) C W.
Fiir hinreichend grofse n gilt dann
b—t, < dund v,(t,) € U(p)
Sei B : (tn, — d,tn + ) — M definiert durch
B(t) := ¢t = tn, Ve (tn)),

dann ist ¢(t — ty,v2(ty)) fiir alle t € (t, — 0,t, + 0) definiert. Und da ¢(t,, z) und ¢(t — tn, vz (tn))
existieren, existiert nach Satz 2.5 auch

Ot +1 —tn,x) = ¢(t, z) fir alle t € (t, — 0,tn, +0).

Dies ist eine Verlingerung der Integralkurve v, auf das Intervall (a,t, + 0) und ein Widerspruch zur

>b
Maximalitat von v, auf (a,b). O

Folgerung und Definition. Sei M eine C'°°-Mannigfaltigkeit und X € X(M) ein Vektorfeld. Mit

suppX :=cl{zr € M|X(z) #0} C M
bezeichnen wir den Triager von X.

Satz 2.17. Ist der Triger kompakt, so ist X wvollstandig. Insbesondere ist jedes C°-Vektorfeld auf
einer kompakten Mannigfaltigkeit vollstindig.

Beweis. Sei x € M, v, : [, C R — M die maximale Integralkurve von X durch z. Z.z. I, = R.

1. Fall: z € M \ suppX. Auf M \ suppX gilt dann X = 0, d.h. die Kurve v,(t) = 2 Vt € R ist die
maximale Integralkurve von X durch z.

2. Fall: z € suppX. Dann ist 7,(I;) C suppX, denn aukerhalb von suppX sind alle Integralkurven
konstant. Mit Satz 2.15 folgt I, = R.

O

Satz 2.18. Seien X,Y € X(M), © € M. Seien ¢ : Wy ={x € M |t € I,} — M die durch den
Fluss von X definierten lokalen Diffeomorphismen. Dann gilt:

Y = 4 ((@6-0aY ()

t=0

Beweis. Sei x € M fixiert und (U, ¢ = (z1,...,xy)) eine zuldssige Karte um x € M. Zudem seien

X:Z;f&m’yzz;naxi
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die Basisdarstellungen von X und Y auf U. Dann gilt:
(@-Da ¥ Gule) = (- (5 0 oua) g (6(2)))
= X w6 (do-

n

Satz 29 S8 i, (2) [

J=1

<
I
—

Wir benutzen die Taylorentwicklung entlang von Integralkurven. Mit h € C*°(U), y € U folgt

(oY) = h(y) +t - dhy(X(y)) + o(?),

denn sei f(t) := h(¢e(y)), dann ist
2

+%.f”(0)+‘..
~—_——

o(t?)

f(t) = f(0) + - f/(0)

und mit der Kettenregel gilt:

7/(0) = S (h(u(w))lmo = i) (o (61(0))e=0) = dhy (X (3)

und
f(0) = h(¢o(y)) = h(y).

Sei jetzt speziell h = 3, € C*°(U) die k-te Koordinate von (U, ¢), dann ergibt sich
(@) = aly) — ¢ do(X(y) +o(t?)
= xr(y) —t- dxk(;fz ) (y)) + o(t?)
— )=t ) ol
= o (wo-0W) = G —t- B ENW) +olt?) VyeU

)
(y

und es folgt

n

(@6-0)g oy (V@) = 32 1(61(0)) B = - (€N le) +l%)| () € T

X
jhk=1 K

Insgesamt erhélt man

it (A0 (Y (0e@)) 1oy = kZ (& (7 Gua)) ]y S =1 (@) - 52 (€")(@)) 52(a)
d

=X(n7)(z) 62 (z)

- Y v )5 )

Ozy

n'g

= YE@) @)

= z (X () () = Y (€9)(2)] 5 ()
p2
X,

J
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O

Satz 2.19. Sei F : M — M ein Diffeomorphismus, X € X(M) mit dem Fluss {¢;}. Sei F.X €
X(M) definiert durch
(*){ (FX)(z) = dFp-1()(X(F~(2)))
(FX)(F(x)) dFy (X (x))

mit dem Fluss {¢!*X}. Dann gilt

1. ¢FX o F = FogX

2. X=FX < Fo¢X=¢X0F
Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. z.z. Die Kurve y(t) = F(¢;<(z)) ist die Integralkurve von F.X durch F(z), denn diese ist
eindeutig bestimmt.

e Als Anfangswert haben wir v(0) = F(¢¢ (z)) = F(z).
e Fiir die Ableitung ergibt sich

Yt = G(F (cbt()))

I

QU
6’11
“5<
/\
ASe
w
\_/
~—

N———

—
*
~

dFy_yx(y (X( Xt(
(F.X)(F(¢7 (z)))
=v(t)

2. Sei X = F, X. Mit 1.) folgt
¢ o F = Fo gy

Sei umgekehrt ¢X o F' = F o ¢;*. Durch ableiten nach ¢ erhilt man:

%(@ (17))) = dt(F°¢t (v ))
& X@NE@) = dFy (46 @)
o X(F6X@) - dF¢ o) (X (67 (2)))
Y X(F(e @) = EX(F(X (@)
= X(F(z)) = m( (z)) Vo € X

Daraus folgt die Behauptung.

Satz 2.20. Seien X,Y € X(M) Vektorfelder auf M mit den Flissen {¢X} und {¢Y}. Dann gilt:
o oY =Y 0 XV s,t aus dem Def.bereich <= [X,Y] = 0.

Beweis. Die einzelnen Implikationen:
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o (=): F := ¢%, ist ein lokaler Diffeomorphismus. Nach Satz 2.19 gilt wegen F o ¢} = ¢} o
auch Y = F,Y. D.h.
Y(z) = (EY)(z)
= dFp-1,)(Y(F(x)))
= (X)) yx (o) (Y (67" (2)))
und damit ist

t=0

d
dt

t(Y(I)) ‘t:O
= 0.

e (<) :Sei [X,Y]=0auf M. Da
¢ 0 b =i 0oy = 9k

st
(67X (p) = X (¢ (p))

und es folgt

0 = (@)X Y)@)
Satz 2.13 (6% )* (7)Y ()
_ [X( )« ]( )

HEE (@5 )oy i (00 Y (X @)
(6%, () (A7) 5, () (Y (6%54(67 <>>>>)

ds
d
ds
C (e, oqst Jox oV @X@M)|
(Ao (Y (0X () )

Somit ist die Kurve d(¢*, )ox (@) (Y (¢X(2))) = ((¢X,)+Y)(z) konstant, und es gilt

(%):Y)(@) = ((65):Y)(z) = Y (x)

Aus Satz 2.19 folgt nun die Behauptung.

Vektorfelder und Lie-Algebren

Definition. Eine Gruppe G heifst Liesche Gruppe falls sie eine C°°-Mannigfaltigkeit ist, so dass die
Abbildung G x G — G, (g,a) — g-a~! glatt ist.

Sei G eine Liesche Gruppe. Dann sind die Gruppenhomomorphismen

ly: G — G Linkstranslation

a — g-a

rq: G — G Rechtstranslation

a — a-g

Diffeomorphismen.
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Beispiel 2.21. Beispiele fiir Lie-Gruppen
e (R",4)

(C*=C\{0},")
(Th =St x - x S

e Sind G und H zwei Liesche Gruppen, so ist G x H mit dem komponentenweisen Produkt eine
Liesche Gruppe.

e Gi(n,R) C M(n,R) =R" ist eine offene Untermannigfaltigkeit und eine Liesche Gruppe.
o Jede abgeschlossene Untergruppe von Gl(n, R) ist eine Liesche Gruppe. (O(n), Sp(n), U(n),...)

Definition. Ein Paar (V,[, |) heifst Lie-Algebra , falls V' ein reeller Vektorraum ist und [, | :
V x V. — V folgende Eigenschaften erfiillt:

1. [, ] ist schiefsymmetrisch.
2. [, ] ist linear in beiden Komponenten.

3. Es gilt die Jacobi-Identitat
[X,Y), 2] +[[Y, 2], X] + [[2,X],Y] =0 VX,Y,Z€V.
Beispiel 2.22. Beispiele fiir Lie-Algebren
1. X(M) mit dem Kommutator von Vektorfeldern ist eine (co-dimensionale) Lie-Algebra.
2. M(n,R) mit [A, B] := Ao B — Bo A ist eine Lie-Algebra.
3. R3 mit dem Vektorprodukt [v,w] := v X w ist eine Lie-Algebra.

4. Sei (M?",w) eine symplektische Mannigfaltigkeit. Dann ist C°°(M) mit der Poisson-Klammer
{f,9} :=w(s —grad(f),s — grad(g)) eine Lie-Algebra.

Definition. Sei G eine Liesche Gruppe. Ein Vektorfeld X € X(G) heifst linksinvariant, falls ({).X =
X fiir alle g € G, d.h.

(Ig)« X (lga) = (dlg)a(X(a)) = X(g-a) = X(l4a) Ya,g€G.

Bemerkung. Der Kommutator [X, Y] zweier linksinvarianter VF ist auch linksinvariant, denn sind
X,Y € X(G) linksinvariant,
so ist nach Satz 2.13

(lg)*[Xa Y] = [(lg)*Xa (lg)*Y] =[X,Y]

Definition. Die Lie-Algebra einer Lieschen Gruppe G ist der Vektorraum aller linksinvarianten Vek-
torfelder von G mit dem Vektorfeld-Kommutator.

g=LA(G)

bezeichnet die Lie-Algebra von G.
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Bemerkung. Die Abbildung

g — T.G

X — X(e)
ist ein Vektorraum-Isomorphismus, da X (g) = (dly)e(X (e)) gilt. Somit ist dim(g) = dim(G) und man
kann g mit 7.G identifizieren. Die Lie-Klammer auf T.G wird definiert durch

[v,w] := [17, W](e) v,w € TG,

wobei V(g) 1= (dly)e(v) und W (g) := (dly)e(w).

Beispiel 2.23. Die Lie-Algebra von Gl(n,R)

Sei G = Gl(n,R). Dann ist die Lie-Algebra von G die Menge der n x n-Matrizen mit dem Matrizen-
kommutator.

g = M(n,R) [A,B] ;= AoB—-BoA

2.5 Immersionen, Einbettungen und Submersionen

Definition. Sei f: M — N eine C"*°-Abbildung. Dann heilst f
Immersion :¢ dfy : Ty M — Ty, N ist eine injektive Abbildung fiir alle z € M.
Submersion :¢ dfy : Ty M — T, N ist eine surjektive Abbildung fiir alle z € M.

Einbettung :< f ist eine injektive Immersion und f : M — f(M) C N ist ein Hom6omorphismus
bzgl. der auf f(M) durch N induzierten Topologie.

Beispiel 2.24. Immersion, Einbettung und Submersion

1. Die Abbildung
f:R — R?
t o (13-4t t? —4)

ist eine I'mmersion.

2. Die Abbildung
f:RP?2 — R*
[x:y:2] — (yz,mz, 2y 2% + 2y + 32?)

ist eine Einbettung. (Ubungsaufgabe)

3. Die Hopf-Faserung:
7:8% — CPl=52
(2’1, 22) = [21 : 22]
ist eine Submersion. (Ubungsaufgabe)

4. Nicht jede injektive Immersion ist eine Einbettung.
Die Abbildung f : R — R? mit f/(t) # 0 ist keine Einbettung.
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Satz 2.25. Sei f : M — N eine injektive Immersion und M kompakt. Dann ist f eine Finbettung.

Beweis. f : M — N ist stetig. Somit ist auch f : M — f(M) C N stetig bzgl. der durch N
induzierten Topologie. Fixiere auf f(M) die durch N induzierte Topologie. Dann ist f: M — f(M)
bijektiv und stetig. Da M kompakt ist und f(M) Ty ist (da N T ist), folgt aus Satz 1.23, dass
f: M — f(M) ein Hombomorphismus ist. D.h. f ist eine Einbettung. O

Lemma 2.26. |Erinnerung an die Analysis 1]

1. Sei G C R" offen,
f:GCR"—R"

glatt und
dfy + TyR" — Ty R"

ein Isomorphismus fir ein © € G. Dann ist f ein lokaler Diffeomorphismus um x. D.h. es
existiert eine Umgebung U (), auf der f ein Diffeomorphismus ist.(“Satz iiber den lokalen Dif-
feomorphismus”)

2. Sei G C R™ eine Umgebung von 0 € R™ und f : G C R™ — R" eine glatte Abbildung mit
f(0)=0

a) Ist m < n und dfy injektiv, dann existiert eine Karte (U,g) um 0, sodass
gof(u)=i(u),

wobei i : R™ — R™ mit i (u) = (u,0) die Einbettung bezeichnet.

b) Ist m > n und dfysurjektiv, dann ezistiert eine Karte (U, h) um 0, sodass
foh=m,
wobei m : R™ — R" die kanonische Projektion bezeichnet.
Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Siehe Analysis I1

2. Zu

a) Nach Voraussetzung gilt

ofi
rg (8%(0)) i=1,...n ~

j=1....m
O.B.d.A. seien die ersten m Zeilen dieser Matrix linear unabhéngig. Fiir die glatte Abbil-
dung
F:GxR*Y™cCcR"*" — R"
(u,v) = f(u)+(0,0)
gilt

Ofi
dFy= | 9% © 0
* In—m
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Dieses Differential ist injektiv, denn

det(dFp) = det <gfz (0)) i=1,... 70

:Ej ] m
j=1....m

D.h. dFy : ToR® — TpR"™ ist ein Isomorphismus. Dann existiert also eine Umgebung
W (0) C R™, so dass
Fliwo) : W(0) — F(W(0)) = U

cin Diffeomorphismus ist. Mit g := (Flyg)~" : U — W(0) ist (U,g) eine Karte um
0 € R™ mit
g0 Flwo)(u,v) = idy o) (u,v) = (u,v).
Fiir v = 0 ergibt sich g o f(u) = (u,0) = i(u) fiir alle u aus einer Umgebung von 0 € R™.
b) Sei m > n. Nach Voraussetzung gilt:

Ofi
rg <a$j(0)> =1 T

j=1....m

0.B.d.A. seien die ersten n Spalten dieser Matrix linear unabhéngig. Fiir die glatte Abbil-
dung
F:GxR" — R!'xR™"=R"

uw= (U1, um) +— (W), Uns1, -\ Unm)

Of;
e A
0 In—n

Das Differential ist wieder injektiv, da

gilt

det(dFy) = det <gg'i (0)> i=1,...,n 70

j=1....n

D.h. dFy : ThR™ — TpR™ ist ein Isomorphismus. Dann existiert also eine Umgebung
W(0) C G, so dass
Fliwo) : W(0) — F(W(0) = U

ein Diffeomorphismus ist. Mit b := (Fly())~* : U — W(0) ist (U, ) eine Karte um
0 € R™ mit
F o h(u) = idy(u) = (u).

Somit ergibt sich aus der Definition von F":

foh(u)=m(Foh(u)) =mn(u) fir alle u € U.
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Ubertragung auf Mannigfaltigkeiten
Satz 2.27. Sei f : M"™ — N™ eine glatte Abbildung, x € M und
dfy : ToM — Ty) N

ein Isomorphismus. Dann ist f ein lokaler Diffeomorphismus um x € M, d.h. es ezistiert eine Umge-
bung U(x), so dass
flo:U — f(U)

ein Diffeomorphismus ist.

Beweis. Man wihle eine Karte (U, @) um x und (V,%) um f(x) und wende das obige Lemma auf
Yo foplan. O
Satz 2.28. Sei f : M™ — N™ eine Immersion. Dann existiert zu jedem v € M eine Umgebung

U(z) C M, so dass f : U(xz) — N eine Einbettung ist.

Beweis. Sei (ﬁlﬁ) eine zuldssige Karte um x € M mit p(z) = 0 und (V, 1) eine zulissige Karte um
f(x) € N mit ¢(f(2)) = 0. Nach Voraussetzung ist d() o f o 1) injektiv. Mit dem obigen Lemma,
existiert also eine Koordinatentransformation g auf (V'), so dass

go(o fop h)(a)=(a,0)=i(a)VaeUc gU).

Sei U := &~ Y(U), und ¢ := @y, dann ist (U, ) eine Karte um x € M. Die Karte (V1) um f(z) sei
definiert durch B L )
Yr=go, Vi=v~ (g(p(V)) na(U)).

D.h. f hat die Kartendarstellung 1 o f o ¢! =i auf U. Somit ist
flv :U— N

eine Einbettung. O

Satz 2.29. Sei f : M™ — N™ eine Einbettung. Dann ist f(M) C N eine m-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit und die Abbildung
[ M — f(M)

mit der Untermannigfaltigkeitsstruktur auf f(M) ist ein Diffeomorphismus.

Beweis. Nach Satz 2.28 existiert der folgende zuldssige Atlas auf M:

A= (U,9) (U, p) ist eine Karte um = € M und es xistiert eine
M= AP Karte (V,9) um f(x), so dass o f oo™t =i auf o(U)

Insbesondere gilt:
bV f(M)) =o(V) N {zmpr =+ =2 = 0}

D.h. f(M) ist eine Untermannigfaltigkeit von N. Die Abbildung f : M — N ist eine Einbettung,
d.h. f: M — f(M) ist ein Homdomorphismus bzgl. der induzierten Topologie auf f(M). Analog zu
den Sidtzen 2.1 und 2.4 folgt, dass

Arony ={(fU), 0 f71) | (U, ¢) € A}
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ein Atlas auf f(M) und die Abbildung

o (M, Apr) — (F(M), Apar)

ein Diffeomorphismus ist. Es bleibt zu zeigen, dass Ay(ys) ein Atlas ist, der durch Untermannigfaltig-
keitskarten entsteht. Sei (f(U),po0 f~1) € Ay und (V;4) eine Karte um f(x) mit 1o fo ol =4
auf p(U), dann folgt

Yofopt = qauf o)
= foe™t = ¢ lauf p(U)
= oo f™' = Ylvaran
N—— ———
€Az c AV

O

Definition. Sei f : M™ — N" eine glatte Abbildung, m > n. y € N heifst reguldrer Wert von f,
falls
dfy : TpyM — TyN

surjektiv ist fiir jedes z € f~1(y).

Satz 2.30. Sei f: M™ — N eine glatte Abbildung, m > n und y € N ein requldarer Wert von f.
Dann ist
B:=fy)cM

eine m — n-dimensionale Untermannigfaltigheit von M.

Beweis. Wir betrachten die von M auf B induzierte Topologie und konstruieren Untermannigfaltig-
keitskarten auf B. Sei € B C M und (U, ) eine zulissige Karte von M um x mit @¢(x) = 0. Sei
weiter (V) eine Karte auf N um f(x) mit ¢(f(z)) = 0. Laut Voraussetzung ist

surjektiv. Somit ist auch
do fog No: ToR™ — TyR™

surjektiv. D.h. es existiert eine Karte (W (0), h) mit W(0) C @(U), so dass

Yo foptohlw =mlw.
——

¢ '(w) € B
= fle™H(w)) =y
S Yofopl(w) = m(w)=0

Damit ist
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Satz 2.31. Einbettungssatz von Whitney (1936)°
Sei M™ eine glatte Mannigfaltigkeit. Dann existiert eine Einbettung

f: MY — R
Insbesondere ist jede glatte Mannigfaltigkeit M™ diffeomorph zu einer Untermannigfaltigheit des R2" 1.
Beispiel 2.32. Untermannigfaltigkeiten
1. Der Graph einer glatten Abbildung f: M" — R™
B := graph(f) :={(z, f(x)) € M x R™ | z € M}

ist eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M™ x R™.

Betrachte dazu die glatte Funktion

F:M"xR™ — RT™
(l’,y) — F(x,y):f(x)—y

Es gilt B = F~(0) und 0 ist ein regulirer Wert von F.

2. Rotationsn

Sei f:(a,b) C R — R glatt mit f > 0.

M? .= {(z,y,2) € R3 ] T f(2)2}

ist eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R3.

3. Gleichungsdefinierte Untergruppen von Gl(n,R)

O(n) = {A€Gl(n,R) | A- A' = I,} C Gl(n,R) C R

(n=1)

ist eine “—-dimensionale Untermannigfaltigkeit der GI(n,R). Betrachte dazu die Funktion

n(n+1)
2

F:Gl(n,R) — {symmetrische n x n-Matrizen} = R
A — A-A

O(n) = F~Y(I,,) und I,, ist ein regulirer Wert von F.

2.6 Tensorbiindel und Tensorfelder

Als Vorbereitung wiederholen wir zunéichst einige Begriffe aus der Algebra, die wir im folgenden
benutzen werden.

SEin Beweis steht in M.Hirsch: Differential Topology, Springer 1976
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2.6.1 Tensorprodukt von VektorRidumen

Im folgenden bezeichne K den Vektorraum der reellen oder der komplexen Zahlen. Alle VektorRaume,
die wir hier betrachten, seinen VektorRaume iiber dem Koérper K.

Wir betrachten VektorRdume Vi, Va,...,V, der endlichen Dimension n; = dimk V; < oo. Diesen
VektorRadumen werden wir einen neuen Vektorraum

VeoVhe.. .V,
der Dimension nj -...-n, zuordnen, das so genannte Tensorprodukt von Vq,...,V,.

Definition. Eine r-lineare Abbildung ¢ : Vi x...xV, — W in einen Vektorraum W heilt tensoriell,

falls die folgende Universalititseigenschaft erfiillt ist: Zu jeder r-linearen Abbildung f : Vi x...xV, —

H in einen Vektorraum H existiert genau eine lineare Abbildung hy : W — H so dass hyot = f gilt.
hy

T

Vix...xV,

Satz 2.33. s existiert eine tensorielle Abbildung
t:VixVox...xV, — W.

Diese 1ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. D.h. seien die Abbildungen ¢ : V1 X ... x V., — W
und t: V) X ... x V., — W {tensoriell, so existiert ein Vektorraum-Isomorphismus o : W — W so
dass pot =1 gilt.

Beweis. Eindeutigkeit: Aus der Universalitdtseigenschaft folgt, dass eindeutig bestimmte lineare Ab-
bildungen h; : W — W und hy : W — W mit der Eigenschaft h;ot = ¢t und hyot = ¢

h_
existieren. W - W
ht
I
i
V1 X ... X V}
Dann gilt h; o hy ot = t. Andererseits gilt natiirlich auch idy ot = ¢t. Wir betrachten das Diagramm
htohf
W= W
Tt /
t
Vix...xV,
Aus der Eindeutigkeit in der Universalititseigenschaft folgt:
idw = hg o hy.
Analog zeigt man hjo hy = id,.
Eristenz: Es gibt verschiedene Moglichkeiten, eine tensorielle Abbildung von Vi, ..., V; zu realisieren.’

Wir betrachten hier die folgende: Mit V* bezeichnen wir den dualen Vektorraum zu Vj, d.h. V" :=
{L:V; — K| L linear}. Wir betrachten nun den Vektorraum

W={L:V{x...xV—K | L r-linear}

SEine andere Realisierung des Tensorproduktes findet man in F.W. Warner: Foundations of differentiable Manifolds
and Lie groups.
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und die r-lineare Abbildung

t!le...XV; — W

(Ula ) Ur) I L(m,‘..,vr)v

wobei Ly, . ., € W folgendermaken definiert ist:
L(Uhm’w)(al, co,0) = 0'1(1}1) cee ol (o) (O’j € V]*)

Wir zeigen, dass die Abbildung ¢ : V; x ... x V. — W tensoriell ist. Sei dazu (aj;1,...,a;n;) eine
Basis im Vektorraum Vj. Dann sind die linearen Abbildungen

(L(alpl,...,arm) | ps € {17 cee 7”5})

eine Basis im Raum der Abbildungen W. Sei nun f: V) X ... x V, — H eine r-lineare Abbildung.
Dann definieren wir

hf(L(a1p17"-7arp,r.)) = f(alp17 s aT’Pr) (*)

und setzen hy linear auf W fort. Dann gilt offensichtlich hy ot = f und hy ist eindeutig bestimmt,
denn (x) muss wegen hyot = f gelten. O

Wir fithren folgende Bezeichnung ein:

Definition. Seit: Vi x...xV, — W eine tensorielle Abbildung. Der Vektorraum Vi ®...QV, := W
heifit Tensorprodukt von Vi, Vo, ..., V.. Weiterhin sei

tVix..xV. & Vie... oV

(V1,..,0,) — V1 Q...Qu :=t(v1,...,0p)
Der Vektor v; ® ... ® v, heifit das Tensorprodukt der Vektoren vi,...,v,.
Wihlen wir die Realisierung des Tensorproduktes aus Satz 2.33, so gilt
Vi®...eV,={L:V{x...xV*— K| L r-linear}

und
VM ®...0 V= Ly, . 0

Nach Definition gilt

m@“’@u’:spanK{vl(X)'”@vr‘Uj€W7j:17"'7n}'

Da die Abbildung ¢ r-linear ist, hat man fiir das Tensorprodukt von Vektoren die folgenden Rechen-
regeln:

LA (0®..00)=018...001 QM Qujt1 ®...0v (AeK).

2. 01©®.. 001 QW+ wj)®Vj4+1®...QU, =01® ... QU+ Q... QU1 QW;®Vj+1®...QU, .
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Insbesondere erhilt man die folgende Basisdarstellung fiir Tensorprodukte von Vektoren:
Sei (aj,, ... ,ajnj) eine Basis von V}, j =1,...,r. Dann ist
(a1p, ® ... @ arp, | pje{l,...,n})
eine Basisvon V1 ® ... ® V.
Ist v; = g‘l §jpiajpj die Basisdarstellung von v; € Vj, so ist
pj=
V®...Q0 :Z§1p1 8 PMar,, @ ® app,
die Basisdarstellung von v; ® ... ® v,. Dies zeigt, dass
dimg (V1 ®@...0V,)=n1-...-n, .
Satz 2.34. Seien Vi,...,V.,W und W endlich-dimensionale VektorRiume. Dann gilt:

1L ViF@..@V@W={L:Vi x...xV, — W | Lr-linear}
Insbesondere ist: V* @ W = Homg (V, W)

2. VeW =WV
3 (VeaW)eW=VeWeW)=VeWeoW
4. VoW =V o W*

Beweis. Die Behauptungen 2), 3) und 4) sind klar. Man schreibt den Isomorphismus mittels Basen
direkt hin oder benutzt die Universalitétseigenschaft.

Zu 1.): Fiir einen endlich-dimensionalen Vektorraum V' gilt:
v By ¢u(0) =0o(v) firoc e V*
Nach Definition und Satz 2.33 ist dann
Ve..oVIeW={L:Vix...xV, xW* — K| L ((r+1)-linear}
Der Vektorraum auf der rechten Seite ist isomorph zum Vektorraum
{L:Vix...xV, — W | Lr—linear}.
Dieser Isomorphismus wird beschrieben durch L — L mit
n .
L(vi,...,v) = ZL(vl, 07 )ay,
j=1
wobei (a1, ...,a,) eine Basis von W und (o!,...,0") die dazu duale Basis in W* ist. O

Definition. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum.

TEWV) :=V*'®..0V'eVe...oV

r-mal s-mal

heifst Vektorraum der (r, s)-Tensoren iiber V' (oder der r-fach kovarianten und s-fach kontravarianten Tensoren
iiber V.
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Speziell gilt:

TEO(WV) = v*

TONWV) = Vv

TOOWV) = K

TE(VY = {L:Vx...xVxV*"x...xV*"— K| L multilinear}
r-mal S—Eal

T(hl)(v) = {L:Vx...xV — V| L multilinear}
r-mal

(siehe Satz 2.34). Aus den Tensorprodukten iiber V kann man eine Algebra bilden, die Tensoralgebra iiber V.

T(V) = Z T (V) (Menge aller endlichen Summen)

r,5>0
Das Algebrenprodukt ist gegeben durch:

T(r,s)(v) % T(ﬂé)(v) ®, T(H—ﬂs-ﬁ-é)(v)
(L,L) — L®lL,

wobel

(L® j;)(xlv st 7'rr+fay17 s 7y8+§) s L(xla s 7%71/17 e ‘ys)

~ 11 P
'L($T+17--~75L‘r+f7ys 7-"ays S)

mit z; €V, Yy e vV,

Ist (ai,...,a,) eine Basis von V und (o1, ...,0") die dazu duale Basis von V*, so ist
(o™ ®...®0iT®aj1®...®ajs | ixe{l,....,n},€{1,...,n})

eine Basis von TV

Sei nun a;- = >, bija; ein Basiswechsel in V. Fiir die Kobasen im Dualraum V* ergibt sich damit
0; = Z bilo,
1

Dabei bezeichne b* den i-l-ten Eintrag der zur Matrix B = {b;} inversen Matrix. Ein Basisvektor aus
T(%) transformiert sich dann aufgrund der Multilinearitit wie folgt:

. !
ol ®...Qad"" ®aj1/ ®...®ajs/
— i1ly 1 il Slr ) s
- Z bll 10 ! ® ct ® Z b g ® Z blr+1]1al7'+1 ® st ® 2 blr+.9]sa]'r+5
I Iy lr+1 lTJrs
_ i1l il l I
= > p.b blsijr by (01 ®... Q0" ®a,,, ®...0a,,,)
~~ |

T .
r-fach covariant g, oh kontravariant
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Alternierende Tensoren

Im Vektorraum der k-fach kovarianten Tensoren iiber V existieren 2 wichtige Unterrdume, der Vek-
torraum der alternierenden bzw. der der symmetrischen Tensoren. Es sei nun

TRV =V ®... 0V = V"
—————
k-mal

Definition. Eine multilineare Abbildung L : V'x...xV — K heift alternierend, wenn L(...,v,...w,...) =
—L(...,w,...,v,...) fiir alle v,w € V gilt. Der Vektorraum

A*(V*) == {L:V x...xV —K | L multilinear und alternierend}
k-mal
-ma

heifft Vektorraum der alternierenden k-Formen auf V.

Aus den VektorRiumen der alternierenden k-Formen kann man ebenfalls eine Algebra machen. Dazu
betrachten wir die folgende Abbildung

A ARV x ANV — ARV

(w,0) — wAo
definiert durch
1
(WAo) (@, . zhn) = D osenm w(@a(iys - Ta() O (Tn(hit)s - - Tr(i)
’ ’ WES)H_Z
In diesen Formeln bezeichnet Sy die Gruppe der Permutationen der Zahlen 1,... k.

Definition. Die (k+1)-Form wAo heikt das alternierende Produkt, Dachprodukt oder wedge-Produkt
von w und o.

Bemerkung. Manche Autoren multiplizieren in der Definition von w A ¢ noch zusétzlich mit (kj—l)!'

Satz 2.35. Das alternierende Produkt hat folgende Eigenschaften:
1. who=(-1DkFloAw, w e AF(V*), 0 € ALV

2. (WAo)An=wA (o An)
3 WA =wRo—-—0Quw
4. Seien ol,..., 0" € V* wv,...,v; € V. Dann gilt

(al ANGZA LA 0k> (v1,...,v) = Determinante der Matriz (O-i(vj))ijzl m

5. Ist (0%, ...,0") eine Basis von V*, so ist (c' A...Ao% |1<i3 <...<ip<n)

eine Basis von A*(V*). Insbesondere gilt fir einen n-dimensionalen Vektorraum V

dim AFV* = <Z> fir k<n=dimV und AV*=0 firn>k

Fiir k = 0 setzen wir A°V* :=K und AAw:=X-w=wAX\ fiir A\ € A°V* w e AFV*.
Die Algebra
(A(v*) = ZAk(V*),/\)
k=0

heifst Algebra der alternierenden Formen iiber V.
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Symmetrische Tensoren

Definition. Eine multilineare Abbildung L : Vx...xV — K heiflt symmetrisch, wenn L(...,v,...w,...) =
L(...,w,...,v,...) fir alle v.w € V gilt. Der Vektorraum

SHV*) = {L:Vx...xV —K| L multilinear und symmetrisch }
—_—————

k-mal

heilt Vektorraum der symmetrischen k-fach kovarianten Tensoren iiber V.

Aus den VektorRaumen der symmetrischen Tensoren kann man ebenfalls eine Algebra machen. Dazu
betrachten wir die folgende Abbildung

o: SH(V*) x SL(V*) — StV

(w,0) — woo
definiert durch
1
(woo)(xy,...,Tkyy) = ) Z W(Tr(1)s s Ta(k)) " O(Ta(ls1)s - - Tr(kti))
’ TESK41

Definition. Der (k + [)-Tensor w o o heift das symmetrische Tensorprodukt von w und o.

Satz 2.36. Das symmetrische Tensorprodukt hat folgende FEigenschaften:

l. woo=0oow

2. (woo)onp=wo(oon)

3. woor=3(wWR0c+0RW)

4. Ist (o',...,0™) eine Basis von V*, so ist (0t o...o0% | 1<i; <iyg<...<ip<n) eine

Basis von S*(V*). Insbesondere gilt:

dim §5(V*) = <” e 1)

k

Fiir k = 0 setzen wir SO(V*):=K und AoT =X-T=To\ fir A€ SOV*) =K, T € S¥(V*).
Die Algebra

<5(v*) = i Sk, o>
k=0

heiflt Algebra der symmetrischen, kovarianten Tensoren iiber V.

Man kann Tensoren mittels linearen Abbildungen von einem Vektorraum auf einen anderen iibertragen.

Sei f:V — W eine lineare Abbildung. f induziert eine Abbildung auf den kovarianten Tensoren
FroTeOW = fwr — TROY = gky
T — T mit
[T, .o vg) =T(f(v1),..., flug), v; €V
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f*T heifkt der durch f aus T induzierte Tensor. f* heifft die induzierte Abbildung auf den Tensorpro-
dukten.

Ist f: V — W sogar ein Isomorphismus, so kann man allgemeiner die folgende Konstruktion machen:
Wir betrachten die duale Abbildung f*: W* — V* zu f:

(ffo)(v) =o(f(v), oeW ' veV.
Dann induziert f eine Abbildung
forrw — ey
T — [T
wobei

T, v oty 0%) = T(f(1), ..., for), FH Y, ., 7N o®) v €V,0l € V*

2.6.2 Tensorbiindel und Tensorfelder auf Mannigfaltigkeiten

Definition. Sei M™ eine glatte Mannigfaltigkeit, K = R oder K = C. Ein Tripel (F,w, M) heift
glattes Vektorbiindel vom Rang r iiber M, falls

1. FE ist eine glatte Mannigfaltigkeit, 7 : E — M ist glatt.

2. E ist lokal-trivial, d.h. zu jedem x € M existiert eine Umgebung U(z) C M und ein Diffeomor-
phismus ¢y : 7 H(U) — U x K", so dass ™ = pri o ¢y.

3. Die “Fasern” E, := 7~ !(z) C F sind K-VektorRiume und die Abbildungen
buw =pr2o¢ule, : Bz — K"
sind Vektorraumisomorphismen.

Dabei heifst E Totalraum -, m die Projektion - und M Basis des Biindels. Das Paar (U, ¢y) heift
Biindelkarte oder lokale Trivialisterung und

={(Ua, 9v,) | @ € I,(Uy, ¢y, ) Biindelkarten, M = U Ua}
acl

heifit Bindelatlas.

Beispiel 2.37. Beispiele fiir Vektorbiindel

1. Sei U C M offen, (E, 7, M) ein Vektorbiindel iiber M. Dann ist (E|y := 71 (U),n|y,U) ein
Vektorbiindel iiber U.

2. (M x K", pry, M) ist ein triviales Vektorbiindel.

3. Das Tensorbiindel iber M

Sei x € M. T, M ist der Tangentialraum an M im Punkt x und 7 M der Kotangentialraum an
M in z.

TS (T, M) : ®T*M®®TM
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Sei (U, = (21,...,Ty)) eine zuldssige Karte von M. Dann ist

(831(30), o ain(m))

eine Basis in T, M und ((dz1)g,. .., (dz,)s) ist die duale Basis in T M. Somit ist

(x)@@i(x)

{ (@21 )e ® - ® (ds. )o ® =

— i1, ] 1,...
9z, ir, Jr € {1, Jl}}
eine Basis in 7% (T, M). Abkiirzend schreibt man auch dz! ® % I = (i1,...9), J =
(jla “e. 7js)'

70N = | ) 70T, M)

xeM
T TWSIM — M
T (T,M)>B — =z

Insbesondere ist

TOOM = T*M = |\ T:M das Kotangentialbiindel und
zeM

TOYM = TM = |J T,M das Tangentialbiindel.
xeM

Satz 2.38. Das Biindel der (r,s)-Tensoren 7 := (TS M, w, M) ist ein glattes Vektorbiindel
vom Rang n"** diber M.

Beweis. In mehreren Teilen:
a) erster Teil der Definition von lokalen Trivialisierungen von T:
Sei Ay ein zuldssiger Atlas auf M, (U, ¢ = (z1,...2y)) € Ap. Dann ist

()o@ 50 () | 1,7}
x g

eine Basis in T (T, M).
Die Bijektion
~ r+s

bW 1™ H(U) — o(U) x K"

seil definiert durch
TS (TuM) 3 By — (21(x),...,20(z), (BY)1.5) x€l,
wobei By =37 ; Bidzl %(x).

b) Definition der Topologie auf T M:
Sei Ay ein zuldssiger Atlas auf M. O C T M heift offen, falls
r+s

S (ONT HU)) C R x R"

offen ist fiir alle zuldssigen Karten (U, ¢) € Aps. Dies definiert unabhéngig von der Wahl
des zuléssigen Atlas eine Topologie auf T’ () Mf, die T? ist und eine abzihlbare Basis hat,
da M und R” diese Eigenschaften haben.
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c)

TS M ist eine glatte Mannigfaltigkeit:
Die Kartenbereiche des Atlas

Ar = {(n(U), o) | (U,0) € Anr}

r7s)

iiberdecken ganz T M und die Abbildungen QE(U#,) sind Homoomorphismen. Somit ist
T3 M eine topologische Mannigfaltigkeit.

Seien (U, = (x1,...,2,)), V,¥ = (y1,--.,yn)) € Ay mit UNV # (), dann ist der
Karteniibergang

r+s r+s

émwoéa@:ﬂUﬂV)xR” — H(UNV)xR?
(xl,...,:pn,ag) — (¢ocp_1($1,...,xn),bf)

glatt. Dies folgt einerseits aus der Glattheit von 1 o ¢! und zum anderen aus dem Koor-

dinateniibergang von a{ nach bf . Aus den Sétzen 2.9 und 2.11 folgt ndmlich
> agdx‘] ® 8%1
1,J

_ I e tov)iy ok A top), 8
- z:ad<k e ams)
1

1,J ls
-1 . -1,
- = [Z;a{,a(@ ot A2 (4ar s )
vk
und d.h.
oty A0 0 O o)y AT 0P O o o
ol Oxy, Oxy, Oxj, Oxj,

1,J
Diese Abbildung ist offensichtlich glatt.
7 TSM — M ist glatt:
Betrachte die Kartendarstellungen von 7. Seien (U, ), (V,¥) € Ay

Yomo gﬁ([]{@)(xl, e Tpyal) = OW([ZJG{](de)I ® aim[(x)

= ¢P(z)
= wogo_l(wl,...,a?n)

1ist glatt und somit ist auch 7 glatt.

Yoy~
lokale Trivialisierung von (T(T’S)M,W,M):
Sei z € M und (U, ¢) € Ay eine Karte um z.

r+s cp_l Xid

(WUm)F:(w‘lXid)0$az@¢7f4(U)?gﬁ)¢UY)le” — UxR"

r+s

sei eine Biindelkarte iiber U. Es gilt:
i. ®(,p) ist nach Definition ein Diffeomorphismus.

. priogue) =m
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Und die Abbildung

pra2 o ¢(U,g0)|7r*1(z) : Wﬁl(w) - RnhLS

By =Y aj(de’)s @ 53 ()~  (al)
1,J

—

ist ein Isomorphismus von VektorR&umen.

Spezialfille:

a) Das Tangentialblindel TM™ ist eine 2n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit mit folgendem
Atlas:

Sei (U, ) € Ay, ¢ = (z1,...,2p). Sel weiter t, € TpM, t, => 1", {iaii ().

¢(U,<p)(tx) = (z1(2), ... ,l‘n(x),fl, €M)

(TM,m, M) ist ein glattes Vektorbiindel vom Rang n.

b) Das Kotangentialbiindel 7% M ist eine 2n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit mit folgen-
dem Atlas:

Sei (U, ) € Ay, ¢ = (x1,...,2p). Sel weiter Ly € TAM, Ly => 7" ni(dz?),.
o) (La) == (x1(2), ..., 20 (@), M1, -+, M)

(T*M, 7, M) ist ein glattes Vektorbiindel vom Rang n.
c) Analog zu Satz 2.38 zeigt man, dass

k . k
AM = |J \@Mm)

zeM

eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n + () ist, so dass (N M, 7, M) ein glattes
Vektorbiindel vom Rang (}),
das Biindel der (alternierenden) k-Formen ist.

Basen fiir die lokale Trivialisierung:
{(dxu)x/\/\(dxzk)ac ’ 1<y < < Sn}

d) Die Menge

S*M = | ) SH(Trm)
zeM
ist eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n + (n+,§_1), so dass (S¥M, 7, M) ein glattes

Vektorbiindel vom Rang ("Hl:*l),
das Biindel der k-fach kovarianten Tensoren tiber M ist.

Basen fiir die lokale Trivialisierung:

{(dei)s 0o (dei)s | 1< iy < o < g <}
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Definition. Sei £ = (E, 7, M) ein glattes Vektorbiindel. Eine glatte Abbildung
s: M — FE

mit 7o s = idys heift glatter Schnitt des Biindels £. Mit I'(F) wird die Menge aller glatten Schnitte
von & bezeichnet. (I'(E) = C*°(M, E) = C*(F))

Bemerkung. I'(E) ist ein C*°(M)-Modul:

F(E) > 81,8 > 81+ 82 € F(E
(s1+ s2) () := s1(x) + s2(x)
C®(M)xT(E)>(f,s) — f-sel(F)
(f - 8)(@) == f(x) - s(x)

Definition. Sei (E, 7, M) eine Vektorbiindel vom Rang r, s1,...,s, € I'(E|y), U C M offen, so dass
(si(x),...,sp(x)) fiir alle z € U eine Basis in E, ist. Dann nennt man (s1, ..., s,) eine lokale Basis in
(E,7, M) iiber U.

Bemerkungen:

1. Ist ¢y : 7 Y (U) — U x K" eine Biindelkarte und (ay,...,a,) eine Basis in K", so sind s; :
U — FE definiert durch
si(x) == (1551(:10,(1@'), reU

(i =1,...,r) eine lokale Basis von FE iiber U.

2. Ist (s1,...,s,) eine lokale Basis von E iiber U, so definiert

oy N (U) — UxK"
reU E,32v — (x,&4...,€)

wobei v = Y1, £'s;(x) ist, eine Biindelkarte von E {iber U.
Satz 2.39. Sei (E,m,M) ein glattes Vektorbindel und s : M — E mit m o s = idy; gegeben.
Sei U = {U,} eine offene Uberdeckung von M, (Say,--.,Sa,) €ine lokale Basis von E iber U, und

slu, = > 1£%Sa,. Dann ist s € I'(E) genau dann, wenn

M eC®Uy) i=1,....,7rVU, €U

Den Beweis iiberlassen wir als Ubungsaufgabe.

Folgerungen:

1. Ist (U, = (21,...,xy,)) eine zuldssige Karte und

dr' @ 32U — TC9 M|y
T (dxf)x@)%(x)

Dann ist (do! ® %)[7] eine lokale Basis von T M iiber U.
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2.%i B: M >z~ B, € T")(T,M) gegeben. Dann ist B € T'(T("*)M) genau dann, wenn

B{ € C*(U) fiir alle I, J, wobei
0
— J I
B, = IEJ By (z)(dz'), ® 52, (z).

Insbesondere gilt: X(M) = I'(T'M).

Definition. Ein glattes Tensorfeld von Typ (r,s) r > 1, s = 0,1 ist eine Abbildung
‘ C>®(M) ,s=0
B%(M)XXX(M)—>{:£(M) s=1

die C*°(M)-multilinear ist, d.h.

B(o..,fi-Xi+fo - Xoo..)=f1-B(..,X1,..)+ fo-B(..., Xs,...)

fir alle Xl,XQ S %(M) f1,f2 S COO(M)
xX("5) (M) bezeichnet die Menge der (r, s)-Tensorfelder iiber M. X("%) (M) ist ein Modul iiber C*(M).
Beispiel 2.40. Beispiele fiir Tensorfelder

1. Die Induzierte Riemannsche Metrik
Sei M C RY eine Untermannigfaltigkeit.
X(M) ={X € C®°(M,RY) | X(z) € T,M ¥z € M}
Die induzierte Riemannsche Metrik g : X(M) x X(M) — C°°(M) ist definiert durch
9(X,Y)(x) := (X(2),Y ())rn.

g ist ein symmetrisches (2,0)-Tensorfeld.

2. Sei M = R3. Dann ist
B:X(R?) x X(R?) — X(R3)
(X,)Y) —» XXxY
(X xY)(z):=X(z) x Y(x)
ein (2, 1)-Tensorfeld.
3. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Dann ist der Kommutator

[,]: X(M)xX(M) — X(M)
(X,)Y) — [X,Y]

kein Tensorfeld, denn [fX,Y] = f[X,Y] =Y (f)X.

4. Sei (U, = (x!,...,2")) eine zulissige Karte. Die duale Basis {dz!,...,dz"} von {a%lv ey a%
ist definiert durch
(dr?)(X) = & eC™U) fir
X(zx) = ;{’(a:)%(m) rxeU

(de' (X)) (@) = (da")a(X(x))

}
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Definition. Seien B; € X0 (M) und By € X299 (M). Dann ist das Tensorprodukt B; @ By €

x(+r2.0) (A1) von By und B definiert durch
(Bl &® BQ)(Xl, - 7XT‘1+7‘2) = Bl(Xl, - 7X7'1) . BQ(XT1+1, - aXr1+7'2)

Beispiel 2.41. Tensorprodukt fiir kanonische Basisfelder

Sei (U, = (x1,...,2y)) eine zuldssige Karte, und bezeichne
0 IAJ
h=<1 J=J

mit Reihenfolge

dann ist mit dz;, ® - - ® da;, € X"O(U)

0 0

dx; e ®dr J(—, ., — =41
($1® @ xr)(ale axjr) J
und damit

(dxn@@dxzr)(Xl;er): il i

T
S )
—— o
wobel X; = ) 1§j Jos -
a=

Satz 2.42. Lokalisierungssatz fiir Tensorfelder

Sei B € X"O(M) und (X1,...,X,), (X1,...,X,) Vektorfelder auf M mit X;(z) = X;(z) fir i =

1,...,7. Dann gilt

B(X1,...,X,)(z) = B(X1,...,X,)(2).

Beweis. Sei (U, = (x1,...,xy)) eine zuldssige Karte um = € M. Sei f € C*°(M) mit f(x) = 1,

supp(f) C U. Seien Y1,...Y, € X(M) definiert durch

n@:{f@%£@>wea

0 , sonst
Dann ist
fXi=) €Y, fXi=) &7

j=1 J=1

und somit
B(X1,...,Xy)(x) = f(z)"B(X,,...,X;)(x)
——
=1

= (f"B(X1,...,X;))(z)
= B(anl,...,fXT)(a?)n
= B(Azlgljly‘j““.’ Z gTjTY}r)@:)

Ji= Jr=1
n . .
- < Z 151]1”'grjrB(leﬁ"'ijr)> (1‘)
J1lyeesJr=
n

= X &) g (@)B(Y,, ..., Y ) (@)

J1yeendr=1
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aus f(z)X;(z) = f(2)Xi(z) folgt jedoch £¥i(x) = Wi (z), d.h.

B(Xy,.... X)) (@)= > &) &7 (@)B(Y;,,...,Y,) ()
J1yeess Jr=1
Analog rechnet man dies fiir B(X1, ..., X,)(x) und daraus folgt dann die Behauptung. O

Folgerung. Ein Tensorfeld B € X("*) (M) lisst sich auf eine offene Teilmenge U einschrinken. By €
X3 (U) ist definiert durch

By(X1,...,X,)(z) = B(Xy,...,X,)(2),

wobei z € U, X; € X(U), X; € X(M) mit X;|y = X;. Ist insbesondere (U, = (z1,...,x,)) eine
zulissige Karte und B € (0 (M), so ist

n
D= Y Basdo o odn,

ilv---ﬂ:r:l

ex0)(U)

wobei B;, ;. € C*°(U) definiert ist durch By, ;, := BU(%, ce %)
5t ir
Satz 2.43. Es existiert eine bijektive Beziehung

x(M)  —  T(TE)(M)) (s=0,1)
B +—  (M>xw B, € T")(T,M))
fir v; € Ty M wdhle X; € X(M) mit X;(z) = v;
By(vi,...,v) = B(X1,...,X,)(x)
B  «— (M>3xzw By) € (T (M))
wobes
B(Xi,...,X,)(x) = By(Xi(x),..., X, (x))

Definition. Sei ¢ : M — N eine glatte Abbildung und B € X9 (N). Dann induziert dies ein
Tensorfeld ¢*B € X9 (M) durch

(¢"B)(X1,..., Xi)(z) := By(z)(doz(X1(2)), . .., dde(Xr (7)) X; € X(M)

¢* B heift induziertes Tensorfeld. Eine k-Form auf M ist ein alternierendes (k, 0)-Tensorfeld

w:X(M)x---xX(M)— C(M)

k-mal

mit den Eigenschaften

o w ist C°°(M)-linear

e w...,.X,....Y,..)=—w(....Y,..., X,...)
QF(M) bezeichnet den Modul der k-Formen iiber M.

Bemerkung. Es gilt QF(M) ~ (A" M).
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2.7 Die “Zerlegung der 17 auf einer glatten Mannigfaltigkeit

Die “Zerlegung der 1”7 hat eine zentrale Bedeutung fiir die Analysis und Geometrie auf Mannigfaltig-
keiten. Grofen, die man im R™ kennt, kann man dadurch auf Mannigfaltigkeiten “zusammenkleben”,
zum Beispiel das Integral oder Skalarprodukte.

Definition. Sei M eine C'°*°-Mannigfaltigkeit, A ein zuldssiger Atlas auf M. Eine abz&hlbare Familie
{fn}5%; von nicht negativen Funktionen f,, € C°°(M) heift Zerlegung der 1 zu (M, .A), falls

1. Fiir alle n € Nist suppf,, := cl{z € M | fn(x) > 0} kompakt und in einer Kartenumgebung von
A enthalten.

2. Die Familie der Mengen {suppf,}o2; ist lokal endlich, d.h. zu jedem = € M existiert eine
Umgebung U(x) so dass U(z) Nsuppf, # 0 nur fiir endlich viele n € N.

3. > falx)=1 Vaxe M.
n=1
Bemerkungen:

o

e > fnist nach 2.) eine C°°-Funktion, da fiir alle z € M die Summe auf einer Umgebung U(x)
n=1
endlich ist.

e Ist eine Familie von Mengen (A4,)% 4, A,, C M, lokal-endlich und K C M kompakt, so schneidet

n=1»

sich K nur mit endlich vielen Mengen aus (A4,)22 .

Beweis. Da zu jedem x € M eine Umgebung U(xz) C M mit U(x) N A, = () fiir fast alle n € N
existiert und K € M = (U, U(2) gilt, gibt es endlich viele Mengen U (z;) mit

KcU(@)U---UU(zm)

Jedes U(x;) schneidet sich nur mit endlich vielen Mengen aus (A4;,)52; und somit gilt das auch
fiir K. O

Ziel dieses Abschnittes ist es, zu zeigen, dass zu jeder Mannigfaltigkeit M und jedem zuléssigen Atlas
A eine Zerlegung der 1 existiert.

Lemma 2.44. Sei M eine glatte MF, U C M offen und K C U kompakt. Dann existiert eine nicht
negative Funktion f € C* (M) mit

flx > 0 und supp f C U.
Beweis. In mehreren Teilen:

1. Behauptung: Fiir jedes © € U existiert eine Umgebung V(x) C U und eine nicht negative
Funktion f, € C°°(M), so dass f,(x) > 0 und suppf, C V(z).

Wihle eine Karte (V(z),¢) um x mit p(z) = 0und V(z) C U. ¢(V(x)) C R™ ist eine Umgebung
von 0. Wihle ein € > 0, so dass cl(K(0,¢)) C p(V(x)).

—1/t?
p(t) == { € , falls & > 0 ist eine C*°-Funktion auf R.

0 ,falls t <0
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fo € C°(M) wird definiert durch

_ &= lle@|?) , falls y € V()
fo() { ! ogo ! ,fauszeM\V(x)

Es gilt: f.(z) = p(e?) > 0 und suppf, C ¢ *(clK(0,¢)) C V(z) C U.

2. Konstruktion von f:

Sei z € K C U. Wahle f, € C®°(M) wie in 1). W(z) := {y € M|f.(y) > 0} ist eine offene
Teilmenge von M.
cdW(x) =suppfs CV(z)CU (%)

K c | W(x). Da K kompakt ist, existiert endliche Teiliiberdeckung:

rxeK
KcW()U...UW(z,)
Sei nun
f=fo, +...4 [z, € C®(M)
dann gilt:

e f ist nicht negativ.
e flk >0, daes zu jedem x € K ein x; gibt mit € W(z;) und f, () > 0 und fzj(x) >0
fir i # 7.
und

suppf =cl{ye M|f(y) >0} =cl(W(x1)U...UW(zy,))
AW () U UdW (z) C U

O

Satz 2.45. Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit und A ein zuldssiger Atlas. Dann existiert eine Zerlegung
der 1 zu (M, A).

Beweis. In mehreren Schritten:

1. Sei A = {(Uq, ¥0) taca- O.B.d.A. kénnen wir annehmen, dass U = {U,}aep eine abzihlbare,
lokal-endliche Uberdeckung und clU, kompakt ist, denn nach Satz 1.27 existiert zu U eine solche
Verfeinerung.

2. Behauptung: Es existiert eine offene Uberdeckung W = {W,}aea von M mit clW, C U,

Zu x € M existiert ein a(r) € A mit z € Uy(,y). Wir wihlen eine offene Menge O(z) mit
clO(z) C Uy(y). Dies ergibt eine offene Uberdeckung O von M. Nach Satz 11 aus Kapitel 1
existiert eine abzéhlbare, lokal-endliche Verfeinerung N' = { N, },xex von O, d.h.

a) M= U Ng.
KEK

b) N, C O(x) C Uy fiir ein z € M.
¢) {Ng}xek ist lokal endlich.
d) clN, C clO(z) C Uy fiir ein x € M.
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Sei @ € A fix. Jo == {k € K | cIN, C Uy}. {Ny} ist lokal-endlich, d.h. fiir alle z € M
existiert eine Umgebung U(x), die sich nur mit endlich vielen N, schneidet. clU, ist kompakt

und clU, C |J U(x). Also gibt es x1,...,2py € M mit clUy, C U(z1) U...UU(xy,). Da jedes
rzeM
U(z;) sich nur mit endlich vielen N, schneidet, schneidet sich auch ¢lU, nur mit endlich vielen

Ng. Damit ist J, endlich.
Sei nun Wy, := |J N.. W, ist offen. W = {W, }aen ist eine abziihlbare Uberdeckung von M

KEJq

AW, = cl ( U NH> - U ¢IN, c U,

NGJ& HEJ&
Aukerdem ist clW,, kompakt, da clW,, C clU, ist und clU, nach 1. kompakt ist.

3. Definition der Zerlequng der 1:
Wir wenden das Lemma 2.44 auf cl(W,) C U, an.

Es existiert eine nicht negative Funktion g, € C*(M) mit go|aw, > 0 und suppgs, C U,.

Sei g := Y ga. g existiert und ist eine C*°-Funktion, da {U,} eine lokal endliche Familie von
a€cA
Mengen ist und g, aukerhalb von U, verschwindet, d.-h. Y galy(s) ist fiir jedes * € M eine
aEA
endliche Summe.

g(x) > 0 fiir alle z € M, da zu jedem = € M ein o € A existiert mit € W, und g, > 0 auf
clWq und gg > 0 fiir 8 # «.

foi= %‘1 e (M)

Es gilt:

a) fa >0, suppfa = suppga C Ua
b) {suppfataca ist lokal endlich, da {U,}aen lokal endlich ist.

> Yo
C) Zfa:aeA =1

a€el 9

Damit wird {fa}aea zu einer Zerlegung der 1 von (M, A).

Aus dem Beweis ergibt sich die
Folgerung. Sei M eine C'*°-Mannigfaltigkeit. Dann existiert ein abzéhlbarer zuldssiger Atlas

A= {(Ua> Soa)}aelh

sodass

1. {U,}q ist eine lokal-endliche Uberdeckung von M.
2. clU, ist kompakt fiir alle o € A.

3. Es existiert eine Zerlegung der 1 {fo}aea zu (M, A) mit suppfo C U,.
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Satz 2.46. Sei M eine C°°-Mannigfaltigkeit, U C M offen, K C M kompakt und K C U. Dann
existiert eine nicht negative Funktion f € C°(M) mit flx =1 und suppf C U.

Beweis. Wir wahlen einen Atlas A = {(Uq, ¥a) faca aus der Folgerung, so dass entweder U, C U oder
Uy C M\ K. Das ist moglich, da U und M \ K offen sind. (Man schneidet die Kartenbereiche eines
beliebigen Atlas A mit U und M \ K.) Sei {fa}aca eine Zerlegung der 1 zu A, suppfo C Uy und

A:={aeA|suppfa N K # 0}

A ist endlich, da {suppfs} lokal-endlich und K kompakt ist, denn zu jedem x € K existiert eine
Umgebung U(x), die sich nur mit endlich vielen suppf, schneidet, und K C U(z1) U... U U(xy,).
Nach Wahl des Atlas A gilt: @ € A = suppf, C U, C U, denn fiir o € A kann suppfo C Uy € M\ K
nicht gelten. Fiir
Fi= fa€C®(M)
aefx

gilt dann:
1. f>0

2. flk =1, dafiir alle x € K und a € A aus fo(z) > 0 folgt, dass « aus A ist, d.h.

f|K:Zfa‘K51-

aEA

3. suppf = | suppfa C U.
ach

2.8 Orientierbare Mannigfaltigkeiten

Zur Erinnerung:

2.8.1 Orientierung eines Vektorraumes |V mit Dimension n

Es sei
B (V) = Menge der Basen in V.

Wir fithren darauf eine Aquivalenzrelation ein:
a=(a,...,an) ~b=(b1,...,b,) <= det My > 0,
dabei bezeichne M, die Ubergangsmatrix von a nach b.
Definition. Eine Orientierung in V ist eine Aquivalenzklasse von Basen
(@1, an)] € BV),.

Bemerkungen:

e Fis existieren genau 2 mogliche Orientierungen von V', da card B (V)/ =2.

~
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e Mit Oy wollen wir eine Orientierung von V bezeichnen. Sei dann das Paar (V, Oy ) vorgege-
ben, so wollen wir a € B (V) /~ bositiv orientiert nennen, falls a € Oy . Anderenfalls heift a
negativ orientiert.

Beispiel 2.47. Beispiele fiir Orientierungen von VR

1. Die Orientierung Orn = [(e1,...,¢e,)] des R™, wobei ¢; = (0,...,0, 1 ,0,...,0), heiflt

i-te Stelle
positive Orientierung des R™.

2. Im R? sind (a1,a2) € Ogr2 <= ¢ € (0, 27], wobei
a EO

ay

3. Im R3 sind (a1, a2, a3) € Ogs genau dann, wenn sie die “rechte Hand Regel” erfiillen:

az

2.8.2 Orientierung auf Mannigfaltigkeiten

Definition. Sei M"™ eine C'°°-Mannigfaltigkeit. Eine Orientierung von M ist eine Familie von Orien-
tierungen der Tngentialrdume

Om = {OT:CM}J:E]\/I

mit folgender Eigenschaft: Zu jedem x € M existiert eine zulissige Karte (U, ¢ = (x1,...,2y,)), sodass
flir deren kanonische Basis gilt:

0 0
—(y),...,— €O firalley e U
(52 )+ 5 () € Om fusalle
M heifit genau dann orientierbar, wenn eine Orientierung Ojs existiert.
Sei (M, Ojy) eine orientierte MF. Eine zulissige Karte (U, = (x1,...,y)) heilt positiv orientiert
bzw. negativ orientiert, falls
0 (y) 0 (y) ] €O firalley e U
—(Y), ey =— iir alle
9z, Yy Oan Yy TyM Yy

bzw.
0 0

<E9951(y)”8xn(y)> ¢ O, fiir alle y € U
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Bemerkung. Sei (U, = (z1,...,%,)) eine zuldssige Karte und sei ¢~ := (—x1,22,...,2,), dann
gilt:
(U, ) ist positiv orientiert <= (U, ) ist negativ orientiert

Beispiel 2.48. Beispiele fiir orientierbare MF

e R",C" und graf (f) mit f : Uygep, C R™ — R™ sind orientierbar, da man sie durch eine
einzige Karte iiberdecken kann.

e S ist orientierbar, denn fiir 7 (t) = (cost,sint) ist Op g1 = [/ (¢)] eine Orientierung.

Satz 2.49. M™ ist genau dann orientierbar, falls ein zuldssiger Atlas A auf M existiert, so dass fiir
alle Karten (U, @), (V) € A mit UNV £ 0 gilt:

det <D ($o gfl)w)) >0 firallexeUNV

Beweis. (=): Sei Oy eine Orientierung von M. Nach Definition existiert nun um x € M eine zuldssige
Karte (Uy, ¢z), so dass

0 0 ~
<a$1(y)7’8xn<y)> € Or,u fiir alle y € U,

Betrachten wir nun den Atlas A = {(Uz, ¥2)},cpr- Sei daraus (U, ) und (Uy, ¢,) mit U, N U, # 0,
dann ist mit z € U, N U, und der Transformationsformel fiir kanonische Basen

D (301/ © Sogl)w(z) =M 5 . (*)

B%i(z) Wj(z)

Da aber nach Voraussetzung (Uy, ¢,) und (Uy, ¢,) positiv orientiert sind, gilt

det M >0 (%)

Damit haben wir einen Atlas mit den gewiinschten Eigenschaften gefunden.
(«<): Sei z € M und A der besagte Atlas. Sei weiterhin (U, ¢) € A eine Karte um z, dann definieren

Wegen (*) und (%) ist dies korrekt definiert und damit bildet
Om = {01y M}yen
eine Orientierung von M. O

Folgerung. Seien M und N orientierbar, so ist auch M x N orientierbar. Denn seien (Upr X Un, @1 X ©N)
und (Vi X Vn,¥ar X ¥ ) aus dem Produktatlas Ay« , so gilt

5 ((% < ) o (o1 X ¢2)_1> _ ( D (@Zn; o) H (¢2(3> o) > .

Damit wird z.B. der n-Torus 7" = S! x ... x S! orientierbar.
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Satz 2.50. Eine n-dimensionale MF M" ist genau dann orientierbar, falls eine n-Form w € Q™ (M)

mit der Eigenschaft
wy # 0 Ve e M

existiert.

Beweis. (<): Sei w die besagt n-Form, so existiert fiir jedes x € M eine Basis (a1(z),...,an(z)) in
T, M mit w, (a1(x),...,an(x)) # 0. Sei (b1(x),...,by(x)) nun eine weitere Basis dieser Art, so gilt
bekanntlich aufgrund der Schiefsymmetrie von w;

we (a1(@),. .., an(z)) = det (zm(ai)(bj)) wy (b1 (), ..., bn(z)) > 0.

D.h. die Definition

OTXM = [(al(iﬁ), ceey an(:v))]
ist korrekt. Wir zeigen nun, dass O := {O1, 1}, €ine Orientierung von M bildet: Sei z € M und
(U, ¢) eine zuldssige Karte um x und U zusammenhéngend. Aufgrund der Stetigkeit ist dann entweder

0 0
o () g ) >0 e,

oder 3 5
wy<3x1(y)"”’8$n(y)><o Vyel.

Im ersten Fall realisiert (U, ¢) die Orientierung, im zweiten ist es dagegen (U, ™).

(=): Hier benutzen wir die Zerlegung der 1: Sei A = {(U;, ;) };c; ein abzdhlbarer Atlas aus positiv
orientierbaren Karten und {f;},c; eine Zerlegung der 1 zu A mit supp f; C U;. Zu jeder Karte ¢; =
(z1,...,2zy) definieren wir w; :=dx; A ... Adzy, € Q(U;) und betrachten

w = Wi .
; !
(M)
Zu zeigen ist nun, dass w, # Ofiir allex € M: Sei (a1 (x),...,an (x)) € O, dann ist (w;), (a1 (z),...,an (x)) >

0 fiir jedes x € U; und ¢ € I. Da nun
fi (@) (Wi)y (a1 (2),... an () > 0, aber Y f; =1,
icl
existiert ein j € I mit f; > 0, so dass

we (a1 (x),...,an (x)) >0

Definition. Sei (M™,Oyy) eine orientierte Mannigfaltigkeit. Eine n-Form w € Q" (M) mit
wg (a1 (x),...,an () >0 fur alle [(a1 (z),...,an (z))] € O, 1
heifst Volumenform von (M, Oyy).

Satz 2.51. Sei M" eine Hyper des R" T d.h. M ist eine n-dimensionale UMF von R*", dann gilt:
M ist genou dann orientierbar, falls ein stetiges Finheitsnormalenvektorfeld existiert

w: M — R
t — p(x)e N,M=(T,M)"

wobei ||p (z) || = 1.
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Da N,M = (T,M)"ein ein-
dimensionaler Unterraum ist,
existieren dort nur 2 Vektoren
der Linge 1.

Beweis. (=) : Sei Onr = {O1, 0} 4e gy €ine Orientierung auf M, dann wiahlen wir ein p(z) € N, M
mit ||p (x) || = 1, sodass

(V15 vy Un, o (2)) € Ogntr.
——

€01, m

Damit ist u (z) eindeutig bestimmt, denn mit einem weiteren (w1, ..., wy,) € O, ar ergibt sich

Myw O
0 < det (M, ) = det ( o 1 ) = det (M(y, ), (w ) (%)

Stetigkeit von u: Fiir eine positiv orientierte Karte (U, ¢) ergibt sich aus den Eigenschaften des Vek-
torproduktes
() = 8Zl(:z:) X ... X agn(az)

HaTl(‘T) X oo X e ()]l

Diese Abbildung ist stetig.

(«<): Sei pp : M — R"! ein stetiges Normalenfeld, so definieren wir
Oty = [(V1,...,0)] <= (V1,...,Un, 1t (2)) € Ogn+1.

Wegen Aussage () ist die Definition korrekt. Nun zur Orientierung: Sei (U, ¢) eine zuldssige Karte
und U zusammenhéngend. Aufgrund der Stetigkeit der Determinanten ist

d 0
— ey n %
(om0 5 )i € Ones Wy

oder

) () n(5) € e Wy €U

o1 yaaaxnyap’y Rn+1 Yy .
Im ersten Fall realisiert (U, ¢) die Orientierung, und im zweiten Fall (U, ¢ 7). O
Folgerungen:

1. 5P = {z € R"™|||z| = r} ist orientierbar:

!

T,S" =
{veR"| (v,z) =0} somit ‘
ist () = T ein Einheitsnor- v

z

malenfeld u(z) = 3

2. Gleichungsdefinierte Hypern sind orientierbar:
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Sei f : U Cc R""! — R eine glatte Abbildung und 0 € R ein regulirer Wert von f, dann bildet
M"™ = f~1(0) c R™!

eine Hyper mit T,M = {v € R"™| (v, grad f (z)) = 0}. Sei néimlich v ein Weg auf M mit
v(0) =z und v/ (0) =v € T, M, so gilt

0=f(v(0) = [fonr]=dfs(v)=(grad f(z),v) = 0.
Damit ist dann N;M =R - grad f () und

_ grad f ()
(@) = [orad f (@)

3. Das Mobiusband ist nicht orientierbar:

Mormalan an sin MSoivshand

Das Normalenfeld ist nicht stetig!

2.9 Integration auf Mannigfaltigkeiten

Eine Integrationstheorie existiert auf jedem Mafiraum (X, A, 1) mit Menge X, o- Algebra A und Mafk
. Welchen Mafiraum nimmt man nun fiir Mannigfaltigkeiten?

Definition. Sei M" eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Teilmenge A C M heiflt messbar (Nullmenge),
falls fiir alle Karten (U, ) eines zuldssigen Atlanten Aj; die Menge ¢ (U N A) Lebesgue-messbar
(Lebesgue-Nullmenge) ist.

Diese Definition ist korrekt, da beide Begriffe invariant unter C*-Abbildungen sind. Die Menge der
messbaren Teilmengen bilden eine o-Algebra, das Maf darauf definiert man indirekt.

Wir wollen nun erkldren, was man unter dem Integral iiber eine n-Form w versteht. Dazu setzen wir
voraus, das M" eine orientierte Mannigfaltigkeit ist.”Wir bezeichnen dann

Qf (M) :={weQ(M)|suppw = cl{xr € M|w; # 0} ist kompakt}

"Fiir nicht-orientierbare Mannigfaltigkeiten, siehe “Sulanke/Wintgen: Differentialgeometrie und Faserbiindel”
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die Menge der n-Formen mit kompaktem Trager, und
Q:Z_ (M) = {w € Q(M) ’wx (ala"'yan) >0 V((]Jl,...,an) € OTm]\/[}

bzw.

Q" (M) :={weQ(M)|wz(ar,...,an) <0 V(ai,...,an) € Op,p}

als Menge der positiven bzw. negativen n-Formen. Zur Abkiirzung schreiben wir kurz

B (M) i= QF (M) U QT (M) U Q™ (M)
Unser Ziel ist nun die Definition von

/w mit w € Qo+ (M)
A

Definition. Sei w € Qo+ (M) , A C M™ messbar und enthalten in einer positiv-orientierten Karte
(U, ). Das Integral von w tiber A ist dann definiert durch

I : /w:: / (wp o p™t) dA™

A w(4)

1

Dies ist das Lebesgue-Integral der stetigen Abbildung w,0¢ ™" iiber der Lebesguemenge ¢ (A) im R",

wobei w,, aus der lokalen Darstellung von w in U

wU:wwdxlA...Adx”

(@) = s (@) e o))

kommt. (D.h. man integriert die lokalen Koeffizienten der Form w iiber dem Koordinatenbereich von
A)

Satz 2.52. Die Definition 2.9 (I1) ist korrekt, d.h. sie ist unabhdingig von der gewdhlten Karte.

Beweis. Set A C U und ¢ = (z1,...,2,) und ¥ = (y1,...,Yn) zwei positiv-orientierte Kartenabbil-
dungen auf U. Fiir die lokale Darstellung von w gilt dann die Transformation

w=wydry A\ ... \Ndx, = det (D (w o go_l)(p(x)> cwypdyr AN dyy

bzw 5 ) ; ,
Wy
daraus folgt jedoch
wpop !t =detD | Yoy cwgopto [Yopt L ()

T o(x) T
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Auf den Diffeomorphismus 7" : ¢ (U) — % (U) wenden wir nun die Transformationsformel fiir Lebes-
gueintegrale an:

wy 0 Y1) dA™ / wypoth L oT)- |det DT
/ (wypo9™) (wy ot )| |
T (¢ (A)) e(A) >0 da orient.
N—_——

—
*
~

9 [ oo

w(A)

I.A. liegt A jedoch nicht vollstdndig in einem Kartenbereich! Dies motiviert folgende

Definition. Ist w € Qo+ (M) , A C M"™ messbar und n = {(Uqa, pa)} ein abzéhlbarer, positiv-

orientierter Atlas auf M mit Zerlegung der 1 {fa},cp, dann sei
Is: /w = Z / faw
A €A Anp,
————

nach Def.2.9

Bemerkungen:

e Ist w e Qf (M), so summiert man tiber endlich viele Summanden.

e stwe QL (M),sogilt [ farw>0bzw. [ fo w<O0fiiralleaeA.
ANUq ANUa

Satz 2.53. Die Definition 2.9 (1) ist korrekt, d.h. sie ist unabhingig von den gewdhlten (n,{fa}).
Falls A in einem Kartenbereich liegt, stimmt sie mit der Definition 2.9 tberein.

Beweis. In mehreren Schritten:

1. Unabhdingigkeit vom Atlas und der Zerlequng der 1
Sei ) = (V3,%3), {93} ein weiterer positiv-orientierter Atlas mit Zerlegung der 1, dann ist

supp (fagpw) C Ua NUp
und damit
Yo farw = ) Sgs farw
/ [

Y ANU, Y ANU,

endl. Sum.

D5 SN PR

« B AnNULNUs
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Nun vertauschen wir die Summenzeichen. Dabei sei darauf hingewiesen, das fiir ein fixiertes §
nur endlich viele f,gs nicht verschwinden, da der Tréger von gg kompakt ist. Es ergibt sich also

(+) = ; 3 / Fags - w

< AnUanUp
endl. Sum.

z/%w

B anuU;,

2. Ubereinstimmung der Definitionen

Sei A C U in einem Kartenbereich einer positiv-orientierten Karte (U, ). Zu zeigen ist nun,

/wwwldk" Z / forw

o(A) * ANU,

dass

| fa - w die Definition 2.9 verwenden:

Es gilt nun (ANU,) C A C U, d.h wir kénnen fiir
ANUq

2 / forw = 3 / (fa - wp) o ldA"

@ ANUq @ p(ANUL)
= Z / (fao 1 ) (wy o gpfl) d\"
v AQU
endl. Sum.
/ (Zfaogp 1> Wy 0@ )d)\"
w(A4)

=1

Satz 2.54. Seiw € Qf - (M), dann gilt:

1. Rechenmethode der Integralberechnung
Aus A = AgUJ;2, A; mit Nullmenge Ay und paarweise disjunkten, L-messbaren A; ergibt sich

L

zlA

D.h. man zerlege A in disjunkte Teilmengen A;, die in Kartenumgebungen liegen und berechne

J w mit I; (Definition 2.9). Die Nullmengen kann man weglassen.
A;



2.9 Integration auf Mannigfaltigkeiten 93

2. Mittelwertsatz
Seix € M, f € C*® (M) und w die Volumenform auf M, dann ist

J [

U.
z)= lim =
Fle)= lim O

U;

wobei limy, () bedeutet, dass U; C o (K, (p(x))) zsh. mit ¢; — 0.

3. Verhalten unter Diffeomorphismen

Sei @ : M™ — N" ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus, d.h. mit (e, ..., e,) € O, m
ist (dPg(e1),...,dPs(en)) € Ory, N, s0 folgt

/Cb*w = / w
A o(A)
wobei natiirlich A C M messbar ist, und w € Qg - (M).

4. Verhalten ber Orientierungsinderung von M

(M, Oyr) sei eine orientierte Mannigfaltigkeit und

die Umkehrung der Orientierung in jedem Tangentialraum, dann gilt

[

Beweis. Fiir 1.) wendet man das Integral I an und auf [ ANU. faw die entsprechenden Figenschaften
des L-Integrals im R”.

3.) und 4.) folgen aus der Transformationsformel fiir das L-Integral im R™ (Vgl. Beweis von Satz
2.52). O

Bemerkung. Sei R (M) := {A C M| A ist messbar}. Dies ist eine o-Algebra auf M und fiir jedes
w € Qp = (M) ist

py:R(M) — R
A — /w
A
ein signiertes Mafs. Ist dann f: M — [0, oc] R-messbar, so gilt

J!fduw:A/f-w

Dadurch erhilt man eine Integrationstheorie auf M mittels n-Formen.



94 2 Differenzierbare Mannigfaltigkeiten

2.10 Der Satz von Stokes

Der Zentrale Satz in der Integrationstheorie ist der Satz von Stokes :

Satz 2.55. Sei M"™ eine Mannigfaltigkeit mit Rand OM und sei w € QS;FI (M), so gilt

/dw:/w
M oM

Diesen Satz wollen wir nun im Folgenden beweisen. Dies stellt lediglich eine Wiederholung zum Grund-
kurs “Analysis IV” dar, da alle Beweise analog zu denen aus der Theorie der Untermannigfaltigkeiten
des R™ gefiihrt werden.

Zuerst werden wir auf den Begriff der “berandeten Mannigfaltigkeit” eingehen. Danach wollen wir
wichtige Eigenschaften des Differentials einer k-Form wiederholen, bevor wir dann im Anschluss den
Satz von Stokes beweisen.

2.10.1 Mannigfaltigkeiten mit Rand

Wir bezeichnen mit
RY = {z € R"|z, > 0}

den “oberen” Halbraum mit induzierter Topologie.

Definition. M™" ist eine glatte Mannigfaltigkeit mit Rand: <=

1. M™ ist ein top. Raum mit T%- Eigenschaft und abzidhlbarer Basis.

2. Es existierst eine offene Uberdeckung U = {U,} aea von M und Homéomorphismen
Yo Uy — Ua C R}

3. @q 0 4,051 sind C*°-Abbildungen.

e (z)n

Die Menge
OM = {x € M|es ex. Karte (U, ) mit p(z), = 0}

bezeichnen wir als Rand von M. Die Menge

int M = {x € M|es ex. Karte (U,¢) mit p(x), >0}



2.10 Der Satz von Stokes 95

alles Inneres von M.

Es ist nun klar, das nur einer von diesen zwei Fillen eintreten wird. Denn sei x € (OM Nint M), dann
gibt es zum einen eine Karte
©1: Ui — U; C R™

mit z € Uy und ¢(z), > 0, und eine Karte
©a - Uy — 02 C Ri

mit x € Uz und ¢(x), = 0. Damit ist ¢1 (U3 N Uz) offen in R™ | @9 (U1 N Uz) C RY jedoch nicht, da
@2 (x) € OR'}. Das Bild der offenen Menge ¢ (U; N Us) sollte unter dem Diffeomorphismus ¢ o o7t
jedoch auch offen sein. Es gilt also

OM Nint M =)

Aus der Konstruktion erkennt man leicht, dass es sich bei int M um eine n-dimensionale Mannigfal-
tigkeit ohne Rand, und bei OM um eine (n — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit ohne Rand handelt.
Ist nun M orientiert, so induziert dies eine Orientierung auf OM:
Definition. Sei (M",Os) eine orientierte Mannigfaltigkeit mit Rand OM # (). Sei weiterhin x € OM,
w = [y] mit v (0) = z und
v: (—€,0] — M

dann heift

Oom = {0100 == {(v1, ..., vn—1) | (w,v1,...,0n—1) € Om}}ocom

die von Oy induzierte Orientierung auf oM.

2.10.2 Das Differential einer k-Form.

In Abschnitt 3 haben wir bereits das Differential einer glatten Funktion definiert. Dies war die folgende
Abbildung, die jeder Nullform (=Funktion) eine 1-Form zuordnet

d: C®(M) — QYM)
f — df wobei df(X) := X (f)

Die lokale Darstellung von df beziiglich einer Karte (U, p = (z1,...,x,)) ist gegeben durch

df = df <8i> da' =" ai(f) dat.
i=1 ' i=1 "

Wir definieren jetzt das Differential auf den k-Formen fiir k£ > 1, das jeder k-Form eine (k 4+ 1)-Form
zuordnet.

Definition. Die Abbildung

d: QFM) —  QFY (M),

w — dw

seil definiert durch
k

dw(Xo,..., Xp) = Y (~1VX; (w(XO,...,)?j,...,Xk))
§=0

+ ) (—)Pu([Xe, Xg], KXo, -, Xan o, X, Xa).
0<a<B<k
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(Dabei bedeutet der "Hut” auf einem Eintrag X;, d.h. )AQ, dass das entsprechende Vektorfeld wegge-
lassen wird.) d heifst Differential auf dem Raum der k-Formen, dw heift Differential von w.

Als Spezialfille erhilt man beispielsweise fiir das Differential von 1- bzw. 2-Formen
1. Sei w € QY(M) eine 1-Form. Dann gilt

dw(X,Y) = X(w(Y)) = Y (w(X)) = w([X, Y]).
2. Sei w € Q%(M) eine 2-Form. Dann gilt

dw(X,Y,Z) = Xw(V,2))-Y(w(X,2))+ Z(w(X,Y)
—w([X,Y],Z)+w([X, Z],Y) —w([Y, Z], X).

Satz 2.56. Figenschaften des Differentials

1. Die Abbildung d : QF(M) — QFL(M) ist korrekt definiert und linear.

2. Seiw € QY(M) und (U, = (x1,...,2,)) eine Karte auf M beziglich derer w die lokale Dar-
stellung wly = ; wrdx! habe. Dann gilt fiir die lokale Darstellung von dw

dw|y = ZdCL)] Adzl
I

3. dwANo)=dwNo+ (—1)deg‘”w Ado.
4. ddw =0 fir alle w € QF(M) und k > 0.
5. Ist F: M — N eine glatte Abbildung und w € Q¥(N), dann gilt
d(F*w) = F*dw.
Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Nach Definition ist d offensichtlich linear. Die Schiefsymmetrie von dw folgt aus der Schief-
symmetrie der k-Form w bzw. des Kommutators [-,-]. Die C*°-Linearitat von dw folgt aus den
Rechenregeln fiir den Kommutator aus Satz 2.13. Man benutzt dazu z.B. die Regel

Also ist dw € QFFL(M).

2. Die k-Form w habe die lokale Darstellung

wly = Zwldxl.
I
Nach 1.) ist dw eine (k + 1)-Form, besitzt also eine lokale Darstellung der Form
0 0
d = d . - da’
we > @) (e ) e

(J=1<jo<...<jp<n)

k ~
Def B) ) B) ) ;
= [y (-1)*—[w|( ye e e -dx”’ + 0,
ZJ: [ z;] 8$ja 8:1/‘j0 axja axjk

a=
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wobei [ 82 ) 9, } =0 benutzt wurde. Es folgt durch Vertauschen der Differentiale

doly = ) [f: <3ij WI))] - daj, Adx!

J:(IJDC) OZ:O

= Z Z (93:] ) - dx; A dx!
= Zdw[ Adzl.
I

3. Wir diirfen O.B.d.A. w = fdz! und 0 = gdz’ annehmen, da d linear und eine lokale Operation
ist. Dann folgt durch die bereits bekannten Rechenregeln fiir Differentialformen

d(fdxt A gda?) = d(fgda’ A dx?) z d(fg) Adx! A dx”

(gdf + fdg) Adx! Ndx! = df Adat A gdx? + dg A f dat A da?

= df Nda' Ao+ dgAwAde! E (dw) Ao+ (—1)%9%0 A do.

dw A o)

I

4. Wir beweisen die Behauptung zunichst fir £ = 0. Sei dazu f € C°°(M). Dann gilt nach
Definition des Differentials und unter Benutzung der Eigenschaften des Kommutators aus Satz
2.13

Def

d(df)(X,Y) =" X(df(Y)) = Y (df (X)) — df ([X, Y])
= X¥Y()-YXU) - X YI()

e

Sei nun k > 1 und w € QF(M) eine k-Form mit der lokaler Darstellung w = >_;wydz! . Dann
gilt
2N d(do! Adat) =Y [d(dw!) A da! — dwr A d(da?)] .
I
Da w! € C*®°(M) und da! = dz;, A ... Adx;, ist, folgt d(dw) = 0 aus dem Fall k = 0 und unter
Anwendung von 3.).

5. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber den Grad von w.

Sei k=0 und f € C®(N) = Q°(N). Dann gilt (F*f)(z) = f(F(z)). Also folgt

d(F* f)o(v) = d(f 0 F)p(v) Z (df ) pa) (dFs(v) = (F*df )a(v),
d.h. d(F*f) = F*df.

Wir setzen nun voraus, dass die Behauptung bereits fiir k-Formen bewiesen ist und schliefen
auf (k+ 1)-Formen. Sei also w eine (k + 1)-Form. Wie oben diirfen wir 0.B.d.A. annehmen, dass
w = fdx’ gilt, wobei J ein geordneter Multiindex J = (1 < jo < ... < ji < n) ist. In der
folgenden Rechnung bezeichnet I den Multiindex I = (jo < ... < jg—1). Dann erhalten wir aus
den schon bekannten Rechenregeln und der Induktionsvoraussetzung

d(F'w) = d(F*(fdz”))
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d(Fﬂ< [(fd:EjO VAP dxjkfl) AN d:C]k])
= d(F*(fda") A F*day,)
L A(F*(fdal)) A F*day, + (~1)FF*(fda') A d(F*daj,)
Y P d(fdat)) A Frda, + (<1)FF*(fda’) A F*(ddx;,)
L prd(fdat) Adaj,) E FH(d(fdat A daj,)).

2.10.3 Der Satz von Stokes fiir Differentialformen

Satz 2.57. Satz von Stokes. Sei M" eine n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit, OM der
Rand von M, versehen mit der induzierten Orientierung und w eine (n — 1)-Form mit kompaktem

Trager auf M. Dann gilt
/ dw = / w ()
M oM

Beweis. Sei A = {(Uq, )} ein Atlas auf M und {f,} eine Zerlegung der 1 zu A. Dann ist w =
> o faw, wobei die Summe endlich ist, da supp w kompakt und die Familie der Trager {suppfa} lokal
endlich ist. Da die linke und rechte Seite von () linear in w sind, geniigt es zu zeigen, dass

/ d(faw) = faw
M oM

gilt. Deshalb kénnen wir, um () zu beweisen, 0.B.d.A. annehmen, dass der Triger suppw in einem
Kartenumgebung U von M liegt.

Wir werden nun (%) durch direktes Ausrechnen beider Integrale beweisen.

1. Berechnung von fM dw:

Sei (U, = (x1,...%y)) eine positiv orientierte Karte mit o(U) C R’ . Beziiglich dieser Karte
ist w durch

d —~ 0 I} B
w:zwi(x)dfcl/\.../\dxl-/\.../\d:cn, mit wi:w<,...,,...,>
i—1 O0xy ox; oz,

gegeben. Wenden wir das Differential darauf an, so ergibt sich

n

dw = Zdwi/\dazl/\.../\dxi/\.../\da:n
=1
n

P —

= Z %(wi)dwj/\dxl/\...d:m/\.--/\dxn
ij=1 "7
— _1 1—1

= (dw)pdxi A...Ndxy.

(wi) dri A ... ANdz"
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Durch Einsetzen und Umformen des Integrals erhalten wir

Jao = [a

M U

= / (dw)y 0 ™t d,

so(U )

— zl/a wl O@ld)\n

= zl/ / /8 wzogol()dxi dxl...g;i...dacn,

(+5)

wobei die letzte Identitét aufgrund des Satzes von Fubini gilt. Da suppw C ¢(U), konnten wir
beim letzten Schritt den Integrationsbereich iiber ganz R™ ausdehnen. Nun unterscheiden wir
zwei Falle.

a) Ist i <n, so gilt

(#x) = /R ;%(wl o N(z)dx; = [w; o go_l]iooo =0,

da supp w; kompakt ist.
b) Falls i = n ist, so gilt

() = /000 ain(wn o Nx)dr; = —w(p Yz, .., Tno1,0)).

Daraus folgt
/ dw = (—1)”/ Wy, ((p_l(:rl, . ,xn_l,O)) dAp—1(T1, ... Tp—1).
M Rn—1
2. Berechnung von faM w:
Da suppw C U, ist suppw|onys C OM NU. Ist (U, = (x1,...,2,) eine Karte auf M, so ist

(U M 8M,¢|U03M = (xl, o ,xnfl))

eine Karte auf OM, da der Rand durch z,, = 0 charakterisiert ist.

Sei w, € T, M wie in Definition ?7?. Die folgenden Basen von T, M in einem Randpunkt z € OM
sind gleich orientiert:

(1) @ @)~ (o lde o @) 1 )
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da die Vektoren %(x) und w, nach Definition in verschiedene Richtungen beziiglich T,,0M

zeigen, v(x) nach aufen und %(az) nach innen. Also ist die Karte (U N OM, ¢|unan) des
Randes positiv orientiert, falls n gerade ist und negativ orientiert, falls n ungerade ist.

Die lokale Darstellung von w|yngas bzgl. der Randkarte ist

n
w’UmaM = Zwid$1 Ao NANdxy AL A dwn’UmaM =wpdri A ... Ndxy_1,
=1

denn fiir jeden Tangentialvektor aij (x) €T, OM,j=1,...,n—1, ist

(dxnm(f)f:j(x)) ~0

a) Sei n gerade. Dann ist

/w = / wndri A ... ANdxyp—q

oM UnoM
= wpo@ Ydn_1(x1,. .. 20 1)
p(UNOM)
= / Wn, (90_1($1, ey n—1, 0)) d)\n,1(1:1, e ,$n,1).
Rn—1

b) Ist n ungerade, so ist

/ w= —/ Wy, (np_l(:nl,...,ajn,l,O)) dAp—1(T1, ..., Tp—1).
oM Rn-1

Damit ist die Behauptung fM dw = faMu} bewiesen. OJ



3 Grundbegriffe der semi-Riemannschen
Geometrie

Idee von B. Riemann (1954): Man kann alle geometrischen Objekte (Léngen, ninhalte, Volumen,
Winkel, Kriimmungen) durch ein einziges algebraisches Objekt ausdriicken, der sogenannten “Rie-
mannschen Metrik” g € I'(S%(M)), einem symmetrischen nicht ausgearteten (2,0)-Tensorfeld auf M:

g:rxeEMw—g, T, xT,M—R,

dabei ist g, ein Skalarprodukt auf T, M.

3.1 Riemannsche und pseudo-Riemannsche Metriken

Definition. Sei M" C*°-Mannigfaltigkeit. Eine Metrik auf M" ist ein symmetrisches, nicht ausgear-
tetes (2,0)-Tensorfeld g : X(M) x X(M) — C*°(M) auf M mit konstantem Index, d.h.

g:xeMw— g, : T, M xT,. M — R

und g, ist fiir jedes x € M eine symmetrische, nicht ausgeartete Bilinearform mit Normalform
1

_1k
Tpta

Ly

Die Zahl k soll konstant bleiben und heift Index von g . (k,n — k) heift Signatur von g.

e Ist Index g = 0, d.h. g, ein positiv-definites Euklidisches Skalarprodukt auf T, M, so heifst g
Riemannsche Metrik

e Ist Index (g) = 1, so heift g Lorentz-Metrik ( Lorentz-Metriken benutzt man in der Relativi-
tatstheorie )

o 1 <k <n-—1,so heikt g pseudo-Riemannsche Metrik

e k beliebig , dann heifst g semi-Riemannsche Metrik

Ist g eine Metrik auf M™, so heifst (M, g)

e Riemannsche Mannigfaltigkeit < ¢g Riemannsche Metrik
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e Lorentz-Mannigfaltigkeit < g Lorentz-Metrik

e pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit < ¢g pseudo-Riemannsche Metrik

e semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit < g beliebige Metrik

Jedem Vektor des Tangentialraumes ldsst sich genau eine der folgende Eigenschaften zuordnen:

Definition. Sei g eine Metrik auf M, dann heifst
e v € T, M heikt zeitartig < g, (v,v) <0
e v € T, M heikt isotrop (lichtartig) < g,(v,v) = 0,Yv #0

e v € T, M heikt raumartig < g,(v,v) >0

Lokale Darstellung einer Metrik

Sei (U, = (x1,...,2y)) eine zulissige Karte, dann ist

gu = Z gwd% X dxj = Zgwd:m o dxj
t,j=1 i,j
mit 5 )
gij(r) = 9(87%(90% %j(fﬂ))
Die Funktionen g;; € C*°(U) heifen lokale Koeffizienten der Metrik beziiglich (U, ¢).

Da g, nicht ausgeartet und symmetrisch ist, ist die Matrix (g;j(z));;—; symmetrisch und invertierbar.

Die dazu inverse Matrix bezeichnet man mit (g*(z))%,_,.

Beispiel 3.1. Beispiele fiir Metriken

e Metriken im R"

Sei (, )p,q eine nicht ausgeartete symm. BLF vom Index p auf R™. Ein Vektorfeld auf R" ist eine
glatte Abbildung
X € C*(R",R")
und somit ist
Ip,a(X,Y)(2) := (X (2),Y(2))pgq
eine Metrik vom Index p auf der Mannigfaltigkeit R™.
Zur Lokale Darstellung von g, x: Sei (a1,...,a,) ONB von (RP4,(,), ), d.h.

o —(51‘]‘ fiir ¢ < p
<a“ 4 >p,q - { 5ij firi>p
Fiir eine Karte auf dem R" : ¢(x) = (z1,...,2,) mit x = > x;a; gilt dann %(x) = a; und

daraus folgt

. —1 fur:i <
9i(x) = (i, a;)pq = €i0i;  wobei g; = { 1 fiird ;Z

und damit ist

2

Opg = —da — ... — d:vf) + d:UI%H + ... +dx; wobei dx? = dx; o dz;.

Das Paar (R", g n—1) heift Minkowski-Raum
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e Induzierte Metriken

Sei (M, §) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und f : M — M eine Immersion, dann heifit
ffg=9

die induzierte Riemannsche Metrik auf M

Sei (M ,§) eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit und f: M — M eine Immersion, so dass
fiir alle z € M

dfx(TxM) C Tf(m)M
ein nicht ausgearteter Unterraum ist, (d.h. gy(,) ist auf df,. (T M) nicht ausgeartet), dann ist
9:=1"7

eine Metrik auf M und heiRt induzierte semi-Riemannsche Metrik.

— Sei (R%,g11) und M = R. Die Abbildung f : M — R2?,z — (x,z) ist eine Einbettung.
Aber jeder Vektor df(, . (v) ist isotrop und deshalb ist f*g; 1 = 0. Keine Metrik!

— Sei speziell M C M eine Untermannigfaltigkeit und (M ,§) eine semi-Riemannsche Man-
nigfaltigkeit, sodass fiir alle z € M T, M C T, M ein nicht ausgearteter Unterraum ist.
Dann ist

9 = GIx(m)xx(M)
eine semi-Riemannsche Metrik auf M.

— Ist M C RY eine Untermannigfaltigkeit des reellen Vektorraumes RV und (,)gnv das Stan-
dardskalarprodukt von RY. Dann gilt X(M) c C®°(M",RN).

9g(X,Y)(z) .= (X (2),Y(z))gy X,Y € X(M)

ist Riemannsche Metrik auf M™. Diese heifst induzierte Riemannsche Metrik der Untermannig-
faltigkeit M c RV,

e Rotationsn im R3

Wir betrachten die Mannigfaltigkeit
M? = {f (u,v) = (71 (v) cosu,y1(v) sinu,y2(v)) |v € (a,b) ,u € R}
mit einer Kurve
v=(m,7): (a,b) CR — R?
mit den Eigenschaften v (v) > 0 und 4 # 0.

M? C R3 ist eine 2-dim. UMF. Sei

D = (up—mu,+mv,— €00+ €),
dann ist

(U = f(D)7<p = fﬁl‘D = (’LL,U))

eine Karte um f (uo, v5).
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Fiir die kanonische Basis ergibt sich damit

2 (Fl,w) = 2 () = (~ s, 3 cosu, 0)

und
5y S(uv) = g’f (u,v) = (1(v) cos u, Y1 (v) sinu, Y2(v)) -

Die Koefhizienten der lokalen Darstellung der induzierten Metrik ergeben sich dann aus

0 0 9 9
(90 (Flu,0)) = (i%%i <%’%v§)

900 ou) Sov oo
_ ( ) 0 , )
0 @)l

9f(uw) = 712(U)du2 + “7(”)”2 dv®

Es ist also

Produkt-Metriken
Seien (M, g), (N, h) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten mit den Projektionen

T :MXN-—->Mund m: M XN — N
Wir definieren eine Metrik r € X(>0)(M x N) durch
ri=m g+ mh.

Dies ist eine Metrik auf M x N mit Index (r) = Index (g)+ Index (h) und heift Produkt-Metrik.
Nun ist jedoch

T(x,y)(M X N) ~ T.M x TyN
v ((dﬂ-l)(x,y)(v)>(d772)(a:,y)(v))

V1 v2

und damit
T(zy) (V1 + v2, w1 + w2) = gz (v1,w1) + hy(va, w2).

Deshalb benutzt man auch folgende Schreibweise:
r=g+h
warped-product-Metriken
Seien (M, g), (N, h) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten und
feC®M), f>0
Wir definieren folgende Metrik auf M x N
r=ntg+ (f om)?n*h,

oder in Kurzform
r=g+ f*h,
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wobei
r(:,jyy)(vl + v, wy + wg) = g;c(?)hwl) + f(x)zhy(vg,wg)
Diese semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit M x; N := (M x N, r) heifit warped product.

Viele kosmologische Modelle (4-dimensionale Mannigfaltigkeiten, die die Einstein-Gleichungen
der ART erfiillen: Ric — %Rg = T) sind warped products.
M=1xyF
Dabei ist (F,g) eine 3-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeiten konstanter Schnittkriim-
mung, I,;;., C R ein Intervall und f € C°°(I). Fiir die Metrik ergibt sich
r=—dt* + f?g.
Satz 3.2. Auf jeder C°°-Mannigfaltigkeit M™ existiert eine Riemannsche Metrik.

Beweis. Sei A = {Uq, ¢a)}aca abziahlbarer Atlas mit Zerlegung der 1 {fqo}aca. Wir betrachten die
induzierte Riemannsche Metrik

Jo = Pl Jrn € XV (Ua)
auf Uy, C M. Da sup f, C U, ist foga € %(270)(M) ein symmetrisches Tensorfeld auf M. Die Fortset-
zung

g = Z Ja 9o € x(Q’O)(M)

a€el
ist symmetrisch und existiert, da {sup f,} lokal endlich ist. Dazu ist g, positiv-definit: Fiir v €
T, M,v # 0 gilt
gx(va U) = Z foz(x)gaw (U7 U) >0,

acl
wobeid = {a € A| z € U,}. Da Y fo = 1, existiert ag und fo,(z) > 0, sodass g.(v,v) > 0. Damit
acA
ist g eine Riemannsche Metrik auf M. O

Metriken mit Index g = k£ > 0 existieren nicht immer. Dazu braucht man zusitzliche topologische
Bedingungen an M.

Satz 3.3. Auf M™ existiert genau dann eine pseudo-Riemannsche Metrik der Signatur (p,q), wenn
T™ =& &,
dabei sind EP und n? Vektorbiindel vom Rang p und q.

Die Aufspaltung TM = &P @ n? hat topologische Konsequenzen — Stiefel-Withney-Klassen, Chern-
klassen. Fiir Lorentz-Metriken gilt speziell

Satz 3.4. Sei M" eine C°°-Mannigfaltigkeit. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent:
1. Auf M existiert eine Lorentz-Metrik
2. Es existiert ein nirgends verschwindendes Vektorfeld X € X(M) (X (z) # 0,Yx € M)
3. M st nicht-kompakt oder M ist kompakt und die Eulersche Charakteristik X(M) ist Null.

(Beweis: — O’Neill: Semi-Riemannsche Geometrie, S. 149).

Wir erinnern an den schon aus Analysis IV bekannten

Satz 3.5. Satz von Igel. Auf der Sphire S*" existiert kein nirgends verschwindendes Vektorfeld.

Aus Satz 3.4 folgt nun, dass auf S?" keine Lorentz-Metrik existieren kann.
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3.2 Langen, Winkel und Volumen in semi-Riem. MF

Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit dem Problem der Volumen- und Lingen-Definition einer
semi-Riem. Mannigfaltigkeit (M, g) beschiftigen.
3.2.1 Lingen von Kurven in M
Definition. Sei v € T, M, dann heifst
[vllg := V/|gz (v, 0) |

die Lénge des Vektors v in (T;M, g).
Sei (M, g) eine semi-Riem. MF. und 7 : I 1ervan € R — M eine glatte Kurve auf M. Dann heifst

L(y) == / 14 (8) [l dt
I

Lénge von v in (M, g).

Bemerkungen:

e Ist M"™ C RN eine UMF mit induzierter Metrik. Dann ist fiir eine glatte Kurve « : [a,b] C R —
M

b
Ly) = / 15 (¢) llre

die aus der Analysis bekannte Lénge.

e Fiir eine pseudo-Riem.-MF kann die Linge einer nicht konstanten Kurve auch Null sein, da
fiir isotrope Kurven stets [|¥|| = 0 gilt. ( Das Licht bewegt sich in der Relativitétstheorie auf
isotropen Kurven. )

FEigenschaften der Linge

1. Sei v : I C R — M eine glatte Kurve und 7 : J — [ eine Parametertrafo (d.h. 7 ist ein
Diffeomorphismus). Sei dann

Yi=~vorT :J— M Umparametrisierung von -y

so gilt

da
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“”Wlﬁvw ) lly |det (7)' (1) at
Kr /|| o) Hg |7_ | ‘Tll(t)’ dt
= 1y

2. Eine Kurve 7 : I = [a,b] C R — M heift nach Bogenlinge parametrisiert, falls

17 (@) [lg = 1.

Fiir eine nach Bogenlidnge parametrisierte Kurve v gilt dann

1) = /wwwmw

T

_ /dt
I

= b—a

3. Eine Kurve 7 : I C R — M heiltt regulér, falls ¥ # 0 fiir alle ¢ € 1.

Behauptung: Jede reguldre, nirgends isotrope Kurve v : I C R — M ist nach Bogenlinge

parametrisierbar, d.h. es existiert eine Umparametrisierung 4 = v o7 mit |5 (¢) ||, = 1.

Beweis. Sei 7y : [a,b] — M regulér und nirgends isotrop. Wir betrachten die Abbildung
[ :a,b) — M

t— L) = [T @l

dann ist ' (t) = ||¥ (t) ||¢ > 0. Wegen dieser strikten Monotonie existiert eine Umkehrabbildung

=17 0,0 (3)] — [a,8].
Es gilt nun

lrom) Olly = 14 ®) 7@
=rvv@»myezn

= 1

D.h. ¥ = v o 7 ist nach Bogenlénge parametrisiert.

O

Definition. Eine Kurve «y : I = [a,b] — M heikt stiickweise glatt, falls v stetig ist und eine Zerlegung

a=tg<t1<...<t,=b
existiert, sodass die
Vi = WNitatiga) © [Eistivr] — M
fiir alle ¢ = 0...n glatte Kurven sind. Die Punkte 7 (¢;) heifen Ecken von ~.
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Die Eigenschaften 1-3 bleiben erhalten.

3.2.2 Volumen in semi-Riem. Mannigfaltigkeiten

Im letzten Kapitel haben wir die Integration von k-Formen auf Mannigfaltigkeiten besprochen. Nun
wollen wir dies auf den Begriff des Volumens ausdehnen. Wie man aber am Beispiel des (R, (,)gn)
sehen kann, ist der Volumenbegriff stark an die Metrik gebunden!

Wir suchen nun eine spezielle, der Metrik g angepasste positive n-Form auf M™.

Definition. Sei (M™, g, Ops) eine orientierte semi-Riem. Mannigfaltigkeit und (v1, . .., v,) eine positiv-
orientierte Basis in T, M mit dualer Basis (11,...,n,) aus T, M. Dann bezeichnen wir

dM, = \/\ det (gx (vi,v)) Im A ... Ay

Bemerkungen:
e dM, ist unabhéngig von der gewéhlten Basis. Denn sei (a1, ..., ay,) eine weitere positiv-orientierte
Basis mit dualer Basis (071, ...,0,) und Ubergangsmatrix v; = A;xag, so ist nach Voraussetzung

det A > 0. Dariiber hinaus gilt

9z (Vi v5) = gu (Airar, Ajiar)
= AirAjge (ag, ar)
= AiAlige (ag, a)

= > Ai ) e (ar, a)) Afj.
k l
In Matrizenschreibweise heiflt das

{gﬂc (Uia Uj)}ij =A- {gac (ak, al)}kJ AT,

Andererseits ist
OLN...Nop=(det A)ni A ... Anp.

Fiir dM, ergibt sich damit

\/] det (gz (vi,v)) M A ... A = \/\ det (A)? - det (g (ag, @) | (det A" or AL Aoy

= |det (g (ar, @) oL A ... Aoy,




3.2 Langen, Winkel und Volumen in semi-Riem. MF 109

e Die Abbildung = +— dM, ist ein glatter Schnitt in A"M, denn sei (U, = x1,...,x,) eine
positiv-orientierte Karte, so gilt fiir deren kanonische Basis

aM, = \/ det g, (ai (@), 6‘9 <m>)

€0 (U)
e Ist (e1,...,ep) eine positiv-orientierte ONB aus T, M und (o1, ...,0,) deren Dual, so gilt

dri A ... Ndxy,

dM, (e1,...,en) =1=01 A... Aoy (e1,...,€n),

d.h.
dMy = o1 A ... \oy,.

Definition. Die n-Form dM, € Q" (M) mit
dMy : x+— dM, € A" (T;M)

heift Volumenform von (M, g, O ).

Lokale Darstellung der Volumenform: Ist (U, ¢ = (z1,...,2y)) eine positiv-orientierte Karte und g;; (z) =
Gz (8%1_ (x), a%j (x)) seien die Koeflizienten der Metrik, dann ist

dM|U =1/ \det (gij)|d$1 A... ANdxy,

Definition. Sei (M",g,Oys) eine orientierte semi-Riem. Mannigfaltigkeit und A C M eine messbare
Teilmenge, so heifst die Zahl

Volg (A) == /dMg
A
das Volumen von A in (M", g,0y). (Im Fall n = 2 entspricht dies dem ’'ninhalt’.)

Bemerkungen:

o Fiir (M,g) = (R",(,)rn) ist Voly (A) = A" (A), dem Lebesgue-Maf auf R”.
e Vol ist unabhéngig von der gewihlten Orientierung, denn fiir —M = (M, —O)y) ist
d(M)=—dM

und damit

e Man kann das Volumen auch fiir Teilmengen von nicht orientierbaren Mannigfaltigkeiten defi-
nieren:

Sei A C M messbar, so ist

A= UAO‘ wobei A, paarweise disjunkt, und A, C U, Karte
(e}



110 3 Grundbegriffe der semi-Riemannschen Geometrie

Dann fixieren wir eine Orientierung auf U, womit

Volg / dU,

Volg (A) =Y Volg (Aa)

und wir setzen

Beispiel 3.6. Volumenberechnungen

e Obern von Graphen
Sei h : Uypen, € R? — R eine glatte Abbildung. Fiir M? = graph (h) C R?® mit induzierter

Metrik gilt dann
2 2
Oh
Vol, — | duid
¢ /\/ E)ul <8u2) e

denn in der inversen Karte f (u1,u2) = (u1,ug, h (u1,u2)) mit f (ui,u2) = = hat man
0 of oh
— = = — = 1 _—
uy (z) df(ul,ug) (e1) uy (u1,u2) ( 0, oy (U17u2)>

nad ) of oh
P () = dfuy us) (€2) = Bip (u1,uz) = <0, 1, By (U1,u2)> :

Fiir die Koeffizienten der Metrik ergibt sich dann

05@) = (5o @5 @)

2 oh oh
I+ (Bul (u17u2)) Dur (u1,u2) - Dus (u1,u2)

s (

2
ui, ug) - B (ug,ug) 1+ (au2 (u1,u2))

und es folgt

det (gi; (z)) = 1+ ((,if (ul,uQ)>2+ (;Z (ul,u2)>2.

Setzen wir dies ein, so erhalten wir

Voly, (M) = / dM,

M
— / \/mdul/\duz
fu

_ / /et (g3 (7 (ur,u2))) dx?

L))

2 2
oh
/\/ ul,u2)> + (auz (U17U2)> dul dUQ.
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e Obern von Rotationsn
Hier ist bekanntlich!

={f (w,v) = (71 (v) cosu, 7 (v)sinu, 72 (v))},
wobei 1 > 0 und % (v) # 0. Fiir die Metrik-Koeffizienten ergibt sich mit x = f (u,v)

a0 = (57 e )

det (g;j (x)) =% (v) - 17 () 1%

Fir das Volumen erhalten wir nun

und daraus folgt

2w b

Vol, //% 1 () lldudv

b

Vol (M) = 271/71 ) - 14 (v) || du do

a

bzw.

3.2.3 Der Schnittwinkel von Kurven in semi-Riem. Mannigfaltigkeiten

Im Folgenden sei (M, g) eine semi-Riem. Mannigfaltigkeit.

In einem Vektorraum mit Skalarprodukt beliebiger Signatur kann man erkldren was ’senkrecht’ be-
deutet, Winkel existieren aber nur im euklidischen Fall.

Definition. Seien v,w € T, M, dann heift v orthogonal zu w v L w) falls

gz (V,w) =0
Bemerkungen:

1. Ist (M, g) eine Riemannsche MF, so kann man den Schnittwinkel beliebiger Tangentialvektoren
u,v € T, M definieren. Fiir ein positiv-definites Skalarprodukt gilt bekanntlich die Cauchy-
Schwarz-Ungleichung

|92 (w, 0) | < lull - ]l

und daraus folgt dann

Dieser Winkel a =: Z (v, w) heifit Schnittwinkel von u und v in (M, g).

!siehe Beispiel 3.1 auf Seite 103
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2. Sei (M, g) eine Lorentz-MF.
a) Sind v,w € T, M zeitartig, so gilt
|92 (v, w) | = [|o] - [|w]]
Beweis. O.B.d.A. seien v und w linear unabhéngig und es gelte
w=av+w wobei w L v.
Damit folgt
ge (W, w) = g (av + W, av + B) = a®gy (v,v) + gz (0, D) . (%)
Da v zeitartig ist und der Index von g nur 1, muss w raumartig sein, d.h. es gilt
gz (W, @) > 0.
Wir erhalten nun
g (0w = a2, (v,0)°

= (gsﬂ (wa w) — 9z (12), ﬁ))) 9z (Ua U)
= gz (w,w) gy (v,0) — gz (W, W) gz (v,v)
<0 <0 >0 <0

>0
> Uz (w, U)) 9z (Ua 'U)
= olf?- [Jw|?

Damit gilt also
9z (U7w) >1
[0l - [lwl]

und es existiert genau ein a € [0, 00) fiir das

gz (v, w)

cosha = .
ol - fJwll

Dieses o heifst hyperbolischer Winkel zwischen « und v.

b) Ist v € T, M isotrop, so gilt v L v.

Definition. Zwei regulédre glatte Kurven v : I — M und § : J — M schneiden sich in g € M

orthogonal, falls .
zo =" (to) =6 (to) und (o) L d(to)

Sei (M, g) Riemannsch. v und ¢ schneiden sich im Winkel a € [0, 7], falls

7o =7 (to) =0 (t)) und o =2 (¥(t0),d(t0)) = Zaq (,).
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3.3 Isometrien und konforme Abbildungen

Definition. Seien (M, g) und (M,g) semi-Riem. Mannigfaltigkeiten. Eine Abbildung f : M — M
heif’t Isometrie, falls

1. f ist ein Diffeomorphismus.
2. f*g=g.
Ist dies der Fall, so nennen wir (M™, g) und (M”,§> isometrisch.

Bemerkung. Der Ausdruck f*§ = g heif’t ausgeschrieben:
9f(@) (dfe () dfe (w)) = go (v,0) (%)
damit ist also df, : T,M — T f(x)M eine lineare Isometrie der VektorRaume.

Definition. Eine C°°-Abbildung f : M"™ — M" heikt lokale Isometrie, falls

[fa=9

Aus (%) erkennt man unmittelbar, das mit f*g = ¢ das Differential df injektiv sein muss und aus
Dimensionsgriinden demnach bijektiv. Der Satz iiber die Umkehrabbildung liefert dann eine lokale
Diffeomorphie.

Definition. Eine C*°-Abbildung f: M" — M™ heiRt konform, falls
f*g=02g wobei 0 € C*° (M), 0 >0

Insbesondere ist f damit ein lokaler Diffeomorphismus.
Beispiel 3.7. Isometrien und konforme Abbildungen
e Holomorphe Funktionen

Sei f: U C C — C eine holomorphe Funktion und ¢ (,) = (, )ge-

Behauptung: Tst f'(z) # 0, so ist f lokal konform auf U = {z € U| f' (2) # 0} mit o2 =
det (Df).

Der Beweis bleibt als Ubungsaufgabe.

e Mobiustransformation

Wir betrachten die 1-Punkt-Kompaktifizierung von C: Co, = C U {o0}. Sei weiterhin

a b
A—<C d)EGL(ZC),

so definieren wir die Mobiustransformation

Fy:Ch — Cq

az+b
z

cz+d

a
00— —.

C
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Mit
HT :={x+iyeC|y >0}
und der Metrik
1

g+ = " (dac2 —|—dy2)

bezeichnen wir die Poincaré-Halbebene (H™, g+ ).

Behauptung: Sei A € SL(2;R), so ist

Fa: (H+agH+) - (H+agH+)
eine Isometrie.

Der Beweis bleibt als Ubungsaufgabe.

Stereografische Projektion

Wir betrachten die Kartenabbildung?

ony: S"—{NP} — R
xz +— Schnittpunkt des Graphen durch NP
und z mit R" = {:L’ € R”+1| Tptl = O}

NP

Behauptung: ¢y ist ein konformer Diffeomorphismus mit

2
" 1+ [lon () Il
PNIR = < 9 gs»
induzierte riem. Metrik
Der Beweis bleibt als Ubungsaufgabe. (Man berechne
1
ON(Z1, ..., Tpy1) = R (1,...,2n)

und

30]_\/'1 (ylv"'ayn) = (2y1,---,2yn7”y”2_1)

L+ lyl?
)

2siehe auch Bsp. 1 auf Seite 19 von Kapitel 1



3.3 Isometrien und konforme Abbildungen 115

Definition. Ein Diffeomorphismus f : (M,g) — (M,§> zwischen zwei semi-Riem. Mannigfaltig-
keiten heifst

e lingentreu <= [, (y) =15 (f (v)) fiir alle Kurven v : I — M,
e volumentreu :<= Vol, (A) = Vol (f (A)) fiir alle messbaren A C M

e orthogonalitéitserhaltend <= Vov,w € T, M mit v_Lw gilt df, (v) Ldf, (w).

Seien g und § Riemannsch, so heilst f
e winkeltreu <= Ly (7,0) =Ly (f (7), F(6)) -
Seien g und g pseudo-Riemannsch, so heiftt f
e typerhaltend <= Va € T, M zeitartig (raumartig) ist df; (v) zeitartig (raumartig).

Satz 3.8. Sei f : (M,g) — (M,g) ein typerhaltender Diffeomorphismus zwischen semi-Riem.
Mannigfaltigkeiten, dann gilt

1. f ist eine Isometrie <= f ist lingentreu,
2. f ist konform <= f ist orthogonalititserhaltend,
3. f ist lingentreu <= f st konform und volumenerhaltend.

4. Sind g und g Riemannsch, so gilt: f ist konform <= f ist winkeltreu.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. (=):
b
L) = /wﬂmﬁww

b
- /MMM%mMﬁ

b
— [ iaro @ G0) dh Gle) de

b
- /\/(f*g)v(t) (v(t),y(t)) dt

, b
Vor. /\/g”/(t) (3(t),4(t)) dt =/||7(t) gt

a

= ()
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(<) : Sei f langentreu. Da g und f*g symmetrische Bilinearformen sind, geniigt es zu zeigen,
dass
(f*g)x ('l), U) = Ox (U7 U) Yo e T, M

da

9z (va) :%(gz (v,v)—i—gw(w,w)—g(v—w,v—w))

Sei also 7y : (—€,€) — M eine Kurve mit 7 (0) = z und 4 (0) = v. Wir setzen

L®) =ty Ol -ca) = [ 15 lods

und

L) =1y (f (1) |cy) = / 1 (for) (s) [pds.

Nach Vor. ist L (t) = L (t). Differenziert man nun nach t, so folgt

5 @ llg =11(For) () lly

bzw. fir t =0
192 (v, v) | = |(f*9)x (v,0) .

Da f typerhaltend ist, folgt daraus die Behauptung.
2. (=) : Seien v,w € T, M mit vLw, so gilt
95(@) (dfe (v),dfs (w)) = (f*g), (v,w) = 0%g; (v,w) =0
(<) : Sei f orthogonalitéitserhaltend. Wir fixieren eine ONB (eq,...,e,) von T, M. Dann ist

1 fiiri=1,...
€ = g (€5, €;) :{ p

1 fire=p+1,....n
und wir setzen

(f9) (€ires) = gp@) (dfe(ei),dfz(e)) (%)

= 0,607 (z) mit o >0

Wir zeigen nun
o1(x)=...=0op(x) =10 (x).

Es gilt namlich
gz (ei —€j,€5ei +€ie5) = €5 — €iej = 0.
Demzufolge ist nach Voraussetzung auch

dfgC (ei — ej) J_dfx (ej-ei + eiej)
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und damit

0 = (f*g)x (61' —ej,€€; + eiej)
= () (dfa (e:) — dfu (&), €jdfs (€i) + €idfz (€)))
= Ejeiof (x) — qqojz (z)
= o} (z) — o} (x)
Durch lineare Fortsetzung von (*) folgt nun die Behauptung.

3. f lingentreu <= f ist konform und volumentreu.

a) Sei (u.¢ = (z1,...,%,)) eine Karte von M mit der durch ¢ definierten Orientierung Oy und
damit (U =fU),p=poft=(y,... ,yn)> eine Karte auf M mit der durch ¢ definier-

ten Orientierung. Dann ist f : U — U ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus.
Nach Definition iiberfiihrt df die kanonischen Basen ineinander, denn

0
df <8$Z ($)> = dfs (d@;(lx) (ei)) = d (f o gpfl)cp(x) (e)
L (o 17 g (@)
0

= (y)

Oy
Fiir die kanonischen n-Formen folgt dann
0 0
1 = dpyAN...ANdyp | — (), .oy =—
e h i () 1)

= ff(dyi A...Ndyp) (jm(x)”i(x)>

Damit ist also
ffdyy Ao Ndyp) =dzy A ... Nday, (3.1)

Behauptung: f ist volumentreu <= f*dU = dU YV (U, )

i (<):

= /\/gf(x)f* (dy1 A ... Adyn)
A

3.1 =

3.1) /\/gf(m)dxlA...Adxn
A

_ / Vi paprdA”
©(A)
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= / Vi 1d\®
2(f(4)

= / Vadys AN dy,
ey

= /dU:Volg(f(A))
ey

ii. (=) : Fiir die n-Formen f*dU und dU existiert genau ein A € C* (M) mit
f*dU = X\ - dU.
Fiir alle x € M gilt nun aber nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung
[ AU [ frau
Ke(z . Ke(z
Mz) = lm (f) a7 o (f) U
Ke(x) Kc(x)

I Vaoff (dyin.. Adyy)
Kc(z)
ey [ dU

Kc(x)

| Vo fdriA...Ndx,

b) Zum Beweis von 3. :

i. (=) :Ist f langentreu so gilt f*g = ¢ und somit ist f konform. Wahlt man nun alle
Karten wie in (a), so gilt auch

9(f(2) = \/det {gm) ((98% (¥), ;yj (y)) }J

= \/det {gf(w) (dfw ((;ii (x)) ,dfu <aij (:c)>> }]
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= (Jdet {fgh,; = \Jdet {g},,
= Vyg(2)

Ist A messbar und liegt 0.B.d.A. in einer Kartenumgebung U, so folgt

/dﬁ = /ﬁdylA...Adyn

f(4) f(4)
= / A/ g o 9571d)\n
B(f(A)

= [ Vaeheeax
©(A)

:/dU

A

Also ist f auch volumenerhaltend.
ii. («<):Sei f*§=02-gund f*dU = dU fiir alle Karten (U, ¢). Sei weiterhin (ej, ..., ey)
eine positiv-orientierte ONB in T, U bzgl. g, dann ist

<U(1x)dfx (e1),-. ., U(lx)dfx (en)>

eine positiv-orientierte ONB in Tf(w)ﬁ bzgl. g. Und es folgt

(f*df])m(el,...,en) = AU (dfu (€1) s dfu (€2))

= 0" () AUy (U(lx)dfw (e1),---,

= o"-1

= o"-dU;(e1,...,en).

b

i)

Damit ist also .
ffdu = o" - dU

Nach Voraussetzung gilt dann jedoch o™ = 1.

4. Analog zu 2.
O

Information: Satz von Nash.? Sei (M™,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann ist M iso-
metrisch zu einer UMF M C RY mit Induzierter Metrik.

Definition. Sei B € X0 (M) ein (r,0)- Tensorfeld und X € X (M) ein Vektorfeld und ®; : M —
M die durch den Fluss von X definierten lokalen Diffeomorphismen, dann heift das (r, 0)-Tensorfeld

(LxB), = % (®B), i € TEOM

die Lie-Ableitung von B nach X.

3 Ann. of Math 1956, 63, S.20-63
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Fiir B = g gibt es 2 wesentliche Félle:

Definition. Sei (M, g) eine semi-Riem. Mannigfaltigkeit. Ein Vektorfeld X € X (M) heifit

e Killing-Vektorfeld :<—= Lxg =10

e konformes Vektorfeld <= Lxg=X-g

Schreibt man z.B. die Bedingung fiir ein Killingfeld aus, so erhélt man

(Lxg), (v.w) = 5 (i), o

fiir alle v = [y] und w = [¢] aus T, M.

Satz 3.9. Sei (M, g) eine semi-Riem. Mannigfaltigkeit und X € X (M) mit Fluss {®:}, dann gill

1. X ist ein Killingfeld. <= &, : Uy C M — &, (U;) C M sind Isometrien.

2. X ist ein konformes Vektorfeld <= &, : Uy C M — &, (Uy) C M sind konforme Abbildungen.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:
1. (<) : Sei x € M. Fiir alle || < € ist z € U;. Nach Voraussetzung ist dann
(®79), =9 V|t <e
und damit
d
(Lxg), = i (®79), lt=0 =10
(=) : Sei & € Uy. Zu zeigen ist (®;g), = g». Dazu nutzen wir die Eigenschaft
q)s+t == (I)s o q)t

und betrachten die Abbildung

(@), : TOM — TCOM (%)
Bo,z) +— (®;B)

T

Nach Voraussetzung ist

d (o
0= (Lxg)cpt(;p) ~ds ((%9)@@)) |s=0-
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Wenden wir darauf (x) an , so folgt

d * *
%(((I)t)g; ° (‘I’sg)@(z))\szo
(<I>I+Sg)z
d
Z(@*g). |,
4 (@10,
d.h. (®%g), ist konstant auf (—e¢,t) und damit folgt

0 =

2. («): Esist (®jg), = 0 (x) g, fiir alle ¢ fiir die ®; definiert ist. Damit folgt

d . d
(Lxg), = 7 (®79), lt=0 = pn (07 (2)) lt=0" 9o

—_——
Alz)
(=) : Sei = im Definitionsbereich von ®; und gelte

d o
(LXg)ét(x) = s ((I)sg)cbt(x) ls=0 = A (Pt () - 9o, (a)
Wir benutzen wieder die Abbildung von (x)

d

L (®]), 0 (10),0))li=0 = A (@ () - (@), 90,

(q):+sg)1-

Damit ist

Aus der DGL R/ (t) = A (t) h (t) folgt dann

A @s(z))ds
(®79), =¢°

und somit ist P; konform.

O
Satz 3.10. Eigenschaften der Lie-Ableitung von Tensorfeldern. Seien B;,B € X0 (M)
Tensorfelder, f € C° (M) und X,Y € X (M), so gilt

1. Lx (f-B)=X(f)-B+f-LxB
2. Lx (B1® B2) = (LxB1) ® By + By ® (LxBa)

3. (LxB)(Xy,...,X,) =X (B(X1,..., X)) -

(2

S B(X1,.. L [X X, X))
=1
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4- [Lx, Ly] = Lixy)

Den Beweis iiberlassen wir als Ubungsaufgabe.
Folgerung. Sind X,Y Killing-VF (konforme VF), so ist [X,Y] auch ein Killing-VF (konformes VF).

Beweis. Essei Lxg=A-gund Lyg = p-g. Aus Satz3.10 folgt dann

IS
N

[Lx,Lylg

= Lx(Lyg)— Ly (Lxg)

= Lx(p-g9)—Ly (A g)
X(p)-g+p-Lxg—X\) g+ Lyg
(X (W) +p-A=XAN)=A-p)g

= (X(p)—-X)yg

eC>>M

Lixy9

—_
N>

Bemerkungen:

o Rill(M,g) ={X € X(M)| X ist Killing-Vektorfeld} ist eine Lie-Algebra.
Isom (M,g) ={f € Diff (M)]| f ist Isometrie} ist eine Liesche Gruppe mit Lie-Algebra

Rill, (M, g) = {X € Kill (M, g)| X ist vollsténdig}

o conf (M,g) ={X € X(M)| X ist ein konformes VF} ist eine Lie-Algebra
Conf (M,g) ={f € Diff(M)| f ist konform} ist eine Liesche Gruppe mit Lie-Algebra

confo (M, g) ={X € conf (M,g)| X ist vollstindig}

und es gilt
1
dim Rill, (M", g) < o (n+1)

dimconf. (M",g) < & (n+1) (n+2)

3.4 Kovariante Ableitungen und Levi-Civita-Zusammenhang

Im Euklidischen Raum weifs man, wie man Vektoren entlang von Kurven parallel verschieben kann.
Wir wollen dies jetzt auf Mannigfaltigkeiten verallgemeinern. Dazu benétigt man ein Konzept, mit
dem man erkléren kann, was die Parallelverschiebung von Tangentialvektoren sein soll.

Betrachten wir dazu zunéchst die Parallelverschiebung im R" nochmals genauer:



3.4 Kovariante Ableitungen und Levi-Civita-Zusammenhang 123

»R™ = R" Parallelverschiebung von v € T;R" entlang v <= v(t) = v = const. <=

e () kiirzeste Kurve zwischen x und y im R™ <= +/(t) parallel verschieben entlang ~(t)

Wir miissen allgemein erkldren, was die Ableitung von VF entlang Kurven ist. Dazu verallgemeinern
wir zunéchst die Richtungsableitung im R™ und betrachten dazu die Menge der Vektorfelder X(R") =
C*®(R"™,R™) = T'(TR™) mit der Abbildung

V: X(R") x X(R") — X(R"),
(X,Y) — VxY:=X(Y)
Richtungsableitung von ¥ : R* — R"
nach VF X.

Diese Abbildung ist
e additivin Y,

e erfiillt die Produktregel in Y, d.h. Vx (fY)=X (/)Y + f- (VxY),

e und sie ist tensoriell in X, dh. Vix 1gx,Y = f-Vx, Y +¢-Vx,Y fir alle Y € X (R") und
f,g € C*(R").

Des weiteren hat sie die FEigenschaften:
o X ((Y1,Y2)gn) = (Vx Y1, Ya)gn +(¥1, VxY2)ga
e VxY —VyX =[X,Y]
Definition. Sei M"™ eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Zuordnung

Vix(M)x x(M) — X(M)
(X,Y) — VyY

heifst kovariante Ableitung (=affiner Zusammenhang) von Y nach X (auf M) , falls

1. Vx(Yl + YQ) =VxY1 +VxYs (additiv in Y)

2. Vx(fY)=X(f)Y + fVxY (Produktregel)
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3. VxY tensoriell in X, d.h. Vyex,1gx,Y = f-Vx, Y + ¢ - Vx,Y fiir alle Y € X (M) und
f,g€C®(M).

Beispiel 3.11. Kovariante Ableitungen
1. Fir R" = M™ ist wie oben gesehen VxY = X (Y) eine kovariante Ableitung.

2. Sei M"™ C R" eine UMF, dann ist (VxY') (z) := projr, py X(Y)(z) eine kov. Ableitung auf M.
——

eRN
3. Sei V eine kov. Ableitung und B € X3 (M), dann ist V = V + B mit
VxY = VxY + B(X,Y)
ebenfalls eine kov. Ableitung.

Da eine glatte Mannigfaltigkeit M"™ diffeomorph ist zu einer UMF M c RY existieren also immer oo
viele kov. Ableitungen.

Lemma 3.12. Sei V eine kov. Ableitung, U C M offen und Y1,Y2, X € X(M) mit Y1|lv = Ya|u, so
15t

VxY1 =VxYo
auf U.

Beweis. Sei x € U fix und f € C*°(M) mit f(z) =1 und supp f C U. Dann ist f- (Y1 — Y2) =0 auf
M und mit der Produktregel folgt

0=Vxf- M —-Y2)=X(f)(V1—-Y2) + [ (VxY¥1 - VxY3)
Im Punkt z gilt nun aber f(z) =1 und Yj(z) = Ya(x), sodass
0=(Vx1)(z) = (VxY2) ().
Daraus folgt aber die Behauptung. O

Folgerungen:

1. (VxY) ist eindeutig durch X (x) und Y|y bestimmt, und zwar fiir beliebig kleine offene Umge-
bung U(x) C M. Wir setzen damit

(VxY)(2) := Vx(»)Y-

2. Man kann die kov. Ableitung VM auf M zu einer kov. Ableitung auf offenen Teilmengen U ¢ M
einschranken:

VUix(U)xx(U) — X(U)
(X,Y) — (VEY)(z):= (VMY/) ()

wobei X,Y € (M) mit X|y = X und Y|y =Y.

Wir bezeichnen im Folgenden VY und VM mit dem gleichen Symbol V.
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Definition. Sei (U, = (x1,...,zy)) eine zuldssige Karte auf M, dann heifen die Funktionen Ff’j €
C>®(U), fir die

n

8361 &c j Z g 0:10

lokale Koeffizienten von V bez. (U, ¢).

Wegen der Eigenschaften 1.) - 3.) ist V eindeutig bestimmt, wenn man die {Ffj} fiir einen Atlas Aps
kennt. Sei ndmlich X = Zfza und Y = Z@W fur eine Karte (U, ¢ = (x1,...xy)), so folgt dann

VyY = Z{”V%Y

i 0
= Zﬁﬁjv 7+€3xz( i) 5

3,j=1 J

n n : : a
- S S e e Xegon ) o

k=1 \1i,j=1

Q
e

Beispiel 3.13. Kowvariante Ableitung tm R"
Sei M =R"™ und VxY = X(Y). Fiir die Karte (R", ¢ = id) mit % = ¢; folgt

Veej = e€i(e5) =0,
da e; ein konstantes VI ist. Es gilt also Fk = 0.
Definition. Sei v: I C R — M eine C*°-Kurve. Ein VF entlang v ist eine Abbildung

X:ICR — TM
t — X(t)ET,y(t)M

die "glatt’ ist, d.h. fiir jede Karte (U, @) mit U N~ (I) # 0 sind die Koeffizienten ¢%(¢) in der Basisdar-
stellung

= ) =—(v(t t U
IECF - CINEICE
glatte Funktion in ¢t. Wir setzen
X, (M) := Menge der Vektorfelder entlang

Bemerkung. X () ist i.A. nicht zu einem VF auf M fortsetzbar.
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Behauptung: Sei v : I C R — M regulir und X € X, (M), dann existiert fiir alle tg € I ein ¢, > 0
und Vektorfeld Xy, € X(M) so dass

Xy (v(1) =X ()  V[t—to| <e,t €L
D.h. man kann X in diesem Fall lokal zu einem Vektorfeld auf M fortsetzen.

Beweis. Nach Voraussetzung ist v eine Immersion, und damit lokal eine Einbettung. Es existiert also

eine Teilmenge Iy, C I so dass
’y:[to E’V(Ito):KCM

ein Diffeomorphismus zur UMF K C M ist. Damit existiert auch eine Karte (U, @) von M mit
o(KNU)=(x1,0,...,0) und wir setzen

X (cp_l(xl,....,xn)) =X (go_l(acl,O,...,O)).
[l

Satz 3.14. Sei (M,V) eine glatte Mannigfaltigkeit mit kov. Ableitung und v : I C R — M eine
C*®-Kurve in M. Dann existiert eine eindeutig bestimmte Zuordnung

\Y%
SR (M) — X, (M)
VX

X — —

dt

mit folgenden Eigenschaften:

1 V(X1 +Xo) = Yo 4 Y

2. Y (f-X)=fX+f I fiiralle f€C>®(I).
9. Ist X € X(M) mit X (y(t)) =X (t) VteIcCI dann ist

VX

% € X, (M) heifit kovariante Ableitung von X € X, (M) entlang v

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Eindeutigkeit: Angenommen ¥ und 1.) - 3.) sind gegeben. Sei (U, = (z1,...,2,)) zulissige

Karte mit U N~(I) # 0, und I C I ein Teilintervall mit v(I) C U, dann ist

X(0)= 360 5 (1) el
i=1 %l,_/
=:Xi(t)

Aus 1.) und 2.) folgt nun

n

VX , VX;
dt—z<§z"Xz+§zdt>-

i=1
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und mit 3.) folgt weiter

VX; .
7 (t) = Vﬁ,(t) 97 Viel
Setzen wir nun @ oy = (v1,...,7,) auf I, so erhalten wir
. L,
G0 = YA ()
=1 !
VX, n 0 -
YN = S A OTEG ) ) tel
oyrj=1 Tk

:%“) = 2 &+ &M O (@) aikw(t)) viel (%)

k=1

und damit ist 5 ist eindeutig durch die lokalen Koeffizienten {Ffj}von V bestimmt.

2. Ezistenz: Sei (U, ¢ = (z1,...,2,)) Karte mit v (I)NU # 0. Wir definieren %X (t) V¢ € I durch
(%)
VX Ny , )
- = YlaO+d 6w OTE @) 9z, (1)

k=1 i,j

Direktes Nachrechnen zeigt, dass %(t} die Eigenschaften 1.) - 3.) erfiillt. () ist damit auch die

Lokale Darstellung von %(t).

O]

Beispiel 3.15. Kovariante Ableitung entlang Kurven im R"
Sei M =R" und VxY = X (Y). Fir X € X, (R") gilt

X (@) = Zg () e

und damit ist

n
e (t) = Zfl/e (t)er  (daT};=0)
k=1
= X'(t)
Definition. Sei (M,V) eine glatte Mannigfaltigkeit mit kov. Ableitung und v : I C R — M eine
glatte Kurve. Ein VF X € X, (M) heift parallel verschoben entlang ~, falls

VX
3 =0

Bemerkung. In lokalen Koordinaten ist diese Bedingung dquivalent zu

§;+Z(~y’—i§jr§ﬂ> =0 k=1,...,n
i?j
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Beispiel 3.16. Parallelverschiebung im R”
Sei M =R" und VxY = X(Y). Z € X, (R")ist genau dann parallel verschoben, falls

% =Z7'(t) =0 < Z (t) = const.

Satz 3.17. Sei(M,V) eine glatte Mannigfaltigkeit mit kov. Ableitung und v : [a,b] C R — M eine
glatte Kurve, dann gilt

1. Ist v € TyoM, so ewistiert genau ein entlang v parallel-verschobenes VF X, € X, (M) mit
Xy(a) =wv.

2. Die Abbildung

V.
v — X,(b)

heifit Parallelverschiebung entlang vy, ist ein linear Isomorphismus der Tangentialriume und un-
abhdngig von der Parametrisierung von -y.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:
1. Die DGL Vd—f = 0 hat in lokalen Koordinaten die Form

§t)=B()- (),

wobei & () = (61 (t),...,& ()" und B(t) € Mg (n,n). Sei &(a) vorgegeben, dann existiert
(lokal) genau eine Losung des AWP auf dem ganzen Definitionsbereich von B?. iiberdeckt man
durch Karten 7 ([a,b]), so erhilt man sukzessive die Losung des AWP auf den Teilintervallen.
Und damit folgt die Behauptung.

2. PY ist

e linear, da DGL linear:
Xowvtpuw(t) = aXy(t) + BXw(t)

erfillt DGL und AWP

o bijektiv: Wir lassen v riickwérts durchlaufen:
7 () =(b—tb—a)) te01]
Dann ist X~ (t) := X (b —t(b — a)) parallel entlang v und es gilt
X (1) =X(a) und X (0) = X(b)
sodass

V.oV o o_ -
Py Py = ldngm

v v o_ .
Pj-oPy = idr M

“siehe Analysis 3: Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindeldf
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o Mit
Y(s) =7(7(s))  7(s0) =@a,  7(s1) =D
ist X(s) := X(7(s)) Parallelverschiebung von v € Ty ()M entlang 5.
O

Satz 3.18. Sei M™ C R¥eine UMF mit kanonischen kov. Ableitung VxY = projpy (X (Y)) und
v:1I CR — M eine Kurve. Dann gilt:

Ein Vektorfeld Z : 1 C R — RN auf M entlang vy ist parallel verschoben. <= Z' (t) € NypyM™ C RN
vVtel.

Beweis. Sei (U, = (z1,...,zy,)) Karte mit v (t) € U, dann ist in einer Umgebung von ~ (¢)
= 0
20)=Y 602 60)
i=1 !

und damit

L0 = YW )+ &0 Vo

2

=4 id (t) 81 (v (1)) + & () projr. ,, m (f'y ®) (ai))

i=1

= proir, (Z 0 5 00160 5 (5 <t>)>

= projr, v jt(z& (t)aii(v(t))>

Z(t)

= projp, ,uZ (t).
Und daraus folgt
Z'(t)=0 <= projr, ,u (Z'(t))=0 Vtel
— Z'(t)e NyyM" CR Vtel.
O

Beispiel 3.19. Parallelverschiebung auf der S*

Betrachten S? mit kanonischer kov. Ableitung VxY = projpg2X (Y). Wir betrachten die halben
Grofkreise. Fiir ¢ € [0, 7] sei

v (t) = cos(t)es+sin(t)er
Yo (t) = cos(t)es+sin(t)es

Fiir die Parallelverschiebungen PX T, 8% — T, 8%, j € {1,2}, folgt dann
Py (v) = =Py, (v) mit v € TeS?

wobei T¢S? = span (e1, e2). Denn es gilt
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® 71 (t) = —sin (t) eg+cos (t) e ist parallel entlang 1 mit 7] (0) = e1, da~{ (t) = —v1 (t) LT, (1) S?
e 75 (t) = —sin (t) e3 + cos (t) ez ist parallel entlang 2 mit 74 (0) = ea.
e X (t) =eqist | VF entlang 71 und X5 (0) = e , da X3 (¢) L1 (¢) und X7 (t) = 0.

o Xy (t) =e; ist || VF entlang 2 mit Xs (0) = e;.

Sei dann v = vieq + vgeq € TgSQ, so folgt

PY (v) = vPy (e1) + vaPy (e2)
= —vie1 + vge2
und
PWVQ (v) = vlﬂz (e1) + UQP,YVQ (e2)
= V1€1 — V2€9

Hierbei hingt die Parallelverschiebung also vom Weg ab!

Bemerkung. Der Begriff der kov. Ableitung und der |-Verschiebung sind &quivalent: Seien X,Y €
X(M) und ~ Integralkurve von X durch z, sodass

Dann ist
(VxY)(z) = % (P00 O (YD) li=o

€T, M

Sei (M™, g) semi-Riemannsche MF, dann existieren verschiedene kov. Ableitungen. Wollen wir solche
kov. Ableitung V finden, fiir die die Parallelverschiebungen

V. n n
Py Ty M" — Typ)M
(pseudo)-orthogonale Abbildungen sind, d.h. Langen und Winkel von Vektoren bleiben invariant.

Satz 3.20. Fundamentallemma der Riemannschen Geometrie. Sei (M", g) semi-Riemannsche
MF. Dann existiert genau eine kov. Ableitung V auf M™ mit

1. X (g, 2)=9(VxY,Z)+g(Y,VxZ) (metrisch)
2. VxY — Vy X = [X,Y] (torsionsfrei).

Diese kov. Ableitung V heifft Levi-Civita-Zusammenhang von (M"™,g) und ist gegeben durch die
Koszul-Formel:

(x)  29(VxY,Z) = X(9(Y,2)+Y (9(X,2)) - Z(9(X,Y))
+9((X,Y],2) +9(12, X],Y) + 9 ([2,Y], X).

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Ewistenz: Die Formel () definiert eine metrische und torsionsfreie kov. Ableitung. UA.
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2. Findeutigkeit: Sei V metrisch und torsionsfrei, dann gilt
a) X ( (Y.2)) "<" g (VxY. 2) + g (Y. VxZ)
b) Y (9(X,2) "= g(VyX,2Z) +g/(X, VYZ) = g(VxY,Z) +g([Y,X]. 2) + g(X,VyZ)
¢) Z(g(X,Y)) = g(VzX,Y) +g(X,VY) & g(VxZ,Y) +g(Z X],Y)
9(X,[2,Y])

+9(X,VyZ) +
Daraus folgt dann aber die Koszul-Formel (x)

O]
Satz 3.21. Sei V der Levi-Civita-Zusammenhang einer semi-Riemannschen MF (M"™, g) und seien
{F -} die lokalen Koeffizienten von V

Z F” axk

Dann gilt: T% ist symmetrisch in (i, j) und

() = ZQM ( ) + 82] (i) — A (9ij)> ;

Oxy

wobet g;j = g (822,, %) die lokalen Koeffizienten der Metrik sind und ¢ die inverse Matriz zu 9ij

n
Beweis. Wir setzen V%% = FZ% in die Koszul-Formel (x) ein und benutzen [ 00 } =0
i k=1

o 0 0 0 0
2 A AL i . WGip) — 7 (945
9<V8318 B > pr (ngaxj (9ip) o, (9i5)

Dann ist

2T 9kp

Multiplizieren wir dies mit " gP* | so folgt

0 0
¢ E : Ip Yy -
2F g < g]p + axj (gzp) 8xp (gw)) .

U
Definition. Die {I‘f]} aus (x%) heifen Christoffel-Symbole von (M", g)

Satz 3.22. Sei V der Levi-Civita-Zusammenhang der semi-Riemannschen MF (M", g)
R — M eine glatte Kurve und X,Y € X (

;e b] €
) parallel verschobene VF entlang v, dann gilt
Gy(t) (X (£),Y (1) = gy(a) (X (a) Y (a))  VEE[a,b]
Insbesondere ist PY : TyayM — Typ)M eine (pseudo)-orthogonale Abbildung, d.h. Lingen und
Winkel von Vektoren bleiben invariant
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Beweis. V ist eine metrische kov. Ableitung, und mit der Definition von % folgt

G 00 (X O 0) =g (T 0.7 0) + 0000 (X0, 0) vxY € 2,00,

Da nach Voraussetzung X und Y parallele Vektorfelder sind, verschwindet die rechte Seite der Glei-
chung. OJ

Satz 3.23. Sei M" C RY eine UMF mit induzierter Riemannscher Metrik g. Der Levi-Civita-
Zusammenhang von M™ ist dann gegeben durch

VXy = pT‘OjTMX (Y)

Beweis. Die Richtungsableitung im R"™ ist bekanntlich metrisch und torsionsfrei. Fiir Y, Z € X (M")
mit X (V) = projpp X (Y) + projyp X (Y) folgt dann aber aus TM Ly NM

1>Rn

X(g(Y,2)) = (projpuX (Y),Z)gn + (Y, projry X (2))
= g(VxY,Z)+g(Y,VxZ2)

und

VXY = VyX = projpy (X (Y)-Y (X))

= pI‘Oj ™M [Xa Y]
——

tangential

— [X,Y]

Eine kovariante Ableitung V auf M kann man auch auf Tensorfelder fortsetzen.

Definition. Sei B € X0 (M) ein (r,0)-Tensorfeld und X € ¥(M). Das Tensorfeld Vx B € X9 (M)
mit

(VxB)(X1,...,X,) =X (B(X1,..., X,)) = Y_B(X1,...,VxXi,..., X;)
=1

heilt kovariante Ableitung von B nach X.

Damit ergeben sich folgende Eigenschaften:
1. Vx (B1+ B2) =VxB1 + VxBs
2. Vx(fB)=X(f)B+f-VxB
3. Vx (B1®B3) =VxB; ® By + By ® Vx B>

Satz 3.24. Sei (M, g) eine semi-Riem. Mannigfaltigkeit, dann gilt:
1. V ist ein metrische kovariante Ableitung auf M <= V4, =0
2. Ist V torsionsfreie kov. Ableitung auf M, dann gilt

(Lxg) (Y, Z2) = (Vxg) (Y, 2) + 9 (Vy X, 2) +g(Y,VzX)
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3. Ist VEC der Levi-Cwita-Zusammenhang auf (M, g), so folgt

(Lxg) (Y, Z) = g (V¥°X,Z) + ¢ (Y, V7X).
Insbesondere gilt:

X ist Killing-VF < g¢(V{“X,Z) +g(Y,VZX) =0 VY,Z € X(M)
und
X ist ein konformes VF <= 3\ € C™ (M) mit g (V¥°X,Z)+g (Y,VE°X) = g (Y,Z) VY, Z € X(M)

Beweis. Nachrechnen mit Definition von V, und UA iiber Lie-Ableitung. O

3.5 Kriimmungen einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit den Kriimmungsgrofsen einer semi-Riemannschen Mannigfal-
tigkeit befassen. Dazu fiithren wir im ersten Teilabschnitt die grundlegenden Definitionen ein. Danach
wollen wir uns mit zwei speziellen Klassen von Mannigfaltigkeiten beschéiftigen, den Mannigfaltigkei-
ten mit konstanter Schnittkrimmung und danach mit den sogenannten Finstein-Mannigfaltigkeiten.
Am Ende dieses Teilabschnitts wollen wir dann eine kleine Einfiihrung in das mathematische Modell
der Allgemeinen Relativitditstheorie (ART) geben.

3.5.1 Definitionen
Definition. Sei M"™ eine C°°-Mannigfaltigkeit mit kov. Ableitung V.
e Das (2,1)-Tensorfeld TV € X2 (M)
TV(X,Y):=VxY - VyX — [X,Y]
heiRt Torsion von V.
e Das (3,1)-Tensorfeld RY € X3V (M)
RY(X,Y)Z :=VxVyZ —VyVxZ —Vixy|Z

heift Kriimmung von V.

e Die Abbildung RV(X,Y) : X(M) — X(M) heift Kriimmungsendormorphismus.
Bemerkungen:

1. Die tensoriellen Eigenschaften rechnet man leicht nach (aus jeder Komp. kann man Funktionen
herausziehen).

2. TV und RV (-,-)Z sind schiefsymmetrisch.

3. Ist V der Levi-Civita-Zusammenhang einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit, dann ist 7V =
0 (torsionsfrei).
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Definition. Sei (M™", g) eine semi-Riemannsche MF, V Levi-Civita-Zsh. Der Kriimmungstensor von (M", g)

ist das (4,0)-Tensorfeld R € X0 (M):
R(X,Y,Z, W) :=g(R(X,Y)Z,W)
Spéter werden wir feststellen, dass R ein Mak fiir die Abweichung von der Geometrie des R"ist.
Satz 3.25. Der Kriimmungstensor einer semi-Riem. MF hat folgende Eigenschaften:
1. R ist schiefsymmetrisch in der 1. und 2. und in der 3. und 4. Komponente:
R(X,Y,ZW)=-R(Y,X,ZW)=-R(X,Y,W, Z)
2. R(X,)Y,ZW)=R(Z,W,X,Y)

3. Es qilt die 1. Bianchi-Identitdt:

R(X,Y,Z, W)+ R(Y,Z, X, W) +R(Z,X,Y,W) =0

4. Es gilt auch die 2. Bianchi-Identitit:

(VxR)Y,Z,U,V)+ (VyR)(Z, X, U,V)+ (VzR)(X,Y,U,V) =0
Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Die Schiefsymmetrie in der 1. und 2. Komponente ergibt sich aus der Def., da RV (X,Y") schief-
symmetrisch ist.

R(X,Y,Z,W) = —R(X,Y,W,Z) < R(X.Y,Z,2) =0 VZ
(da b(z,w) + b(w,z) = 3(b(z + w, z + w) — b(z — w, z — w))
R(X,Y,Z2,Z) = g(VxVyZ-VyVxZ-VxyZ,Z)

Vst X(g(Vy 2, 2)) - 9(Vy 2,V xZ) = Y (9(Vx 2, 2)) + 9(Vx 2, Vy Z)
—[X,Y)(9(Z,2)) + 9(Z,Vix v Z)
= XY((Z,2))-X(9(Z,VyZ)-YX(9(Z,2Z))
+Y(9(2,Vx2)) = [X,Y|(9(Z, Z)) + 9(Z,V(x y1Z)
= —g(VXZ, VyZ) — g(Z, VvaZ)
+9(VyZ,Vx2Z)+ 9(Z,VyVxZ) = 9(Z,Vx v Z)
= —R(X,Y,Z,7) ~1).

2. R(X,Y,Z,W) = R(Z, W, X,Y) VX,Y,Z, W € X(M): Benutzen Schiefsymmetrie und 1.
Bianchi-Identitéat
R(X,Y, Z, W)+ R(Y, Z, X, W
RY,Z, W, X)+R(Z,W, Y, X
R(Z,W,X,Y)+RW, X, Z,Y
RW,X,Y,Z)+R(X,Y, W, Z

~—

=R(Z,X,Y,W)
=RW,Y,Z,X) =
)
)

b,

+R(X,Z,W,Y
+R(Y,W, X, Z

Il
o o o o

b,

Summiert man diese Gleichungen, dann folgt

2AR(X, Z,W,Y)+RW,Y,Z,X)) =0 = R(X,Z,W,Y) = R(W,Y, X, Z)
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3. 1. Bianchi-Identitdt:

RY(X,Y)Z+RY(Y,2)X =RY(Z,X)Y =
= VxVyZ —VyVxZ —Vixy1Z +VyVzX = VzVyX = Viy 1 X
+V VXY — VxVzY — VizyY
= VX([Y,Z])—V[KZ]X—FV—Y[Z,X]—V[ZX]Y

+V2([X,Y]) = Vixy1Z
= (X, Y, Z] + [V, [Z, X]] + [Z,[X, Y]]

(Jacobi-Identitét fiir den Kommutator von VF 7 Satz 2.13, Kapitel 2).
4. 2. Bianchi-Identitit: UA. (direkte Rechnung)
O

Sei nun (M™, g) eine semi-Riem. MF, x € M und v,w € T, M linear unabhéngig, dann definieren wir

Qx(vvw) = gx(v,v)gx(w,w)—gz(v,w)Q

_ det<9w<w> a0, ) )

gz (w,v)  go(w, w)
Offensichtlich gilt

1. Sei v = (v1,v2),w = (w1, ws) eine Basis eines 2-dim UR E C T, M und M = {M} dann ist

v
(5)  Qulvi,v2) = Det(M)?Qq(wr, wo)
(Trafo-Formel fiir BLF)
2. E C T, M ist bez. g, nicht ausgearteter 2-dim UR <= Q,(v1,v2) # 0 V Basen (v1,v2) von E.

Definition. Sei (M",g) eine semi-Riemannsche MF, R € X(*0) (M) Kriimmungstensor von (M, g),
x € M und E C T, M ein nicht ausgearteter, 2-dim. UR mit Basis {v, w}. Dann heifst

R (v, w,w,v)
Qx (vv w)
Schnittkriimmung von (M, g) in € M in Richtung £ C T, M.

KE(x) =

Bemerkungen:

1. Kg(x) ist korrekt definiert (d.h. unabhéngig von Wahl der Basis (v, w) von E)
Dies folgt aus (*) und da R in (1,2) und (3,4) schiefsymmetrisch ist, d.h. Zdhler und Nenner
transformieren sich mit det(M?).

2. Ist (e1,e2) ONB von (E, g,) und gz (e, ej) = d;;¢; = £1, dann ist

Kp(r) = €1 - €2 Ra(er, e2,e2,€1)
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Satz 3.26. Sei (M™,g) eine semi-Riem. Mannigfaltigkeit. Der Krimmungstensor R von (M™, g) ist
durch die Schnittkrimmungen Kg(x) mit x € M und E C T, M 2-dim. nicht ausgeartet, eindeutig
bestimmdt.

Beweis. Wir fiihren folgende Bezeichnung ein: Sei V reeller VR mit dim V' > 2, dann sei

S* (A*V*) = {Be TEOV | B schiefsymmetrisch in (1,2) und (3,4),
und  B(v,w,z,y) = B(z,y,v,w)}

Sei (,) nicht ausgeartete BLF auf V. Da R ein (4,0)-Tensorfeld ist, das die 1. Bianchi-Identitat erfiillt
und R, € S?(A2T} M) Vx € M, geniigt es, folgendes zu zeigen:

Seien R, R € S2(A%V*) (4,0)-Tensoren, die die 1. Bianchi-Identitét erfiillen und gelte

R(x7y7y7m) _ KE L R(xa%%l')

K=oy~ T T Q)

fiir alle nicht ausgearteten UR E = span(z,y) C V. Dann ist R = R.
1. Nach Voraussetzung gilt R(x,y,y,z) = R(x,y, y,x), falls x,y linear unabhingig und E =
span(z,y) nicht ausgearteter UR. Daraus folgt

R(xvyayal‘) = R(xayaya x) Vl’,y eV

Da R(z,vy,-,-) schiefsymmetrisch, kann man 0.B.d.A. annehmen, dass z,y linear unabhingig
sind (sonst 0 = 0). Sei £ = span(z,y) 2-dim. und ausgeartet. Wir zeigen: es existiert Folge
Yn € V,yn, — vy, so dass E,, = span(x,y,) 2-dim, nicht ausgeartet: F = span(x,y) ausgeartet
= (,) ist definiert. Wéhle ein v € V' mit folgender Eigenschaft:

(z,z) =0: veV sodass(z,v)#0
(z,z) <0: veV mit(v,v) >0
(z,z) >0: veV mit(v,v) <O0.

In allen 3 Féllen gilt dann Q(x,v) < 0. Sei y,, :=y + %v, n € N, dann folgt

Q(mayn) = <$7x><yn7yn> - <x7yn>
= @ (o) + o)+ 2)

(w0 + Hew)

= Q)+ (o) — (. y)eo)
Lo+ 2,0 (e, )

= Q)+ 0w 0) + (e v) — (g, v))

b

=0 1 2
= EQ(Z’,'I})-FE'()%O
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fiir n hinreichend grof. Damit ist span(z,y,) = E, nicht ausgeartet falls u > v. Und nach
Voraussetzung folgt dann
R(z,yn, yn, z) = R(T, Yn, Yn, )
bzw. fir y, — vy R
R(z,y,y,z) = R(z,y,y,x)

2. R(z,y,y,2) = R(z,y,y,2) Vo,y,z€V:

Mit 1. folgt
R(x+ z,y,y,x +2) = fi(:ﬂ+z,y,y,$—|—z)
R(z,y,y,x) + R(x,y,y,2) = R(z,9,y,7)
= R(2,9,y,%2)
= R(z,y,y,2)+ R(z,y,y,2)
= R(z,y,9,2) + R(z,y,y,2) + R(z,9,y, 2)

Da R, R € S2(A2V*) folgt dann aber

R(x7y7yvz) = R(l‘,y.y, Z) Vr,y, 2

R(z,y+w,y+w,z) = ﬁi(:r,y—i—w,y—i—w,z)
und damit

R(x7 y7 y7 Z) +R(x7 y’ w’ Z) = R(x7 w’ w7 Z) —"_R(x’ w’ y? Z)
= R(;U.y,y, 2)
= R(z,y,w,2)+ R(x,1,v,2) + R(z,w,y, 2).

Jetzt setzen wir

f(SU,y,U),Z) = R(xavavz) 7R($ayawaz)
= R(w,az,y,z) - R(w,az,y,z)
= flw,z,y,2)

und erhalten weiter
f(x,y,w,-) = f(wvxay7') = f(yawax7')

Damit ist f invariant gegen zyklische Vertauschungen der vorderen 3 Eintrdge. Aus der 1.
Bianchi-Identitét folgt dann

3f(x7y7w7z) = f(x‘)y?w?Z) + f(y7w7$7'z) +f(w7'r7y7z) = 0
und daraus ergibt sich

R(z,y,w,z) = ]%(x,y,w,z) Ve, y,w,z € V.
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Satz 3.27. Sei I': (M, g) — (M,g) eine Isometrie zwischen semi-Riem. MF, V,N Levi-Civita-Zsh.
von (M, g) bzw. (M,g) und R, R die Krimmungstensoren, dann gilt:

1. VapxydF(Y) =dF (VxY) X,Y € X(M)
2. FFR=R
3. Fir die Schnittkrimmungen auf M bzw. M gilt: E C T, M nicht ausgeartet 2-dim. gilt

Kapg)(F(z)) = Kp(z).

Den Beweis iiberlassen wir als UA.

3.5.2 Riume mit konstanter Schnittkriimmung

In der Riem. Geometrie spielen MF mit konstanter Schnittkriimmung eine besondere Rolle.

Definition. Eine semi-Riem. MF (M", g) heift MF konstanter Schnittkriimmung Ky € R <=

Kg(x) =Ky VreM
VE C T, M nicht ausgeartet, dim £ = 2.

Satz 3.28. Sei (M",g) eine semi-Riemannsche MF, dann gilt
(M, g) hat konst. Schnittkrimmung Ko <= R(X,Y,Z, W) =Ky (g(X,W)g(Y,Z) — g(X, Z)g(Y,W))

Beweis. (<) : Sei E C T, M nicht ausgeartet mit dim £ = 2 und (e, e2) ONB von E mit g(e;, e;) =
€; = £1, dann gilt

Kgp(x) = eeRy(er, e e,e1)

Vor.
2" eeaKo (g(er, e1)g(e2, e2) — gler, e2)?)

(=) :Sei Kp(x) =Ky V€ M, E? C T, M nicht ausgeartet. Wir betrachten den (4,0)-Tensor

R(vav Z, W) = KO(g(X’ W)g(}f, Z) - g(X, Z) - g(Y, W))

Dann ist R, € S2(\2T*M) Yz € M und erfiillt die 1. Bianchi-Identitiit (nachrechnen). Fiir die zu R
gehorende Schnittkrimmung gilt

KE(x) = 6162R(61, €92, €9, 61) (61, 62) ONB in F
= K,.
Der Beweis von Satz 3.26 liefert dann R = R. O

Beispiel 3.29. Mannzigfaltigkeiten konstanter Schnittkrimmung

1. Der R"” mit euklidischem Skalarprodukt
Behauptung: (R™, (,)rn) hat konst. Schnittkriimmung Ky = 0.
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Beweis. Nach Satz 3.28 ist R = 0 zu zeigen. Der Levi-Civita-Zsh. ist hier VxY = X(Y) und
fiir den Kriimmungsendomorphismus folgt dann

RY(X,Y)Z = VxVyZ-VyVxZ-VixyZ
= X(Y(2))-Y(X(2)) - [X.Y](Z)
= 0

Daraus ergibt sich dann R =0 bzw. Ko = 0. O
2. Die Sphére S’ mit induzierter Metrik

Wir betrachten die Sphire S C R**2

1= {z e R"™ | (a,2) = r?}
mit induzierter Riem. Metrik g.
Behauptung:(S)', g) hat konstante Schnittkriimmung Ky = %2
Beweis. Fiir den Levi-Civita-Zsh. ergibt sich aus Satz 3.23:

VxY = projrgn X(Y).

Da TxS? = {v € R"" | (v,z) = 0} ist

M: S" — R*"!  Einheitsnormalenfeld von S’

Xr — L. xZ.
T
Sei Z € R"*! dann folgt

projryspZ =2~ (Z,n(z))n(z)
—_———

Normalenkomp. von Z

bzw.

VxY =X(Y)— (X(Y),n)n X,Y € X(S7).

Aus der Produktregel fiir (,) ergibt sich

(X(Y),n) = X(Y,n)—(Y, X(n) )
——

Fiir den LC-Zsh. auf S} gilt also

1
VxY = X(Y)+ (X, V)0 XY €X(S))
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und damit folgt
RY(X,Y)Z = VxVyZ-VyVxZ—VixyZ
— X(VyZ)— %(X, Yy Z)n
Y(VxZ) ~ (Y, VxZ)n
X, Y(2) (X Y], Z)n
_ X(Y(2)+ %X((Y, Z)n) + %(X, Yy Zn
Y (X(Z)) ~ Y (X, Z)n) — (Y, VxZ)n
_IX,Y](Z) %(VXY, Z)n + %WyX, Z)n
= YV 2)X() (X, )Y (m)}
= LV HX - (x.2)7)
Fiir den Kriimmungstensor ergibt sich dann:
R(X,Y,2,W) = 5 {(Y, Z)(X, W) ~ (X, Z)(Y, W)},

Aus Satz 3.28 folgt nun Ko = %2 O

. Der obere Halbraum mit hyperbolischer Metrik

Wir betrachten den oberen Halbraum
H" ={x e R" | 2, > 0}
mit hyperbolischer Metrik

2
gr —Z(dxl—i— .dx ,QL) r>0
:Bn

und setzen
H!:=(H",g,).
Behauptung: Die RMF (H', g,) hat konst. Schnittkriimmung —%2.

Beweis. Wir berechnen zunachst den Kriimmungstensor ganz allgemein in lokalen Koordinaten

bez. einer Karte: Sei (¢, ¢ = (21,...,%y)) eine zul. Karte, {0; := 8(;«] L }deren kanonische Ba-
i=

sis und {g;; }die Koeffizientenmatrix der Metrik mit Inverser { g" } Fiir d1e Christoffel-Symbole
von (M, g) gilt

= nge i(9j0) + 0j(gie) — 0e(gij))

fir den Krﬁmmungsendomorphlsmus
RY(95,0:)0 = Vo, —Vao,00 — Vo,V,0r — Vis,0,0
= 0i(T; )8 + F kLipOr
—0;(T ik)a . 1 L0
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und fiir den Kriimmungstensor

R = Rjjpedr; @ dvj @ dxy ® dx;, wobei
(*)  Rijee = R(0:, 05,0k, 0) =
= (0(T%) — 0= (Th) + THTh — THI%,) gre
(In allen Fillen gilt die Summenkonvention: Uber gleiche Indizes wird summiert.) Nun leiten

wir daraus die Formel fiir den Kriimmungstensor fiir H]' ab: Fiir H]' betrachten wir die Karte
(H,o(x) =1d = (x1,...,2,)). Dann ist 0; = % =e; und

72 y z2
{gz’j (x)} = xTE bzw. {9”(95)} = 7721

n

Fir die Christoffel-Symbole folgt

122
Ly = 575 (0ilgsr) + 0;(9ix) — Or(9i5)) = Iy =0,

auller fiir die Indizes:

r, = — t<n

In

1 ) )
n _ _ 1% _ 1
an - _7_Fm_rnz

In

Setzt man dies in (*) ein, so erhilt man:

2
,
Rijre = 7 (030j1 — Oir0j¢)
1
= —3 (9ar (05, 00) grn (05,0k) — grr (85, Ok)grn (85, 0¢)) -
Aus Satz 3.28 folgt nun wieder Ky = —%2 O

Information. Fiir ModellR#ume mit Riemannscher Metrik gilt:5

e Sei (M™,g) zsh., vollstindige Riem. MF mit konst. Schnittkriimmung Ky, dann ist (M",g)
isometrisch zu einer der folgenden Riem. MF

R"r fir Ky=0

) 1
S?‘F fir K() = T‘72 >0

. 1
H;lh" fir K() = _7“72 <0

wobei I' eine diskrete UG der Isometriegruppe von R", S bzw. H' ist, die eigentlich diskonti-
nuierlich wirkt.

e Ist die universelle Riem. Uberlagerung von (M", g) gleich R™, S” bzw. H", dann ist (M™, g) ist
lokal isometrisch zu R", S;* bzw. H.

Ssiehe Kapitel 4 Satz 4.10 und J.A. Wolf: Spaces of constant curvature



142 3 Grundbegriffe der semi-Riemannschen Geometrie

Analoge Eigenschaften gelten auch im pseudo-Riem. Fall fiir ModellRdume konstanter Schnittkriim-
mung fiir Metriken vom Index k:%

1. Fiir R™" = (R", () = —daf — ... — da} + da?_, + ...+ dz?) ist R = 0 und damit auch
Ko = 0.
2. Sei S,y = {z € R™F | (2,2),41 % = 72} mit der durch (,),414 induzierten Metrik die

‘Pseudosphéare vom Radius r’.

Sy (r) hat Dimension n, Index k& und konstante Schnittkrimmung

1
Ky=—.
0= 3
(Sp(r) ist diffecomorph zu R* x Sn=F))
3. Sei HP(r) := {x € R™ VML | (g a), 0 k1 = —r?} mit der durch (,)p41 441 induzierten Metrik

"Pseudohyperbolischer Raum".

H}! (r) hat Dimension n, Index k£ und konstante Schnittkriimmung

1

Ko=——.
T2

Hp(r) ist diffeomorph S* x Rk

Es gilt allgemeiner: Ist (M™F, g) zsh. geoditisch vollstindige” pseudo-Riem. MF vom Index k (1 <
k < n — 1) mit konst. Schnittkriimmung Ko, so ist (M™*, g) isometrisch zu

R | fir Ko=0
= 1

Sp(r)r fiir Ko=— >0
T

—~ 1
Hj(r)lr fir Ko= — 3 < 0
wobei
:97?(7”) = univ. Uberlagerung von Sp(r) k=n—1
Hv,?(r) = univ. Uberlagerung von H}'(r) k=n—1

I' diskrete UG der Isometriegruppe der TotalRaume, die eigentlich diskontinuierlich wirkt.

Insbesondere gilt:

e Seien (M,g),(M,§) semi-Riem. MF, vollsténdig, gleiche Dimension und gleicher Index. Wenn

(M, g) und (M, ) gleiche konst. Schnittkriimmung haben, so sind sie lokal isometrisch.®

e R = 0 fiir vollst. zsh. semi-Riem. MF (M, g) <= (M, g) lokal isometrisch zu R™*.

Ysiehe O’Neill: Semi-Riemannsche Geometrie, S. 110 ff
"siehe Definition auf Seite 161
8siehe Folgerung von Satz 4.7 aus Kapitel 4
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Definition. (M"™,g) semi-Riem. MF mit Kriimmungstensor R mit ONB (ey,...,e,). Das (2,0)-
Tensorfeld Ric € 229 (M)

Ric(X,Y)(z) = > &Ru(X(x) €6, Y (x)) mit & = go(es, ;)
=1
= Try, (RY(-, X(2))Y (z))

heift Ricci-Kriimmung von (M, g). Die Funktion R € C*°(M)

n

R(l‘) = Zeieij(ei,ej,ej,ei)
4,7=1
n
= ZejRicw(ej,ej)
7=1

heiftt Skalarkriimmung von (M, g)

Bemerkung:

e Beide Kriimmungen sind korrekt definiert, dh. unabhingig von Wahl der ONB.
e 'Ric’ ist ein symmetrisch (2,0)-Tensor.

° R(z) =23 Kg,;(z) , dabei sei Kg,; die Schnittkriimmung auf F;j; = span (e;, ¢;) C ToM
1<)

Satz 3.30. Sei (M™,g) n-dim. semi-Riem. MF konst. Schnittkrimmung Ko, so gilt

Ric = (n—1)Ky-g
R = n(n—-1)-Kp

Beweis. Aus Satz 3.28 folgt

Ra(v,eise5,w) = Ko(g(v,w)g(ei,e;) — g(v, ei)glei, w))
= Ky (eig(v,w)—g(v,ei)g(ei,w)),

sodass

n
Ricy (v, w) = ZeiRz(v,ei,ei,w)
j=1

n n

= Z cici Kog(v, w) — Ko - €ig(v, ei)g(ei, w)
=1 J=1

= n- Kog(v,w) — Kog(v, Z eig(ei, w)e;))

w

= (n—1)- Kog(v,w)
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und

n

R(z) = Z ejRicy (e, €5)

j=1

= (n—1Ko Y ¢ -gleje5)
j=1

= (n—1)-n- K.

3.5.3 Einstein-Mannigfaltigkeiten

Definition. Eine semi-Riemannsche MF (M, g) heifst Einstein-MF: <= es existiert Funktion f €
C>°(M) so dass Ric = f - g.

Beispiel 3.31. Einstein-Mannigfaltigkeiten
e Jede MF konst. Schnittkriimmung ist Einstein (Satz 3.30).
e Jede 2-dim MF ist Einstein:
T,M = span(ey,e2) e1,e20ONB

Aus der Schiefsymmetrie von R folgt zunéchst fiir ¢ # j

2
Ricx(ei, €j) = Z ﬁka(eia €k, €k, ej) =0.

k=1

Fiir die anderen Mdglichkeiten erhélt man
Ricy(e1,e1) = eRu(er, ez ez, er)

= €1 K(:r)

— g(elael)'K(x)
und

Ricg(ez,€2) = e1Ra(e2,e1,€1,€2) = e1Ra(e1, €2, €2,€1)
= e K(x)

= gle,e) - K(x).
wobei K (x) = Kr, () Schnittkriimmung von M?2. Und damit gilt Ric = K - g.
Wir wollen nun einige Figenschaften von Einstein-Rdumen behandeln. Zunéchst jedoch eine Definition:

Definition. Sei (M",g) eine semi-Riem. mit LC-Zsh. V und (eq,...,e,) € Ty M eine ONB.

e Tiir ein (r,0)- Tensorfeld B € X0 (M) bezeichne 6B € (=19 (M) das Tensorfeld

n

0B(X1,..., X, 1) == € (Ve,B) (e, X1,..., Xy 1)
i=1

0B heifdt Divergenz von B.
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e Seien B und S aus X% (M). Wir definieren (B, S), € C* (M) durch

(B,S), (z) = Z €€, B €y, ei) - S(€,...,€.).

i1 yeenyip=1

(B, S), heift Skalarprodukt von B und S bzw. Biindelmetrik auf 70 M.

e Sei B € X9 (M). Dann heift
n
TryB,) = Z € - B ( e k‘set;”e, ce l‘sé:”e, )
i=1
die Spur von B in der (k,[)- Komponente.
Bemerkungen:
1. 0g =0, Tryg = n und TryRic = R.
Ist B symmetrisch (schiefsymmetrisch) so auch §B
Ist B € ¥29 (M), dann gilt (9,B), =TryB.
Ist X € X (M) ein Vektorfeld, dann ist div (X) € C*° (M) mit

Ll

n

div(X) =Y g (Ve X, €)
=1

die Divergenz von X. Ist weiterhin wx die zu X duale 1-Form, d.h. es gilt

wy (V) =g(X,Y) VY €x(M)

so folgt
dwx = —div (X)

(denn

ow = — Z € (Ve,w) ()
=1

=1

= =Y a(glenX) = g(Veen X)) e
=1

= _Zeig(eiavelX)
=1

= —div(X) )

5. Sei f € C®° (M) und Hess f € S0 (M) die Hessische Form von f:
Hess f := (Vx (df)) (Y) i= XY (f) — df (VxY)

dann wird durch
Try(Hess f) = =ddf = div (grad f) =: =g f

der Laplace-Operator von [ definiert.
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Eine Methode um Tensorrechnung zu vereinfachen: x-synchrone Vektorfelder

Sei x € M fixiert. Dann existiert eine Umgebung U (z) mit den folgenden Eigenschaften:
Zu jedem y € U () existiert? eine eindeutig bestimmte Kurve
Yoy : [0,1] — U (2)
mit vzy (0) = 2, 72y (1) = y und % = 0. Dabei heit U (z) Normalenumgebung von = und vy
radiale Geoddte.

Dann kann man jedem Tangentialvektor v € T; M durch Parallelverschiebung von v entlang 7, zu
einem Vektorfeld V' auf U (z) fortsetzen:

V(y) =Py, (v) € T,M.

Ein solches VF V € X (M) heifst synchron bzgl. 2 und erfiillt

VV(x)=0

d.h. im Punkt x gilt (VyV) (z) =0 fiir alle Y € X (M).
Insbesondere erfiillen alle z-synchronen Vektorfelder V, W die Eigenschaften

1. VV (z) = VW (z) =0

2. [V,W](z)=0

3. (divV)(x) =0= (divW) (x)
Wenn man die Gleichheit von Tensoren iiberpriifen will, so geht man wie folgt vor:

7z. (B1)y = (B2)z V&

Dazu wahlen wir uns vy, ..., v, aus T, M und setzen diese z- synchron zu Vi,...,V, fort, und zeigen

(B1)z(v1y...5v.) = Bi(Vi,..., V) (x)
= Bo(Vi,..., V) ()
= (B2)z(v1,...,vp)

und verwenden dabei die Figenschaften 1.-3.

Satz 3.32. Fir den Ricci-Tensor einer semi-Riem. MF. (M, g) gilt:

) 1
0Ric = —§dR

9Beweis im nichsten Abschnitt
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Dabei ist R die Skalarkriimmung.

Beweis. Sei x € M, v € T, M, (e1,...,e,) eine ONB von (T, M, g;) und V., (Ey,..., E,) x-synchrone
Fortsetzungen von v und (ey,...,e,). Aus der 2. Bianchi-Identitét fiir R folgt dann

0 = (VvR)(E:,Ej Ej, Ei) + (VER) (E}, V. Ej, Ei) + (Vi,R) (V. B, B}, E;)
auf U (x). Und im Punkt z gilt nun speziell wegen der z-Synchronitét

O0=w (R (Ei’E]"EJ"Ei)) +é (R (Ej7 V, Ej> El)) +ej (R (Vva E;, Ejv El))

Jetzt summieren wir dies iiber ) €;€; und erhalten in x:
ij=1

0=v(R)—2) e (Ric (V, Ey))

i=1
und daraus folgt
2 "€ (Ve,Ric), (v,e;) = dR, (v)
i=1
—(sRic)_(v)
und damit auch die Behauptung. U

Satz 3.33. Es gilt:

1. Ist (M™, g) ein Einstein-Raum, so gilt Ric= 1 . g.

n
2. Sei (M",g) ein zsh. Einstein-Raum der Dimension n > 3. Dann ist die Skalarkrimmung kon-
stant.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Sei Ric = f - ¢ und seien (eq,...,e,) eine ONB in T, M, dann folgt

n

R(x) = ;eiRicx(ei,ei):f(x)zi:qg(ei?ei)
= n- f(z).
2. Sei Ric = f - g, dann gilt
0Ric = 6(f-9)==> Ve, (f-9) (e, )
i=1
= —Z (f)-glei )+ 1 (vjm (eis -)
= =g | D aei(ei
i=1

grad f
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1
= —df = ——dR
n
Satz3.32 1
= —JdR

Damit ist also

und fiir n > 3 die Aussage bewiesen.

Man erhélt also folgende Inklusionen:

MEF. konst. - Einstein- 7%3 MF. konst.
Schnittkriimmung Réume Skalarkriimmung

Beispiele fiir Einstein-Riume!?

e R3>mit Schwarzschild-Metrik

e Sei G eine halbeinfache Lie-Gruppe, mit der durch die Killingform erzeugten Metrik g, dann ist
(G, g) ein Einstein-Raum.

e CP"™mit der 'Fubini-Studi-Metrik’

3.5.4 Mathematische Modelle der Allgemeinen Relativitéitstheorie (ART)

Die Idee dieser Theorie ist die Beschreibung der Gravitation durch eine Kriimmungen des Raum-
es. Bevor wir uns jedoch genauer mit diesem Thema beschéftigen, miissen wir noch etwas auf den
sogenannten Lagrange-Formalismus eingehen.

Der Lagrange-Formalismus in der Klassischen Mechanik

Der Lagrange-Formalismus dient i.A. zur Beschreibung eines physikalischen Systems. Ahnlich wie
in der Newton-Mechanik, bei der die Bewegung eines Teilchens ¢ beschrieben wird durch dessen
Bewegungsgleichung

mg — F(q) =0,

gibt es bei Lagrange Bewegungsgleichungen, deren Losung die Bewegung eines Teilchens darstellen,
dass sich in diesem System mit gewissen Anfangsbedingungen bewegt.

Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Lagrange-Funktion ist eine glatte Abbildung

L:TM — R.

Das Paar (T'M, L) heilt Lagrange-System mit Konfigurationsraum M und Phasenraum TM. Das
Integral

S () ::/L("y(t)) dt mity:ICR— M
v
nennt man Wirkung.

10~ A .Besse: Einstein-manifolds, Springer 87
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Wie die Lagrange-Funktion im speziellen aussieht, hingt vom System ab.

Beispiel 3.34. [Natiirliche Systeme]

Angenommen eine Punktmasse ¢ bewegt sich im ’leeren” Raum (IR{2, (, >) in dem keine dufteren Kréfte
wirken, dann hat die Lagrange-Funktion die Gestalt

L(q(t),q(t) = %Ild(t) [ (3-2)
—_——

kinetische Energie

Fiigt man dem System jedoch einen massiven Koérper hinzu, so wirkt zusdtzlich auf g ein Gravitati-
onspotential U. Fiir das Lagrange-Funktional ergibt sich dann

L(q(t),q(t) = %HQ(UW - Ul®) - (3:3)
& ——

. i . potentielle Energie
kinetische Energie

Definition. Sei (M, g) eine semi-Riem. Mannigfaltigkeit. Ein Lagrange-System (7'M, L) heifst natiirliches System,
falls die Lagrange-Funktion die Gestalt

hat. Dabei ist U € C*° (M) und heifst Potential. T hat die Form

T(q:d) = 594 (6:3)

Wir kommen nun zu den Bewegungen in einem Lagrange-System.

Definition. Sei 7 : [a,b] C R — M eine glatte Kurve. Unter einer Variation von v verstehen wir
eine glatte Abbildung

T la,b] x (-1,1) — M
(t,e) — T (t,e) =7 (1)
mit I' (¢.0) =y (¢), I' (a,€) = v (a) und T' (b, €) = 7 (b) fiir alle € € (—1,1).

Sei (T'M, L) ein Lagrange-System. Eine Bewegung in (T'M, L) ist eine Kurve v : I C R — M, fiir
die die Wirkung

stationdr wird, d.h.

d

&S (76) ‘e:O =0

fiir alle Variationen ~, von +.

Bemerkung. Sei (T'M, L) ein natiirliches Lagrange-System mit Funktional

L(a,d) = 505 (d:0)

so folgt fiir dessen Wirkung S offensichtlich

S0 = [ 5o i de =3 [l de =510,
Y Y

Es gilt nun folgende Aussage:
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Satz 3.35. Sei (T'M, L) ein Lagrange-System. Eine Kurve v : I C R — M™ ist genau dann eine
Bewegung, wenn ~ fiir alle Karten die Euler-Lagrange-Gleichungen

i (o1 oL
dt \ 9¢ |  Oq

L(g,4) =L (de;" (@) = ((¢7) L) (g.4)

fiir eine Karte (U, = (q1,...,qn)). Diese Gleichungen werden deshalb auch Bewegungsgleichungen
des Systems genannt.

erfillt. Dabei ist

Fiir den Beweis dieses Satzes sei auf M. Schottenloher 'Geometrie und Symmetrie in der Physik’,
Vierweg 95, S. 119, verwiesen.

Die Einstein-Gleichung der ART

In der Newtonschen Physik betrachtet man lediglich Koordinatensysteme, in denen sich “unbeeinfluss-
te” Teilchen auf euklidischen Geraden mit konstanter Geschwindigkeit bewegen. Die durch die Gravita-
tion hervorgerufene Beeinflussung fithrt dann bei einem frei fallenden Teilchen zu einer krummlinigen
und beschleunigten Bewegung. In der Allgemeinen Relativitdtstheorie wird diese Ablenkung als eine
Kriimmung des Raumes interpretiert. Ein frei fallendes Teilchen bewegt sich hier auf einer Geodéte.

Die Beziehung zwischen Gravitation und Kriimmung wird durch die so genannte Einstein-Gleichung
, R
G(g) =: Ric(g) — 9= 8T

ausgedriickt. Dabei ist G der Einstein-Tensor einer 4-dimensionalen Lorentzmannigfaltigkeit (M, g)
und T der Energie-Impuls-Tensor mit

T e X9 (M) symmetrisch und 67" = 0.

Letzterer beschreibt die Energie-Verteilung der Materie auf der Mannigfaltigkeit, welche man als die
Ursache der Gravitation auffassen kann.

Die Einstein-Gleichungen im Vakuum als Variationsproblem

Vakuum bedeutet T' = 0, d.h. fiir die die Einstein-Gleichung ergibt sich
R
G:Ric—gg:(). ()

Wir wollen nun ein Lagrange-Funktional £ finden, dessen kritische Punkte, und damit meinen wir die
stationdren Punkte der Wirkung von L gerade die Lisungen von (*) sind.

Dazu sei erwdhnt, das es sich hierbei nicht um ein klassisches Lagrange-Funktional aus dem vorletzten
Abschnitt handelt, da (x) eine Gleichung fiir eine Metrik ist. Das Funktional £ muss dadurch auf den
symmetrischen (2, 0)- Tensorfeldern mit Signatur (p, ¢) der definiert sein. Solche Lagrange-Funktionale,
die auf Feldern definiert sind, bezeichnet man auch als Lagrange-Dichten.
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Sei

My q (M) == ¢ g| g Metrik der Sign. (p, q) und/Rg dMy < 00 p,
M

dann setzen wir als Lagrange-Dichte £

L:Mp,(M) — C*(M)
g — Rg

die Wirkung ergibt sich daraus als
S Mpgs(M) — R

- /,c(g) dMg—/Rngg
M M

Dieses Funktional heifst Einstein-Hilbert-Funktional.

Fiir die Variation betrachten wir nun ein g € M, , (M) und ein h € 582’0) (M), dies sind die symme-
trischen (2,0)-Tensorfelder mit kompaktem Triager. Dann ist

g+the My, (M) fiir |t| <e.

g € My 4 (M) heifit nun kritischer ( o. stationérer) Punkt von S, falls

d
Z(S@rth)lmo=0  VhesP (M),

Satz 3.36. Eine Metrik g auf M. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. g st kritischer Punkt des Einstein-Hilbert- Funktionals.
2. Ric(g) — gg =0.
Zum Beweis benutzen wir folgende Variationsformeln fiir die Kriimmungstensoren:
Lemma 3.37. Sei g eine Metrik, h € 582’0) (M), dann gelten die folgenden Variationsformeln

1. Fir die Volumenform:

d 1

dM = a (dMg+tn) [i=0 = 3 (9,h)y dM,
1
= iTTg (h) dMg
2. Fir den Levi-Civita-Zsh: )
d
Vs 4 (V) g

ist ein (2,1)- Tensorfeld und

((Vih) (Y. 2) + (V4h) (X, Z) — (V5h) (X.Y))

N =

g(v(X,Y),Z)z
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8. Fiir den (3,1)-Kriimmungstensor:
Sei R := % (RV™™) |i=0, dann ist

R(X,Y)Z =V (v) (Y, Z) - V4 (X, Z)

4. Fiir den Ricci-Tensor:
Sei Ric := % (Ricg+th)|t:0, dann ist

n

Ric(X,Y) = Z € [g (vej (v) (X,Y) e) g (v ¥ (v) (i, Y) e)}

=1

5. Fir die Skalarkriimmung:

d

R= I (Rgtth) lt=0 = Qg (try(h))+ 04 (64h) — (Ric, h‘)g

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Nach Definition ist dM, = \/|det (g (a;,a;))|o! A... A o™ fiir eine Basis (a1, ...,a,) und deren

Dualbasis (01, e ,a”). Sei nun (ay,...,a,) eine ONB fiir g mit Index p. Dann ist

[det (g (@i, a5))| = |(=17)] = 1

und damit
dMg:O'1/\.../\O'n

und daraus folgt

Mg = (-1 det (g +th) (ai,ap)o A... A o™

= \/(—1)pdet(A+tB)al/\.../\J”

wobel
-1
0
-1
A= 1 und B = (h (ai,aj)) .
0
1

Behauptung:

d

— ((=1)Pdet (A4t B)) ;=0 = det A- Tr (A™'B)
Es gilt det (eSX ) = ¢TmsX  dies rechnet man mithilfe der Jordanform aus. Nun entwickeln wir
dies fiir s:

det (B +sX)=1+sTrX + 0 (s°)
und daraus folgt nun

det (A+sB) = det(A™") (E+sA™'B)
= det (A7) (14s-Tr (A7'B) + O (s?))
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und das heifst dass J
— (det (A+sB)) =det (A7) - Tr (A™'B).

ds
Mit dieser Tatsache ergibt sich nun
d 11 P -1 1 n
%(dMg-f-th)h:O = i\ﬁ(—l) det (A) T?" (A B) oo N...NO
-1
0
1 -1 1 n
= §~TT 1 o(h(ai,aj)) -0 N...ANC
0
1
1 n
= 5 . Zejh(ai,aj) dMg
i=1
1 1
= 5 'I"gh'dMg = §<g,h>g dMg

2. Hier benutzen wir die Koszul-Formel fiir den LC-Zsh. Aus
2(g+th) (VE™Y,Z) = X((g+10) (Y, 2) + (g +th) (X, 2))

—Z (g +1th) (X,Y)) + (9 + th) ([X,Y], Z)
+(g+1th) (2, X],Y) + (g +th) ([2,Y], X)

mit % |10 folgt

2.g (v (X,Y) ,Z> +20(VSY,Z) = X(h(Y,2)+Y (h(X.2)) = Z(h(X,Y))
+h([X,Y],2) +h([Z,X],Y)+h(Z,Y],X)
= (Vxh)(Y,2) + (Vyh)(X,Z) = (Vzh) (X,Y)

+h(VXY,Z)+h(Y,VxZ) + h(VyX,Z)
(X, VyZ) = h(VzX,Y) = h(X,VY)
+h(VXY,Z) = h(VyX,Z) + h(VzX,Y)
h(VxZ,Y)+h(VzY,X)—h(VyZ X)

und daraus ergibt sich dann

9(V(X.Y),2) = 3 (Vxh) (V.2) + (Vyh) (X, 2) = (Vzh) (Z.Y)

1
2

3. Hierbei sei nochmals auf die Definition der kovarianten Ableitung fiir Tensorfelder verwiesen.

Mit der Produktregel folgt dann
R(X,Y)Z = V(X,Vy2)+Vx (V(V.2)) - V(Y,Vx2)
~Vy (V(X,2)) = V(X,Y],2)

v (V) 2) - vy (V) (X, 2)
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4. Da die Spur einer lin. Abbildung und die Ableitung nach ¢ vertauschbar sind, folgt

._ d .
Ric (X,Y) = I (Rlcg—i-th (X,Y)) [e=0

- Tr(ZHR(X,Y)Z>

und daraus ergibt sich

n

Ric (X,Y) = Zei (g (Vei <V> (X,Y) ,ei> —g <VX (V) (e:,Y) ,e,-))
i=1
5. Ls gilt
Ryyin =Y €Ricgrm (a; (t),ai (1))
i=1
wobei a; (t) eine ONB von g + th ist. Sei a; (0) = a; und a; = a; (0), dann ist
: d
R = - (Rg+th) lt=0
= Z (qf{ic (as, a;) + 2€;Ricy (as, ai))
= TrgRic+2)  eRicg (@i a)  (x)
Behauptung:

2 Z eiRicg (a;,a;) = — (Ricy, h>g
Aus (g +th) (ai (t) , a; (t)) = €idi; folgt
h(ai, a;) + g (ai, a;) + g (ai, a;) = 0
und mit Basisdarstellung ergibt sich
@i = Y g(diar)epax
k

= Z —h (a;, ar,) epar, — g (a;, ax) epag
%

Insgesamt erhalten wir dann

n

Z EiRng (di, ai) = — Z €€k (h (ai, ak) Rng (ak, ai) +g (CLZ', dk) Ricg (ak, al))
=1 ki
= - <h, Ricg>g - Z EkRiC (ak, dk)
k
—2) eRicy (ai,ai) = — (b, Ricy),

1

Wenden wir dies auf (%) an, dann bleibt die

Behauptung: .
TrgRic = Ay (Tr h) + d404 (h)
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Es ist
TrgRic = ZeiRic(ei,ej)

%

= quj (g (Vej (V) (e, €i) ,ej) —g (Vel. (V) (ej,€5) ,ei))

Z7j
nun rechnen wir im Punkt x € M in einer z-synchronen ONB. Dann folgt

TrgRic =2 Zeiq (g <Vej (V) (62‘, 61') ,€j> -9 <Vei <V> (ej, €j) 7€i>)

2y
"E S o (0 () o (9 000.0)
1

[

5 Z eicj{e; (Vel.h (eirej) + Veh(ei,e5) — Ve h (e, ei))
Z7‘7

—e; (Ve,h(ei e) + Ve, h(ej,e5) — Ve, h(ej,e:))
= ) eicj(ej(Ve,h(eire;)) — (Ve hlei,e:)))
—_——

" —0h(ej)
= 595gh - Z 6iejej (ej (h (62‘, 62') —2h (Vejei, 61)))
4,3
= Og0gh+ Dg (Trgh) +2)  €iejh (Ve,Ve,ei i)

Z’Lj
Wir zeigen nun
2 "eicjh (Ve,Veeires) =0
1,J
Es gilt
VeVeei = Y exg (Ve Veseirer) en

= Skl (0 (o) -0

= Zk:ek (ej (ej (g (zuek))) g(eivve]ek)) €k

= - Z exg (€i; Ve, Ve,er) €x
k

und daraus folgt
Z ci€;h (veivejei7 61') = Z €i€j€LY (ei, Ve, Vejek) ~h(ex,ex)
g irj,k
= —Zﬁkejh (Vejvej'ekaek)
jk
=0

Insgesamt ergibt sich damit

R = 0,05h + Dg (Trgh) — (Ricg, h),
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Und das Lemma ist bewiesen. OJ
Wir kommen nun zum Beweis von Satz 3.36.

Bewess. Fiir die Variation des Einstein-Hilbert-Funktionals gilt nun

d

i (Rgtth - dMgien) |i=0

LSty = /

dt
M
= /R~dMg+Rg-dM
emma . 1
Lem / (Ag (T'rgh) + 6405h — (Ricg, h),, + B (Ryg, h)) dM,

< R,9 — Ricy, >dMg

+/ o (Trgh) + 8,0,h) dM,

S— K

Der 2. Term verschwindet jedoch nach dem Satz von Stokes bzw. dem Divergenz-Satz fiir Vektorfelder
mit kompaktem Trager auf Mannigfaltigkeiten ohne Rand. Aus

d 1 .
0= 2 (S(g+th)]izo :/<QRggRlcg,h> aM, vhe 589 ()
M g
folgt dann also

1
Ric—iRgg:O

Bemerkung. Es gilt

M

Sei x € M, (e1,...,ep)eine ONB in T, M und angenommen T, (e;,e;) # 0. Wir betrachten h mit
ha = hy (e, €5) o' o gdund
———

#0
Tac (eiv e]) hr (ei7 ej) > 0.

—f(z)
Sei p € C*° (M) mit ¢ > 0,0 () =1 und suppp C {f > 0} dann ist

d
G @+t o= [ (o), ary = [of ity 0.
M
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Satz 3.38. Sei (M, g) eine orientierte semi-Riem. MF mit Vol (M, g) = 1. Sei
F:Mpg — R

das normierte Finstein-Hilbert- Funktional

1
F(g) = “/Rngg,
Vol (M,g) = i

dann gilt
(M, g) ist Einstein-Raum <= g ist kritischer Punkt von F'

Beweis. Zunichst eine Bemerkung zum Verhalten der Funktionale bei Umskalierung der Metrik. Sei
Gg=A-gmit A € R, dann ist

e Ricz = Ricy
e R =\"1R,
o dM; = \2dM,
Somit folgt also
S (A\g) = /RAg dM)yg = AT S (9)
M

bzw.
1 n n—2 n—2

S(Ag)=A"2"2 A7 -F(g)=F(g).

F(Ag)

n—2

Vol (M, \g)"

Fiir die Variationen ergibt sich damit

d d -2 d
2 (F (g4 th)) li=o = - (S (9 +th)) li=o - VoL (M, g) +S (g) - | ="—=- = (Vol (M, g+ th)) i
dt dt N———— n dt

1 h

Vol

wobel nach dem Lemma .
Vol:/dM:/2<g,h)g dM,

und nach Satz 3.36

Insgesamt erhalten wir also

L (P g+ th) o =

= Ric =

Und somit ist (M, g) ein Einstein-Raum. O
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3.6 Geoditische Linien auf semi-Riemannschen Mannigfaltigkeiten

Ziel: Verallgemeinerung der Geraden als kiirzeste Verbindung zwischen 2 Punkten in (R, (, )rn).

Definition. Sei (M",g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und V der Levi-Civita-Zusammenhang.
Sei weiterhin I C R sei ein Intervall. Eine C*°-Kurve v : I — M heifit geodétische Linie (kurz
“Geodétische”) auf (M™,g), falls

— =0
dt

auf I, (d.h. 7 ist ||-verschoben entlang ).

Eigenschaften von Geodéaten

1. Lokale Formel fiir geoddtische Linien ~y

Aus der lokalen Formel fur parallele Vektorfelder folgt: Sei (U, = (z1,...,2y,)) zul. Karte um
¥(t) und p oy = (71,...,7), so folgt

50 = Y 1lt) - (110)

=1
und damit

W)+ Y utOTEGE) =0 k=1,...,n

ij=1
wobei (Ffj) die Christoffel-Symbole von (M, g) beziiglich (U, ¢) sind.
Beispiel. Sei (M, g) = (R", (,)gn), dann ist Ffj = 0. Damit gilt:

v : I — R™ geodiitische < 4, (£) =0 k=1,....ne~y{t)=at+b abecR"

2. Sei v: I — M geoditische, dann ist

IV ()l = const.

Da die ||-Verschiebung beziiglich Levi-Civita-Zusammenhang die Lingen erhilt!'!.

3. Sei y: I — M eine nicht-konstante Geodétische und 7 : J — I eine Parametertransformation.
Dann gilt:

Die umparametrisierte Kurve 4 = yo 7 : J — M ist eine geodétische < 7(t) = at + b (d.h. 7 ist
eine affine Parametertransformation).

Denn:
7)) =+(r@) - 7'(t)
Aus der Produktregel fiir kovariante Ableitung von VF folgt dann

Y = Y o) A )

"

T (D)7

Da ~ nicht konstant und +'||-verschoben ist, folgty’(7(¢)) # 0Vt € I'\Nullmenge.

Hgjehe Satz 3.22 auf Seite 131
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Definition. Eine C*°-Kurve v : I — M heifit Prigeodite < es existiert eine beliebige Parameter-
transformation 7 : J — I derart, dass y =yo7:J C R — M eine Geodite ist.

Satz 3.39. Sei (M,g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, x € M undv € T, M. Dann existiert
genau eine mazrimale Geoddtische v, : I, C R — M mit

w(0) = =z
v (0) = v “Durchlaufgeschwindigkeit”

(mazimal = mazimaler Definitionsbereich)
Beweis. Zu den einzelnen Punkten:
1. Wir zeigen zuerst: es existiert eine Geodétische 7 : (—¢,e) C R — M mit v(0) = z,~'(0) = v.
Y

Dazu wahlen wir Karte (U, ¢ = (21,...,2,)) um z. Sei dann v = ) vka%k(:c so betrachten wir
das lineare DGS auf ¢(U):

70+ Ail'yé(t)v;(t) IE(y(t) =0
~(0) Zéﬂk(:c) k=1,...,n.
7(0) = v*

Dies ist ein gewohnliches DGLS 2. Ordnung mit AW. Es existiert also lokal eine Lésung um
t=0
Y1) = ¢ (), 7a(t) € (—e,e)

2. Maximalitdt und Eindeutigkeit: Standardschluss wie im R™: Seien ~; : I; C R — M Geodétische
mit 7;(0) = z, 7/(0) = v und zusammenhéngendem 1N 1. Dann folgt aus 0 € I; N[5 automatisch
v1 = 72 auf I; N Iz, denn

A={teNnh| () =(t),7) =)}

ist mit 0 € A nicht leer. Dartiber hinaus ist A abgeschlossen, da ;,7, stetig und Th-Riume,
und offen nach lokalem Existenzsatz fiir tg € A. Und da I; N Iy zusammenhéngend ist, folgt
A = I N I. Wir betrachten alle Losungen v : (ay,by) — M, a = inf, a,, b = sup, b,. Dann gilt:

Y (a,b)=I, CR— M
ist eindeutige maximale Losung: v,(t) := ~(¢) falls t € (a-, by).
0

Korollar 3.40. Sei v, : I, C R — M die mazimale Geoddite mit Anfangspunkt v,(0) = = und
Anfangsrichtung ~,(0) = v. Dann gilt:

tsel, = s € Iy,

und
Yew(8) = Yo(ts).
Insbesondere ist mit 1 € I, auch 1 € I;,V0 <t <1.
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Beweis. Sei 0(T) := v,(t- 1) fiir 0 < 7 < s, ¢ fix. Dann gilt: 0 ist Geodite, da affine Parametertrans-
formation

5(0) =v0)=z , §0)=t-v
Nach Definition ist dann §(7) = v (7) und damit

d(s) d;f Yo(ts) = Y (s) = s € Iy, da ts € I,.

Fir s =1 folgt dann ¢t -1 € I, VO < ¢ <1 und demnach

1e,VO<t<1.

O

Satz 3.41. Sei f : (M,g) — (M,§) eine Isometrie zwischen semi-Riemannschen Mannigfaltigkeiten.
Dann gilt:

v : I — M ist eine Geoddtische in (M,g) < fo~y:I — M ist eine Geoddtische in (M, §)

Beweis. Eine Geodétische v ist stiickweise entweder regulér (7/(t) # 0) oder konstant, da ||7/(¢)|| =
konst. und 4/ ||-verschoben. Fiir einen Diffeomorphismus f gilt dann

vkonstant < f oykonstant und
~vyregulir < fo-~yregulir.

Sei nun v regulér und ¢g € I, dann existiert I = (to—¢,to+¢) und ein VF Xy, € X(M) mit Xy (y(t) =
7/ (t)¥t € I. Betrachten das VF df (Xy,) € X(M), ( dies existiert, da f ein Diffeomorphismus ist):

def

df (X)) (1) = dfyi (X (1(2)))
= df,(Y(t) = (f)(t) viel

D.h. df (X;,) setzt (fv) um (fv)(to) fort. Und damit folgt

M(t‘) = @(ffy)/(t)df()zto)

di "
= dfy0(VynXy)

5.3.14 %A%

= dfy(t)(%(t)) YVt € j

Da df(4) eine Isometrie ist, folgt 1) @) = |7 @)Vt € I. Datg € I beliebig ist, gilt die Behauptung
vt e l. 0l

Satz 3.42. Sei M™ C R"™ eine Mannigfaltighkeit mit induzierter Riemannscher Metrik und bezeichne
Ny M := (T, M)™*
den Normalenraum in x € M. Dann gilt: v : I — M™" ist eine Geoddtische

= ’}/” (t) S Nw(t)M
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Beweis. Dies folgt aus Satz 3.18: Sei Z € X,(M), dann ist Z(t) ist parallel verschoben entlang
v Z'(t) € NyyM. Es gilt also

7vist Geodétische <= ~' (t) ||entlangy <= ~" (t) € Nyp»yM
O

Definition. Eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) heift geoditisch vollsténdig (kurz: voll-
standig) < Jede maximale Geodétische v : I — M ist auf ganz R definiert.

Beispiele fiir Geodéatische Linien

1. Geoditen im flachen Raum

a) (R™* gp) ist geoditisch vollstindig. Jede maximale Geoditische hat die Form y(t) = at+b
mit ¢t € R.

b) (R™¥\{0}, gx) nicht geoditisch vollstindig.

~(t) = tey ist nur definiert auf (—oo,0) und (0, c0).
2. Geoditische Linien auf S" C R"™!

Fiir einen 2-dim. UR E? c R™t! betrachten wir den “Grofkreis” T' := E2 N S™.

Sei E = span(vy,ve) mit ON-Vektoren (v, vs) aus R, Wir parametrisieren I' mittels Bogen-
lange. Mit
Y(t) :=costvy +sintvy , te€R

folgt I' = Tmy und ||7/(¢)|| = 1. 7(?) ist eine Geodatische auf S", denn
V/(t) = —sinwv; + cosvy
/7” (t) = COSV1 — sin tl}2 = —fy(t)

Da N,;)S™ = Ry(t), ist )
v (t) € N,Y(t)Sn
Da durch jeden Punkt x € S™ und in jeder Richtung genau ein Grofskreis geht, sind das alle

geodétischen Linien. Insbesondere gilt: Die Sphére S™ ist eine vollstdndige Riemannsche Man-
nigfaltigkeit.
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3. Die geoditischen Linien der Poincaré-Halbebene

Sel
HY = {(z,y) e R?* y >0}
1
g+ = ?(dx2+dy2)

die Poincaré-Halbebene!2.

Behauptung: Die senkrechten Geraden und alle Halbkreise mit MP auf der reellen Achse sind
(bei geeigneter Parametrisierung) alle Geodétischen von (H, gy+). Insbesondere ist (H.gy+)
vollstandig.

U1

T1
V2

L2

Beweis. Da durch jeden Punkt x € HT und in jede Richtung v € T, H' genau ein Halbkreis
oder eine senkrechte Gerade steht, g.z.z. man kann diese Mengen durch Geodé&tische Linien
parametrisieren. Parametrisierung des Halbkreises (MP (3,0), Radius «):

«

() ) = (atamh(t) + 8. s

) teR

Parametrisierung der Geraden:
(%) y(t)=(B.,e') teR
Wir berechnen nun die Christoffel-Symbole von (HT, gg+) in Karte o(x,y) = (z,y):
F%l = F%Z = F%l =0

1
2
F22 = F%I:Fﬁ:—; s F%1:*

Demnach sind die Geodaten-Gleichungen: v(t) = (71(¢),72(t)) Geodéte <

() = 5RO = 0
7(0) = S () + — () (6) = 0
75(t) Y2(t)
Diese Gleichungen sind fiir die Kurven (%) und (xx) erfiillt. O

12Gjehe hierzu auch Bsp.3.7 zur Mébiustransformation
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Bemerkung zu den Modellen der nicht-Euklidischen Geometrie

Euklidische Geometrie wird durch Axiomsysteme beschrieben. Dabei treten die folgenden Grundbegriffe
auf:

e Punkt
e Gerade

e + Axiome der “synthetischen Geometrie”

Streitpunkt hierbei ist das so genannte Parallelenaziom: Sei L eine Gerade und z Punkt mit = & L.
Dann existiert genau eine Gerade durch z, die L nicht schneidet. Diese wird als die zu L “parallele”
Gerade bezeichnet. Kann man dies aus den Axiomen der synthetischen Geometrie folgern oder muss
man es zusitzlich fordern?

Die Entwicklung von nicht-Euklidischen Geometrien (Gauf, Lobatschewski, Bolay ...) zeigen, das
Geometrien existieren, in denen das Axiom nicht gilt und man es zusétzlich fordern muss. Als Beispiel
betrachten wir die folgenden Modelle:

Sei (M?, g) eine vollstindige einfach-zusammenhiingende Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstan-
ter Schnittkriimmung K = 0,1, —1. Ein “Punkt” entspricht einem Element x € M und eine “Gerade”
entspricht einer geoditischen Linie in (M?,g). Dann sind alle Axiome der synthetischen Geometrie
erfiillt, aber:

e Fiir K = 0 erhilt man als Riemannsche MF (R?, (,)g2) und damit die Euklidische Geometrie

~

Fiir jedes x € L existiert genau eine Gerade LmitzeLund LNL=0.

e Fiir K = 1 erhilt man die Sphire S? mit der induzierten Metrik, bzw. die Sphérische Geo-
metrie

-
&

Alle “Geraden” durch x schneiden L.
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o Fiir K = —1 erhiilt man (H™", g+ ), bzw. die Hyperbolische Geometrie

mL

Es existieren unendlich viele “Geraden” durch z, die L nicht schneiden.

Geoditische Linien auf Rotationsflichen
Wir betrachten die Rotationsflichen'? mit induzierter Metrik:

M? = {f (u,v) = (71(v) cosu, v (v) sinu, y2(v)) |v € (a,b) ,u € R}
mit einer Kurve
v=(n:72) ¢ (a,b) CR — R?
mit den Eigenschaften 71 (v) > 0 und 4 # 0. Dann ist zunichst f : R x (a,b) — R? eine Immersion.
Wihlt man y(v) geeignet, so ist M2 = Imf C R? eine UMF und die inversen Kartenabbildungen auf
M sind gegeben durch
f=¢t:(u,v) € (u —mug+7) x (vo,v1) — flu,v) € M
Fiir die kanonische Basis dieser Karte gilt:

0 _of
%(f(u,v)) ~ o

(u,v) = (=i sinu, v cosu, 0)

und

0 of . . . .

() = S () = (i (0) cosuAn (v) sima, 52(0)).
Berechnet man die Christoffel-Symbole, so erhilt man folgende Geoditen-Gleichungen:

0(t) = f(u(t),v(t)) ist Geoditische
/ 1 " ’ 1"
- <u// oMy — 0) N : 71’}’1/ 2u/2 n ’Y1I’Y12 +72722 (Uz)z _0 (%)
7+ () (72)" + (73)
wobei v/ = ~/(v(t)).Die Kurve §(t) ist auf Bogenlénge parametrisiert, falls
2 2 2 2
R @)+ ()7 + (8)°) @) =1 (rx4)

Die Punktmengen {f(u,vp)| v € R} heiken Breitenkreise von M und die {f(ug,v)| v € (a,b)} heiken
Meridiane von M. Wir parametrisieren die Breitenkreise durch die Bogenldnge. d.h. durch Kurven
8(t) = f(u(t),vo). Mit (+ % *) folgt dann 72(vo) (u)* = 1. Fiir die Meridiane schlieft man mit 8,,(t) =
f(ug,v(t)) analog, dass hierfiir

((4)° +(02)%) ()" =1
erfiillt ist. Dann gilt:

13siehe hierzu Bsp. auf Seite 103
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1. Alle (auf BL parametr.) Meridiane d,,(t) = f(uo,v(t)) sind Geodétische Linien.

2. Ein (auf BL parametr.) Breitenkreis 05(t) = f(u(t),vo) ist eine Geodétische Linie < ~](vg) = 0,
d.h. 7/(vg) ist parallel zur z-Achse.

Damit sind Breitenkreise der Art

die einzigen geodétischen unter den Breitenkreisen.

3. Sei §(t) = f(u(t),v(t)) eine auf BL parametrisierte Kurve auf M?, 3(t) der Schnittwinkel zwi-
schen 0 und dem Breitenkreis durch 6(¢) im Punkte 6(¢). Zudem gelte 0 < 3(t) < 7, d.h. ¢
verlduft nirgends auf einem Breitenkreis. Zudem sei r(t) der Radius des Breitenkreises durch
d(t). Dann gilt die Clairautsche Regel:

J (t) ist Geodétische < 1 (t) - cos 3 (t) = const

Im Falle des Paraboloiden, bei dem kein Breitenkreis geoditisch ist, hat man z.B. folgende
Geodaitische

Fiir einen Zylinder, bei dem jeder Breitenkreis geodétisch ist, gilt r(t) = const. Damit ist die
obige Kurve 0(t) genau dann eine Geodatische, wenn cos 3 (t) bzw. 3(t) konstant ist:

Solche Kurven heifen Schraubenlinien.
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3.7 Exponentialabbildung und Normalkoordinaten

Sei (M™, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, x € M und v € T, M. Zudem sei
Yo: Iy CR— M

die eindeutig bestimmte maximale Geodétische mit 7, (0) = z, 7,(0) = v. Nach dem Korollar aus Satz
3.39 gilt
lel,=1€l;, YVO<t<1l und ’}/ty(l) = ")/v(t)

Dann ist die Menge
D, ={veT,M|1lel,} CT,M

sternfiirmig bzgl. 0, € T, M und offen (folgt aus allgemeiner Theorie der Differentialgleichungen)

Nach Def. ist D, C T, M. Ist (M", g) geodatisch vollstandig, so gilt D, = T, M.
Definition. Die Abbildung

exp, : Dy CT,M — M
vo— (1)

heift Exponentialabbildung von (M. g) im Punkt x € M.

Eigenschaften:

e exp, bildet die Geradenstiicke {tv|t € Ip} von T, M auf Geradenstiicke, d.h. Geodétenstiicke in
M ab:
exp (1) = Yo (1) = (1)
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e Die Abbildung exp, ist C*°, denn Ldsungen von Differentialgleichungen mit C*°-Koeffizienten
héngen glatt von den Anfangsbedingungen (v, m(v)) ab.

Satz 3.43. Die Exponentialabbildung exp, : Dy C Ty M — M st ein lokaler Diffeomorphismus um
0z € D,.

Beweis. Bei der Identifizierung To(T, M) ~ T, M gilt (dexp,)o = idr, s da

(dexp,)o(w) = (exp 0+ tw)eco
_d _d
= GOm0 = G O)lng

Definition. Sei U C T, M eine sternfiirmige Umgebung von 0, € T, M, so dass
exp, : U = Ulz) C M

ein Diffeomorphismus ist. Dann heift U(x) = exp,(U) Normalenumgebung von = € M.

Aus Satz 3.43 erhélt man: Ist (M™, g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann besitzt jeder Punkt
x € M eine Normalenumgebung. Normalenumgebungen haben folgende spezielle Eigenschaft:

Satz 3.44. Sei U(x) Normalenumgebung von x € M. Dann existiert fir jeden Punkt y € U(x)
eine eindeutig bestimmte Geodéte v : [0,1] — U(z), die = und y innerhalb von U(z) wverbindet
(7(0) = 2,v(1) = y). Dabei gilt: Ist v = exp; ' (y), so ist

V() = exp,(tv) = y(t) t€0,1]
und
Hwloay) = vl
Yo : [0,1] — U(x) heift radiale Geoddte von x nach y.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Existenz:
Sei v = exp, !(y) € U. Da U sternfiirmig, ist tv € U V0 <t < 1. Und damit ist
Yo(t) = exp,(tv) € U(x)
eine Geodate in U(x), die z und y verbindet.

2. Eindeutigkest:

Sei 7 : [0,1] — U(x) eine weitere Geodéte mit 7(0) = z und 7(1) = y. Wir setzen w := 7/(0) €
T, M und betrachten die durch w definierte mazimale Geodate vy, : I, — M. Da 7 und 7, den
gleichen Anfangspunkt und Anfangsvektor besitzen, folgt:

T = 'Yw|[0,1] (*)

und damit ist w € Dy C T M. Damit ist w € U, denn fiir w ¢ U verlasst der Strahl {twl|t € [0,1]}
die Menge U.
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Es existiert also ein to € (0,1) so dass tow € U\ exp; ' (7]0,1]) kompakt. Damit ist aber
Yu(to) € U(2)\7(0,1]
Das ist aber ein Widerspruch zu (x). Es gilt nun
Y ="0(1) =7(1) undv,w € U mit exp,(w) = exp,(v)
Da exp, : U — U(x) ein Diffeomorphismus ist, folgt w = v bzw. 7, = v, = 7 auf [0, 1].

3. Fiir die Linge folgt aus |7, ()] = |17, (0|
1
(o) = [ 10t = ol
0

O

Definition. Eine Kurve v : I — M heifst ’gebrochene Geodéte’ < v stiickweise C*™ und die glatten
Stiicke sind Geodéatische.

Korollar 3.45. Sei (M™, g) zusammenhingende semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann kann man
beliebige Punkte x,y € M durch eine gebrochene Geoddte verbinden.

~

Beweis. Sei x € M fix. Und
C :={y € M| es existiert eine gebr. Geodite von x — y}

Dann ist M = C, denn C # 0, da = € C. C ist offen: Sei y € C und U(y) die Normalenumgebung
von y. Fiir jedes z € U(y) existiert nun eine radiale Geodéte von y — z, somit ist U(y) C C. C ist
abgeschlossen, d.h. M\C ist offen: y € M\C und U(y) dessen Normalenumgebung. Fiir z € U(y) ist
z € M\C und damit U(y) C M\C. Da M zusammenhéngend ist, folgt M = C. O
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Ziel: Die Exponentialabbildung hat folgende geometrische Eigenschaft:

exp,:UCTyM — Ulx)C M
Strahl tv — radiale Geodéte 7,(t) = exp,(tv)

/%';?x\*

exTPy © )

Yo

exp, erhélt die Orthogonalitit zu den radialen Richtungen, d.h. sie ist eine “Radiale Isometrie”_
(schneidet § den Strahl tv L, so schneidet 6 = exp,, od die radiale Geodéte 7, L). Dazu benétigen wir
das folgende Hilfsmittel:

Definition. Sei A C R? ecine zusammenhingende Menge, so dass U C A C ¢l (U) fiir eine offene
Menge U C R2. Eine parametrisierte in einer Mannigfaltigkeit M™ ist eine glatte Abbildung'* f :
A C R? — M. Ein Vektorfeld X entlang einer parametrisierten f : A C R? — M ist eine Abbildung
X:ACR® - TM
(t, 5) — X(t, 5) € Tf(t,s)M,

die C*° ist (im iiblichen Sinne wie fiir Vektorfelder entlang Kurven).

Sei f: A CR? — M eine parametrisierte

f(t07 S)

Die Kurven t — f(t,s0) bzw. s — f(to, s) heifen Koordinatenlinien von f (hierbei ist sp und ¢ fix).
Leitet man die Koordinatenlinien nach ihrem jeweiligen Parameter ab, so erhélt man Vektorfelder %
bzw. % entlang f:

9 d 9
87{@0’ s0) 1= %(f(t SO)t:todf(to,so)(a(tOv 50))
9 d 9
& (10,50) = (10, o=l 0) e (0 50))

Sei V eine kovariante Ableitung auf M und X ein Vektorfeld entlang f. Dann sind die partiellen
kovarianten Ableitungen va—i( und Va—f die folgendermafen definierten Vektorfelder entlang f:

YDabei heifit f glatt, falls es eine offene Menge V' O A und eine C*°-Abbildung F : V C R? — M mit F|a = f gibt.
Die Bedingung U C A C ¢l (U) sichert, dass das Differential df, := dF, fiir a € A unabhingig von der Fortsetzung
F ist.
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. %(to,s()) ist die kovariante Ableitung des Vektorfeldes X (-, sg) entlang der Koordinatenlinie
(-, s0) im Punkt t.

. %(to,b‘g) ist die kovariante Ableitung des Vektorfeldes X (to,-) entlang der Koordinatenlinie
f(to,-) im Punkt so.

Lemma 3.46. (Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen bei parametrischen n 2 Schwarz-Lemma
der Analysis))

Sei M™ eine C™°-Mannigfaltigkeit mit torsionsfreier kovarianten Ableitung V und f : A C R? — M
eine parametrisierte , dann ist

vof _Vof
ot 0s  Os Ot
Beweis. Sei (U, ) Karte um f(t,s) und o(f(t,s)) = (z1(t,s),...,z,(t,s)), so folgt
of Ox; 0
ot Z ot 9z 7))

0 " Oz; O
D LT

fiir f(t,s) € U. Aus der lokalen Formel fiir die kovariante Ableitung folgt:

VvV of 9z, Oxy, Ox; ,; . O
55 ot ~ 2-gaak T 2Bt 75 WU
\Y% af (‘9 xl 8$k 833[ i 0
ok 05~ 2=ors T 2 7 on W V)
Da V torsionsfrei ist, folgt Flk = F};l und damit die Behauptung. O

Satz 3.47. Gauf-Lemma Sei (M™,g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, x € Mund v €
D, C T, M. Sei 0,(t) = tv C T, M der von v erzeugte Strahl in T, M. Sei weiterhin X € T,(T, M)
ein “radialer” Tangentialvektor (d.h. X tangential an o,) und Y € T,(T, M) beliebig. Dann gilt bei
Identifizierung To,(Ty M) = T M :

gy((dexp,)v(X), (dexp,)y(Y)) = g2(X,Y)
wobei y = exp,(v).

(Insbesondere gilt: schneidet eine Kurve 5(t) in T, M den Strahl o,(t) in v orthogonal, so schneidet
die Bildkurve §(t) = exp,(d(t)) die radiale Geodéte 7, (t) in y = exp,(v) orthogonal.)

Beweis. Sei X € T,(TyM) ein radial Vektor, so ist X = dv. Da (dexp,), linear ist, geniigt es die
Behauptung flir X = v zu beweisen. Betrachten die parametrisierte

f:00,1] x (—e,e) — M
(t,s) +—  f(t,s):=exp,(t(v+ sY))
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Aus f(t,s) = exp,(t(v + sY)) und v,(t) = f(¢,0) folgt dann

0 d d
D00 = Leu)lemr = oexp,(t)im
= (dexp,)u(v)
0 d d
D00 = L0, 5)em0 = o (expy 0+ 59)ls=o)
= (dexp,)o(y)
Zu zeigen ist also 5
(20,0, % 00) =y )
Da der Levi-Civita-Zusammenhang V metrisch ist, gilt
0 0 Vo 0 0 Vo
20t 15 = 0 1,90, 91,5 + oG 1,9, 3 L 1, 9)

f(t,s) = exp,(t(v + sy)) ist fiir ein fix. s eine radiale Geodéte und %{(t, s) ihr Tangentialvektor, d.h.
af( s) = 0. Mit dem Symmetrie-Lemma folgt nun

o 9Ot I t,9)) = o351, 5 I 1,9)) = 2 2 (9 1,5), 1))

Sf\<l

Da 2L t, s) Tangentialvektor an die radiale Geodéte exp,(t(v+ sy)) mit Anfangsvektor (v + sy), folgt
ot T

of

of 10
5(9(5(@5),5

) = 2w+ syt )
= 5 0(y,y) + g2(v,y)

(da Lange des Tangentialvektors konstant). Fiir den Parameter s = 0 folgt

d 0
@900 (1,0), 90,0 = ge(w.y) Wi o,
h(t)
mit ~A(0) =0 da of —(0,0) = d — (exp,(0)) = 0. Es ist also
0s ds ——r

=T

h(t) =t ge(v,y)
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und damit o o
h(l) = gy(a(lv 0)7 %(17 0)) = gw(vvy)

und daraus folgt (x). O

Definition. (M",g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, x € M und n = (ay,...,a,) eine ONB in

(TzM, gz). Es gilt also
-1

(9e(ai,a5)) = 1

Sei weiterhin U(z) Normalenumgebung von « € M. Wir definieren
wa:U(x) — R"

n
y — (x1,...,2,) y:expz(inaz-)
i=1

©a heifen Normalkoordinaten auf U(x)

Bemerkungen:

n
e Sei v, (t) = exp,(tv) die von v € D, C T, M erzeugte radiale Geodéte und sei v = > v;a;. Dann
1

1=
ist pa(1u(t)) = (tvi,...,tv,). In der kanonischen Basis bezgl. (U(z), pa) gilt damit:

90 = Y i ((0).

i=1
e Seiy € U(z) und v = exp, *(y) = 3. v;a;, dann ist x;(y) = v; und damit
1 :
(wloy) = (I=21(y) —... —af(y) +2°(y) + ... +27[2) k = index(g)

e Fiir die kanonische Basis der Normalkoordinaten ¢, gilt:

aii (y) = (dexp,)o(a;)  wobei v = exp, ' (y)
da
8(; (y) = %(w;l(soa(y) +ta;))|t=0
= %(expx(wl(y)al o () F a4 F 2 (y)an)) o
= (dexpy)o(a) -

Die Normalkoordinaten um z verhalten sich ¢m Punkt x in 1. Nidherung so wie die Euklidischen
Koordinaten von R™* ~ T, M:
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Satz 3.48. Sei (M"™,g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und (U(x),pa) Normalkoordinaten um
x € M, dann gilt

1. gij(x) = 52‘3'6]' mit € = {—1 1<k1lj> k‘}

2. Tfi(x) =0
Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Es gilt

Gi@) = gl (), £j<x>>

= gal(dexp,)o(a), (dexp,)o(a;))

Satz 3.43
=" gu(ai,a5) = dije;

2. Wir betrachten die Geodéten-Gleichung fiir radiale Geodite v,(t) in Normalkoordinaten:

y = exp,(v), pa(y) = (x1(y),- -, Ta(y)) = (v1,...,0n).
Dann ist
Pa(Vo(t) = (tz1(y), - tzn(y) = ((t), ..., m(t))

und damit
W) = wily)  baw. () =0.
Daraus folgt nun
> Thnw)zi(y)aj(y) =0 tel0,e),k=1,...,n
0.

Wir betrachten nun speziell den Vektor v = (a, + a,). Sei 0 < a € U fixiert, dann ist

zi(y) =

a firi=roderi=s
0 sonst

Es gilt also
Lrs(r(t) +T5 (1 (t) =0 Ve 0,¢)

und insbesondere fiir t = 0
I (x) + 5 (z) =0

D.h. T'* (z) ist schiefsymmetrisch in (r,s). Da aber Fﬁs(x) immer symmetrisch in (r, s) folgt

Ffjs(x) =0 Vrs,k.
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Konvexe Umgebungen

Definition. Sei (M™,g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine offene Menge W C M heift
konvex < W ist Normalenumgebung fiir jeden ihrer Punkte.

Aus Satz 3.44 folgt: Ist W C M konvex, so existiert fiir je 2 Punkte x,y € W eine eindeutig bestimmte
Geodite, die z und y in W verbindet. Imn Folgenden soll gezeigt werden, dass jeder Punkt von M eine
konvexe Umgebung besitzt. Dazu betrachten wir die C*°-Abbildung

E: DcTM — MxM

v (m(0), expra) (V)

Dabei sei 7(v) der FuRpunkt von v im Tangentialbiindel TM und

D:={veTM|1e L}
D C TM ist offen (Theorie der Differentialgleichungen) und es gilt
D,=DNT,M VYxe M.
Lemma 3.49. Seix € M und v € T, M, so folgt: Ist
(dexpy)v : To(TeM) — Texp, ()M

et Isomorphismus, so st

dEU : TU(TM) — ($,expz(v))(M X M)
ein Isomorphismus. Insbesondere ist E : D C TM — M x M ein lokaler Diffeomorphismus um
or €T, M CTM.

Beweis. Sei v € T, M ein Vektor fiir den (dexp,), ein Isomorphismus ist. Aus Dimensionsgriinden
geniigt es zu zeigen, dass dF, injektiv ist. Sei X € T,(TM) und dE,(X) = 0. Daprio E =7 =
Projektion im Tangentialbiindel, folgt aus

dmy(X) =dpriodE,(X) =0

die Eigenschaft
X € kerdm, = T,(T, M)
M~ ~——

n-dim n-dim

d.h. X ist ein “vertikaler Vektor”. Damit ist
(dEy)(X) = (0, (dexpy)y(X)) =0
und (dexp,)y(X) =0, bzw. X =0. O

Satz 3.50. (M™,g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Jeder Punkt x € M besitzt eine konveze
Umgebunyg.
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Beweis. Sei U(x) eine Normalenumgebung von z und ¢ = (1, ..., z,) Normalkoordinaten um z auf
U(x). Wir betrachten die Funktion (unabhéngig von sign(g))

Fiir hinreichend kleines 6 > 0 gilt
Vs(z) == {y € U(z)| N(y) <8’} c U(2)
Vs(z) wird bei @, auf die Euklidische Kugel im R™ und Radius § abgebildet).

1. Sei B das folgende symmetrische (2, 0)-Tensorfeld auf U(x):
B=) (6;— Iy, )dz; @ dx;
O S
bzgl. Normalkoordinaten

Im Punkt z € U(x) gilt nach Satz 3.48

B, = Z(Sz](d:m & d.’L’j)m = zn:(dxlz)r,

,J i=1

d.h. B, ist positiv-definit. Wihlen § zusitzlich so klein, dass B auf Vs(x) C U(x) positiv definit
ist. Da

¢ : [0,1]xDC[0,1] xTM — M
(tv U) = €XDPr(v) (tv)

stetig ist, existiert eine Umgebung [0,¢) x V C [0,1] X oo von (0, 0;) so dass
P(t,v) = CXPr(v) (tv) € Vs(x)
1
. . i -
V(t,v) € [0,e) x V. Betrachten V' := {§V |v € V} C D (umnormierbar), dann ist

g
eXpw(f/) (tV) = EXPpj(v) (t ’ 5 ’ 1)) € %(x)

mit o = §-0 Vt € [0,1] und © € V'. Es existiert Umgebung V' von &, € T'M, so dass eTPr(v)(tv) €
Vs(z) fir alle 0 < ¢t < 1lund v € V. Nach dem Lemma ist E: D C TM — M x M ein lokaler
Diffeomorphismus um §,. Wihlen 0 <e< ¢ so klein, dass

E:W CTM — Vy(z) x Vo(2)
ein Diffeomorphismus und exp ., (tw) € Vs(z) fiir alle 0 <¢ <1und w € W mit W V.

2. Behauptung: Fiir jedes 0 < a < ¢ gilt: V,(x) ist Normalenumgebung fiir jeden seiner Punkte
y € Vo(x).
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Seien y,z € Vy(x) und v := E~'(y,2z) € W. Dann gilt y = n(v) z = exp, (v). Dann gilt nach
1.) die radiale Geodéte ,(t) = exp,(tv), die y und z verbindet: v,(t) € Vs(z) (¢t € [0,1]). Wir
zeigen, dass sogar gilt:

Yo(t) € Vo(z) VYt e[0,1].
Betrachten die Geodite v,(t) in den Normalkoordinaten bezgl.
() = (x1(t), .-, (1))
Sei N(t) := N(v,(t)) = > x;(t)%. Nach 1.) folgt dann N(t) < §2. Angenommen 7, verlisst
i=1
Vo(z). Da y,z € Vy(z) folgt aus N(8), N(1) < a?, dass N(t) einen maximalen Wert in einem
to € (0,1) besitzt.
N’(tg) = 22.%’2' to
N'(to) = 22 2+ ai(to)z; (o)) (+)
Die Geoditen-Gleichung in Normalkoordinaten lautet
; (to) +Z$k¢z k((t) =0
sodass
N'(to)) = 2 (6 — Thy(v(to))i(to)) i (to) ) (to)
= QB')/(to)(’Y/(tO)7’Y/(t0)) >0
da B auf V() positiv-definit und +/(¢p) # 0. N hat also in tg ein lokales Minimum. Dies ist ein
Widerspruch zur Annahme, dass N in ty maximal ist. D.h.
w([0,1]) C Va(x). 0<a<c
3. Va(x) ist Normalenumgebung von y € V(x): Sei

W' = E Y (Vy(z) x Va(z)) C W.

und

W, =W'nT,M c T,M
offen. Da E|;, Diffeomorphismus ist folgt

exp, : W, Cc T,M — V,(z)

Diffeomorphismus. Noch zu zeigen: Wy ist sternfiirmig bezgl. o,. Fiir v € Wy gilt z = exp, (v) €
Va(z). Mit 2.) ist fiir die radiale Geodéte 7, (t) € V() fiir alle 0 <t < 1. Damit ist aber auch

t-v=exp, (%())GW vt € [0,1].

'Ytu(l)
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O

Korollar 3.51. Sei (M™,g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Ist v : [0,0) C R — M eine
Geoddte und ezistiere eine stetige Fortsetzung 7 : [0,b+¢€) C R — M won v, dann ezistiert eine
Fortsetzung von ~y zu einer Geoditen auf [0,b+ ¢) (fir ein e > 0).

Beweis. Sei V. C M eine konvexe Umgebung von 4(b). Dann existiert 0 < a < b, sodass |44 C V.
V ist Normalenumgebung von v(a), d.h. v[[4) ist ein Anfangsstiick einer radialen Geodéten. Setzen
diese radiale Geodéte bis zum Rand von V fort. Da (b) € 0V, ist die radiale Geodéte auf [0,b + a)
flir ein € > 0 definiert. O

3.8 Geoditen und Abstinde in Riemannschen Mannigfaltigkeiten.
Der Satz von Hopf und Rinow

Wir betrachten in diesem Abschnitt nur Riemannsche Mannigfaltigkeit (M",g) und studieren die
Abstands-minimierenden Eigenschaften von Geodéten in Riemannschen Mannigfaltigkeiten.

Sei (M™, g) eine zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit und =,y € M.
Q(x,y) := Menge der stiickweise glatten Kurven, die x und y verbinden.

Definition. d(x,y) := inf{i(7)| v € Q(z,y)} heibt Abstand von  und y in (M, g).

Bemerkungen:

1. d: M x M — R ist offensichtlich > 0 , symmetrisch und erfiillt die A-Ungleichung
d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).
Sei e > 0. Wahle a € Q(z, 2), 5 € Q(z,y) mit
la) <d(z,z)+e , UB)<d(zy) +e
dann ist a* 3 € Q (x,9)'% und es gilt
lax ) = l(a) +1(5)

d(z,y) <llaxf) <d(x,z)+d(z,y) + 2.

Mit e — 0 folgt Behauptung. Zeigen spiter, dass d eine Metrik auf M ist (noch zu zeigen:
d(z,y) =0=z=y)

2. In pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeiten kann man zwar d ebenfalls definieren, dies ist aber
keine Metrik:

Fiir (R%, g = —dx? + dy?) ist v : [0,1] — R?1  ~(t) := (t,t) isotrop, und damit gilt

I(v)=0 =d(v(0),~7(1)) =0

“Hierbei bezeichne a x 3 die Verkniipfung von Wegen.
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3. Es muss keine Kurve geben, deren Linge gleich dem Abstand ist

R2\{(0,0)} ¢ = dz? + dy?

o

Definition. Eine Kurve vy € Q(z,y) heifst minimierend :< () = d(z,y). Sei (M™, g) ein Riemannsche
Mannigfaltigkeit und @ € M. Sei U(z) eine Normalenumgebung von = und

exp, : U(0) C T,M - U(z) C M

ein Diffeomorphismus. Sei € > 0 so dass ¢l (K. (0))  C U(0). Dann heift
—————

abg. Kugelin (Tyx M,gz)
B.(x) := exp, (K (0)) C U(x)

geoditische Kugel um 2% und

8. (@) = exp, (9 (K (0))) = exp, ({v € U] [Jol] = <})

geoditische Sphire um .

Seien pa = (x1,...,zy,) Normalkoordinaten um auf U(z). Dann gilt
yeB: & |exp;'(y)]? <&

s W)+ +r,(y)? <

Aus Satz 3.50 erhalt man

Satz 3.52. Sei (M",g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Fiir jeden Punkt x € M existiert eine
geoditische Kugel B.(x) so dass fir jedes 0 < a < ¢ die geoddtischen Kugeln By(x) um x konvex sind.

Zudem gilt der folgende Satz.

Satz 3.53. Sei (M™,g) eine zusammenhidngende Riemannsche Mannigfaltigkeit, x € M und U(z)
eine Normalenumgebung um x. Sei y € U(x) und v, : [0,1] C R — U(z), die radiale Geoddte von x
nach y, sodass v = exp, '(y). Dann ist ~y, die eindeutig bestimmte kiirzeste Kurve von = nach y in
U(z), d.h.

o) = Uw) VaeQ(zy)
l(a) = l(’yv)@a:'YvoT

Daber ist T eine monotone, wachsende Umparametrisierung von -, .

6B, (x) ist ebenfalls eine Normalenumgebung von .
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Beweis. Sei a € Q(z,y), « : [0,1] — U(x) (d.h. evtl. umparametrisiert auf das Intervall [0, 1]).

exp, : U(0) C T,M — U(x) ist ein Diffeomorphismus. Sei
o(t) = exp; Ha(t)) € U(0) € T,M

O.B.d.A. gelte 9(t) # 0 VYVt € (0,1] (sonst ldsst man Anfangsintervall weg, mit dem man z mit z
verbindet.) Dann ist 9(t) = r(¢) - v(t), wobei ||[v(t)]| = 1 und r : (0,1] — RT stiickweise glatt ist.
Damit gilt insbesondere auch [|0 (¢) || = r(¢)). Aus «(t) = exp,(r(t) - v(t)) und mit Ausnahme der
endlich vielen “Ecken” von «(t) gilt dann:

o/ (t) = (dexp, )5 ( r'(t)u(t) + r(t) - v'(t) )
—— ——
tangential an den Strahl Tu(t) y (orthogonal an den Strahl O‘u(t))

Aus dem Gauk-Lemma (Satz 3.47) folgt

g@(®).'(®)) = () ga(v(t),0(t) +9(5,5) mit § = (dexp,(y))
—_————

Damit ist dann

1 1
Wir betrachten nun [ ||&/(¢)||dt > [/ (¢)dt = r(1) —r(e). Fiir e — 0 folgt () — 0, da 9(0) = 0. Des
welteren ist : )
r(1) = [o(W)] = [exp™ (W) = o]l = 1(w),
sodass insgesamt
1(a) = U(n).
Die Gleichheit kann nur auftreten, wenn in (%) die Gleichheit eintritt, d.h.
o) =l(w) = 9(9,9) =0 dh.g=0,
da aber nach Konstruktion r(¢) > 0, muss v’ (¢) = 0 sein, sodass
v (t) = vp.

Wir erhalten dann
o(t) =r(t)-vg mit 7 (t) >0 (xx)

7 (t) ist also monoton wachsend. Aus (1) = v = r(1)vg, bzw. vg = ﬁv folgt mit (xx)

o(t) = —=<-v und damit

D.h. «/(t) ist eine monoton wachsende Umparametrisierung von 7,(s) = exp,(s - v), mit

_r()
T(t) = m
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Fiir die geodatischen Kugeln um z gilt sogar noch mehr:

Satz 3.54. Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, © € M und B.(x) eine geoddtische Kugel
um z,y € Be(z). Dann ist die radiale Geodite v, : [0,1] — B:(x) von x nach y die kiirzeste Kurve
zwischen x und y in ganz M. Insbesondere gilt: Ist « eine stickweise C*°-Kurve, die in x beginnt und
B (x) verlasst, dann gilt

l(a) > e

Beweis. Nach Satz 3.53 ist 7, die kiirzeste Kurve von x nach y innerhalb von B.(x). Nach Definition
von Be(x) gilt () = ||v]] < €. Es geniigt also zu zeigen: Ist o : [0,b) — U (x) eine stiickweise C'*°-
Kurve mit «(0) = x, die B.(z) verlésst, dann gilt [(«) > . Also angenommen « verlisst B (z), dann
schneidet « jede geodétische Sphare Sy (z) fiir 0 < a < €. Sei nun a fix und to € (0,b) der kleinste
Parameter mit a(tyg) € Sq(z), dann ist

ljo,t] € €l (Ba(z)) C Be(2)
Fiir die radiale Geodéte v von z nach «a(tg) gilt /() = a und nach Satz 3.53 folgt also
l(a) > l(a\[wo]) >l(y)=a Va<e
bzw. l(a) > e. O

Folgerungen. Sei B:(x) eine geodatische Kugel um = und Sc(z) die geodétische Sphére vom Radius
€. Dann gilt:

1. Yy € B.(x) ist
d(z,y) = lw) = vl

Dabei ist 7, : [0,1] — M die radiale Geodéte von x nach y = exp,(v).
2. Dariiber hinaus gilt

Be(z) = {yeM|d(z,y) <e}
Se(x) = {ye M|d(z,y)=c¢}

Aus dem soeben bewiesenen folgt insbesondere, dass Geodéten lokal minimierende Kurven sind:

Satz 3.55. Sei v : I — M eine Geoddte in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit. Dann ist v lokal
minimierend, d.h. zu jedem Kurvenpunkt v(to) existiert eine Umgebung V (y(to)), so dass fiir je zwei
Kurvenpunkte v(s0),7(s1) € V(v(to)) das Geoditenstiick 7|y, s,) minimierend ist:

d(7(50),7(51)) = 1(V|[sg,51))

Beweis. Sei © = y(tp) und By (x) eine geodatische Kugel um z und J(tp) C I ein Parameterbereich
um tg, die so klein gewihlt sind, dass die Kurve 7|y die Kugel By(z) in einem zusammenhingenden
Parameterbereich schneidet. Seien nun xo = v(s0), 21 = (1) € Ba(). Dann ist Imv|(s, s,) C Ba(®)
und v|(5,,s,] ist eine radiale Geodéte aus v(so) in der Normalenumgebung B, () von (so). Nach Satz
3.53 ist dann d(zo, z1) = (7 [(s9,s1))- O

Andererseits gilt
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Satz 3.56. Sei (M™,g) eine zusammenhingende Riemannsche Mannigfaltigkeit, x,y € M. Sei o €
Q(x,y) eine minimierende Kurve, die proportional zur Bogenlinge parametrisiert ist. Dann ist « eine
Geoddte (also insbesondere auch C*).

Beweis. Sei a: I — M eine minimierende Kurve, ¢ € I und B:(«a(t)) eine konveze geoditische Kugel
um «(t). Dann gilt fiir ein Teilintervall t € [tq,t2] C I dass

a([tr, t2]) C Be(a(?)).

Da « minimierend ist, folgt aus der A-Ungleichung

l(a‘[tth]) = d(a(tl), Oz(tg)).

Nun ist Be(a(t)) eine Normalenumgebung von a(t1). Nach Satz 3.53 ist al, 4, eine monoton wach-
sende Umparametrisierung der radialen Geodéten v von «f(t1) nach «a(ta). Sei 7 : [t1,t2] — [0,1] die
Umparametrisierung:

a(t) = ~(7(t))

Da « proportional zur Bogenlinge parametrisiert, folgt

lo’ ()] = const = ||/ (7 ()] | 7'(¢) |
————
konst >0

und damit ist
7' (t) = const > 0
Somit muss 7 eine affine Transformation sein:
T(t) =at+b

Aus Stetigkeitsgriinden gilt dies auch in den “Ecken” von «.Da v eine Geodéte ist, ist die affine
Umparametrisierung O“[thtz} auch eine Geodite. Da dies fiir jedes t € I gilt, ist o insgesamt eine
Geodite. O

Satz 3.57. Sei (M™,g) eine zusammenhangende Riemannsche Mannigfaltigkeit und d : M x M —
R der Abstand auf (M,g). Dann ist (M,d) ein metrischer Raum. Die von der Metrik d induzierte
Topologie auf M stimmit mit der MF-Topologie tiberein.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. d ist Metrik auf M:

Es ist nur noch zu zeigen, dass gilt:
dlz,y)=0 = =z=y:

Sei  # y. Da M Th-Raum, existiert eine geodétische Kugel B.(z), die y nicht enthilt. Nach
Satz 3.53 ist jede Kurve a € Q(x,y) langer als €, da sie B.(z) verlésst, d.h.

d(z,y) > e >0.
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2. Fiir die geodatischen Kugeln in (M, g) gilt
Be(z) = {y € M| d(z,y) < ¢}

Da exp, ein Diffeomorphismus ist, sind die geoddtischen Kugeln B.(z) sowohl in der MF-
Topologie von M als auch im metrischen Raum (M, d) offen, die Topologie stimmt damit {iberein:

e Sei V.C M offen in (M, d). Dann existiert Vo € V eine Kugel B (,(z) C V, sodass

V= U B.(z)(z)
eV
~—_——

offen in M

e U C M offen in M (MF-Topologie). Nach Satz 3.52 existiert Vo € U eine geodétische Kugel
Bz—:(x) (37) Cc U, d.h.
U= U B_(2)()

zeV
~———

offen in (M, d)

Bevor wir nun zum Satz von Hopf und Rinow kommen, noch ein wichtiges Lemma:

Lemma 3.58. Ist x € M ein Punkt fiir den exp, auf T, M definiert ist, so existiert fir jeden Punkt
y € M eine minimierende Geoddte von x nach y.

Beweis. Sei B:(x) eine geoditische Kugel um x mit y ¢ B:(x) (sonst Behauptung trivial). Sei 0 <
0 < e. Betrachten die geodétische Sphére Ss(z). Ss(z) ist nach Definition kompakt (da exp, stetig).
Die Metrik definiert eine stetige Funktion

d,M — R
z = d(y,z2)

dy nimmt dann auf Ss(x) ein Minimum an. Sei m € Ss(x) mit d(y, m) = mind(y,z) =z € S5(z), dann
gilt

d(x,m) +d(m,y) = d(z,y), (%)
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Sei namlich o € [0,b] — M Kurve von x nach y und sei 0 < a < b der kleinste Parameter mit
a(a) € Ss(x). Sei nun

a1 =aljpe 5 a2=algy,

dann ist
la) = Uea) + U(a2) = 6+ U(az),

da a; Kurve in Bgs(x) ist, deren Lénge ist nach Satz 3.53 > (Lénge der radialen Geoditen von
x — a(a)) =0 = d(z,m). Nach Wahl von m gilt nun

d(m,y) < d(a(a),y) < l(az),

und daraus folgt
(o) 2 d(z,m) + d(m,y) VYo € Qz,y),

und damit
d(z,y) > d(x,m) + d(m, z).

Aus A-Ungleichung erhélt man dann die Behauptung (x). Sei nun [0, 00) — M die auf BL parame-
trisierte radiale Geodéte B, (x) ist eine Normalenumgebung) von x aus, auf der m liegt:

expy ! (m) = dv fiir ein v € T, M mit ||v|| =1,
und
V(t) = exp,(tv).
(Nach Voraussetzung ist v (t) V¢ € [0, 00) definiert.) Behauptung: Sei dy = d(x,y), dann gilt:
do) =y (%)
Sei namlich
T = {te0,dol|t +d(r(t).) = do}  beachte t =1 (1)) = d (2,7 (1)

Nach (x) ist § € T'. T ist abgeschlossen in [0, dy| aus Stetigkeitsgriinden. Sei dann ¢ty = max{t € T'} €
[0, do], dann ist
to>6>0

Wir zeigen, dass tg = dp, damit wire
do + d(v(do),y) = do = (do) = y-

Angenommen ty < do:
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Dann findet man eine geodétische Sphére S, (v(to)), sodass

D +d(5 (8),9) = d3(to). ).
=d(v(tg),m) S—~—

Dann ist
to+ 0 +d(m,y) = d(y(to),y) +to =d(z,y)  ,datoeT, d(z,y)=do
und damit
to+ 06 +d(m,y) = d(z,y) < d(z,m) +d(m,y) = to+0 < d(x,m).
Aus der A—Ungleichung folgt aber

d(z,m) < d(z,v (to)) +d (v (to) ,m)

to 5

d.h. es tritt eine Gleichheit ein: R
to+d=d(z,m).

Wir setzen nun y1 = /g4, und 1 = ﬁ|[075]. Dann ist

to=1(n) ,und 5=1(F).
Die stiickweise C'°°-Kurve 71 * 41 von z nach m ist nach Bogenlinge parametrisiert, hat die Lange
to + 0 und es gilt
l(y+h) = d(z, m),

sie ist somit minimierend ! Satz 3.56 liefert nun, das 1 x 7} sogar eine Geodiite ist, also insbesondere
glatt, d.h. es liegt in y(tp) keine “Ecke” vor, und damit ist zwangsléufig

v(to + 5) =m.
Dies ist jedoch ein Widerspruch zur Maximalitit von to # dg, da

(*)

d (7 (o) ,m) +d(m,y) = d(v(t),y)
= tot+d(y(to),m)+d(my) S do
= to+d+d(y(to+6),y) = do
Und damit wire tg < to + 6’ € T. Widerspruch! D.h. t5 = dp. O

Satz 3.59. Theorem von Hopf und Rinow. Sei (M",g) zusammenhdingende Riemannsche Man-
nigfaltigkeit. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. (M™, g) ist geoddtisch vollstindig.
2. Der metrische Raum (M, d) ist vollstindig.

3. Jede abgeschlossene beschriankte Teilmenge von M ist kompakt.
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4. FEs existiert ein Punkt x € M so dass exp, ouf ganz T M definiert ist.

Ist (M™,g) vollstindig, so existiert fiir je 2 beliebige Punkte x,y € M eine minimierende Geodéte -y
von x nach y: d(z,y) = (7).
Bemerkung: Es folgt

1. Jede kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit ist vollstdandig.

2. In einer vollstindigen Riemannschen Mannigfaltigkeit kann man Abstdnde berechnen, indem
man alle Geodéten von x — y bestimmt und deren Lénge berechnet.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

e 4.— 3. Behauptung: Existiert ein x € M, sodass exp,, auf ganz T, M definiert ist, und sei A C M
abgeschlossen und beschrankt. Dann ist A ist kompakt.

Aus Lemma 3.58 folgt: Ist y € A, so existiert eine minimierende Geodéte 7, : [0,1] — M von x
nach y:

d(z,y) = Uvy) = 7, (0)]-

Da A beschrinkt ist = es existiert ein konstantes C' > 0, so dass

dlz,y) <C VyeA (A€ Kc(z)).
Und so ist 3
7,(0) € {v € T, M| |[v]| < C} := K. C T, M

K, ist kompakt, exp, : IoM — M stetig, und damit ist expx(f(c) kompakt in M und enthilt
A. Jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist jedoch kompakt.

e 3. — 2. Behauptung: Jede abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge ist kompakt. Dann ist
(M, d) vollstandig.
Sei {x,} eine CF in (M,d), dann ist A = {x, }eine beschrinkte Menge. cl (A) ist somit be-
schrankt und abgeschlossen und nach Voraussetzung kompakt bzw. folgenkompakt. D.h. jede
Folge in ¢l (A) hat eine konvexe Teilfolge. Da {x,} eine CF ist, die eine konvergente Teilfolge
enthilt, ist {x,} konvergent.

e 2. — 1. Behauptung: Sei (M,d) vollstindig. Dann ist jede Geodite ist auf ganz R definiert.

Sei v : (a,b) — M eine auf BL parametrisierte maximale Geodate. Dann lisst sich v iiber b
hinaus als Geodéte fortsetzen:

Sei tp, — b < 0o. Dann ist {y(t,)}eine CF in M, da
d(’Y(tn)a’Y(tm» < l(7|[tn,tm]) = ’tn - tm‘ (nvm > nO)'

Nach Vor. konvergiert nun{~y(¢,)} in M gegen ein ¢ € M. Ist s, — b eine andere Folge, dann
gilt ebenfalls

d(’Y(tn%’Y(sn)) < l(V’[sn,tn]) = ’tn - Sn’ —0
D.h.{v(sn)} konvergiert ebenfalls gegen ¢ € M. Dann definiert
7(b) := lim ~(tn) = ¢

stetige Fortsetzung von v n den Punkt b. Nach Folgerung aus Satz 3.50 ist v auf (a,b + &) mit
e > 0 als Geodite fortsetzbar . Damit v ist nicht maximal und (a,b) = R.
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e 1. — 4. Behauptung: Ist (M, g) geodatisch vollstindig, dann ex. z € M, sodass exp, auf ganz
T.M definiert ist.

Dies folgt trivialerweise aus der Definition.

O

Die Aussagen des Satzes von Hopf und Rinow gelten nicht in pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkei-
ten.

1. Beispiel einer kompakten pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeit, die nicht geodatisch vollstan-
dig ist.
Wir betrachten den R? mit der Lorentz-Metrik
_ 4 2
J(ay) = (cos” y — 1)dz" — 2dxdy

Diese Metrik ist 27-periodisch, definiert also eine Lorentz-Metrik auf dem kompakten Torus
T? =R?/27 - Z x 21 - Z. (T?, g) ist nicht geoditisch vollstindig, da sich die Geodite

v:(0,00) — T?=7(R?)
1
t — Tr(E — t,arctan(t))
nicht iiber 0 nach links fortsetzen lasst.

2. Beispiel einer geoditisch vollstdndigen pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeit, in der es Punkte
gibt, die man nicht durch Geoditen verbinden kann: Anti-de Sitter-Raum

M? ={(e.y) eR’| -2 <w <)
2 2
Y(zy) = m : (_dx +dy )

Man kann zeigen, dass die Geodéten durch den Punkt (0,0) folgenden Verlauf haben und dass
alle maximalen Geodéten auf R definiert sind.

1 wird nicht
3 erreicht

vl —| - -
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3. In pseudo-Riemannschen Riumen muss man den kausalen Charakter von Geodéten unterschei-
den:

R? mit Koordinaten (z,y). Sei f € C*°(R?) Funktion mit f = 1 auf {(z,y)| |z| > 1}, f symme-

(o]
trisch der y-Achse, [ f(0,y)dy < co. Dann ist die Lorentzmetrik
g

g = f*(dz* — dy?)

raum- und lichtartig geodétisch vollstdndig, aber zeitartig geodétisch unvollstindig. Insbesondere

geht die Vollstandigkeit von (dz? — dy?) bei konformer Anderung der Metrik verloren'?.

3.9 Jacobifelder, konjugierte Punkte und Schnittort

Sei (M™, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, x € M und exp, : T, M — M die Exponential-
abbildung. Wir wissen bereits, dass fiir das Differential von exp, im Nullvektor 0 € T, M

(d eXpI)a = idTIZ\/[

gilt. Insbesondere ist exp, ein lokaler Diffeomorphismus um 0 € Ty M.

Wir wollen nun wissen, wie groft der Diffeomorphiebereich von exp, ist. Dazu miissen folgende Fragen
beantwortet werden:

1. Wie kann man

(dexpy)y : To(TeM) = Te M — Ty ()M

XP, (

bestimmen fiir v # 07 Fiir welche v € T, M ist diese Abbildung ein Isomorphismus?
2. Fiir welchen Bereich U, C T, M ist exp,, : Uy C T, M — M injektiv?
3. Wir suchen eine Menge Cut(z) C M, so dass
exp, : Uy C T, M — M\Cut(z)

ein Diffeomorphismus ist.

Als technisches Hilfsmittel benutzen wir Jacobifelder.

Jacobifelder und konjugierte Punkte

Definition. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und ~ : [0,a] — M eine Geodite in
(M, g). Ein Vektorfeld Y € X(M) entlang v heift Jacobifeld, falls

Y +R(Y,7)Y =0
auf [0, a], wobei Y/ = YX V" = Y ¥V fiir den Levi-Civita-Zusammenhang V.

Beispiel 3.60. Y =+ und Y € X, (M) mit Y (t) := t+/(t) sind Jacobifelder entlang .

'"Siehe O’Neill: Semi-Riemannsche Geometrie, Seite 154, Beem, Ehrlich: Global Lorentzian Geometry
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Jacobifelder treten bei Variation von Geodaten auf:

Definition. Sei v : [0,a] — M eine Geodite. Eine Variation von -~y ist eine parametrisierte V' :
[0,a] x (—&,e) — M mit

Das Vektorfeld Y € X, (M) mit Y (¢) := %—‘g(t, 0) heikt Variationsvektorfeld von V.

Satz 3.61. Ist V eine Variation der Geoditen v : [0,a] — M, die nur aus Geoddten besteht, d.h.
V(-,8) :[0,a] — M ist eine Geoddte fiir jedes s € (—¢,€), so ist das Variationsvektorfeld Y = %("0)
ein Jacobifeld entlang ~.

Beweis. Nach dem Symmetrielemma gilt

vov VoV
Y VI g trisch).

T 0s — ds ot (da V metrisch)

Da V torsionsfrei ist, folgt [%—Z, %—‘;] =0. Esist 7/(t) = %—‘t/(t, 0) und Y'(t) = 9%(t,0). Daraus folgt im
Punkt (¢,0):

ov
N _ _ -
REANW = (VgrVe ~VarVer Vi el
ov
= VgV~ Ve Ve gy

Da V eine Variation aus Geoditen ist, ist t — V (¢, s) eine Geodéte fiir jedes s € (—¢,¢), d.h.

VoV

ﬁa(-,s) =0 Vse(—¢e)

Unter Benutzung des Symmetrielemmas folgt dann

oV oV VV
Nt _ _ _
RN = -VorVor o Vv Vv 5 gatl =

Beispiel 3.62. Jacobi- und Killingfelder
Sei X € X(M) ein Killingfeld und v : [0,a] — M eine Geoddite. Dann ist X(t) := X(y(t)) ein
Jacobifeld entlang .
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Beweis. Sei {15} der lokale Fluss von X. Da X ein Killingfeld ist, ist
Yvs:UCM—¢s(U)C M
eine Isometrie. Wir betrachten nun die Variation

Vil0,a] x (—e,e) =M
V(t,s) = ¢s(v(1))

Wy (1)
V.¢ ()

y(t)
1) V)

V ist eine Variation durch Geodéten, folglich ist das Variationsvektorfeld %—Z(t, 0) ein Jacobifeld. Wir
erhalten

Telio0) = S (w((t))lmg

= X(v(to)) = X(to),
denn s — ¥s(y(to)) ist die Integralkurve von X durch den Punkt (o). O
Satz 3.63. Sei~y:[0,l]] = M eine Geodite, u,w € T,M,~v(0) =z und 7' (0) = v. Dann gilt
1. Es ezistiert genau ein Jacobifeld Y € X,(M) mit Y(0) = u und Y'(0) = w.
2. SeiY € Xy(M) das Jacobifeld entlang v und Y (0) = 0,Y’(0) = w € T, M. Dann gilt
Y(t) =t (dexpy)w(w) € Ty)M
Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Die Jacobi-Gleichung Y + R(Y,7')y' = 0 ist eine Differentialgleichung 2. Ordnung. Die Losung
ist deshalb eindeutig bestimmt durch die Anfangsbedingungen Y (0) und Y”(0).

2. Wir betrachten die folgende geoditische Variation von 7:
V(t,s) := exp,(t(v + sw)).
Dann gilt

V(t,O) = expx(tv) = ’Yv(t)
Vit so) = exp,(t(v+ sow)) = Yotsow(t)
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und aus der Kettenregel folgt

Y (1) = 20,0 = (desp,Ju(tw).

Aus Satz 3.61 weifs man, dass Y ein Jacobifeld entlang v ist. Aukerdem gilt

Y(0) = 0
Vv oV VvV oV
Y'(0) @g(oao) = $§(0»0)

9Y(-, 50) ist das tangentiale Vektorfeld an die Geodite V/ (¢, s0) = Yo-rsouw(t), d.h. es ist

ov

E(O’ s0) = 7{)+50w(0) = v+ spw.

Also gilt:

d
Y'(0) = g(v + sw)|s—p = w.

Damit ist Y(¢) := (dexp,)w (tw) das eindeutig bestimmte Jacobifeld mit Y (0) = 0,Y’(0) = w.

O

Beispiel 3.64. Jacobifelder auf MF konstanter Schnittkrimmung

Sei M™ = M"™(Kp) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkriimmung Ky und
v i [0,1]] — M™(Kp) eine auf Bogenlinge parametrisierte Geoddte mit v(0) = z,7'(0) = v. Seien
u,w € TyM"™ gegeben und bezeichne U, W € X, (M) die Parallelverschiebung von u — (u,v)v bzw.
w — (w,v)v entlang 7. Dann ist das Jacobifeld Y € X,(M) mit Y (0) = v und Y’(0) = w gegeben
durch

Y(t) = Y () + (w,0)t - (1) + (u,0)7(¢)

wobei
ﬁ sin(v/Kot) - W(t) + cos(vV Ko - t) - U(t), falls Ko > 0,
Y(t) =14 Ut)+tW(t), falls Ko =0,

wlTo sinh(y/—Kot) - W(t) + cosh(v/—Kq - t) - U(t),  falls Ko < 0.
Zum Beweis benutzt man
R(X,Y,T,2) = Ko(9(X, 2)g(Y,T) - (X, T)g(Y, 7))

und berechnet Y” + R(Y,~')y = 0.

Satz 3.65. Bezeichne JacyM den Vektorraum der Jacobifelder entlang v. Dann gilt:
1. Jacy, M st ein 2n-dimensionaler Vektorraum.
2. {Y € JacyM|Y L~} ist ein (2n — 2)-dimensionaler Vektorraum.

3. {Y € Jac,M| Y (0) =0,Y L ~'} ist ein (n — 1)-dimensionaler Vektorraum.
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Insbesondere gilt fiir Y € Jacy M
(Y(t),7(t)) = at+ 3
(wobei (-,-) die Metrik bezeichnet).

Beweis. SeiY € JacyM. Wir zeigen, dass die Funktion t — (Y (¢),~/(t)) linear ist:

d v v

%Oﬂ vy = %Y, v + (Y, £7’> =(Y',+")
a2 v
@<Yv ’YI> - <Y//7 f)/> + <Y/7 %7»

= —(RY,¥)Y.,?)=RH®.Y,7.,7)=0.

Folglich gilt (Y'(¢),7/(t)) = at + 8 mit 8 = (Y(0),7/(0)) und a = (Y’(0),~(0)). Die Bedingung
(Y,7") = 0 liefert a = 3 = 0, also einen Unterraum der Kodimension 2 im 2n-dimensionalen Raum
aller Anfangsbedingungen (Y (0),Y”(0)). Ist zusétzlich Y(0) = 0, so ist bereits 5 = 0 und man hat
einen Unterraum der Kodimension 1 im n-dimensionalen Raum der Anfangsbedingungen Y'(0). O

Definition. Sei z € M,v : [0,a] — M eine Geodite mit v(0) = z und ¢y € (0,a]. Der Punkt

v(to) heifit konjugiert zu x entlang +, falls ein Jacobifeld ¥ € X,(M) existiert mit ¥ # 0 und
Y (0) =Y (¢tg) = 0.

Y(to) ¥

Bemerkung: Fiir dieses Jacobifeld gilt Y L 4/, denn nach Satz 3.65 ist (Y (¢),~/(¢)) = at und somit
a =0 wegen Y (tp) = 0.

Satz 3.66. Sei x € M und v € T, M. Das Differential der Exponentialabbildung
(dexpy )ty : Tot(Te M) — Ty, (n M

ist genau dann ausgeartet, wenn die Punkte x und ~y,(t) zueinander konjugiert entlang der radialen
Geoddten v, sind.

Beweis. Wir wissen, dass das Vektorfeld Yy, (t) = t(d exp, )w (w) das Jacobifeld entlang ~, mit Y;,(0) =
0 und Y, (0) = w ist. Folglich gilt:
(dexp,),, ist ausgeartet < Jw € T, M, w#0 : (dexp,),, (w) =0
S Yy (t) =0, Yy (0)=0
< zund v, (t) sind konjugiert entlang -,
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Jacobifelder und konjugierte Punkte fiir Riemannsche Mannigfaltigkeiten
Im Folgenden sei (M"™, g) immer eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Zunéchst einige Beispiele:

Beispiel 3.67. Konjugierte Punkte von Riemannschen MF

1. Auf den Riemannschen Mannigfaltigkeiten (R™, (-, -)rn) existieren keine konjugierten Punkte:

Fiir R" ist die Schnittkriimmung Ky = 0. Das Jacobifeld Y € X, (R") mit ¥Y(0) = 0 und
Y’(0) = w L v ist gegeben durch Y (t) = tW(t), wobei W (t) die Parallelverschiebung von w # 0
entlang -, ist. Folglich ist Y (¢) = ¢ - W (t) # 0 fiir alle ¢t > 0.

2. Auf (H", gyn = x%(dx% + ...+ dz?)) existieren keine konjugierten Punkte:

H™ hat konstante Schnittkrimmung K¢ = —1. Das Jacobifeld ¥ € X, (H") mit Y (0) = 0 und
Y’(0) = w L v ist gegeben durch Y (¢) = sinh(¢) - W (t) # 0 fiir t > 0.

3. Auf der Riemannschen Sphére S™ sind zwei Punkte x und y genau dann konjugiert, wenn y = —x
gilt:
S™ hat konstante Schnittkriimmung Ko = 1. Das Jacobifeld Y € X, (S") mit Y (0) = 0 und
Y'(0) = w L v ist gegeben durch Y (¢) = sint - W(t), wobei W (t) die Parallelverschiebung von

w € T, M entlang 7, ist. Folglich gilt Y (¢) = 0 genau dann, wenn ¢ € 7 - Z. D.h. die Punkte
x,—x € S™ sind konjugiert entlang jeder Geodéten.

x =y (0)

x=7Y()

Als néchstes werden wir zeigen, dass die Schnittkriimmung eine Aussage tiber den Verlauf von Geo-
déten macht. Dazu benutzen wir den folgenden Satz iiber Jacobifelder:

Satz 3.68. Sei (M,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und v : [0,a] — M eine Geodite mit
v(0) = z und 7/ (0) = v. Sei weiterhin w € T, M ein Vektor mit (v,v) = (w,w) = 1 und (v,w) = 0.
Bezeichne Y das Jacobifeld entlang v mit Y (0) = 0 und Y'(0) = w. Dann gilt

1
||Y(t)|| =1— ngpan(v,w) (]})t3 + 0(t3)

Beweis. Wir betrachten die Taylorentwicklung der Funktion h(t) = (Y (¢), Y (¢)) im Punkt ¢ = 0:

h(t) = h(0) + K (0)t + %h”(o)t2 + éh"’(o)tg’ + %h(‘*)(o)t4 + o(th)
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Dabei gilt:
h(0) = (¥Y(0),Y(0))=0
K(0) = 2(Y'(0),Y(0)) =0
R'0) = 2(Y"(0),Y(0)) +2(Y'(0),Y"(0)) = 2(Y"(0),Y'(0)) = 2(w, w) = 2
R"(0) = 2(Y"(0),Y(0)) +6(Y"(0),Y'(0)) = =6(R(Y(0),7(0))7'(0),Y’(0)) = 0
A 0) = 8(Y"(0),Y'(0)) + 6(Y"(0),Y"(0)) .

Y/// — _vﬁy/ (R(Y, "}//)7/) — —(VVI,R)(Y, PY’)")// _ R(Y/? PY/)P)// .

Folglich gilt in t = 0:
Y"(0) = —R(w,v)v .

Damit folgt () (0) = —8Kpan(v,w) (). Wir erhalten

1
HY(t)HQ = tz - ngpan(v,w) (x>t4 + 0(t4)

Fiir die Wurzel erhélt man durch Multiplizieren und Koeffizientenvergleich
1 3 3
1Y (@)l =t — éKspan(y7w)(-r)t + o(t”)
O

Bemerkung. Da fiir den flachen Raum R = 0 gilt, folgt aus dem Beweis des vorigen Satzes in diesem
Fall h*)(0) = 0 V& > 2. Also |V (t)|| = t.

Y K=0
Y
Fiir die gekriimmten Félle gilt:
1
HY(t)H =1— 7Kspan(v,w) (x)tg +0(t3)

6

Abweichung vom flachen Verhalten

1. a = Kgpan(wuw) (2) < 0. Dann ist [|Y (t)[| = t + |a[t> monoton wachsend. In diesem Fall laufen die
Geodéten auseinander.
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2. a = Kpan(vw) > 0. Dann hat [|[Y(£)| = ¢ — [a|t* ein lokales Maximum. In diesem Fall laufen die
Geodéten zusammen.

Satz 3.69. Sei (M™,g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und - : [0,1] — M eine auf Bogenlinge
parametrisierte Geodite. SeiV : [0,1]x(—¢,e) — M eine Variation von vy mit dem Variationsvektorfeld
Y = %—‘8/(-,0). Bezeichne L : (—e,e) — R die Linge der variierenden Kurven

Dann gilt fiir die 1. und 2. Variation von L:

L'(0) = (Y(1),7'(1)) - (¥(0),7(0))

l
20) = [(IF0F - RE A D))+ (5007 D) — (55 0.0.70)
0

VoV

wobei Y die Normalprojektion des Variationsvektorfeldes Y ist:
Y =Y —(Y,7)9.

(Sind die Randkurven s — V(0,s) und s — V (I, s) Geoddten, so fallen die letzten beiden Summanden
von L"(0) weg.)



3.9 Jacobifelder, konjugierte Punkte und Schnittort

195

Beweis. 7Zu den einzelnen Punkten:

1. Wegen
l l
ov oV ov 3
_/Hat(t’s)Hdt_/< ot %) 5 (t’s)> di
0 0
folgt
l
v ov ov
/ (,TV H s ot )’E(t’s)>dt‘
0

Wir wissen:

|20 = Iy =1

und \VAvA% \VAva%
vy vy !
3 ar B0 =g B0 =Y().

Daraus folgt
! ! p
L'(0) = /<Y'(t)’7’(t)>dt=/dt<Y(t),7'(t)>dt= (Y (D), ~'()) = (¥(0),7(0))-
0 0

2. Wir leiten die Formel fiir L'(s) nochmals ab und erhalten in s = 0

[ (@ ar 07 0) + (3 3 00 g 5 o)}
1 VoV

L// (O) —

S — _

(1,0).7/(1)) ] a

{<VV6V

dsdt o5 0),7’(t)> +(Y'(1),Y'(t)) - (Y’(t)m’(t)V}dt

Il
O~ _

= [{RGe 50 5 7Ot (G s 97 ) a4 70,7 0)
0

—(Y'(t),7(t))*}dt
l
_ /(R(Y,W’,Y,W’) + i<l%‘:(vﬁ, 0)77’(t)> + <17(t),Y’(t))dt .
0
Die letzte Identitét folgt wegen
Y(t) = Y(
Y'(t) = Y’

und somit

(Y'(6),Y'(1) = (Y'(),Y'(1)) = (Y'(1), 7/ (1))*.
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O

Bemerkungen:

1. Analoge Formeln gelten fiir stiickweise glatte Variationen (werden entlang der Stiicke summiert)

2. Ist V eine Variation mit festem Endpunkt und festem Anfangspunkt (= eigentliche Variation)

so gilt fiir das Variationsvektorfeld Y (0) = Y (I) = 0 und folglich

L'o) =
[

L") = /Y’ B - R, v+, Y))dt .
0

Definition. Sei v : [0,{] — M eine auf Bogenlinge parametrisierte Geoddte und X,Y € X, (M)
Vektorfelder entlang v mit X(0) = X(I) = 0 und Y (0) = Y(!) = 0. Dann heifst die symmetrische

Bilinearform
!

/ Y+ R(Y,y)y Yt
0

die Indexform von 7.

Da fiir Vektorfelder Y € X, (M) gilt

d

m _ @

(V.Y") - (v, Y)

erhilt man folgende Beziehung zwischen der Indexform von v und der 2. Variation der Bogenlénge:

Satz 3.70. Sei v : [0,]] — M eine auf Bogenlinge parametrisierte Geodite und Y € X(M) ein
Vektorfeld mit Y(0) =Y (1) =0 und Y L ~'. Dann definiert Y die eigentliche Variation V : [0,1] x (-
g,e) = M

Vit s) = exp,y(t)(sY(t))

mit dem Variationsvektorfeld Y. Fiir die Indexform gilt

l

L) = [ (VP - R )
_ 3;~<o>

wobei L(s) =1(V (-, s)).



3.9 Jacobifelder, konjugierte Punkte und Schnittort 197

Wir erhalten nun die folgende Aussage iiber die Linge von Geodéten, auf denen ein konjugierter Punkt
liegt:

Satz 3.71. Seiv : [0,l]] — M eine auf Bogenldnge parametrisierte Geoddte und v(0) = z. Seity € (0,1)
und y(to) konjugiert zu v(0) = = entlang . Dann existiert eine eigentliche Variation V von v so dass

L(Vs) < L(y) Vs € (—&,¢)\{0}

Vs

” y2f ()

X

Insbesondere ist v nicht minimierend zwischen x und y.

Beweis. (o) ist konjugiert zu x entlang . Folglich existiert ein Jacobifeld Y € X, (M) mit Y (0) =0
und Y (tp) = 0. Nach Satz 3.65 ist dann Y L 4/ und Y'(t9) # 0. Bezeichne nun Z, € X,(M) die
Parallelverschiebung von —Y”(tg) entlang v und 6 € C°°([0,!]) eine Funktion mit 6(0) = 6(l) = 0,
(to) = 1. Wir betrachten das Vektorfeld Z € X, (M) definiert durch Z(t) := 6(t) - Zy(t). Dafiir gilt

Z(0)=2Z(1)=0 , Z(to) = —Y'(to) -
Fir a € R setzen wir Y0 20) : |
t)+aZt) telo,t
Yalt) := { o 2() el

Y, ist stetig und stiickweise C*°. Auferdem gilt Y,(0) = Y,(l) = 0. Benutzt man Y, L 7 und
(Y'(t0),'(to)) = %((Y(t),'y’(t»)h:o = 0, so folgst aus der Definition von Z, dass Y, L 7. Sei nun
V. die durch Y, definierte stiickweise glatte Variation

Va(t,s) = eXP'y(t)(S Yo (t))
Nach Satz 3.68 und 3.69 gilt fiir die Bogenlange Lo (s) = {(V,(+, s))

L0 = 0
Lg(()) - IW(chYa)-

Nach Definition von I (Y, Ys) gilt 1,(Ya, Ys) = It + I + I3, wobei

to
L o= - / (Y.Y" + R(Y,)y)dt
0
to to
L = —a / (ZY" £ RYA W)t — / Y, 2" + R(Z,~ )Y )t
0 0

to to
= —2a/(Z, Y +R(Y,7)Y)dt + « /((Z, Y'Y (Y, Z")) dt
0 0



198 3 Grundbegriffe der semi-Riemannschen Geometrie

= —2a / (ZY"+ R, Y)Y )dt + a({Z(to),Y'(to)) — (Y (t0), Z'(t0)))
0

to
— 20 [(ZY" 4 RN~ allY' (0P
0
= —a|Y'(to)||*> (daY ein Jacobifeld ist)
I, = o’1,(Z,2).

Dann gilt fiir die Variation der Bogenlinge

L.0) = 0
Lo(0) = L,(Ya,Ya) = ?L(Z,2) — a|Y'(t)|?
= —a(|[Y'(to)|I” — al,(Z, 2))

Ist a hinreichend klein, so ist ||Y'(to)|| — aly(Z,Z) > 0, also L7(0) < 0. Fiir diese « ist V, eine
Variation von 7, fiir die () ein striktes lokales Minimum von L(V,(+, s)) ist. Also gilt

L(Va(-8)) < L(y) Vs € (—¢,)\{0}.
O

Satz 3.72. Sei (M, g) eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit. Seien v, : [a,b] — M zwei
verschiedene gleichlange Geoddten, die zwei Punkte x und y verbinden.

$(b-8)

x =y(a)

Dann ist 7y : [a,b+ €] — M nicht minimierend (fir beliebige € > 0).
Beweis. Sei ¢ > 0 und bezeichne ¢ : [a,b+ ¢] — M die Kurve

5(t) t<b
o(t) = { v(t) t>b.

Da (M, g) vollstindig ist, existiert nach dem Satz von Hopf und Rinow eine minimierende Geodite
n von ¢(b — ') nach ¢(b+€’), wobei 0 < &’ < . Da ¢ in ¢(b) eine “Ecke” hat, ist @|j_c 4 nicht
minimierend zwischen ¢(b — &’) und ¢(b+ £’) = v(b+ ¢’). Folglich gilt

Ubpp—er pren) > d(p(b =€), d(b + ).

Folglich existiert eine Kurve zwischen x = 7y(a) und z = (b + ¢'), die kiirzer ist als ¢l ;- Da
1(0][ap) = Uliap) = L(V][a,p) und @[ p1e) = VIpp4er), €xistiert eine Kurve von x nach z, die kiirzer
ist als 'y|[a7b+8/]. Folglich ist 7|[a7b+8/] nicht minimierend zwischen = und z. O
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Schnittorte in vollstindigen Riemannschen Mannigfaltigkeiten

Im folgenden sei (M, g) eine vollstédndige Riemannsche Mannigfaltigkeit, x € M und exp,, : T,M — M
die Exponentialabbildung. Wir wollen nun den Diffeomorphiebereich von exp,, studieren. Sei v € T, M
und 7, : R — M die eindeutig bestimmte Geodéte mit 7,(0) = z und ~,(0) = v. Bezeichne

Jy:={t €R |7, ist minimierend auf [0,¢]} C R.
Dann gilt:

o tp € J, = [0,t9] C J, (Dreiecksungleichung)

e J, ist abgeschlossen:

Seien t,, € J, und konvergiere t,, — t € R. Dann gilt
d(vo(tn),z) =ty - 0] — t - [Jv]]

und da d stetig ist, folgt
Ay (), ) =t - vl = I(vlj0.),
d.h. t e J,.

Sei nun p(v) = max J, < oo, d.h. J, = [0, p(v)]. Dann gilt:

 p(v) ist der gréfte Parameter ¢, fiir den 7| noch minimierend ist.
o p(v) =Ap(Av) YA €R, da () = v(At).

e p:{veT,M||v| =1} — R ist stetig und von unten beschréankt durch ¢ > 0 (sieche Kobayashi
/ Nowizu, Teil II, S. 98).

Wir betrachten nun die offene Menge U, C T, M

Uy i={t -0l v e ToM, o]l = 1,0 <t < p(v)}

PV)v

“pw)w

Nach Umnormierung kann man U, auch in der folgenden Form schreiben

U, = {wGTxM| ”w||<p<||leH)}
= {weT,M|1<p(w)}

= {w € T: M | es existiert ein € > 0, so dassyuw||o,14¢ minimierend ist.}
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Definition. Die Menge
Cut(z) = exp,(0Uz) = {v(p(v))| v €T M,|jv|| =1}
heiflt der Schnittort von x.

Satz 3.73. Sei (M, g) eine vollstandige Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gilt fir jedes v € M :
1. M = exp,(U,)U Cut(z)
2. exp, : Uy — M\Cut(z) ist ein Diffeomorphismus.

3. y € Cut(x) genau dann, wenn es 2 verschiedene minimierende Geoddten von x nach y gibt oder
Yy zu x entlang einer Geoddten konjugiert ist. Insbesondere gilt:

z € Cut(y) & y € Cut(x).
Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Behauptung: M = exp,(U,) U exp, (0U,):
Sei y € M. Dann existiert nach dem Satz von Hopf / Rinow eine Geodéte v von z nach y
und d(z,y) = I(v). Sei v : [0,1] — M,~v(0) = z,7v(1) = y und bezeichne v := +/(0). Dann ist
p(v) > 1, also v € U, U JU, und somit y € exp,(U;) U exp,(0U;).

2. Die Vereinigung exp,(U;) U exp, (0U;) ist disjunkt:
Sei y € exp,(U;) N Cut(z). Da y € exp,(U,), existiert eine Geodéte v : R — M mit v(0) =
z,79(l) = y und 7vljo,14 ist minimierend fiir ein € > 0.

Da y € Cut(z) = exp,(0U;), existiert eine Geodéte d mit §(0) = = und 4(b) = y, die bis b
minimierend ist und danach nicht mehr. Dann miissen die Geodéten v und 0 verschieden sein.

Dann kann aber 7 nicht minimierend auf [0,] + ¢] sein (Satz 3.72). Dies ist ein Widerspruch,
d.h. M = exp,(U,)U Cut(zx) ist eine disjunkte Vereinigung.

Insbesondere ist exp, : U, — M\ Cut(x) surjektiv.

3. Wir zeigen, dass exp, : U, — M\ Cut(z) ein Diffeomorphismus ist:

Nach Satz 3.72 und der Definition von U, ist exp, : U, — Cut(z) injektiv. Nach Satz 3.71 gilt:
Ist v € Uy, so sind = und exp,(v) = y nicht zueinander konjugiert entlang 7,(t) = exp,(tv).
Nach Satz 3.66 ist dann (dexp,), : Ty(TxM) — T,M ein Isomorphismus, also ein lokaler Dif-
feomorphismus. Da exp, : U, — M\ Cut(z) auch bijektiv ist, ist exp, : U, — M\ Cut(x) ein
Diffeomorphismus.



3.9 Jacobifelder, konjugierte Punkte und Schnittort 201

Wir haben also einen Diffeomorphismus exp,, : Uy — M\ Cut(z) und fiir den Schnittort Cut(x) gilt

Cut(z) ={y € M| es existiert eine minimale Geodéte von z nach y, die danach nicht

mehr minimierend ist.}
Definition. Sei (M, g) eine vollstéindige Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann heifst
Tinj(x) = d(z, Cut(z))
Injektivititsradius von (M, g) in z € M.
inj M) = inf inj
Tinj (M) nf r i(x)

heiftt Injektivititsradius von (M, g).

Nach Definition von Cut(x) gilt dann
€XPy (K(()? T'inj (.I)) = Brinj(a:) (l’)

B, (z) ist die maximale geodétische Kugel um z, auf der exp, ein Diffeomorphismus ist.
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4 Krimmung und Topologie - Einige Beispiele

4.1 Der Satz von Gaufs - Bonnet

Aus der Differentialtopologie ist bekannt:

1. Jede glatte orientierbare zsh. 2-dim. MF M?ist triangulierbar, d.h vollstindig durch ein Netz
von “Dreiecken” zu iiberdecken. (“Dreieck” bedeutet diffeomorph zu einem Dreieck).

2. Sei eine Triangulierung einer komp. MF M? fixiert, dann bezeichne

e ¢y —Anzahl der Ecken
e ¢; =Anzahl der Kanten

e e5 =Anzahl der Dreiecke

Daraus definieren wir
X (M) :=ey— e+ e Eulersche Charakteristik
X (M) ist eine topologische Invariante.
3. Ist M? eine zsh., komp., orientierte , dann ist M? homdomorph zu
M? =S4 T?4 . #T? = F,
_p:n,;al_/

wobei x (M?) =2 (1 — p). Die Zahl p heift “Geschlecht” von M?2.

p=2
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Ziel: (Gauf-Bonnet) Sei M? eine kompakte, orientierbare und zsh. mit Riemannscher Metrik und
Schnittkriimmung! K € C* (M). Dann gilt

Unabhngig von g!

/KdM = 2mx (M) =4x(1-p)
]\Lv—/

Totalkriim.

Folgerungen:
e M? ist diffeomorph zu S?(p=0) < [KdM >0
M
e M? ist diffeomorph zu T?(p=1) <= [KdM =0
M

e M? ist diffeomorph zu F, (p > 1) <= [ KdM =<0
M

Im folgenden sei (M, g) stets eine kompakte, orientierte und zsh. Riemannsche MF der Dimension 2.
Mit V bezeichnen wir ihren Levi-Civita-Zsh. Sei v : I ¢ R — M? eine auf Bogenlinge parametrisierte
Kurve auf M?2. Dann sei

e 7(t) :=~'(t) der Tangentialvektor von 7, und

e n(t) =Dz (7(l) € T.,M? der Normalenvektor von 7 (t)

Dabei bezeichne D, eine Drehung in positive Richtung, sodass

(v (t).n (1) € Or, 11

Wir betrachten das VF Vd—zl € X, (M) entlang v. Da g(v/,') = 1, folgt

v+

N=0
dt,’y) ,

g(

d.h. Vd—zl (t) und n (t) sind parallele Vektoren. Folglich existiert eine Funktion
kg: I —R

mit -

g

k) n)

Definition. kg (t) heifit geoditische Kriimmung von

v I — M?
im Parameter t.
Bemerkung. Offensichtlich gilt

v /
v ist eine Geodite < dz =0k, =0

Lsiehe dazu die Definition auf Seite 135
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Satz 4.1. Lokale Version von Gauf-Bonnet. Sei U C M? eine offene Teilmenge, so dass cl (U)
diffeomorph zu einer Kreisscheibe in einem Kartenbereich von M? ist. Dann gilt

l

/KdM—I—/krg:27r mzt/kg:/kg(t)dt

ou ou 0

wobei kg die Kriimmung der auf Bogenlinge parametrisierten Parametrisierung
Y [07 l] — U
ist, bei der v der auf OU induzierten Orientierung entsprichi.

Beweis. Sei U C M? eine 2-dim. Untermannigfaltigkeit mit Rand U = S1.

Cors
7(0)

U

Auf dem Kartenbereich U existieren globale Vektorfelder X1, X € X(U), sodass (X (z), Xo (z)) eine
positiv-orientierte ONB in T, U bilden.

1. Wir betrachten die 1-Form w € Q'(U)
= g(X1,VXy)
Behauptung: dw = K dM |
Da (X1, X2) eine positiv-orientierte ONB ist, geniigt es zu zeigen, dass
dw (X1, X9) = K.
Es gilt nun
dw (X1, X2) = Xi(w(X2)) = X2 (w(X1)) —w([X1,X3])

(w
= Xi(9(X1,Vx,X2) — X2 (9 (X1, Vx, X2)))
9(X17 [X1 X2]X2)

(Vx, X1, Vx, X2) + g (X1,Vx, Vx, Xo)
—9(Vx,X1,Vx, X2) — g (X1, Vx,Vx, X2)
—9 (X1, Vix, x,) X2)
g

I
Q

= g (X, (lesz - VX2VX1 - V[Xl,Xﬂ) XQ)
+ (lele VXQXQ) ) (VXlea leXZ)
= R(Xl,X2,X27X12+g (Vx, X1, Vx,X2) — 9 (Vx, X1, Vx, Xo)
K

Da g (X;, X;) = 1 folgt
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o VxX; L X fir alle X und
o VxXo LX, fiir alle X.

Damit ist dann
VXXl = a(X) X2 und VxXQ = b(X) Xl.

Wir erhalten also
9(Vx, X1, Vx, X2) = a(X1) b (X2) g(X2,X1) =0

und
9 (Vx,X1,Vx, Xo) =a(X2) -b(X1)-g(X2,X1) =0.

Die Behauptung wire damit gezeigt.

2. Aus dem Satz von Stokes folgt nun

U U ou
Behauptung:
/w =— / kg +2m
oUu oUu

Sei~y : [0,1] — OU eine auf Bogenlinge parametrisierte Parametrisierung von oU, entsprechend
der induzierten Orientierung auf dU. ( D.h. (OU\7y (0),7™') ist eine Karte von 0U. )

Sei X; € X, (M) das Vektorfeld
X, ()= Xi (v (1) i=1,2

und (7 (t),u (t)) die Tangenten- und Normalvektoren in 7y (¢).
Sei weiterhin ¢ (t) := £ (X1 (t), 7 (t)), dann ist

(2)-(oe ) () o

Drehung um ¢

Da y eine Parametrisierung von oU\~ (0) ist, ist mit % =+'(t)=71(t)

/w:/lw(;g> dt:/ZW(v’(t)) dt ()
0

oUu 0

Weiterhin ist

w (v (1)) 9 (X1, Vo) Xa2)

cos (t) - g (T (t),VypXz) —sing(t) - g (n,VyXs)

—
*
=
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und
VyXo = Vo (sing(t) 7(t)+cose(t) n(t))
= cosp(t) - (t)7 () +sing (t) - de
—sinp (1) @' (1) (1) + cos o (1) - L
bzw.
S 0) = cop(0) ¢ () + cose ()-sing () (. )
—cos’p(t) - g (7’, vzt(t))
—sin®p (1) - g (n Vdj) + (sin” @ (1)) ¢ (1)
—cos(t)-sinp(t)-g <n(t) , Vzt(t))
Da aber
e gin(t),n®) =1 = gn,It)=0
e gin(t),7(t)=0 = g0, ) +g(r,7)=0
cg(Y() .Y ®)=1 = g, 5)=0

und nach Definition ¥

dz = ky (t) - n(t), folgt

w (Y (1) = ¢ (t) — kq (t)

Setzen wir dies in (%) ein, dann erhalten wir

[«

ou

l

Il
&

(v (1)) dt

o~

o' (t) dt — / kg (t) dt

Il
S O~

I
—~~

0
)=o)~ [ 1y
oUu
Da OU eine einfach geschlossene Kurve ist, gilt fiir den Winkel

(p () = ¢(0)) = 2m,

womit die Behauptung bewiesen wiére.

/KdM+/kg:27r.
U

oU

Insgesamt ist also



208 4 Kriimmung und Topologie - Einige Beispiele

Satz 4.2. Gauf-Bonnet fiir n-Ecke. Sei U C M? offen und U liege in einem Kartengebiet von
M? und sei diffeomorph zu einem N-Eck. Seien (3; die Innenwinkel und bezeichne

o =m— [

dann gilt

/KdM—I—/k:g—FZai:QW
U i=1

oUu

Beweis. Sei Uceine “gegléttete” Umgebung von U:
UcU,C U U, ist diffeomorph zu einem Kreis D?

Dieses U bekommt man, indem man einen Kreisbogen um p; vom Radius € (bzgl. dy) und orthogonale
Geoditen der Lange e auf die ~; legt. Auf dieses U wenden wir nun Satz 4.1 an und erhalten

/KdM+/kg:27r.

Ue U

Aus der Stetigkeit des Lebesgue-Mafkes folgt dann fiir den Grenzwert

/KdM = | KdMm
Ue U

Des weiteren 1st

AU =

/kg:i kg +§n: /kg

H
=2

. i=1 Je
K2 1
~—— ~——

parallele Randstcke Kreisbogenabschnitte
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Da (%-6)/ — 7, und n{ — n; fiir € — 0, so geht auch k'gf — kg und damit ist

tm ™ [y =3t [y = [y= [
boys ¢ o Vi oU

Fiir die Kreisbogen gilt Wie in Sa
i (*%)

Dabel ist

— @) -0
= 2 (w0, (60 (1) = £ (w1, 50

= «a;(€)

/

(0))

Fithrt man nun den Grenziibergang € — 0 durch, dann erhilt man

a;(€) — Z(v1,v2) = oy

/w—>0,

s

und

da df sich zu einem Punkt zusammen zieht. Insgesamt ergibt dies dann

n
lim kg:/kg—l-Zaz’
ou =1

oU.

und dies verifiziert die Behauptung. O
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Folgerung. Winkelsumme in Geoddtischen A

Sei (M2,g) eine 2-dim. RMF und A C M eine Geoditisches Dreieck, d.h A ist diffeom. zu einem
Dreieck und seine Kanten bestehen aus Geodéaten.

Seien weiterhin (1, B2 und (s die Innenwinkel von /A, dann gilt

ﬁ1+ﬁ2+ﬁ3=7r—|—/KdM.
A

Insbesondere ist dann

1. Fiir

e K =0 die Innenwinkelsumme »_ 3; = m,
e K < 0 die Innenwinkelsumme ) 3; < 7 und fiir
e K > 0 die Innenwinkelsumme »_ 3; > .

Dies gilt fiir beliebige geoditische A.

2. Sei K = Ky, dann ist
Y Bi=m+ Ko Vol (L),

d.h. die Innenwinkelsumme héngt vom Volumen ab!

Modelle fiir Geometrien?

Sei (MQ,g) eine einfach-zsh. RMF.

1. Die Euklidische Geometrie K=0

Im R? mit dem Standardskalarprodukt sind die Geoditen die Geraden, ein geoditisches A hat
folgende Gestalt

(55>

B1 B2

Fiir die Innenwinkel gilt nun wie zu erwarten

> Bi=n

2. Die Sphirische Geometrie K=1
Hier sind die Geodéten gerade die Grofkkreise

“siehe hierzu auch die Betrachtungen auf Seite 163
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Die Innenwinkelsumme ist also

Zﬁi:ﬂ'+Vol(A)>7r

3. Die Hyperbolische Geometrie K=-1
Die geodatischen A haben hier die Gestalt

Fiir die Innenwinkelsumme ergibt sich deshalb

Zﬁi:W—Vol(A)<7r

Der Beweis des Satzes von Gaufi-Bonnet

Satz 4.3. Gaufl-Bonnet. Sei (M2,g) eine komp., orientierte, 2-dim. RMF mit Schnittkrimmung
K, dann gilt

/KszQﬂx(M)
M

Beweis. Wir triangulieren M ( zerlegen es in A), dann gilt

/KdM Z/KdM
M A A

3
S _/ngr (Z@ (A)) —7
YN =1

A

(Wihlen A so, dass A in einem Kartenbereich liegt.) In der Triangularisierung tritt jede Kante in
genau 2 Amit der jeweils entgegengesetzten Orientierung auf!
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Nach Definition von kg ist dann mit 4 (¢) ==y (I — k) =y~

k() =—k](1—1),

(Beim +/ und n’ &ndert sich nur das Vorzeichen.) Es folgt also

l l
/kg = /kg(s)ds:—/kg [—s | ds
0 0

-Tr t
l

und damit ist

In jeder Ecke ist die Summe der anliegenden Innenwinkel der A gleich 27, sodass

3
)9) SETSEPE
A i=1
und deshalb
/KdM:27T'€0—62'7T.
M

Nun hat jedes A 3 Kanten. Da aber jede Kante jeweils in 2 A vorkommt gilt fiir die Anzahl der

Kanten e;
3

€1 — < - €eq.
2
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Es ergibt sich nun
/KdM = 2m-eg—eyg-m=2m-eg+2-e0-mT—3-€2-7
M

= 2’/’(’(60—61 +€2)
27?-)((M2).

4.2 Lokale Isometrien und semi-Riem. Uberlagerungen

Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Uberlagerung von M ist ein Tripel (]\7 ,m, M )
aus folgenden Objekten

1. M ist eine glatte MF.
2. m: M — M ist eine C*°-Abbildung
3. Fiir jeden Punkt = € M existiert eine offene, zsh. Umgebung U (z) C M, sodass
71 (U) :L.J U;
el
wobei U; C M offene und paarweise disjunkte Mengen sind, fiir die
mly, : Ui — U
ein Diffeomorphismus ist.

Die Umgebung U (x) heift korrekt iberlagerte Umgebung , die U; heifien Blétter iiber U. Die Man-
nigfaltigkeit M heiftt Basis, die Mannigfaltigkeit M Totalraum und die Abbildung 7 Projektion der
Uberlagerung (M, M, 7T).

S
T@) M

Ist die Anzahl der Bliitter endlich, so spricht man von einer endlichen Uberlagerung.
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Bemerkung. Oft zeichnet man in (]\7, M, 7r> einen Basispunkt aus: Sei zg € M und &g € 7! (z0),

so schreibt man auch
T (M7i0> — (M, xp)

als Uberlagerung.

Beispiel 4.4. Uberlagerungen

1. Uberlagerung der S'
Die Abbildung

exp: R — SlccC
2mit

liefert eine Uberlagerung der S*.

2. Uberlagerung der S'
Die Abbildung

pn:StcC — Slcc

z — 2"

liefert eine n-fache Uberlagerung der S!

3. Uberlagerung des RP" durch die S”
Hierzu verweisen wir auch auf das Bsp. 2.

Die Abbildung

7: 8" — RP"=5"/141)

liefert eine Uberlagerung von RP"

4. Allgemein

Sei I' eine Gruppe von Diffeomorphismen die eigentlich diskontinuierlich wirkt, d.h. fiir jeden
Punkt x € M existiert eine Umgebung U (x), sodass

U@)Ng-U(x)=0  Vg#eausT.

Dann ist
m: M — M/p

eine Uberlagerung.

Uberlagerungen werden topologisch durch die Fundamentalgruppe 1 (M) klassifiziert.?

3siehe Vorlesung “Algebraische Topologie”
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Eigenschaften von Uberlagerungen

Definition. Seien o,w : [0,1] — M zwei stetige Wege mit ¢ (0) = w (0) =z und 6 (1) = w (1) = y.
Dann heifen ¢ und whomotop bzgl. {0,1}, (¢ ~ w bzgl. {0,1}), falls es eine stetige Abbildung

H :[0,1] x [0,1] — M

gibt, fiir die H (¢,0) = w (t), H (t,1) = o (t), H(0,s) = z und H (1,s) = y erfiillt ist. Die Abbildung
H heifst Homotopie von ¢ und w.

Mit
w] :={0 € Q(x,y)| o ~w bzgl.{0,1}}
bezeichnen wir die Homotopieklasse von w. Die Menge
71 (M, z) := {Menge der Homotopieklassen von geschlossenen Wegen}

hat beziiglich der Operation

x:m (M,z) xm (M,z) — m (M, x),

[w] * [0] —— [w=xo0]

wobei
w(2t) fir0<t<3
(wxo) (t) {0(275—1) fir L <t<1

eine Gruppenstruktur.

Definition. 71 (M, ) heikt Fundamentalgruppe von (M) in z

Hochhebung von Wegen .
Ist (M, M, ) eine Uberlagerung und & € M. Sei

y: I — M
eine glatte Kurve mit v (0) = 7 (Z). Dann existiert genau eine C*°-Kurve

vy: I — M

mit 5 (0) =Z und oy = 1.
Homotopiehebungseigenschaft
Ist F': M — N eine stetige Abbildung, so induziert sie einen Gruppenhomomorphismus

F,: m(Mzxz) — m(N,F(2))

W] — [Fou]
Ist (]\7, M, ) eine Uberlagerung, dann ist m, injektiv.
Definition. Sei 7 : (M, To) — (M, o) eine Uberlagerung, dann heift
mo(m (M, Z0)) C 71 (M, x0)

die Charakteristische Untergruppe einer Uberlagerung. Wir bezeichnen sie mit G (M , Z0)
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Klassifikationssatz

Definition. Sei M eine zusammenhingende glatte MF. Zwei Uberlagerungen heifien dquivalent, falls
ein Diffeomorphismus
F: My — M

existiert, sodass
79 O F=nrx 1

Nun existiert eine Bijektion

Aquivalenzklassen

. Konjugationsklassen
von Uberlagerungen
= von Untergruppen
m:FE— M, H C m (M, x0)
Ezsh. PO
wobei
(E, M, 7r) — H:= T (7T1 (E, 60)) mit ey € 7T_1 (xo)
und

Hcm (M, xy) — E:=Q(Mx0)/~p
Seien hierbei w; und wo zwei Wege aus Q (M, zp), dann setzen wir
w1~y wy — wp (1) =ws (1) und [wl *w;l] € H.
Als Projektion nimmt man

T: F — M.

Wl — w (1)
Es gelten die folgenden beiden Satze:

1. Eindeutigkeitssatz

Zwischen 2 zusammenhingenden Uberlagerungen (Ep,e1) und (Ea,es) von (M, zg) existiert
genau dann ein Basispunkt erhaltender Diffeomorphismus f mit m; = m o f F; und FE5 sind
dquivalent), wenn sie die gleichen charakteristischen Untergruppen haben, d.h.

G(E1,e1) = G(E2,e2) C m (M, o).
2. Existenzsatz
Ist M eine zsh. MF und G' C 71 (M, x0), dann gibt es eine zsh. Uberlagerung (E, M, ) mit
G (E, 60) =G.

Universelle Uberlagerung



4.2 Lokale Isometrien und semi-Riem. Uberlagerungen 217

Definition. Eine zsh MF M heift einfach-zusammenhingend falls 71 (M) = 1. Eine Uberlage-
rung (M, M,n) heift universell , falls M einfach-zsh. ist. Sei (M, M, ) eine Uberlagerung. Eine
Decktransformation ist ein Automorphismus

¢ € Aut(M) C Dif f(M),

der die Fasern respektiert, d.h. es gilt m o ¢ = 7. Die Gruppe der Decktransformationen bezeichnen
wir mit Deck (7).

Jede zusammenhéngende Mannigfaltigkeit M besitzt eine bis auf dquivalenz eindeutig bestimmte
universelle Uberlagerung M. Die Fasern der Uberlagerung sind mit 71 (M, xo) zu identifizieren:

1. Wir zeigen 1 (M, x) = 71 (x0).

Sei [w] € m (M, x0) und @e, = I — M ein Lift von w mit We, (0) = ep.

€0

Dann ist die Abbildung
7 (M, zo) — 71 (20)
W] — e, (1)
eine Bijektion.
2. Wir zeigen Deck (7) = Wl(M, Zo)

Wir wollen nun eine Wirkung von 71 (M, zo) auf M realisieren, die die Fasern respektiert. Sei
dazu [w] € m1 (M, z¢) fixiert, und v € 7! () C M beliebig mit. Da M zusammenhingend und
damit auch wegzsh. ist, existiert ein Weg

v:[0,1] — M

mit v (0) = zp und 7 (1) = z.

’y*/(f*\'y_(l)
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Damit ist

™ (M,a:o) xM — M

([o],v) +— o] v =yx0oxy™ (1)

eine fasertreue Wirkung. Wir identifizieren nun [0] € m1 (M, z0) nach 1. mit u = 5 (1) € 71 (20).
Da
G(M,u) = G(M, %) = my(m1 (M, %)) = my (1) = 1,

existiert nach dem Eindeutigkeitssatz® eine Decktransformation fi,) mit f (Zo) = u. Sei ande-
rerseits f € Deck (), dann betrachten wir f(%o) € 7! (zo). Nach 1. entspricht dies einem [0]
aus 1 (M, xg).

Wir haben also
Deck () & my (M,z0) = " (20)

Dartiber hinaus wirkt Deck (7) eigentlich diskontinuierlich auf M, mit Bsp 4.4.4 ist damit (1\7 M /T, p)
eine iiberlagern. Insbesondere ist damit M /1 eine MF. Die Projektion m : M — M liefert dann einen
Diffeomorphismus

7: M/p — M.

[m] — m(m)
Semi-Riemannsche Uberlagerungen
Definition. Seien (M, g) und (]\7, g) semi-Riemannsche MF. Eine Abbildung
6 (M,g) — (M,g)

heifit semi-Riemannsche Uberlagerung , falls

° (M, M, ¢) eine Uberlagerung ist, und
e ¢ eine lokale Isometrie, d.h ¢*g = g

Als néachstes beweisen wir ein niitzliches Kriterium, das angibt, wann eine lokale Isometrie eine semi-
Riemannsche Uberlagerung ist.

Satz 4.5. Liftungsbedingung. Ist ¢ : (N,h) — (M, g) eine lokale Isometrie mit der folgenden
Figenschaft: Fiir jeden Punkt x € N und jede Geoddte o : [0,1] — N mit ¢ (x) = o (0), existiert ein
Lift 6 : [0,1] = N mit 6 (0) =x und ¢ o6 = 0. Dann ist ¢ eine semi-Riemannsche Uberlagerung.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. ¢ ist surjektiv, da es zu je 2 Punkten z,y € M eine gebrochene Geodéte von x nach y gibt.

2. Sei U C M eine Normalenumgebung von x € M. Wir zeigen, dass U korrekt iiberlagert ist

4sie Fakt 3 auf Seite 216
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N
Y2
¢ o

M

Sei U C T,M sternfiirmig beziiglich 0, und exp, : U — U (z) ein Diffeomorphismus. Wir
betrachten einen Punkt y € ¢! (z). Nach Vor. ist

dg, : TN — T,M

ein linearer Isomorphismus. Somit ist

auch sternfiirmig bzgl. 0,.

a) exp, ist auf U (y) definiert
Sei v € U (y) C T, N. Dann ist

b =dp, (v) €U C T,M

und somit existiert eine radiale Geodéte v : [0,1] — N mit 7; (0) = = und 7} (0) = 0.
Nach Vor. existiert ein Lift 4 : [0,1] — N mit 4(0) = y und ¢ o4 = ;. Da aber ¢ eine
lokale Isometrie ist, ist 4 eine Geoddte von (IV, h) und

doy (7' (0)) =75 (0) = 2.

Damit ist 7' (0) = v und deshalb 5 = 7,. D.h. exp, (v) = 7, (1) existiert.
b) Die Abbildung
expy : U (y) — U (y) := exp, (U ()
st ein Diffeomorphismus.

i. Nach der Kettenregel und der Definition der Exponentialabbildung gilt

exp, odgy = poexp, : U(y) — U(z) (%)
Diff

woraus die Injektivitdt bzw. die Bijektivitit von exp,, : Uly) — Uly) folgt.

ii. Differenziert man (x), dann sieht man, dass aus

d (exPy) 4(4,)(0) (ADy), = by, 1) (dexpy)

IsomYvelU

auch Isomorphie von
(dexpy)U : Ty (TyN) — T, ()N
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folgt, sodass expy ein lokaler Diffeomorphismus ist. Insbesondere ist dann auch

exp, : U(y) — U (y)
——

sternf.

ein Diffeomorphismus.

Wir haben also gezeigt, das U (y) eine Normalenumgebung von y in (N, h) ist. Zudem ist
nun ¢ : U (y) — U (x) ein Diffeomorphismus, denn

¢ = exp, od¢, o expgl.

¢) Es bleibt zu zeigen, dass sich ¢! (U) in die Normalenumgebungen

{UWw)|yeo ()}

blittert, d.h.

ii.

o ) = J{UWlyeo¢ " ()}

. Seien y1 # y2 aus ¢ (z). Dann ist U(yy) N U(y2) = 0.

Angenommen z ist ein Element der Schnittmenge. Seien o; : [0,1] — N die radialen
Geoditen von z nach y;. Dann sind

(¢o0i):[0,1] — U (x)

radiale Geodéten von x nach ¢ (z). Da U (z) eine Normalenumgebung ist, folgt ¢(o1) =
¢(o2) sodass
do. (0/1 (0)) = dg; (Ué (0)) )

Und da d¢ nach Voraussetzung ein Isomorphismus ist, folgt jedoch
01 (0) =05 (0) = 01 =02 = y1 = Y.

Widerspruch!
Sei z € ¢~ (x). Dann ezistiert ein y; € ¢~ (x) mit z € U(y;)
Dazu betrachten wir die Geodéite

0:00,1] - U(x)c M

mit 0 (0) = z und o (1) = ¢ (2). (o (t) = exp, (¢t exp;' (¢ (2)))). Nach Vor. ex. ein
Lift 6 : [0,1] — N und 6 (1) = z. Dann betrachten wir

yi=5(0) €67 ().
Damit ist & ([0,1]) C U (y).

O

Satz 4.6. Sei ¢ : (N,h) — (M, g) eine surjektive lokale Isometrie und M zsh. Dann ist (N, h) genau
dann geoddtische vollstindig, wenn (M, g) geoddtisch vollstindig ist und (N, M, ¢) eine Uberlagerung

15t.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:
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1. Sei (N, M, ¢) eine Uberlagerung und (M, g) geoditisch vollstindig. Dann ist (N, h) ist geoditisch
vollstindig.

Sei z € N und v € T, N. Bezeichne v : R — M die maximale Geodéte mit 7 (0) = ¢ (z)und
7 (0) = d¢, (v). Da ¢ eine Uberlagerung ist, existiert eine eindeutiger Lift 5 : R — N mit
¥(0) = z und ¢ o4 = . Durch die Isometrie-Eigenschaft von ¢ ist nun auch ¥ eine Geodite,
die auf ganz R definiert ist. Daraus folgt dann die Behauptung.

2. Sei (N, h) vollstindig. Dann ist (M, g) geoddtisch vollstindig und (N, M, ¢) eine Uberlageruny.

Sei x € M und v € T, M. Wir wihlen ein y € ¢! (z) und betrachten die maximale Geodite
4 :R — N mit 4(0) = y und 7' (0) = de?;l (v). Da ¢ eine lokale Isometrie ist, ist 7 := ¢ o ¥
eine Geodite. Zudem ist das Liftungskriterium von Satz 4.5 erfiillt ist: Sei o : [0,1] — M eine
Geodite in (M, g) mit 0 (0) = ¢ (y) = x. Sei v = d¢, ' (¢’ (0)) und 7, : R — N die maximale
Geodéte in (N, h) mit v, (0) = y und ~,, (0) = v. Wegen der Eindeutigkeit der Geodite ist dann

¢ oYl =0

also ein geodétischer Lift von o.

Ein Satz von Cartan
Seien (M, g) und (M, §) zwei semi-Riem. Mannigfaltigkeiten und
0 TyM — T M

eine lineare Isometrie.

Sei U () C M eine Normalenumgebung, sodass
v (exp; ' (U (2))) € DB (exp;) -
Wir betrachten die Abbildung

fU@) — M

y +— exp;opoexp, (y)

Wann ist f eine lokale Isometrie? Die kann man der Kriimmung ansehen! Zuerst einige Bezeichnungen:
Sei y € U (x) und ~: [0,1] — U (x) die radiale Geodéte von x nach y. Bezeichne

70 00,1 — U (@)= f (U (2))
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die radiale Geodite mit 4 (0) = & und 4’ (0) = ¢(y'(0)). Dann ist 4 (t) = f(v(t)). Sei Py : T, M —
TywM die Parallelverschiebung entlang v bzgl. des LCZ von (M, g) undPs : TpM — Ty M die

Parallelverschiebung entlang % in (M, §). Sei weiterhin
¢y TyM — Tf(y)M
v — PyopoPrt(v)
Dann gilt der
Satz 4.7. Cartan’51. Ist fir alle y € U (z) und v,w,u, 7 € T,M
Ry (0,w,u,7) = Ry (0 (v) , by (w) , by (u) , by (7))

s0 st R
f:U(@CcM-—M

eine lokale Isometrie, d.h.
ffa=y
Beweis. Wir fixieren ein v € TyM. Sei Y € X, (M) ein Jacobifeld entlang v und Y (0) = 0 und

Y (I) = v. Sei weiterhin (e1,. .., en) eine ONB in T, M und (e1 (¢) ..., €, () die Parallelverschiebung
entlang . Wir betrachten das VF Y € X5(M)

Y (1) = ¢ (Y (1))

1. Y ist ein Jacobifeld entlang ¥
Betrachten dazu die Basisdarstellung von Y (¢):

Y(t) = Y uilt)elt)
i=1
V) = ) ak(t) en(t)
k=1
Fiir die parallel verschobene ONB (é; (t),...,é, (t)) definiert durch &; (t) := ¢¢(e; (t)) gilt
Y(t) = Zyz (t)éi(t)
i=1
¥ = D an(t)én(t)
k=1
Da Y ein Jacobifeld ist folgt

R(Y,’yl) ’7""7” — 0
und daraus folgt
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Somit ist Y ein Jacobifeld entlang 4. Da die Parallelverschiebungen und ¢ Isometrien sind, gilt
g (v (1), Y 1) =3 (V.7 1)

2. f ist eine lokale Isometrie

Zu zeigen ist, dass fiir alle y € U (z) und v € T, M gilt
It (dfy (v),dfy (v)) = gy (v,0).

Sei Y € X, (M) das Jacobifeld entlang v mit ¥ (0) =0, Y (I) =v und Y (¢) = ¢; (Y (t)). Da

1

g(Y (8),Y (1) = 3(Y (1), Y (¢))

gilt es zu zeigen dass
Y (1) = dfy (Y (1))
Nach Satz 3.63 gilt fiir das Jacobifeld Y-

V(1) = (dexpy)15(0) (147 (0)) -

Nach Def. von § ist ¥ (0) = ¢ (Y’ (0)), da

Wi 2L (1 (7 0)) heo = Lo Y O)co

€T M

Somit folgt

V() = (dexpa)s (p(dexpy); o o (dexp,) o (1Y (0)))

= dfy, (Y (1))

und f ist eine lokale Isometrie.

O]

Folgerung. Sind (M", g) und (M™, §) zwei semi-Riem. MF gleicher Signatur und gleicher, konstanter
Schnittkriimmung K € R, so sind sie lokal isometrisch.

Beweis. Wir fix. ein z € M und & € M beliebig. Da
sign (9.) = sign (gz)
existiert eine lineare Isometrie

p: M — T M.
ONB +— ONB
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Sei nun U eine Normalenumgebung von x und y € U fixiert. Nach Satz 3.26 haben die Kriimmungs-
tensoren die Gestalt

Ry (v, w,u,7) = ‘ K(gy (v,7)- Gy (w,u) — Gy (v,u) - g (w, 7))
e K(g (0,7) 4 (i,0) = § (9,8) - § (1, 7))
- (@ ©): ¢y (), 9y (1), 8 (7))

) W U T

Aus dem vorherigen Satz folgt dann die Behauptung. O

Der Starrheitssatz fiir Isometrien

Satz 4.8. Starrheitssatz. Seien fi, fo: (M,g) — (M,g) zwei lokale Isometrien zwischen zusam-
menhdngenden semi-Riem. MF. Ist x € M ein Punkt und

fi(z) = fo(z)
(df1), = (df2),
so gilt
1= /e

D.h. lokale Isometrien sind durch einen Punkt und dem Differential an diesem Punkt eindeutig be-
stimmt.

Beweis. Sei

A= {y € M| f1(y) = f2(y) und (dfl)y = (de)y}

Dann ist A # 0, da € M und wegen der Stetigkeit der f; ist A abgeschlossen. Insbesondere ist A
auch offen: Sei yp € A und U (yo) eine Normalenumgebung von yg. Fiir ein z € U(yg) existiert eine
radiale Geodétey, : [0,1] — U(yo) mit v, (0) = v, 7 (1) = 2, 7, (0) = v und 2 = exp,, (v). Da die f;
lokale Isometrien sind, sind auch

i (8) = fi(y (1))

Geoditen mit v; (0) = fi(yo) und +, (0) = (dfi)y, (v). Da aber yo € A, stimmen die AWP {iberein,
sodass

m=r= = aufU(y))

und insbesondere

Damit ist aber U (yo) C A, und A offen. Da M zsh. ist, folgt also A = M. O

4.3 Die Satze von Hadamard, Bonnet-Myers und Raume konstanter
Krimmung

Die Klassifikation der Riemannschen Raumformen

Definition. Eine vollstandige Riemannsche MF mit konstanter Schnittkriimmung nennt man Rie-
mannsche Raumform.
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Der folgende Satz liefert spéter eine vollstindige Klassifikation der Riemannschen Raumformen.

Satz 4.9. Satz von Hadamard-Cartan Sei (M",g) eine vollstandige zsh. Riemannsche MF. mit
nicht positiver Schnittkriommung Kg < 0 fir alle v € M und E*> C T,M, dann ist

exp, : TpM =2R" — M
eine glatte Uberlagerung. Da w1 (R™) = 1, ist (R™, M, exp,) universell, und damit
M =R"/p
wobei T' Gruppe der Decktransformationen Deck () ist. °.
Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Seiv: R — M eine Geoddte und die Schnittkrimmaung entlang ynicht positiv. Dann liegen auf
v liegen keine zu x = 7y (0) konjugierten Punkte.

Sei Y € X, (M) ein Jacobifeld entlang + und 7 (0) = 0. Wir betrachten die Funktion

dann ist

W) = 29(Y'(t),Y (1)
@) = 2{gY" (1), YY) +g (Y @®).Y ()}  (*)
= 2RV ALY +|[Y @) =0
K<0

e Aus h(0) =0, K’ (0) =0 und A" (0) > 0 (da Y’ (0) # 0) erkennt man, dass h in t = 0 ein
lokales Minimum hat.

e Da A" (t) > 0 fiir alle [t| < € ist h strikt konvezr auf (0,¢) und da A" (t) > 0 fiir alle ¢, ist h
konvex fiir alle t.

Demnach ist
h(t)>0 VYt#0

und deswegen auch Y (t) # 0 fiir alle ¢ # 0, sodass auf v kein zu v (0) konjugierter Punkt
existiert. Also ist (dexp, ) nicht ausgeartet fiir alle t € R und v € T, M und demzufolge

exp, : IyM — M

eine lokaler Diffeomorphismus um jeden Punkt v € T, M. Und da (M, g) vollstindig ist, ist exp,,
aukerdem surjektiv.

2. Wir betrachten die Metrik g := exp} g auf T, M. Dann ist

exp, : (R",g) — (M, g)

Ssiehe Fakt 4 auf Seite 216



226 4 Kriimmung und Topologie - Einige Beispiele

eine surjektive und lokale Isometrie. Deshalb sind die Geraden

op: R — T,M=R"

t — t-v

die Geodéten durch 0,. Diese sind auf ganz R definiert, sodass (R", §) nach Satz von Hopf-Rinow
vollstandig ist. Satz 4.6 liefert nun dass

exp, : T,M 2R" — M

eine Riemannsche Uberlagerung ist.

Folgerung. Ist M dariiber hinaus noch einfach-zsh, so gilt

Insbesondere existiert dann zu 2 Punkten = und y aus M genau eine Geodéte, die beide miteinander
verbindet.

Satz 4.10. Sei M™ eine vollstindige zsh. Riemannsche MF mit konstanter Schnittkrimmung K. Dann
ist die universelle Riemannsche Uberlagerung M von M isometrisch zu ¢

o H", falls K = —1
e R" falls K=0
o S™ falls K =1

Beweis. Sei (]\7, M, 7) die universelle Uberlagerung und § := 7*g. Da (M, g) vollstindig ist, ist auch
nach Satz 4.6 auch (M, g) vollstindig. Somit ist (M, g) eine einfach-zusammenhédngende RMF kon-
stanter Schnittkriimmung K € {—1,0,1}

1. Sei K < 0. Wir bezeichnen

N R™  falls K =0
o H" falls K = -1

Dann fixieren wir ein € N und & € M und eine lineare Isometrie
¢: TN — T; M.
Nach dem Satz von Hadamard (Satz 4.9) sind die Exponentialabbildung
exp, : IyN — N
exp; : M — M
Diffeomorphismen. Wir betrachten die Abbildung
f= é}\(/pjogooexpgl . N — M.

Diese ist ein Diffeomorphismus und nach der Folgerung von Satz 4.7 eine Isometrie, da die
Kriimmungen {ibereinstimmen.

Siehe Beispiele 1,2 und 3 auf den Seiten 138ff.
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2. Sei K = 1. Wir fixieren eine lineare Isometrie
p: T,8" — TiM.
S™\ {—=x} ist eine Normalenumgebung von = und damit
expy 1 S"\ {~a} — {v € TS| |v]| < 7}
ein Diffeomorphismus. Nach Satz 4.7 ist dann
fi=exp;opoexp,’: S\ {—a} — M

eine lokale Isometrie. Diese wollen wir in den Punkt —z fortsetzen: Dazu fix. wir ein y €
S™\ {—=z,z} und betrachten den Punkt

g=fly)eM

und die lineare Isometrie

o =df, : T,8" — TyM,
die von f induziert wird. Dann ist nach Satz 4.7 die Abbildung

f;:éif)go@oexpy_lz S"\{*Q}HM

eine lokale Isometrie und fiir die zsh. Menge W := S"\ {z, —y} gilt y € W,

~

f(y) =expyopooexp, (y) =7

und

df, = (déif)g)g oo (dexpgl)y
—_——
(dexpy);l
idTgﬁ o (,5 o idTySn
= ¢= dfy

Nach dem Starrheitssatz fiir Isometrien (Satz 4.8) folgt daraus f = f und f setzt f im Punkt
—x fort. Es existiert damit eine lokale Isometrie

F:S"— M.

Nun ist S™ vollstindig und nach Satz 4.7 ist F' eine Riemannsche Uberlagerung. Da sowohl S™
als auch M einfach-zsh. sind, folgt aus der Uberlagerungstheorie, dass F' ein Diffeomorphismus
und damit eine Isometrie ist.

O]

Folgerung. Klassifikation der Riemannschen Raumformen
Sei M™ eine Riemannsche Raumform mit Schnittkriimmung K € {0,1, —1}, dann ist M isometrisch
zu M /1. Dabei ist M die einfach zusammenhangende Mannigfaltigkeit

- R™ falls K =0
M = H" falls K = —1
S™ falls K =1
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und I' eine Untergruppe der Isometriegruppe von M ist, die eigentlich diskontinuierlich auf M wirkt.
Insbesondere ist - .
T M— M/r=M

die universelle isometrische Uberlagerung von M.

Beweis. Sei (M, §) die universelle Uberlagerung mit § = 7*g. Nach Satz 4.10 hat M je nach Kriim-
mung die Gestalt R™, H" oder S™. Sei I' die Gruppe der Decktransformationen Deck (7). Mit Fakt 4
auf Seite 216, geniigt es zu zeigen, dass

I' C Iso(M).

Fir ein v € I gilt aber
Yg=7"m"g=(ro)"g=4.

Der Satz von Bonnet-Myers

Satz 4.11. Satz von Bonnet-Muyers. Sei (M"™,g) eine vollstindige RMF, deren Ricci- Kriimmung
von unten durch

n
RicZT-g c=const >0
c
beschrankt ist. Dann gilt fiir den Durchmesser

diam (M, g) := sup d(z,y) < m-c=diam (S})
z,yeM

wobei ST die Sphdre vom Radius c ist. Insbesondere ist M kompakt und hat eine endliche Fundamen-
talgruppe m (M).

Beweis. Seien z,y € M. Da (M, g) vollstiandig ist, existiert eine minimierende Geodéte
~v: [0,]] — M
mit v (0) =z, v(I) = y und | = [ (). Diese ist insbesondere auf BL parametrisiert.

1. Bs gilt d(z,y) =1(y) < 7-c und damit diam (M, g) <m-c
Sei Y € X, (M) ein VF entlang ymit Y (0) =Y (I) = 0 und Y L+'. Dann gilt fiir die Indexform

l
L (YY) := —/<Y, Y'+R(Y,Y)q") dt
0

nach Satz 3.70: Sei
Vi(t,s) :=expyq) (s-Y (1))

und

L(s):=1(V(,s)).
Dann ist Y das Variations-VF von V und es gilt
L' = 0
L") = L,(Y,Y) >0,
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da [ (v) = d(z,y) ein globales Minimum von L ist. Wir setzen nun spezielle Vektorfelder in
die Indexform ein: Sei (e; = +'(0),e2,...,€e,) eine ONB in T, M und (X, ...,X,) die daraus
entstehenden parallelen VF entlang . Wir betrachten Y; € X, (M)

Y; (1) ::sm<”l't>.xi(t) 2<i<n.

dann ist
Y;(0)=0=Yi(l) undYily = I, (¥;,¥;) 2 0.

Die Berechnung der Indexform liefert:

~I =3

Damit ist

Fiir die Indexform folgt

L (Y., Y;) = /lsin2 <”lt> {(7;)2 — R (X077 XZ} dt
0

Da (v, X2,...,X,) eine ONB entlang ~ ist, folgt durch Summation

0< Zn:@ (Y;,Y;) = /lsin2 (”lt) {(n —1) (%)2 — Ric (7’,7')} dt
- 0

und somit
T
7 bzw. l <7 ¢

2. M ist kompakt. Dies folgt unmittelbar aus der Beschrénktheit und dem Satz von Hopf-Rinow.
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3. w1 (M) ist endlich.

Sei (]TI/ , M, 7) die universelle Riemannsche Uberlagerung von (M, g). Da weine lokale Isometrie
ist, stimmt die Schnittkriimmung von (M, §) mit der von (M, g) iiberein. Nach 1. ist also auch
(M, ) kompakt. Damit ist aber auch die Anzahl der Blitter # (7! (z)) endlich und aus

L (:B) =m (M7 iL')
folgt dann die Endlichkeit von mp (M).

Folgerung. Sei (M", g) eine vollstindige RMF mit strikt positiver Schnittkriimmung
1
K> >0,
c

dann ist M"™ kompakt, diam (M, g) < 7-cund 7 (M) endlich. (Fiir K > 0 gilt dies nicht mehr.)

Der Satz von Weinstein

Aus dem Satz von Weinstein folgt eine Aussage fiir Riemannsche-Mannigfaltigkeiten M"™ mit positiver
Schnittkrimmung K > 0: Ist M orientierbar und n gerade, so ist M einfach-zusammenhingend. Ist
n ungerade, so ist M orientierbar.

Doch zunéchst ein algebraisches Lemma.

Lemma 4.12. Ses
A: RV Rt

eine orthogonale Abbildung und det A = (—1)". Dann hat A einen EW X\ =1, d.h. einen Fizpunkt.

Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Sei n gerade.

X (A) = det (A — AE)hat den Grad n — 1 = ungerade, sodass eine reelle NS \ auftritt. Da
A€O(n—1)ist A= +1.

Alle komplexen EW treten Paarweise auf

(Mla"'7“7‘)7(/117"'7/]T)7)\17"'>)‘m
———
reelle EW
Und es folgt
det (A) = (-1)"=1= LN I VIR Wi
et (4) = (=1) jl;[lluy\ 1

unger. Anz.

Damit muss ein EW A = 1 existieren.

2. Sei m ungerade.

Dann ist
T
2
det A= —1= H\uj\ A A
J=1 ger. Anz.

Ein reeller EW muss, aber alle kdnnen nicht negativ sein. Somit existiert ein EW A = 1.
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Satz 4.13. Satz von Weinstein (’68). Sei M"™ eine komp. orientierte MF mit K > 0. Sei
f:M—M

eine Isometrie, die die Orientierung erhdlt, falls n gerade ist, und die Orientierung umkehrt, falls n
ungerade ist, dann hat f einen Fizpunkt.

Beweis. Angenommen f (p) # p fiir alle p € M. Da M kompakt ist, ex. ein p € M, sodass
0 < d(p, =mind (9, f (p')).
(b f (n)) = mind (', f (¢))
Dies fithren wir zum Widerspruch. Sei
v [0,]] — M
eine minimierende Geodéte von p nach f (p). Da d(p, f (p)) > 0ist [ > 0.

1. 3Y (p) € T, M mit ||Y (p)|| = 1 und y L~ (0), sodass gilt: Wenn (3 eine Geoddte ist mit 5(0) = p
und ' (0) =Y (p) ist, dann ist f (3) eine Geodite mit

F(B)=f(p) und (fop) (0)="P,(Y(0))

Sei v eine Geodite. Da f eine Isomorphie ist, wird somit auch f (v) zu einer Geodate. Behaup-
tung: In f (p) ex. kein Knick.
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Sei p' € Im~ und 7/ die minimierende Geodite von p’ nach f(p'). Durch die A-Ungleichung
gilt:

d(p,f (@) < d@, f®)+d(f®).f{))
=d(p.p’)

= d(p, f(p))

Da p der Punkt mit dem minimalen Abstand war, folgt

|

d,f () =d@, f(p)+d(f(®),p)

Die Gebrochen Geodate ;
P (o) = f ()

ist also minimal, und damit glatt, d.h.

Wir betrachten nun die Abbildung
A:=P odfy: TyM — Ty M — T,M.
A ist eine lineare Isometrie, und 7 (0) ist ein Fixpunkt von A:
AW ) = PR ((0)) =Py ((F o) (0)
Py (' (1) =+ (0)

—
*
~

Sei
B = A|’y’(O)L . ,y/ (O)J_ - '}’, (O)J- (] Rn—l'

Dann erfiillt B die Eigenschaften des vorangegangen Lemmas, und es existiert damit ein Fix-
punkt v € T, M von A mit
vlv'(0) und ||| = 1.

Sei weiterhin Y € X, (M) die Parallelverschiebung von v entlang ~
Y (t) = P’Y ('l)) ’

dann ist Y (¢) L4/ (0). Sei 8 : R — M die Geodite mit (f o 3) (0) = f (p), dann ist
fofB:R— M

eine Geodéte mit (f o ) (0) = f (p) und

(foB)(0) = dfy (8 (0

I
DI
A/h:A

—_ =
-
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2. Wir betrachten nun die Variation

Vi[0xR — M
(t.s) = expy (s-Y (1))
mit den Geodéaten § und f () als Rédnder, um einen Widerspruch zu finden.

Die Randkurven sind die Geodéaten

V(0,s) = exp,(s-Y(0)=p(s)
Vi(l,s) = expyp) (s-Y (1) =f(B(s))
Das Variations-VF von V ist Y. Sei L (s) =1(V (-,s)). Nach Satz 3.70 gilt fiir die Variation der
BL
L' = 0
L") = IL,(V.Y)
l
= —/<Y,Y”+R(Y,7’) 7' dt
0

Da die Randkurven jedoch Geodéten sind, gilt dariiber hinaus

0= (5 (5, o)y @)~ (3 (5 00) o).

Da Y entlang v parallel verschoben ist, haben wir auch
0= (Y (1),Y' (1)) - (Y (0), Y (0))

sodass sich L” (0) vereinfacht:

—_———

l
L'0) = - [ R(Vir/\Y)
0 0<K<y,'~/>

Damit ist L"” (0) < 0 und L besitzt in ¢t = 0 ein strickt lokales Maximum, dh. es ex. ein s € (—¢, €)
sodass

WV (5) <1(7)

=c
Damit ist aber

d(B(s),f(B(s)) <l(c)<l(y)=d(p,f(p))
was im Widerspruch zur Minimalitdt von d (p, f (p)) steht.

Satz 4.14. Sei M"eine kompakte RMF mit K > 0. Dann gilt

1. Ist M orientierbar und n gerade, so ist M einfach-zsh.!

2. Ist n ungerade, so ist M orientierbar.
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Beweis. Zu den einzelnen Punkten:

1. Sei M orientierbar und n gerade. Wir betrachten die universelle Uberlagerung <M , M, 77) und

setzen § := m*¢g. Dann wihlen wir uns auf M eine Orientierung, fiir die 7 orientierungserhaltend
ist. Die Kompaktheit von M impliziert nach Satz 4.7 die Vollstédndigkeit von <M ) Q) ,und dariiber

hinaus liefert sie, da K > 0, die Existenz eines ¢ € RT, fiir dasK); > ¢ > 0. Und da 7 eine lokale
Isometrie ist folgt auch
Kﬁ >c>0.

Nach Satz von Bonnet-Myers (Satz 4.11) ist dann M kompakt. Sei I' die Gruppe der Decktrans-
formationen Deck (7) von 7 und k € I'. Nach Folgerung von Satz 4.10 ist k eine Isometrie und
erhilt die Orientierung (da 7 die Orientierung erhélt und 7 o k = 7). Nach Satz von Weinstein
(Satz 4.13) hat k einen Fixpunkt &g € 7! (z0) mit 9 € M. Wir betrachten den Gruppeniso-
morphismus’

und identifizieren k = k) mit [w] € 71 (M, 29). Dann ist
k (i’o) =w (1) = I und damit [(I)] € m (]/\Z, Ci‘o) =1,

sodass demzufolge
W] = ] = 6] = ma [1] = 1

und k£ = Id. Als Decktransformationsgruppe ergibt sich also
I ={1d}

und damit ist . N
M=M/r=M.

Insbesondere ist M einfach-zusammenhingend.

2. Sei n ungerade. Angenommen M sei nicht orientierbar. Wir betrachten

M =< (z,07,0)| v € M, Oist eine Orientierung von T, M
O,

Mit den Karten (U, @):

7 (x1,...,1,) = <g0_1(a:1,...,$n), %(m),...,%(w)})

U=9"1(pU) cM
ist M eine MF. Zudem definiert O(z,0,) = O eine Orientierung fiir M und die Abbildung

T M — M
(,0;) +— =

“siehe Fakt 4 auf Seite 216
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ist eine 2-fache Uberlagerung von M. Wir setzen g := 7*g, dann ist (M, g) orientierbar und
vollsténdig. Als Decktransformationen von 7 erhalten wir

Deck (7) = {Id, k  (kvertauscht die Blatter)}

Dann ist k eine Isometrie, die die Orientierung umkehrt. Nach Satz 4.13 besitzt k£ auch einen
Fixpunkt. Dies ist jedoch fiir k£ nicht md&glich.

O
Bemerkungen:

1. Die MF M = RP? ist kompakt mit K > 0 (iibertragen die Metrik von S?) aber nicht einfach-
zsh., dh. die Orientierbarkeit ist bei Teil 1 von Satz 4.14 notwendig!

2. Ebenso sicht man, dass fiir den 2. Teil ein gerades n notwendig ist, da RP? nicht orientierbar
ist.

3. Sei M = RP3. Dieser ist kompakt mit K > 0, orientierbar, aber nicht einfach-zsh. Im 1. Tel ist
also ebenfalls “n gerade” notwendig

Raume mit punktweiser konstanter Schnittkriimmung

Ist (M™,g) eine kompakte Riemannsche MF, so ist die Schnittkriimmung beschrankt:
a<Kp(x)<b VE>CT,M. (%)

Ziel dieses Abschnitts ist es zu zeigen, dass fiir pseudo-RMFen die Bedingung (*) fiir alle nicht ausge-
arteten UR E? C T, M #quivalent ist zu

Ko (x) = k(x) = const. VE* C T,M, E?nicht ausgeartet.

Insbesondere ist damit die Schnittkriimmung auf ganz M konstant. Dazu betrachte man zunéchst
einen beliebigen zweidimensionalen UR

E = span (w,v) C Ty M

sowie

Q (v,w) := det ( v,0) - {v,w) > Gram’sche Det.

(v, w) (W, w)
Dann gilt
Enicht ausgeartet <= Q (v, w) # 0.

Sei E = span (v, w) = span (y, z) C T, M beliebig fix. Dann existiert eine 2 x 2 Matrix A, sodass
(7)=+(2)
y w

R (z,y,y,z) = det (A)2 R (v, w, w,v). (%)

und es gilt

Bezeichne
0 fiir R(z,y,y,2) =0
N (E):= 1 fir R(z,y,y,2) >0
-1 fir R(z,y,y,2) <0

Mit (x) ist dies eine Invariante von E und somit korrekt definiert.
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Lemma 4.15. Es gilt:

1. Ist
Kg (z) = k = const. VE? C T, M nicht ausgeartet,
dann ist
N(E?) =0 VE? C T, M ausgeartet.
2. Ist

N(E*) =0 VE? C T, M ausgeartet,
und sind u,v,w € Ty M ON-Vektoren mit g (u,u) = —g (v,v), dann gilt
K span(uw) () = Kpan(v,w) (T)
Beweis. Zu den einzelnen Punkten:
1. Ist E = span (u,v), so gilt nach Satz 3.28

R (w,v,v,u) =k-Q (u,v) =0 = N =0.
0

2. Die Vektoren u + v sind nach Voraussetzung isotrop und damit die Unterrdume
Ey = span(u £ v,w)
ausgeartet. Aus N (E) = 0 folgt dann
R(u+v,w,w,u+v)=0=R(u—v,w,w,u—0v)

bzw.
R (u,w,w,v) =0 = R (u,w,w,u) + R (v,w,w,v) = 0.

Da (u,v,w) ON-Vektoren sind folgt aus g (u,u) = —g (v,v) insbesondere

Q (u7 w) =-Q (U7 w)

sodass
R (u,w,w,u) R (v,w,w,v)
Q (u, w) Q (v, w)
Kspan(u,w)(x) Kspan(v,w)(x)

O

Satz 4.16. Satz von Kulkarni. Sei (M"™,g) eine zusammenhingende pseudo-Riemannsche MF und
x € M. Dann sind folgende Bedingungen dquivalent

1. Kg (z) = ky = konst. fiir alle E*> C T,,M nicht ausgeartet.
2. N(E) =0 fiir alle E*> C T,M ausgeartet.
3. Fiir alle E?> C T, M nicht ausgeartet gilt

a < Kg (z) oder Kg(z) <b.
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4. Fir alle indefiniten UR E? C T, M gilt

a< Kg(x) <b.

5. Fiir alle definiten UR E?> C T, M gilt

a < Kpg(z)<b.

Ist n > 3 und gilt in jedem Punkt x € M eine der Bedingungen 1.-5., so ist die Schnittkrimmung von
(M, g) konstant.

Beweis. Wir kénnen annehmen, das n > 3 ist, denn sonst existiert kein nicht ausgearteter 2-dim. UR

und £ = T, M ist eindeutig bestimmt. Die letzte Aussage folgt dann aus der 2. Bianchi-Identitéit (UA
16).

e Die Eigenschaften 1.) = 3.),4.),5.) und 1.) = 2.) folgen aus dem vorherigen Lemma.

e 2)=1.)

1. Fall:k = Index (g) = 1 oder n — 1.
Seien u, v, w orthogonal und g (u,u) = —1. Dann folgt aus Lemma (2.) , da N =0,

Kspan(u,w) (.’L‘) = Kspan(v,w) (I’) )

da g (v,v) = 1 fiir ulv und k = 1. Ist damit E? C T, M nicht ausgeartet und u € F oder
E1R-u, dann gilt
Kg (x) =k (u)

unabhéngig von E. Ist 4 € T, M ein zeit-artiger Vektor unabh. von u, so ist
k (’LL) = Kspan(u,ﬁ) (l’) = k(@) = Kg (.T) VE L.
Fiir einen 2-dim. nicht ausgearteten UR E C T, M gilt somit

Kg (x) = k = konst.

2. Fall: 1 <k = Index (g) <n—1.
Sei E2 C T, M positiv definit und E? C T, M negativ-definit, u € F und o € E Einheits-

vektoren, dann gilt

Q(uvﬁ’) :g(uvu) -g(ﬂ,ﬁ) —g(’u,,ﬁ)Q <0.

Die Unterrdume
EFoR-u, FE®R-vC T, M

sind 3-dim. VR vom Index 1 und insbesondere nicht ausgeartet. Aus dem 1.Fall folgt nun
Kg (33) = Kspcm(u,ﬁ) (J:) = KE (I) .

Daraus ergibt sich die Behauptung.
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e 3.)=2) 0.B.d.A.ist K > a. Denn Fall K <b erhilt man durch g — —g.

Jeder ausgeartete 2-dim. UR E ist Grenzwert einer Folge indefiniter 2-dim. Unterrdume (E),)
oder einer Folge definiter 2-dim. Unterrdume (F,) (UA). Dann gilt

E, = span(uy,vy) " =" E = {(u,0)

R(unavnavnaun)
e ) = ) 2

und
Q (tun,vn) — Q (u,v) =0, da E = span(u,v) ausgeartet.

Ist (E,) definit, so ist @ (un,v,) > 0 und damit

n— oo

R(unu Un;”na“n) Za- Q (una Un) — 0,

sodass
R (u,v,v,u) =0 = N (E)=0
Ist (Ey) indefinit, dann ist Q (un,vy,) < 0 und damit

n— oo

R(una Un,’l)n,un) <a- Q (Un, UTL) I 07

sodass
R (u,v,v,u) =0 = N (E)=0
4.),5.)=2.):

Wie eben erhilt man
R (un7 ’UWn vn7 un)

< const.
Q (un,vp) |~

wobei

Q (up,vy) < Ofiir 4.

Q (up,vy) > 0Ofiir 5.)
und

By = (Up,vy) " TFT" E = (u,v) ausgeartet.

Damit geht

n—oo

|R (uTL)Una Unaun)’ —0=R (U,’U,’U,U)

und NV (E) = 0 fiir alle E ausgeartet.
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