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1 Einfiihrung

In diesem Kompaktkurs wollen wir uns einer schon recht alten Fragestellung widmen.
Bereits im Jahr 1760 stellte sich Joseph-Louis LAGRANGE (1736 - 1813) die Frage, ob es
fiir eine geschlossene, beliebig geformte Kurve I' im R? eine Fliche M C R? mit ,0M = I'*
gibt, deren Flidcheninhalt Area(M) minimal unter allen solchen Fléchen ist. Schon bald
stellte sich heraus, dass die Konstruktion solcher Flichen M C R3 im Experiment leicht ist:
nimmt man einen oder mehrere Drahtbiigel (also ein experimentell genutzter Gegenstand,
welcher die Raumkurve T" reprisentiert) und taucht diesen in eine Seifenlauge, so entsteht
i.a. eine Minmalfliche (die Begriindung liegt in der Physik und der Proportionalitidt der
kinetischen Energie und der Fliche).

1.1 Beispiele fiir Minimalflichen

Bereits wenig spéter entdeckten die ersten Mathematiker erste Minimalfdchen. Erste Bei-
spiele stammen von MEUSNIER (1776: Katenoid und Wendelfiche), sowie von SCHERK
(1835: Scherksche Flichen).

1.2 Ideen zur Charakterisierung von Minimalflichen

Fine erste Idee zur Charakterisierung von Minimalflichen stammt vom Mathematiker
Jean-Baptiste MEUSNIER (1754 - 1793). Er stellte die Vermutung auf, dass die Minima-
litdtsfrage des Flacheninhaltes mit der Kriimmung der Fliche zu tun hat. Genauer gesagt:
ist M C R? eine ,Minimalfliche*, so ist der Mittelwert der Normalen Kriimmung von Kur-
ven auf M durch z € M Null (wir werden diese Kriimmung spéter als mittlere Kriitmmung
H kennen lernen).

Waéhrend dieses Seminars werden wir dazu unter anderem folgenden Satz beweisen: ist
M; = f;(M) C R3 eine Schar von Flichen mit My = M und f eine lokale Parametrisierung
und

a:te (—e,e)— Area(M,),

dann gilt:
ad(0)=0<= H=0.

Eine weitere Vermutung duflerte der Physiker Joseph Antoine Ferdinand PLATEAU (1801 -
1883), nachdem er diverse Experimente mit den bereits erwéhnten Seifenh&uten durchfiihrte.
Er postulierte: ist ' C R3 eine Kurve im R? und I homgomorph zu St := {z € R3 | ||z]|3 =
1} (d.h. eine sog. JORDAN-Kurve), so existiert eine Minimalfliche M mit ,0M = I'“. Der
Beweis dieser Vermutung erfolgte erst im Jahr 1931 durch DouGLAS/RADO (durch einen
Existenzberweis).

1.3 Motivation

Innerhalb dieses Kompaktkurses wollen wir uns nun der Frage stellen, was Minimalflichen
mathematisch sind und wie sie sich charakterisieren bzw. konstruieren lassen. Insbesondere
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wollen wir untersuchen, wie man holomorphe Funktionen (d.h. komplex-differenzierbare
Funktionen) dazu benutzen kann, solche Fléchen zu erzeugen. Dies fithrt uns schliefllich
auf die WeierstraB3-Darstellungen, benannt nach und ersonnen durch den Mathematiker
Karl Theodor Wilhelm WEIERSTRASS (1815 - 1897).

2 Kriimmung orientierter Flichen

2.1 Begriffe

Zu Beginn wollen wir an einige Begriffe und Sitze der Grundvorlesungen zur Analysis auf
Untermannigfaltigkeiten erinnern.

Definition 1 Sei M? C R? eine orientierte, 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit (UMF)
im R3. Dann nennen wir M? eine (regulire) Fliche.

Soweit nicht anderweitig definiert, bezeichne M? oder kurz M im folgenden stets eine
Fliche im R3 im eben definierten Sinne.

Definition 2 Sei M? = M eine Fliche, x € M und
T, M := {v € R® | 3C'-Kurve v : (—¢,&) — M mit v(0) = z, v (0) = v}
der Tangentialraum an M im Punkt x, so bezeichnet die induzierte Riemannsche Metrik
Ip = go : T, M x T, M — R, L(v,w) := (v, w)ps

die erste Fundamentalform von M. Es ist bekannt, dass dann (T, M, I,) ein 2-dimensionaler
euklidischer Vektorraum ist.

Definition 3 Ist M? C R? eine Fliche, so definiert n: M — S' € C* mit n(z) LT, M,
(v1,v2,n(x)) € Ors, v; € O\ das Gaufische Normalenfeld.

Fortan bezeichnet n, soweit nicht anders angegeben, das soeben definierte Gaufische Nor-
malenfeld.

Definition 4 Wir bezeichnen mit X(M) C C*®°(M,R3) den Raum, definiert durch
Xex(M):e X :M—R3cC>®und z— X(z) € T,M
und nennen X € X(M) ein Vektorfeld auf M.
Sind X,Y € X(M), so heifit die glatte Abbildung X (Y) : M — R3 mit
d

X(Y)(2) = dYe(X(2)) = ZY (7(t))lem0, © € M

Richtungsableitung von Y in Richtung X. Die Zerlequng
X(Y)() = projp p (X (Y) () + (X(Y) (), () s n(-)

in die tangentiale Komponente VxY = projp (X (Y)) und die normale Komponente
II(X,Y) := (X(Y),n)gs definiert die kovariante Ableitung VxY wvon 'Y, sowie die zweite
Fundamentalform I1 : X(M) x X(M) — C*°.
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Satz 1 Seien X,Y,Y1,Ys € X(M). Die kovariante Ableitung VxY hat folgende FEigen-
schaften:

a) X((Y1,Y2)) = (VxY1,Ys) + (Y1, VxYa) (Vertriglichkeit mit der Metrik),
b) VxY — Vy X = [X,Y] (torsionsfrei),
c) Vx(fY)=X(f)Y + f-VxY fir alle f € C*.

Beweis: wir beweisen nur die Behauptungen a) und b).
a) es gilt
(VxY1,Y2) + (Y1, VxYs) = (projpy X (Y1),Y2) + (Y1, projop X (Y2))
= (X(N),Y2) + (Y1, X(Y2)) (1)
= X((1,Y2)),
wobei wir in (1) benutzt haben, dass Y7,Y2 € X(M).

b) es ist bekannt, dass der Kommutator [X,Y] := X(Y) — Y(X) zweiter Vektorfelder
X,Y € X(M) ebenfalls in X(M) liegt. Damit folgt sofort

VxY = VyX = projpy (X (Y) = Y(X)) = [X,Y].
O

Bemerkung 1 Kovariante Ableitungen mit den Eigenschaften a) und b) aus Satz 1 sind
eindeutig bestimmt. Der Zusammenhang V heifit auch Levi- Civita-Zusammenhang auf der
Mannigfaltigkeit M.

Satz 2 Die zweite Fundamentalform I1 : X(M) x X(M) — C hat folgende Figenschaf-
ten:

1. II ist bilinear iber C*° (M),
2. 11 ist symmetrisch, i. a. aber nicht positiv definit,
3. II(X,Y) = —(Y,dn(X)),
fir X, Y € X(M) und dn(Y) = dn(X)(x) := dn,(X(x)) firz € M.
Beweis:
1) Ubung.
) II(X,)Y)—I1I(Y,X)=(X(Y)-Y(X),n) = ([X,Y],n) =0 wegen [X,Y] L n.

3) II(X,Y) = (X(Y),n) nach Definition. Nach Anwendung der Produktregel der Rich-
tungsableitung im R? erhalten wir:

(X(Y),n) = X(Y,n)) = (Y, X(n)) = — (Y, dn(X)).
=0
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Bemerkung 2 Punkt 1) aus Satz 2 hat zur Folge, dass I1 einer Familie {I1,},cn punkt-
weise definierter, symmetrischer Bilinearformen I1, : T,M x T,M — R entspricht. Man
erhdlt namlich eine Bijektion

II — I (v,w):=11(X,Y)(z)
II(X7Y)(55) = IIx(an) — {IIJJ}:UEM

fir X, Y e X(M), X (z) =v,Y(x) =w.

Als Resultat erhalten wir fiir ein x € M einen euklidischen Vektorraum mit symmetrischer
Bilinearform: (T, M, I,,, I1,). Der Satz von der Hauptachsentransformation garantiert uns
nun eine Orthonomalbasis (ONB) (e1, e2) im euklidischen Vektorraum (7,M, I,), sodass

A O
(IIx(ei,ej))m:l,g = <O )\2> .
Im folgenden wird es nun um die Hauptwerte A1, Ay gehen.

Definition 5 Die Hauptwerte A1, Ao € R heiffen Hauptkrimmungen von M in x € M.
Der Wert

o K(x):= A2 heifft Gaufs-Krimmunyg,

o H(z):=1(\1 + Xo) heifit mittlere Krimmung

von M in x. Die Vektoren ey, eq mit 11, (e;, ej) = 0;j\; werden auch Kriimmungsvektoren
genannt.

Definition 6 Die Fliche M heifst Minimalfidche, falls H(x) = 0 fir alle x € M ist.

2.2 Rechtfertigung der Kriimmungsbegriffe fiir X' und H
2.2.1 Kriimmung ebener Kurven

Um zu erklédren, was die Kriimmung einer Fléche ist, werden wir zunéchst den Kriimmungs-
begriff fiir ebene Kurven definieren. Dazu betrachten wir im folgenden reguldre Kurven
v: 1 CR — R? d.h. mit 7/(t) # 0, welche zumindest von der Klasse C? sind und
parametrisieren diese auf Bogenlinge, d.h. ||7/(¢)|| = 1, z.B. v/(t) = (cos(w(t)), sin(w(t))).
Der Wert w(t) heifit auch Drehwinkel dder Tangente an « in ¢ € I.

Definition 7 Die Kriimmung einer auf Bogenlinge parametrisierten, requliren Kurve ~y
i t ist der Wert
k(t) == uw'(t),

wobei w(t) den Drehwinkel der Tangente beschreibt. Anschaulich beschreibt sie die Ge-
schwindigkeit, mit der sich der Tangentialvektor an die Kurve v dreht.
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Da ~ auf Bogenlénge parametrisiert ist, gilt

I OI= 1, 7" () Ly (1)

Damit ist aber v"(t) = A- Dz (7/(t)), wobei Dz (v) eine Drehung von v € R? um % entgegen
dem UZS beschreibt. Daher gilt das folgende

Lemma 1 Seivy: I C R — R? eine auf Bogenlinge parametrisierte Kurve und (a1 (t), as(t))
das begleitende System, bestehend aus dem Tangentialvektor ai(t) = ~'(t) und dem Nor-
malenvektor az(t) = Dz (+'(t)). Dann gilt:

Beweis: Es gilt 7/(t) = (—sin(w(t))w'(t), cos(w(t))w'(t)) = &'(t) - (—sinw(t), cosw(t)).
Mit k(t) = w'(t) und D= (v'(t)) = (—sinw(t), cosw(t)) folgt die Behauptung. O
Beispiel 1 Die Kriimmung des Kreises: y(t) := (rcost,rsint) firt € [0,27] parametri-

1

siert den Kreis 2* +y? = r? vom Radius r. Damit ist kK7 (r) = 1. <

Definition 8 Die Kriimmung einer beliebigen, reguldren Kurve v in t ist der Wert

o
"0 = e

Lemma 2 Sei~y:I C R — R? eine beliebige requlire Kurve. Dann gilt:

det(y/(1),4" (1))
S IGIIE

Beweis: ohne Beweis. 0

2.2.2 Zusammenhang zwischen zweiter Fundamentalform und Kriimmung

Wir wollen nun den Begriff der Normalenkriimmung einer Flidche definieren. Dazu sei
x € M ein Punkt der Fliche, v € T, M und [[v|| = 1. Man betrachtet nun den Schnitt
I'y = M N E, der Fliche mit dem Raum

E, := x + span(v,n(x)).

Das Objekt T', ist eine ebene Kurve innerhalb der Ebene E, = R? (eine Isomorphie
erhalten wir z.B. durch (uj,u2) € R? — x + ujv + ugn(z)). Die Tangente der Kurve
'y, C E, im Punkt x € M ist dann der Schnitt E, N Tan, M. Mithilfe dieser Uberlegungen
erhalten wir nun die Voraussetzungen fiir die Kriitmmungsdefinition durch den folgenden
Satz.

Satz 3 Seienxz € M, v e T,M und ||v|| =1, sowie I'y = M N E,.
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1. Seivy: (—e,e) — M eine beliebige Kurve auf M mit v(0) = z, v'(0) = v und nach
Bogenlinge parametrisiert. Dann gilt:

II,(v,v) = <’y"(0),n(x)>.

2. Sei ~y, eine Parametrisierung von I'y = M N E,, d.h. eine Kurve in ', mit ~,(0) =
z,7,(0) = v, ||, (t)|| = 1. Dann ist

11, (v,v) = Ek7(0)
die Krimmung von I'y in x.
Beweis: 1) es gilt
a(v,0) 22— (0,dng(v)) = ({7 (), dna o (F () im0 = — (7' (1), £ (v (£))) =0
T L (Y ).y (®))) le=o + (), n V(D))o -
=0

2) Sei 7, eine Parametrisierung zu I'y, a1 = v, aa = n(x) ein begleitendes System. Nach
Lemma 1 gilt dann

(k72 (0), n(x)) = 7(0) = I,(v,v) = (4(0), n(x)) = K7(0).

U
Definition 9 k;(v) := I1,(v,v) heifst Normalenkrimmung von M im Punkt x in Rich-
tung v, ||v|]| = 1. Damit sind die Werte \; die Normalenkrimmungen in Richtung e; fir
i=1,2.

In Definition 5 haben wir A;, Ao den Namen ,Hauptkiimmungen“ gegeben. Diese Wahl
rechtfertigt der nun folgende Satz.

Satz 4 Fir die Hauptkrimmungen A1, A2 (gemdfS Definition 5) gilt:

A1 = min{k, | v e TM, |jv|]| =1},
Ao = max{k, | ve T, M, ||v]| =1}

Beweis: bezeichne (e1,e2) eine ONB im euklidischen Raum (7, M, I,;) mit

(I1:(ei,€5))ij=1,2 = <)(\)1 )?2>
und sei v € T, M mit ||v|| = 1, d.h. es existiert eine Darstellung
v = cos feq + sin fey
mit 0 = <(ey,v). Damit erhilt man
I1,(v,v) et ko(v) = cos 021 + sin %)y,

Eine Diskussion der Extrema ergibt schliellich die Behauptung. O
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Folgerung 1 Die Normalenkrimmung k,(v) = I1,(v,v) beschreibt die Abweichung der
Fliche M wvon der Tangentialebene Tan, M tm Punkt x € M in Richtung v € T, M, d.h.
11, beschreibt die Lage der Fldche nahe x beziiglich der Tangentialebene Tan, M.

Motiviert durch diese Beobachtung klassifizieren wir nun die Punkte auf der Fliche M
durch die folgende Definition.

Definition 10 Sei x € M ein Punkt der Fliche M. Dann heifst x ein

e clliptischer Punkt, falls k(x) >0 (d.h. A1, \a < 0 oder A1, A2 > 0);

e hyperbolischer Punkt, falls k(x) <0 (d.h. \y < 0,A2 > 0 oder A\ > 0,2 < 0);

e parabolischer Punkt, falls Ay =0 und Ao # 0 bzw. A1 # 0 und Ay = 0;

e Flachpunkt, falls Ay = Ay = 0.

Folgerung 2 Firxz e M gilt

wobei § = <(e1,v).
Beweis: fiir die Normalenkriimmung k(v(0)) gilt
k(v(6)) = cos® A1 + sin? Oy

(siche Satz 4). Damit folgt

27 2 2w

/k(v(@))d@ =\ /C082 0do + X2 /sin2 0dh = 27 - A1 ‘;‘ A2 '

0 0 0 N——
H(z)

2.3 Berechnung der Kriimmungen

In den folgenden Abschnitten wollen wir untersuchen, wie sich Kriimmungen moglichst
einfach bestimmen lassen. Dazu erinnern wir uns an drei wesentliche Moglichkeiten, Un-
termannigfaltigkeiten zu charakterisieren: so ldsst sich zeigen, dass lokal parametrisierbare
Teilmengen M™ C RY, Graphen von Funktionen und gleichungsdefinierte Fliichen stets
UMF sind. Auf diese drei Darstellungen wollen wir nun eingehen.
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2.3.1 Berechnung mithilfe lokaler Parametrisierungen

Wir erinnern zunichst an den Begriff der lokalen Parametrisierung: sei M? C R? und
U C R? offen. Eine glatte Funktion f : U C R? — R? mit den Koordinaten w1, us heifit
lokale Parametrisierung von M? um z € M, falls

1. f(U)C M und z € f(U),

2. aa Jl , g uf sind linear unabhéngig und

3. f:U — f(U) ist ein Homdomorphismus.
Der Tangentialraum im Punkt f(ug), up € U berechnet sich dann zu

o .\ o1
T M = span (- (uo), 5 (uo))

9 o)
(100 (Gt 50} ) =i
)=,

beschreibt dann die erste Fundamentalform und
af of
II ( (u ), =—(u ))) =: (hij)ij=12
f U 0 0 ) k]
( (o) Ou; duy i,j=1,2 o

die zweite Fundamentalform. Ein #uBeres Normalenfeld n : M2 — S? kann man zudem
leicht durch

Die Matrix

0 0
af (ug) x alf; (uo)
of

0
Tl(uo) X 8’1:Lf2 UO H

angeben. Im folgenden bezeichnen wir mit ny auch die Komposition n o f.

n(f(uo)) = ‘

Satz 5 In einer lokalen Parametrisierung f : U C R? — R3 gilt

hotun) = { G ngtan)) = = (S (). 52 ) ).

Beweis:

hij(ug) = Ipu,) (gj; (uo), 8f( >)

Uy

Satz 2 a
N <8u, dnf(uo ( ) >

@ () L f><uO>>R3

n () (i)

Buz J‘nf 82f
(o (wo)nsao)).
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Satz 6 Sei f : U C R? — R3 eine lokale Parametrisierung von M um x € M und
u € U. Dann gilt:
det(hi;(u))

K(f(w) = WZ(%L))’

H(f@) = 5T (g (0) "o (hi)
Dabei sind Ay und Ao die Nullstellen der quadratischen Funktion
X2 2H(f(u)A+ K (f(u)),
dh. \o=H+VH? - K.

Beweis: seien e, ey € T, M Kriimmungsvektoren, d.h. g;(e;,e;) = §;; und I1,(e;,e5) =

dijAi. Wir fithren nun einen Basiswechsel von (e1, e2) nach ( O 01y mithilfe der Matrix

Ouy ’ Oug
A = (A;;) durch:

9 2
81{2 (’U,U) = ; Akiek.

Damit erhalten wir

(hij) = (H <gj7§j>) = AgiII(eg, e0) Ay
i OUj ——

k.t Oree

und analog auch (g;;), also:
- (M O |
(hij) < 0 A

@) = 47(y V)4

und damit
A0 A0
-1 N Al ATy-1  gT (M _ 41 (M
(gij)  o(hiyj) =A"(A") " oA <0 )\2>A A <0 )\2> A.
Also gilt Tr((gij) ' o (hij)) = A1 + A2 und det((gij) ! o (hij)) = A1 A2, denn sowohl Tr, als
auch det sind invariant unter Matrixkonjugation. Dies zeigt die Behauptung. O

2.3.2 Flichen als Graphen von Funktionen

Satz 7 Sei ¢ : U C R? — R glatt und M? = graph(p) = {(x,y, o(z,v)) | (x,y) € U}.
Dann ist M? genau dann eine Minimalfiiche, wenn

0= (1 + (Spy)Q)(Pm: +(1+ (@x)z)‘Pyy — 2020y Py,

wobel Y, 1= g—ﬁ und @, = g—‘g.

Beweis: Ubung. g
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2.3.3 Gleichungsdefinierte Flichen

Satz 8 Sei F': R® — R glatt und grad F(z) # 0 Vo € R3: F(x) = 0. Dann ist M? :=
F=1(0) C R3 eine 2-dimensionale UMF im R? und fiir die mittlere Kriimmung H von M?

gilt
1 . ps( grad F(z) >
H(z) = — = divR ( ,
(1) ==3 Tegrad F(@)]

wobetr die Divergenz div®’ beztiglich euklidischer Koordinaten durch

3

. R3 a{z
X =
div ;:1 oz,

fiir ein Vektorfeld X € X(R3), X : x € R® — X (x) € R? mit X = (£1,£2,€3) gegeben ist.

Beweis: Ubung. O

3 Minimalflichen und Variantion des Flicheninhalts

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, wie sich Minimalflichen M? charakterisieren
lassen. Hierzu betrachten wir spezielle Scharen {M;}; von Teilflichen (sogenannte kom-
pakte Variationen) und untersuchen unter anderem die Frage, wie sich die Abbildung

t € (—e,e) — Area(M;)

verhélt. Dadurch kénnen wir schliefilich notwendige und hinreichende Bedingungen fiir
die Minimalitdt einer Flidche im Sinne von Definition 6 beweisen. Im folgenden sei also
M? C R? eine orientierte Fliche im R3.

Definition 11 Unter einer kompakten Variation der Fliche M? versteht man eine Schar
von Fldchen {Mt}te(—a,£)7 e > 0, definiert durch

M; == {x + th(z)n(z) | = € M*} CR3, h e C®°(M?)
(d.h. My = M ), wobei supp(h) kompakt sein soll.
Zunichst zeigen wir einen Hilfssatz, welchen wir anschlieend benttigen werden.

Lemma 3 Fs gilt
dM; = (1 — 2Hht)dM + O(t?)

mittels Taylorentwicklung, wobei O(t?) € A2T M mit ||O(t?)|| < Cpt?, Cp € R fest.

Beweis: wir fithren den Beweis lokal in z € M . Sei also f : U C R? — R? eine lokale
Parametrisierung von M um = € M und U offen. Dann gilt fiir die Volumenform

dM, = \/det(gij(uo))dul A duo,
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wobei ug € U und u1, ug bezeichnen die Koordinaten von f. Sei
feiu €U flu) +th(f(uw) +n(f(u)) € R®

eine lokale Parametrisierung von M;. Des Weiteren bezeichnen h:=ho fund n:=nof
die Kompositionen. Sodann folgt

dM; = \/det <<qu2 (uo), :;{;(UO)>>¢ duy A duy

5J

mit )
of¢ of . Oh . On
8uk N 8’U,k +in 8uk +ih 8’U,k

Damit erhalten wir

<§£§<uo>,§£<uw> - (L (Uo)a(ii(uo)>
+ th (<gj (uo), ‘Zj;t (u0)> + <§£(uo), SZ(UO)» +0(t%),

wobei wir die Orthogonalitét von 7 beziiglich der Tangentialvektoren benutzt haben. Mit
der Bezeichnung dM; =  /det(g;;(uo))du1 A dus folgt

gt = gij — 2th - hij + O(+)
und man errechnet

det((gl;)) = det((gi)) — 2th(gazhi1 + girho — 2g12h12) + O(£?)

_ h11+ hoo—2 h
(Nutze: H=3 Tr(gig) " (hy))=} 222211 002201002

= det((gij)) — 4thdet(gij) - H + O(t?)
= det((gi))(1 — 4thH + O(t?)).

Sei nun a(t) := /1 + a -t + O(¢2). Eine Taylorentwicklung von a(-) zeigt dann
alt) =1+ %t +O().

Damit erhalten wir

det((gh) = 1/det((gi)) - /1 — 46hH +O(12)

= \/det((gi;))(1 — 2hHt + O(t?))

und schlie3lich )
(dMy), = (1 — 2h(z)H (2)t + O(t%))dM,.
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O
Das Ziel ist nun die Charakterisierung;:

M? Minimalfliche <= %(Area(Mt))h:o = 0 fiir alle kompakten Variationen.  (2)

Zum Beweis zeigen wir zuvor einen Satz, aus dem die Richtigkeit der Aussage (2) unmit-
telbar folgt.

Satz 9 Fir die mittlere Krimmung H gilt:

%(Area(Mt))h:o = —Z/H - hdM.
M
Beweis: allgemein gilt
Area(M;) = /th.
My
Aus Lemma 3 erhalten wir eine Abhéngigkeit der Volumenform dM; vom Parameter t;
sodann gilt

Area(M;) = / (1 — 2h(a) H(2)t + O(2))dM.
M

Aus Stetigkeitsgriinden sind das Integral und der Operator % vertauschbar. Insgesamt

erhalten wir:

%(Area(Mt))h:o _ /M %(1 — 2h(2) H(2)t + O(2)AM)|rmy = /M _ohHdM.

Damit erhalten wir die gewiinschte Aussage (2) als Folgerung.
Folgerung 3 (Charakterisierung von Minimalflichen)
1. Ist M? eine Minimalfiiche, so ist &(Area(M))|i—o = 0.
2. Ist 4 (Area(My))|t—o = 0 fir alle kompakten Variationen, so ist H = 0.

Beweis: 1) ist M eine Minimalflidche, so gilt per definitionem H = 0 und demnach

%(Area(Mt))\tzo a9 g / 0dM = 0.
M

2) angenommen es gibe ein z € M mit H(z) # 0. Dann existiert eine Umgebung U (x) C
M mit H| > 0. Sei nun h € C*°(M) mit h(z) > 0 und supp(h) C U eine Funktion gemé&s
der Definition 11. Demnach erhalten wir Hh > 0 auf U und somit

0:/ thM:/thM.
M U
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Demnach muss Hh = 0 gelten, da die Funktion u(A) = [, dM ein MaB beschreibt. O

Einen Satz, welcher den Begriff der Minimalfliche M in dem Sinne rechtfertigt, dass sie im
gewissen Mafle diejenige Fliache unter einer Familie anderer Flachen ist, welche minimalen
Fliacheninhalt Area(M) besitzt, wollen wir nun zitieren.

Satz 10 Sei M eine Minimalfliche, x € M. Dann existiert eine (eventuell sehr kleine)
relativ kompakte, offene Umgebung D(x) C M um x mit der Eigenschaft

Area(M) > Area(M)
fiir alle Flichen, die man aus M durch eine kompakte Anderung innerhalb von D(x) erhdlt.
Beweis: ESCHENBERG/JOST, SEITE 102-105. O

Beispiel 2 (Vergleich zwischen dem Fldacheninhalt des Zylinders und des Katenoids)

Sei Z = St

cosh(1) X [—1,1] der Zylinder mit Radius cosh(1) und K das Katenoid

K = {(cosh(u) cos(v), cosh(u) sin(v),u) | u € [-1,1],v € R}.
Wir fragen uns nun, wie die beiden Oberflicheninhalte Area(Z) und Area(K) zueinander
in Beziehung stehen. Hierzu rechnen wir beide werte konkret aus:

1 27

1
Area(K) = / dK = //coshz(u)dvdu = 27T/cosh2(u)du =27 (; sinh(2) + 1> ,
K
0 -1

“1
Area(Z) = 2-2mwcosh(l).

Also gilt
Area(K) ~ 27 - 2.81 < Area(Z) ~ 2r - 3.09.

In der Tat gilt sogar noch mehr, ndmlich die folgende Bemerkung.

Bemerkung 3 Das Katenoid ist die einzige Minimalfidche unter den Rotationsflichen.

4 Konstruktion von Minimalflachen

Aus den vorherigen Abschnitten wissen wir, was Minimalfléchen sind, wie sie sich charak-
terisieren lassen und welche speziellen Fléchen es gibt. In diesem letzten Abschnitt wollen
wir nun untersuchen, wie sich Minimalfdchen konstruieren lassen. Insbesondere wird uns
dies zu den holomorphen Funktionen fithren, welche der Leser bisher eventuell vermisst
hat.
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4.1 Isotherme Parametrisierungen

Definition 12 Sei M? C R3 eine Fliche und U offen. Eine lokale Parametrisierung
f:UCR? — R3 von M? heifit isotherm (bzw. konform,), falls gilt:

e (225 (%0
gl] 1,j=1,2 = aui7 OUJ 7;7‘7‘:172 a 0 )\2 ‘

Bemerkung 4 (Geometrische Interpretation)

Sei f : U C R? — f(U) ¢ M? C R3. Dann besteht folgende Aquivalenz zwischen der
Euklidischen Geometrie auf R? und der induzierten Riemannschen Metrik g:

Geometrie: (-, g2 9= (" )rs
f konform <~ [ winkeltreu
)
fdfu(v), dfu(w))
= N <U7w>R2

Die Existenz isothermer Parametrisierungen um jeden Punkt x € M? einer Menge M? C
R3 ist notwendig fiir die Flicheneigenschaft im Sinne von Definition 1, wie der folgende
Satz zeigt.

Satz 11 Ist M? C R? eine Fliche gemdf Definition 1, so existiert zu jedem Punkt x € M?
eine isotherme Parametrisierung f : U C R?2 — R3.

Beweisidee: 1) Zur Konstruktion der ersten Fundamentalform ist es zuléssig, eine be-
liebige Riemannsche Metrik g auf M - d.h. eine punktweise definierte, symmetrische und
positiv definite Bilinearform

o TpM x T, M — R

zu betrachten. Die Hauptachsentransformation fir (7, M, g,, I 1) ergibt dann zwei Haupt-
werte A1, A2 in Normalform und definiert die Gaukriimmung K (z) = A A2 fiir (M, g).

2) Wir nennen (M, g) lokal Euklidisch, falls es eine isometrische Parametrisierung f :
U C R? — R? von M gibt. Eine Parametrisierung f heiit dabei isometrisch, sofern

9ij = g(0f /Oui, O f /Ouj) = &;; gilt, d.h.
g(dfy(v), dfy(w)) = (v, w)gs <= f ist langentreu.

Nun gilt:

K =0 <= (M,g) ist lokal Euklidisch. (3)
Beispiele: sowohl der Zylinder Z = 57 x R, der Kegel, als auch die Tangentialebene {~(t)+
s7'(t)} haben die GauSkriimmung K = 0 fiir g = I = (-, -)ps. Allgemeiner gilt sogar:

isome—

(M,g) mit K =0 = (M?g) "=" (R*/T,(,")g2).
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3) Sei nun g eine (beliebige) Riemannsche Metrik auf M und o € C°°(M). Dann ist
G = €27g ebenfalls eine Riemannsche Metrik und somit

K =e ™ (K +204(0)), (4)
wobei K eine Art Gaufkriimmung fiir § beschreibt und A, der Laplace-Operator zu g ist,
d.h. Ay(o) = div? grad?(o).

4) Ist nun g gegeben, so ist auch K bekannt. Sei explizit ¢ = I, M? C R? und K die
zugehorige GauBkriimmung. Dann gilt:

~ 1
g=e*ghat K =0 <= Ay(0) :—§K. (5)

nach (4). Die PDE-Theorie garantiert nun eine glatte Losung o € C°°(M) von (5), da A,
ein elliptischer Differentialoperator ist.

5) Man nehme nun also (M2, g = I) und betrachte o € C*°(M) mit Ay(c) = —1K. Die

Metrik § = €2?¢ hat dann nach 3) die Kriimmung K = 0. Aus (3) folgt dann, dass (M, §)
lokal Euklidisch ist, d.h. um jeden Punkt x € M existiert eine lokale Parametrisierung
f U — Rg mit gij = 51']', d.h.

G (25,00 _ oy (01 N _ g
8114' ’ 8Uj 8ul ’ 8uj E

Beziiglich der lokalen Parametrisierung f : U C R? — R? gilt dann
(9i5) = €77 - (&),

d.h. f ist isotherm mit A = e~ 7. g

Beispiel 3 Wir betrachten die Rotationsfliche My, = { f(u,v) = (¢ (u) cosv, 9 (u) sinv, u)}

mait
! U 2

Ist (u) = cosh(u), so ist My konform parametrisiert. Ist aber 1) beliebig, so bendtigen
wir eine Umparametrisierung der u-Koordinate:
=u

o =~

fls,0) = f(7(5),0) = $(u) = (7(s)) = (),
= (

Nimmt man die Parametrisierung f(s,v)

of _of ,
55 (50) = 52(7(),0) - 7(s),

U (s) cosv,h(s)sinwv, u), so gilt

also
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Beispiel 4 Wir betrachten die Wendelfiiche M = {f(u,v) = (ucosv,usinv,v)} mit

@) = (5 )

Erneut bendtigen wir eine Umparametrisierug von M. Man nehme

A~

f(s,v) = (7(s) cosv, 7(s)sinv, v)

und damit

of
Js

of
Ov

(s,v) = (7'(s) cos v, 7'(s) sin v, 0), (s,v) = (—7(s)sinv, 7(s) cosv, 1).

Damit ist
(9i) (u, v) = <T/%9)2 T(S)0+ 1) 7

d.h. wir suchen ein T, welches die DGL 7'(s)* = 7%(s) + 1 lost: 7(s) = sinh(s) leistet das
Gewiinschte und die konforme Parametrisierung ist damit gegeben durch

M = {(sinh(s) cos v, sinh(s) sinv,v)}.

<
Beispiel 5 Die Enneper-Fliche ist mit
3 2 3 2, 2 .2
x T x y oy Yy 7 —y
E = = —_—— _— —_— - —
{fan=(5-5+2 -4t -0 220
konform parametrisiert, denn es ist
(gi;) = W‘Fi"‘%ﬁ‘ki?ﬁ 0
- 2 2 2,2 .
v 0 z+y2+xy —}—%—l—%x‘l—}—%y‘l
<

4.2 Minimalflichen und harmonische Funktionen

Der folgende Satz wird zeigen, dass das Bild einer isothermen Parametrisierung f genau
dann eine Minimalfliche ist, wenn f harmonisch ist. Wie aus der Funktionentheorie be-
kannt sein diirfte, ist jede holomorphe Funktion harmonisch. Damit schliefit sich der Kreis,
denn letztlich wird uns die Frage, wie man sich isotherme und harmonische Parametri-
sierungen beschafft um Minimalflichen zu konstruieren, auf die holomorphen Funktionen
fiihren.
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Satz 12 Sei f : U C R? — R? eine isotherme Parametrisierung der Fliche M?. Dann
ist f(U) C M? genau dann eine Minimalfiiche, falls

ARQ (f) = Oa

d.h. sofern f eine harmonische Abbildung ist (hierbei ist Ag2(f) = 62 2)
Genauer gilt:

Agz(f) = 2H)Nn,
wobei H die mittlere Krimmung, n die Normalenabbildung und \ der konforme Faktor
mit 9ij = A26ij 1st.

Beweis: Sei f : U — R3 eine isotherme Parametrisierung, d.h. (g;;) = A?4;;. Ferner
bezeichne (h;;) die Matrix der zweiten Fundamentalform. Dann gilt

1 _ 11
H =5 Tr ((g:) Y(hig)) = 53z (Pt + haz). (6)
Wir zeigen nun, dass Apz f gemifl Behauptung in Normalenrichtung zeigt, d.h.
of of\ _ /or of .
8u1’ 8U1 N 81@7 8u2 ’
of of \ _
< 8U1 871,2 > = 0 (8)

Bildung von 8%1 von (7) ergibt

0%f 0%*f 0%f  O*f
oL TN _of P )
au% au% Ou10us 8u§

und Bildung von 8%2 von (8) ergibt
&*f  of n of *f
8u18uQ’ 8u2 6u1 8u2

f orN_ _/9f of
au%, 8’&1 N au%’ 0u1 ’
d.h. ( f)—]-au Analog zeigt man Apg2 (f)J_gTJ;. Somit steht (Af)(u) senkrecht auf

dem Tangentlalraum TryM fiir alle w € U. Damit hat A f keinen tangentialen Anteil und
es gilt

Insgesamt folgt:

Af = <Af,n>n — Af = <82f ’I’L>’I’L+<82f TL>TL = (hn —|—]’L22)TL @ 2H\’n.

2 2
ouy ous

hi1 ha2

O
Wie bereits eingangs erwéihnt, wenden wir uns nun der Frage zu, wie man sich glatte Ab-
bildungen f : U C R? — R?, welche zusiitzlich isotherm und harmonisch sind, beschaffen
kann.
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Bemerkung 5

1. Ist M? eine UMF des R3, so existiert eine lokale Parametrisierung f : U — R3.
Die Forderungen, dass f : U — f(U) bijektiv und ein Homdomorphismus sein soll,

konnen wir im folgenden auch weglassen, wenn wir als Konsequenz auch nicht-globale
UMF betrachten.

2. Es gilt zudem der folgende Satz: ist f : U C R? — R ein requlires parametrisiertes
Flichenstiick, d.h. es gelten

(a) feC™,

(b) E;%(u)’ g—qf;(u) sind linear unabhdngig fir alle u € U,

so ex. um jeden Punkt x € M := f(U) ein Parameter ug € U mit f(up) = = und
eine Umgebung V (up) C U, sodass f(V(ug)) C M eine UMF ist.

Wie kann man nun f : U C R?> — R? ansehen, dass diese regulir und konform ist?
Definition 13 Zu Fy: U C R?2~=C — C, z € U, definiere

Fy(2) = g (2) — i3 (2).

Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein:
° (z,w)cs = E?:l ZjWj s
ez w:= Z?Zl zjwj, fir z,w € C.
o Fiir z=x +iy € C® schreibe:
<Z’ Z)(C3 = <$a$>]R3 + (y, y>]R3:
o z-z:=(x,%)ps + (Y, Y)gs + 20 (z,Y)ps.

Folgerung 4 FEs gilt:
(Ff, Fr) = gu1 + g22, Fy-Fr = g1 — gaz2 — 2ig12,

d.h. f ist genau dann konform, wenn Fy - Fy = 0 gilt. Des Weiteren ist f genau dann
konform und reguldr, falls (Fy, Fr) > 0.

4.3 Minimalflichen und holomorphe Funktionen

Wir werden nun einen der zentralen Sitze dieses Kompaktkurses formulieren und beweisen,
mit welchem sich Minimalflichen aus holomorphen Funktionen explizit konstruieren lassen.
Hierzu werden wir holomorphe Funktionen auf einfach-zusammenhéngenden Gebieten mit
den beiden Eigenschaften aus Folgerung 4 betrachten.
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Satz 13

1. Sei f : U C R? — R3 eine isotherme Parametrisierung der Minimalfidche f(U).
Dann ist Fy : U C C — C? holomorph (d.h. holomorph in jeder Komponente) und

es gilt
] <Ff,Ff> > 0,
o 'y Fy=0.

2. Ist andererseits U C C einfach-zusammenhingend (d.h. U hat eine triviale Funda-
mentalgruppe) und F : U C C — C3 holomorph mit (F,F) > 0 und F - F = 0,

dann ist
4

f(2) = Re / F(&)de

20

N————

Stammfkt. von F
eine Minimalfidche in isothermer Parametrisierung. Das Integral fZZO F(&)d¢ bezeich-
net hierbei das Kurvenintegral von F entlang eines beliebigen Weges von zg nach z

m U.

Beweis:
1) Sei durch f: U C R? — R3 eine Minimalflsiche in isothermen Koordinaten gegeben.

Wir zeigen zuerst, dass F Def (%”1 — z'a%fz : U ¢ C — C? holomorph ist. Hierzu geniigt es

zu zeigen, dass Fy die Cauchy-Riemannschen DGL (CR-DGL) erfiillt, denn es gilt bereits
f € C'; d.h. wir zeigen

(CR-DGL) Ty = ZTUQ'
Es gilt:
OF;  OFy o*f . O*f ‘ O2f 02f
- - —i—5 )| =A(f) =
Ouy +Z8U2 ou? "Ourous —H Oua0uy zau% (f)=0,

denn f ist harmonisch nach Satz 12.

2) Sei U einfach-zusammmenhiingend und F : U € C — C? holomorph mit

z

f(2) = Re / F()d

und (F, F) >0, F'- F = 0. Dann gilt ®'(z) = F(z) und

B() = g =—ip(2)
B(z) — aifgeu(l@) (2) + Zacx\gnui@)(z) CR-DGL 8822(1@) (2) - iaﬂf(;z(;l)) ).
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Setze f := RNe(P). Dann gilt: F' = Fy und da (F, F) >0 und F'- F =0, ist f eine regulire
Flache in isothermen Koordinaten. Es bleibt unter Nutzung von Satz 12 zu zeigen, dass
A(f) = 0: die CR-DGL besagen némlich

ORe(F)  OSm(F)

6u1 8”2
und aus F' = Fy = aanl(z) - i(%;(z) folgt sodann
O f 0 f
— =——5 = A(f) =0.
ou? ou3 (/)

Im folgenden wollen wir nun derartige holomorphe Funktionen
F:UcC—C?

mit FF' =0 und (F, F) > 0 finden.

Bemerkung 6

1. Die Funktion F = (F1,—iF1,0) liefert ebene Flichen, weshalb wir diese Darstellung
0.B.d.A. ausschlieffen wollen.

2. Seien H,G : U C C — C holomorph, G # 0. Dann hat

Ll

G:U\{ZEU: G(z) =0} — C

nur isolierte Singularititen, die entweder Polstellen oder hebbar sind, da die Null-
stellen von G isoliert sind.

Satz 14
Jede holomorphe Funktion F : U C C — C3 mit FF =0 und F # (F1,—iF1,0) hat die
Form

1 1.
F=Fpp, = <2h1(1 — h3), 5zh1(1 + h3), h1h2> ,

wobei hy : U C C — C holomorph ist und hy : U C C — C derart meromorph ist, dass
die Funktion hy fiir jede Polstelle z von ho der Ordnung k eine Nullstelle der Ordnung
grdfier oder gleich 2k hat.

Beweis: Sei F' = (F, Fy, F3) mit FF =0 und F3 # 0. Definiere

h1 = F1 —iFQ 750,

P s I3
2T R —iFy,  hy
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Damit ist h; holomorph, sowie ho meromorph. Offensichtlich gilt F3 = ho - h1. Zudem gilt:
(Fy —iFy)(Fy +iFy) = F2+ F2 750 _ 2 = —p2nl.

Wegen (Fy + iFy) = —h1h3 und (Fy — iFy) = hy folgt schlieBlich

1 , 1
ﬂ:imrwmgzﬂzipm@—m)

Folgerung 5 Sei U einfach-zusammenhdngend. Nimmt man beliebige Funktionen

hy : U C C — C holomorph,
ho : U C C — C meromorph,

mat
z Pol von ho der Ordnung k => z Nullstelle von hy der Ordnung mindestens 2k,
so erhdlt man stets eine Minimalfldche mittels der Parametrisierung

Re / (3m0-1)) @

Z0

f 1. Weierstraf$-Darstellung
- —ih1(1+ h3 d
frans(2) = | Re / <22 11+ 2)) (£)dé der Minimalfliche.

N

20
z

Re /(h1h2) (€)dsg

0

Insbesondere erhilt man jede Minimalfliche (lokal) durch eine solche Parametrisierung.
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4.4 Assoziierte Familien von Minimalflichen, konjugierte Minimalflichen

Sei F: U C C — C3 holomorph, FF = 0 und (F, F) > 0. Fiir alle 6 € [0, 27] gilt dann
Fy =€ . F. Nun gilt

(Fy, Fy) = |°> (F,F) >0, FyFy=¢e*"FF =0

und

z z

fo(z) = Re /ewF(ﬁ)df = Re (c089+isin9)-/F(§)d§

<0 20

= cosf-Re /F(g)df —sinf - Ym /F(f)dé . 9)
fr(2) fr(2)

Definition 14 Es gelten die Bezeichnungen aus Gleichung (9): sei f := fo und f* =
f%. fo heiffit assoziierte Familie zu f wvon Minimalfliichen; f* ist die zu f konjugierte
Minimalfidche.
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5 Aufgaben

5.1

Aufgaben zum Abschnitt 2 und 3

Man beweise die folgenden Aussagen.

1.

2.

5.2

Satz 7

Satz 8.

Es kann keine kompakte Minimalfliche geben.

Das Katenoid und die Wendelfliche sind Minimalfldchen.

Das Katenoid ist die einzige Minimalfliche unter den Rotationsflichen.

Die Scherksche Fliche M? = graph(y) mit

cosy

pla.y) =In (b)), (2,y) € (0,/2) x (0,7/2)

COS T

ist eine Minimalfldche.

Aufgaben zum Abschnitt 4

. Sind das Katenoid und die Wendelflache isometrisch?

. Sind konjugierte Minimalfléchen isometrisch?

Man zeige: Die Enneper-Fldche ist eine Minimalfldche.

Was ist die WeierstraB3-Darstellung zum Katenoid und zur Wendelfléiche?
Man zeige: die Wendelfldche ist die zum Katenoid konjugierte Minimalfiéiche.
Man ermittle die Weierstra3-Darstellung der Enneper-Fléche.

Man ermittle die Weierstra3-Darstellung der Scherkschen Fléche.



