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Bisher haben wir in der Analysis-Ausbildung behandelt, wie man Abbildungen differenziert
und integriert, die auf offenen Teilmengen des R™ definiert sind. Fiir viele Bereiche der
Mathematik und fiir viele Anwendungen z.B. in der mathematischen Physik reicht das
nicht aus. Als mathematische Modelle treten oft Mengen auf, die nicht global durch n reelle
Koordinaten zu beschreiben sind, sondern nur lokal in der N#he jedes Punktes. Solche
Mengen nennt man lokal Euklidische Rdume bzw. Mannigfaltigkeiten, falls noch zusétzliche
“gute” Eigenschaften fiir die Uberginge von einem Koordinatensystem zu einem anderen
erfiillt sind. Als Beispiele fiir solche Objekte kann man sich gekriimmte Fliachen, die durch
den Graph einer Funktion entstehen oder die Oberfliche eines Rotationskorpers vorstellen.
In dem letzten Kapitel des Grundkurses zur Analysis soll die Differential- und Integralrech-
nung auf solchen Mannigfaltigkeiten erkliart werden. Das wesentliche Ziel des Kapitels ist
der Beweis des Satzes von Stokes fiir Differentialformen, der einen Zusammenhang zwischen
Integralen {iber einer Menge M und Integralen iiber den Rand von M herstellt, wie wir
ihn in Spezialfillen z.B. bereits aus der Funktionentheorie kennen. Der Satz von Stokes hat
vielfialtige Anwendungen in der Geometrie, Analysis und mathematischen Physik, die in
den Vorlesungen des Hauptstudiums behandelt werden.

Wir betrachten in dieser Vorlesung entsprechend dem Studienplan nur den Fall, dass die
Mannigfaltigkeit als Teilmenge eines reellen Raumes RY gegeben ist. Man spricht dann von
den sogenannten Untermannigfaltigkeiten des R . Diese Einschrinkung wire nicht nétig,
hat aber den Vorteil, dass man sich die Konzepte und Objekte zumindest fiir den Fall von
Flichen im R® gut anschaulich vorstellen kann. Ich werde hier alle Begriffe so einfiihren,
dass sie bei geeigneter Definition des Tangentialraumes wortlich auf den Fall von abstrakten
Mannigfaltigkeiten iibertragbar sind.

Als Vorbemerkung erinnern wir an einige Begriffe und Bezeichnungen aus der Differential-

rechnung von Funktionen mehrerer reeller Variablen (siche Kapitel 6).

Essei F': U C R" — R™ eine differenzierbare Abbildung von einer offenen Menge des R™
in den R™. Das Differential DF, : R® — R™ dieser Abbildung im Punkt z € U ist eine
lineare Abbildung, deren Wert auf einem Vektor a € R™ durch die Ableitung von F' entlang
der Geraden durch = in Richtung a gegeben ist

DFy(a) = %(F(x +ta)>’ , a€R™

Wendet man das Differential DF, auf den 4. kanonischen Basisvektor e; des R™ an (e; hat in
der i. Komponente eine 1, alle anderen Komponenten sind Null), so erhéilt man die partielle
Ableitung von F' nach der i. Koordinate

oF
61‘1‘

() = DF,(e;).

In diesem Kapitel werden wir alle linearen Abbildungen mit den ihnen beziiglich der kanoni-
schen Basen entsprechenden Matrizen identifizieren. Wir identifizieren also das Differential
DF, der Abbildung F = (Fy,...,F,) im Punkt z € U mit der Jacobi-Matrix von F im
Punkt z

9 9

DF, =
OF,, OFm
31;1 () - a};n ()



Existieren alle partiellen Ableitungen

OFF

—F UCR"— R™

der Ordnung k und sind auf U stetig, so nennt man F' k-fach stetig differenzierbar oder von
der Klasse C*. Die Menge dieser C*-Abbildungen wird mit C*(U,R™) bezeichnet. Ist F
eine C*-Abbildung fiir jedes k > 1, so nennt man F eine glatte Abbildung oder von der
Klasse C*°.

Eine Abbildung F : U € R® — V C R™ heifit Diffeomorphismus der Klasse C* von U auf
V, falls F : U — V bijektiv und F und F~' k-fach stetig differenzierbar sind.

Ist /: U Cc R® — V C R" ein Diffeomorphismus und = € U, so ist das Differential
DF, : R" — R" ein Isomorphismus. Andererseits gilt der Satz iiber den lokalen Diffeo-
morphismus: Ist F': U C R® — V C R" eine C*-Abbildung (1 < k < o0), 2 € U und das
Differential DF, : R® — R" ein Isomorphismus, so ist F' ein lokaler Diffeomorphismus um
x, d.h. es existiert eine offene Umgebung W C U von x und eine offene Umgebung Wcv
von F(z), so dass Fly : W —s W ein C*-Diffeomorphismus ist.

10.1 Untermannigfaltigkeiten des R

Zuerst definieren die Grundobjekte der Betrachtungen dieses Kapitels, die Untermannigfal-

tigkeiten.

10.1.1 Untermannigfaltigkeiten ohne Rand

Definition. Eine Teilmenge M C RN heifit n—dimensionale Untermannigfaltigkeit des RY
falls es um jeden Punkt x € M eine offene Umgebung U* C RN und einen Diffeomorphismus
©* : U* — V* von U* auf eine offene Teilmenge V* C RN gibt, so dafs

G OM) = {y € V" [ynis = ... = yy = 0} = V* 1 (R" x {o}).

gilt.
(0 bezeichnet dabei den Nullvektor im Teilraum RV —".)

/’_\

¥

U*(z)

Sl =M c RN=2 V* C R?

Bemerkung: Sind alle Diffeomorphismen ¢* aus der Definition der Untermannigfaltigkeit
von der Klasse C*, 1 < k < oo, so nennt man die Untermannigfaltigkeit ”von der Klasse
Ck”. In dieser Vorlesung beschrinken wir uns (in der Regel) auf den Fall, dass die Diffeo-
morphismen ¢* von der Klasse C*° sind und lassen die Angabe der Klasse weg.

Den Diffeomorphismus ¢* kann man sich als ”Glattbiigeln” des "krummen Teils” M N U*
von U* vorstellen (siehe Bild).

Wir identifizieren im folgenden den Unterraum R" x {0} C RY = R" x R¥~" mit dem



R™. Alle Teilmengen reeller R&ume versehen wir mit der durch die Euklidische Metrik in-
duzierten Topologie. Ist ©* : U* — V* ein Diffeomorphismus wie in der der Definition der
Untermannigfaltigkeit, so gilt

1. U := U* N M ist eine offene Teilmenge von M beziiglich der auf M induzierten
Topologie,

2. V:=V*N(R™ x {o}) CR™ ist im R™ offen,

3. p:=¢*|y : U —V ist ein Hombomorphismus zwischen U und V.
Durch ¢ werden jedem Punkt der Teilmenge U C M eindeutig n reelle Koordinaten
zugeordnet.

Definition. Sei ¢* : U* — V* ein Diffeomorphismus wie in der Definition der Unter-
mannigfaltigkeit. Dann heifft (U := U* N M, := ¢*|y) Karte von M um x € M. FEine
Uberdeckung von M durch Karten, d.h. eine Familie A = {(Uw, pa)}acr, wobei (Uy, o)
Karten sind und M = |J U, gilt, nennt man Atlas von M.
a€cA

Satz 10.1 Seien (Uy, 1) und (Ua, @) zwei Karten der Untermannigfaltigkeit M"™ C RN
um den Punkt v € M. Dann ist o o 4,01_1 :p1(Up NUy) CR™ — o (U NU3) C R™ eine
glatte Abbildung zwischen offenen Mengen des R™.

Beweis: Geméf Definition ist Uy = U N M, Uy = Us N M, p1 = ¢5|u, und @2 = ¢3lu,,
wobei 7] : U — Vi und ¢35 : Uy — V5" Diffeomorphismen zwischen offenen Mengen des
R¥ sind. Die Abbildung @5 o gofl ist die Einschrinkung des Diffeomorphismus

wsopi ol (UF NU3) — ¢3(UF NU3)
auf den Teilraum R™ des RY und somit ebenfalls ein Diffeomorphismus. O

Die Abbildung ¢y o @7 ' heiBt Koordinatentransformation oder Karteniibergang zwischen
den Karten (U, 1) und (Uz, ¢2).

Offensichtlich ist jede offene Teilmenge U C RY eine N-dimensionale Untermannigfaltigkeit
des RV. Als Atlas kann man denjenigen nehmen, der nur aus der durch die Euklidischen
Koordinaten gegebenen Karte besteht: A = {(U, p(z) = (21,...,2N)}.

Um zu entscheiden, ob eine Teilmenge M C R¥ eine Untermannigfaltigkeit ist, muss man
einen Atlas fiir diese Menge angeben. In der Regel wird ein solcher Atlas natiirlich aus meh-
reren Karten bestehen. In vielen Fillen hat man noch andere Moglichkeiten zu iiberpriifen,
ob eine Menge M eine Untermanigfaltigkeit ist. Wir wollen als néchstes ein Kriterium ken-
nenlernen, mit dem man entscheiden kann, ob durch Gleichungen definierte Teilmengen des
R Untermannigfaltigkeiten sind.

Satz 10.2 (Charakterisierung von Untermannigfaltigkeiten durch Gleichungen)
Sei W C RN eine offene Teilmenge, n < N und F : W C RY — RN=" cine glatte
Abbildung. Wir bezeichnen mit M = {x € W |F(x) = o} die Nullstellenmenge der
Abbildung F. Dann gilt:

Ist der Rang der Jacobimatrix DF, von F in jedem Punkt x € M maximal, d.h. N —n, so

ist die Menge M C RN eine n—dimensionale Untermannigfaltigkeit des RN .



Beweis: Als erstes bringen wir die Abbildung F' durch eine Koordinatentransformation im
RY auf eine einfache Gestalt. Wir werden zeigen, dass es um jeden Punkt iy € M eine offene
Umgebung U* C R und einen Diffeomorphismus ¢* : U* — V* auf eine offene Menge
V* c RV gibt, so dass

(i) »*(y) =0 und

(ii) F((gp*)_l(xl,...,xN)) = (Tpgly- o TN)

gilt:

Da der Rang der Jacobimatrix DF, von F' im Punkt y nach Voraussetzung N — n ist,
konnen wir (evt. nach einer Permutation der Koordinaten im RY) annehmen, dass die
letzten N —n Spalten von DF,, linear unabhéngig sind. Zur Abkiirzung bezeichnen wir diese
letzten Spalten mit B,, d.h.

o o

o= (y) 7 (y)
By =

OFN_n OFN_n

amj;r“ (y) : agN (y)

Sei G die glatte Abbildung

G:WCR"xRY™" — R*" x RV—"

T=(T1,.  y,Tn, Tntly-- - TN) — (1= Y1,y T — Yn, F1(x), ..., FEn_pn(x)).

Dann gilt G(y) = 0 und die Berechnung der Jacobideterminante ergibt

L,
det(DG,) = det ( BP > = det B,,.

* Dy

Da die letzten N — n Spalten von DF; linear unabhéngig sind, ist B, invertierbar, also
det(DG,) = det By # 0. Wir konnen somit den Satz iiber den lokalen Diffeomorphismus
anwenden, der die Existenz einer offenen Umgebung U* C RY von y und einer offenen
Umgebung V* C RY von 0 garantiert, so daf8 p* := G|y~ : U* — V* ein Diffeomorphismus
ist. Dann folgt (i) wegen ¢*(y) = G(y) = 0. Nach Definition von G gilt

G((¢")H(2) =
= (@)@ =y, (@) @0~y FL(0)7TH@) e Evea((0) 7 @))e ()

Es gilt auBlerdem G
in (+) ein, so folgt F((¢*) " (z1,...,2n)) = (Tnt1,--.,2n) , womit die Behauptung (i)

us = ¢, also G((¢*)"}(x)) = « fiir jedes z € V*. Setzt man dies

bewiesen ist.
Wir zeigen nun, dass der Diffeomorphismus ¢* : U* — V* eine Karte um y € U* definiert.

Nach Konstuktion von ¢* folgt

P (UTNM) = " (U N{w e W|F(w)=0}) = ¢"(U")n{v e V| F((¢*) " (v)) = o}

= V'N{vpp1=...=vn =0} =V*"N{R" x {0}}.

Folglich ist (U, ¢) := (U* N M, ¢*

uxnu) eine Karte um y € M. O



Beispiele fiir gleichungsdefinierte Untermannigfaltigkeiten

Beispiel 1: Die Sphire.
Wir betrachten die Sphire vom Radius r im R™*!

St = {z e R"|la]| = r}

S™ ist eine ist eine n—dimensionale Untermannigfaltigkeit des R"*!. Um dies zu zeigen,
betrachten wir die glatte Abbildung

F:R" SR

T ||:13||2 — 72,

Offensichtlich gilt S* = F~1(0). Fiir die Jacobimatrix von F in z gilt
DF, = (2x1,...,2xp41) = 2z. Fir x € S? ist rg(DF,) = 1. Somit ist S/ nach Satz 10.2

eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™*1. O

Beispiel 2: Der Graph einer Abbildung.
Sei U C R™ eine offene Teilmenge und h : U — R™ eine glatte Abbildung. Wir betrachten
den Graphen der Abbildung h

M := graph(h) = {(x,h(x)) |z € U} C R*™,
M 148t sich als Nullstellenmenge der folgenden Abbildung F' darstellen:
F:UxR™CR"™ — R"
(z,y) = h(z) -y,
Offensichtlich ist M = F~1(0) und fiir die Jacobimatrix gilt

—1
DFgyy =] * ;
1

(mit n + m Spalten und m Zeilen). Da rg(DF(, ,y) = m, ist M eine n-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit des R*+™ . O

Beispiel 3: Der Rotationstorus.

Wir betrachten den Rotationstorus im R3. 24
Dies ist die auf folgende Weise definierte Menge T2:
Es sei ein Kreis in der (x, z)-Ebene um

(r1,0) mit Radius 7o gegeben, wobei

0 < 79 < r1. Sei T? die Punktmenge

im R3, die bei Drehung dieses Kreises z

um die z—Achse entsteht.
T? heifit Rotationstorus.
Wir zeigen dafl Y

T2 = { ((7"1 + 79 coS V) cosu, (r1 + r2 cosv)sinu, ro sin v) | u,v € ]R} :

Der Kreis in der (x, z)-Ebene wird durch v(v) := (11 + 79 cos v, r9 sinv) parametrisiert. Bei
Drehung um die z-Achse bleibt die z-Koordinate unverédndert. Vom Nullpunkt verschiedene
Punkte in der (z,y)-Ebene werden durch Polarkoordinaten in der Form



pe’
Nullpunkt und u den Winkel zur z-Achse beschreibt. Folglich gilt fiir die Koordinaten eines

Punktes des Rotationstorus’

% = p(cosu + isinu) = (pcosu,psinu) beschrieben, wobei p € R* den Abstand vom

x=(r4 +recosv)cosu, y=(r;+racosv)sinu, bzw. z=rysinv. (x)

Wir zeigen nun, dafl T2 eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R? ist. Aus (*) folgt
22 + 9% = (ry + racosu)?, also

2
(\/:c2 +y? - r1> =r2cos’v =ri(1l —sin®v) = r3 — 2%

Somit gilt
T? = {(w,y,2) €R¥| (Va2 + 42 —r1)? + 22 —r3 =0}
Sei nun die Abbildung F' definiert durch
F:R*—R

(a@y,z) = (\/ $2+y2 _T1)2+Z2_T§7
dann gilt 72 = F~1(0). AuBlerdem ist

2Vt t+y?—r) -z 2(Vat+yP—mi) -y

.DF(ﬂc y,z) — s 722
’ /$2+y2 /$2+y2

und es gilt DF(,, ) # (0,0,0) fir alle (z,y,2) € T2. Nach Satz 10.2 ist T? eine 2-
dimensionale Untermannigfaltigkeit des R3. m|

Wir haben den 2-dimensionalen Rotationstorus 72 im Beispiel 3 durch zwei Parameter u
und v beschrieben. Wir betrachten nun Mengen im RY, die durch n Parameter beschrieben
sind und untersuchen, unter welchen Bedingungen an die Parametrisierung solche Mengen
Untermannigfaltigkeiten sind. Dies gibt uns ein weiteres Kriterium um zu entscheiden, ob
gewisse Mengen Untermannigfaltigkeiten sind.

Definition. Sei M eine Teilmenge des RY. Eine lokale Parametrisierung von M um den
Punkt p € M durch n Parameter ist eine glatte Abbildung ® : W C R® — RN won einer
offenen Teilmenge W des R™ in den RN mit den folgenden Figenschaften:

1.pedW)C M.
2. ® ist injektiv.

3. Die Vektoren g—i(w), e %(w) des RN sind linear unabhingig fir alle w € W
(d.h. die Jacobimatriz D®,, hat den Rang n fir alle w € W ).

4. ®(W) ist offen in M, d.h. es existiert eine offene Menge U* C RN mit (W) = U*NM
und die Abbildung @1 : ®(W) — W ist stetig.

Beispiele:

1. Ist ¢ : U — V eine Karte einer Untermannigfaltigkeit M um x € M, so ist
d:=¢p 1 VCR"— McCRY

eine lokale Parametrisierung von M um .



2. Sei W = (up — m,up + ) x (vo — 7,09 +7) C R?* und & : W — R3 die Abbildung
O (u,v) := ((r1 + recosv) cosu, (ry + ry cosv) sinu, rosinv) , (u,v) € W.

Dann ist ® eine lokale Parametrisierung von 7% um den Punkt ®(ug, vo).

Satz 10.3 Charakterisierung von Untermannigfaltigkeiten durch lokale
Parametrisierungen
Sei M C RN. Um jeden Punkt x € M existiere eine lokale Parametrisierung von M durch

n Parameter. Dann ist M eine n—dimensionale Untermannigfaltigkeit des RY .

Beweis: Sei z € M und sei die Abbildung ® : W € R® — R eine lokale Parametrisierung
um z. Unser Ziel ist es, aus @ eine Karte um x zu konstruieren. Fiir den Rang der Jacobima-
trix von & gilt rgD®,, = n fiir jeden Punkt w € W. OBdA koénnen wir annehmen, daf§ die
ersten n Zeilen dieser Matrix linear unabhingig sind. (Dies erreicht man durch Umordnen

der Koordinaten und evt. durch verkleinern von W). Es gilt also

92 (w) -+ G2 (w)
det : : #0. (%)
Pou(w) - G2n(w)

Wir betrachten nun die Abbildung

G:WxRV-""cRN RV
(a,b) = ®(a) + (0,b) = (®1(a),..., Pn(a),br,...bN_pn).

Dann gilt
Gaerla) -+ ()
: 0
det DG(a,b) = 90, ( ) 95, (a)
oxq oxy,
* Ian

Mit (x) folgt daher det DG(qp # 0 fiir jedes (a,b) € W x RN™™ Sei nun wy € W
das Urbild von z: ®(wy) = x. Dann ist G(wp,0) = =z. Nach dem Satz tiber loka-
le Diffeomorphismen existiert eine offene Umgebung Vi € RY von (wp,0) und eine of-
fene Umgebung Vo C RY von z, so da G|y, : Vi — Vi ein Diffeomorphismus
ist. Nach Definition der Parametrisierung ist die Abbildung ®~! : ®(W) — W stetig
und bijektiv. Folglich sind Bilder offener Mengen unter ® : W — ®(W) offen. Also
muf die Menge {®(a)|(a,0) € Vi} = &(V1 N (W x {o})) offen in ®(W) beziiglich der
durch RY induzierten Topologie sein. Dies bedeutet, daf eine offene Menge O C RN mit
{®(a)]| (a,0) € V1} = ON®(W) existiert. Wir setzen nun Vi := VoNO und V;* := G~1(V5)
und bezeichnen die Restriktion G~!

Karte der Untermannigfaltigkeit um x € M definiert. ¢* ist natiirlich ein Diffeomorphismus

vy o Voo — Vi" mit ¢*. Wir behaupten, dal ¢* eine
und es gilt
Vi NM = MnVaN0O = {®(a)|(a,0) € Vi'} = {G(a,0) | (a,0) € Vi'} = GV N(R" x {o})),

aufgrund der Definition von G. Also folgt o* (V5 N M) = Vi* N (R™ x {o}). O



Beispiel: Das Katenoid
Das Katenoid ist die Fliche, die entsteht, wenn man die Kettenlinie um die z-Achse dreht.

Sie wird beschrieben durch
M? := { ®(u, z) = (cosh z cosu, cosh zsinu, z) | (u,z) € R?}
Das Katenoid M? ist eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R3, denn
D:(u,z) € (up —mug+m) X R— ®(u,2) € M

ist eine lokale Parametrisierung um den Punkt ®(ug,z9) € M fiir jedes (ug,29) € R?
(Ubungsaufgabe 10.3).

-
AT TR e

Beispiel: Die Wendelflache
Die Wendelflache ist die folgende Punktmenge

F? = {®(u,v) := (veosu,vsinu,u) | v,u € R,v >0}
Die Wendelfliiche F2 ist eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R, denn
®:(u,v) ERxRY — ®(u,v) € F

ist eine lokale Parametrisierung um den Punkt ®(ug,vg) € F fiir jedes (ug,vo) € R2.

10
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Abbildung 10.1: Wendelfliche geschnitten mit einer Ebene durch die z-Achse

In den Ubungsaufgaben (siche auch Abschnitt 10.14) und in den Ubungen werden weitere
Beispiele fiir Teilmengen des RY behandelt, die Untermannigfaltigkeiten bzw. keine

Untermannigfaltigkeiten sind.

10.1.2 Untermannigfaltigkeiten mit Rand

Bisher haben wir Untermannigfaltigkeiten behandelt, die anschaulich gesprochen, keinen
"Rand” haben. Solch einfache Mengen, wie z.B. die Kreisscheibe im R?, wurden durch die
bisherige Definition nicht erfait. Wir erweitern nun den Begriff der Untermannigfaltigkeit

und lassen auch Untermannigfaltigkeiten mit Rand, z.B. die Kreisscheibe, zu.
Definition. R} := {(z1,...,2,) € R" |z, > 0} heifit Halbraum.
ORY = {z € R |z, =0} ~ R""! ist der Rand des Halbraumes.

Definition.* FEine Teilmenge M C RN heifit n—dimensionale Untermannigfaltigkeit mit
Rand, falls es um jeden Punkt x € M eine offene Umgebung U* C RN und einen Diffeo-
morphismus ©* : U* — V* von U* auf eine offene Menge V* C RN gibt, so daf eine der
beiden folgenden Bedingungen erfillt ist

1. o*(U*N M) =V*N(R™ x {0}), oder
2. " (U*NM)=V*N(RY x{0}) und fiir die n. Koordinate von ¢*(x) gilt ¢} (x) = 0.

Auch in diesem Fall heif$t das Paar (U :=U* N M, p := p*

u+) Karte um x € M.

Wir veranschaulichen die beiden Félle am Beispiel der Kreisscheibe im R? (dabei ist
N=n=2).

11



Beispiel: (1)

*
T2 14

1

M :={z eR?| |jz]? <1}

Im ”Inneren” der Kreisscheibe gibt es eine Karte vom Typ (1), fiir den "Rand” eine Karte
vom Typ (2). Wir zeigen nun, dass ein Punkt = einer Untermannigfaltigkeit entweder Karten

vom Typ (1) oder Karten vom Typ (2) hat.

Satz 10.4 Sei M™ C RN eine n—dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand und x €
M™. Dann erfilllen die Diffeomorphismen ¢* : U* — V* | die eine Karte um x definieren,

entweder alle die Bedingung 1. oder alle die Bedingung 2. aus der vorstehenden Definition*.

Beweis: Wir schlielen indirekt und nehmen dazu an, daf ein Diffeomorphismus ¢7 : Uy —
Vi* mitx € Uy und ¢ (UynNM) = Vi*N(R™%x{0}) und ein Diffeomorphismus ¢} : Uy — V5
mit @ € Uy, ¢5(Usy N M) = V5N (R} x {0}) und (p2);(x) = 0 existiert. Wir setzen
O :=U; NU;y. Dann ist ¢3(0ON M) C R" offen und

P30 (1) eI (0N M) — 3(0ONM) CR} CR"
ist ein Diffeomorphismus, der 5 o (p3) 1 (pi(x)) = @5(x) erfiillt. Insbesondere ist
die Menge ¢3(O N M) offen im R"™. Es gilt aber ¢3(0 N M) C R} und ¢3(x) €

OR%, also kann ¢3(O N M) nicht offen im R™ sein. Dies ist ein Widerspruch.
O

Satz 10.4 erlaubt die folgende Definition:

Definition. Sei M™ C RN eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Die Menge
OM :={x € M| 3 Karte um x, die Bedingung 2. aus Definition* erfillt }
heifst Rand von M. Die Menge
Int(M) := {x € M| 3 Karte um z, die Bedingung 1. aus Definition* erfillt}
heif§t Inneres von M.

Die Untermannigfaltigkeit M ist die disjunkte Vereinigung des Inneren und des Randes:
M = Int(M)UOM.

Satz 10.5 Sei M C RY eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand. Dann ist
Int(M) eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit ohne Rand und OM entweder leer oder

eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit ohne Rand.

Beweis: Nach Definition ist Int(M) eine n—dimensionale Untermannigfaltigkeit ohne Rand.
Sei OM # () und x € M. Dann existiert ein Diffeomorphismus ¢* : U* — V* mit z € U*
und *(U*NM) =V*N (R} x {0}). Ist dann y € U* NIM, so folgt ¢y, (y) = 0. Ist némlich
@k (y) > 0, wiirde man durch Einschrinkung des Diffeomorphismus ¢* eine Karte vom Typ

(1) um y erhalten, was dem Satz 10.4 widerspricht. Somit erhalten wir

o*(U* NOM) = V* N (R"! x {o}).
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Ist (U, = (1,...,2,)) die von ¢* definierte Karte um y € M NIoM C M, so ist
(UNOM, ¢ :=vunom = (z1,...,Tn—1)) eine Karte um y in der Teilmenge OM. O

10.2 Tangential- und Normalenrdume an Untermannig-

faltigkeiten

Fiir eine differenzierbare Abbildung F' : R® — R™ ist das Differential im Punkt z € R"”
eine lineare Abbildung DF, : R® — R™ . Den Wert der Abbildung DF,. angewendet auf
einen Vektor a € R™ erhilt man durch die Richtungsableitung von F' in Richtung a, d.h.
durch die Ableitung von F' entlang der Geraden durch x in Richtung a

DF,(a) = 4 (F(x + ta))

dt |[t=0

Den Vektorraum R™, auf dem das Differential DF, definiert ist, kann man als die Menge
der Tangentialvektoren an alle Geraden ~(t) =z + ta durch z in ¢ = 0 betrachten.

Wir wollen dies in den folgenden beiden Abschnitten auf differenzierbare Abbildungen
F: M — N zwischen Untermannigfaltigkeiten verallgemeinern. Dazu definieren und un-
tersuchen wir in diesen Abschnitt zunéchst diejenigen Vektorrdume, zwischen denen das
Differential von F' abbilden soll, die sogenannten Tangentialriume. Die Rolle der Geraden
durch = ibernehmen jetzt im Falle von Untermannigfaltigkeiten diejenigen glatten Kurven
v : I — RY durch z, deren Bild auf der Untermannigfaltigkeit M liegt.

Im folgenden sei M™ C RY eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit oder ohne Rand.
Definition. Sei x € M. Die Menge der Vektoren

T.M := {v € RN ‘ 3 glatte Kurve ~v: I — M mit v(0) =z, '(0) = v,}
wobei I = (—¢,¢€),[0,¢) oder (—¢,0]

heift Tangentialraum von M im Punkt x. Die Elemente von T, M heiflen Tangentialvektoren
an M im Punkt x.

Satz 10.6 Der Tangentialraum T, M einer n—dimensionalen Untermannigfaltigkeit
M™ C RN im Punkt x € M ist ein n—dimensionaler Unterraum des RY .

Beweis: Sei ¢* : U* — V* ein eine Karte um « € M definierender Diffeomorphismus. Dann
ist gemé&f Definition ¢*(U* N M) = V* N (R" x {o}), falls x € Int(M) oder p*(U*N M) =
V*N (R x {o}) und ¢} (z) = 0, falls x € OM. Da ¢* ein Diffeomorphismus zwischen offenen
Teilmengen des RY ist, ist das Differential Dy : RV — RY ein Isomorphismus. Wir

werden zeigen, daf3
(Dgz)H(R™ x {o}) = T, M. (%)

gilt. Weil lineare Isomorphismen n—dimensionale Vektorrdume wieder auf ebensolche abbil-
den, folgt aus dieser Behauptung dann der Satz 10.6.

Sei zunéchst w € R™ x {o}. Die n. Koordinate des Vektors w sei mit w,, bezeichnet. Wir
betrachten die glatte Kurve v: I — U~



wobei I = (—¢,¢) falls x € Int(M), I = [0,¢) falls x € OM und w,, > 0, und I = (—¢,0]
falls x € OM und w,, < 0. Dabei wird ¢ so klein gewahlt, dafl ¢*(z)+tw € V* fir allet € I.
Also folgt ¢*(x) + tw € V* N (R™ x {0}) und daher

v(t) = (%) (" (2) + tw) C U* N M C M.

Auflerdem erhalten wir v(0) = 2 und mit der Kettenregel fiir differenzierbare Abbildungen
zwischen reellen Rdumen

7'(0) = (D ™1) . oy (W) = (D)~ (w).

Gemif der Definition von T, M ist also (Dy}) " (w) € T, M .

Sei nun v € T,, M. Dann existiert eine glatte Kurve v : I — M mit v(0) = = und +/(0) = v.
Wiéhlen wir das Intervall I klein genug, so ist v(t) € U* fiir alle ¢t € I. Also folgt ¢*(y(t)) C
R™ x {o}. Ableiten in ¢ = 0 und Anwenden der Kettenregel ergibt Dy (v/(0)) € R™ x {o}.
Wegen v = 7/(0) folgt also auch die umgekehrte Inklusion von (*). o

p*(x)

Beispiel 1: Sei U C R" eine offene Teilmenge und « € U. Dann gilt T,U = R™ .

Beispiel 2: Sei S” := {z € R""!|||z|| = r} die n-dimensionale Sphiire und z € S”. Dann
gilt

T,8" = {v e R"™ | (z,v) = 0}.
Ist ndmlich v € T, 5", so existiert eine glatte Kurve v : I — R? mit v(0) = z, 7/(0) = v
und (y(t),~(t)) = r? fiir alle t € I.
Durch Ableiten der letzten Gleichung nach ¢ Q
erhalten wir (v/(t),v(t)) + (v(t),~7'(t)) = 0.
Fir t = 0 ergibt sich (v,x2) = 0. Folglich
gilt 7,8" C {v e R"™!|(x,v) = 0}. Da bei- )
de Vektorraume die gleiche Dimension haben .M

folgt die Behauptung. M= 52 CR3

Beispiel 3: Sei F = (F,...,Fy_y,) : RN — RV~ eine C*°~Abbildung und M := F~1(0)
die Nullstellenmenge von F. Die Jacobimatrix DF, habe maximalen Rang N — n fiir alle
x € M. Dann ist M eine n—dimensionale Untermannigfaltigkeit und es gilt
1
.M = (span {grad F1(z),...,grad FN_n(m)})

= {veRY |(v,grad F;(z)) =0, i=1,...,N —n}.
Da die beiden in der Behauptung auftretenden Unterriume des RY die gleiche Dimension
haben, geniigt es zu zeigen, dal T, M C (span {grad Fy(z),...,grad FN,n(x)})J' . Sei also

v € T, M. Dann existiert eine Kurve v: 1 — M mit y(0) = z und 4/(0) = v, so daf§
Fi(y(t)) =0firallet e I und i =1,..., N —n. Mit der Kettenregel erhalten wir

(DF;).(v) = (grad F;(x),v) = 0,

fir alle : =1,..., N —n. Daraus folgt die Behauptung.

Beispiel 4: Sei M™ C R" eine n—dimensionale Untermannigfaltigkeit und ® : W C R" —

RV eine lokale Parametrisierung um = = ®(u) € M. Dann gilt

0P 0P
T,.M = span {&Cl(u)7 R &Cn(u)} .
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Da nach Voraussetzung die Jacobimatrix D®,, = (‘% (u),...,22 (u)) den Rang n hat,

oxq ' Oz,
: 0% %
ist span {811 (W), 5

dafl span {g—i(u), cey %(u)} C T, M gilt. Wir betrachten dazu die glatte Kurve () :=

®(u + te;). Dann ist v(0) = x und aus der Kettenregel folgt +/(0) = D®,(e;) = g—i(u). Es
folgt g—z(u) € T,,M und somit die Behauptung.

(u)} ein n—dimensionaler Unterraum. Es geniigt also zu zeigen,

Definition. Sei M™ C RN eine Untermannigfaltigkeit und x € M. Der zum Tangentialraum
T, M orthogonale Vektorraum

N, M :={w e RN |w L T,M} = (T, M)+

heifst Normalenraum von M im Punkt x € M. Die Elemente von N, M heiflen Normalen-

vektoren an M tm Punkt . Die n-dimensionale Ebene
Tan,M =z + T, M C RY

heifst Tangentialebene von M in x € M und die (N — n)-dimensionsale Ebene
Nor,M =z + N,M C RV

heifst Normalenebene von M in x € M.

Aus den Beispielen 3 und 4 erhilt man folgende Moglichkeiten, die Normalenrdume zu

berechnen:

1. Ist M™ C R*"*! und @ : W — R"*! eine lokale Parametrisierung um z = ®(u) € M,
dann ist

NzM:R< 0P 0P )

Vektorprodukt

2. Sei M™ C R™"! eine gleichungsdefinierte Hyperfliiche, d.h. M = F~1(0) fiir eine
glatte Abbildung F : R"*! — R mit nichtverschwindendem Gradienten. Dann ist
N, M =R - grad F(x).

Ein konkretes Beispiel:
Sei M? = S? die 2-dimensionale Sphiire im R3. Dann gilt

T’(O,O,l)S2 {('ra:%O) € RS ‘ T,y € R}
NoonS? = {(0,0,2) eR® | z € R}

Weitere Beispiele findet man in den Ubungsaufgaben in Abschnitt 10.14.

10.3 Differenzierbare Abbildungen und ihr Differential

Wir definieren nun den Begriff der differenzierbaren Abbildung zwischen Untermannigfal-

tigkeiten.
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Definition. Seien M C RMt und M}? C R zwei Untermannigfaltigkeiten. Eine Abbil-
dung F : My, — My heifit differenzierbar von der Klasse C*, 1 < k < oo, falls fiir jede
Karte (U, p) von My die Abbildung

Fop™l:pU)cR™ — RN

eine C*-Abbildung ist.

Mit CF(M) bezeichnen wir den Ring aller reellwertigen C*-Abbildungen auf M. Mit
Cck (My, M) bezeichnen wir den Vektorraum aller ck -Abbildungen zwischen den Unterman-
nigfaltigkeiten My und M.

Bemerkungen:

(1) In der Regel werden wir uns auf glatte, d.h. C*°-Abbildungen beschrinken. Wenn der
Grad der Differenzierbarkeit nicht interessiert, so sagen wir auch kurz differenzierbare Ab-
bildung (und lassen der Kiirze halber die Angabe C* weg).

(2) Es geniigt, die Differenzierbarkeit der Abbildungen F o ;' : ¢;(U;) — RN2 fiir einen
Atlas A = {(U;, i) }ier zu iiberpriifen (Ubungsaufgabe).

(3) Ist M; C RM eine offene Teilmenge, dann stimmt der eben definierte Differenzier-
barkeitsbegriff mit dem schon bekannten fiir Abbildungen zwischen reellen Vektorrdumen
iiberein .

(4) Sei M™ C RYN eine Untermannigfaltigkeit der Klasse C* und (U,¢) eine Karte auf
M. Dann ist die Kartenabbildung ¢ : U — V C R" differenzierbar von der Klasse C*
(Ubungsaufgabe).

(5) Seien F': My — My und G : My — Mj differenzierbar, dann ist Go F': My, — Mj3
differenzierbar (Ubungsaufgabe).

Definition. Ist F : M{" — M3? eine Abbildung zwischen zwei Untermannigfaltigkeiten.
Sei (U, ) eine Karte um x € My und (V,4) eine Karte um F(x) € My. Dann heifst die
Abbildung

YoFop lipUNF (V) CR™ — (V) CR™

Kartendarstellung von F bzgl. der Karten (U, @) und (V).
Ist speziell F : My — RN | s0 heifit F oo~ : o(U) — RN Kartendarstellung von F bzgl.
der Karte (U, p).

Die Abbildung F ist differenzierbar von der Klasse C*, wenn alle ihre Kartendarstellungen
C*-Abbildungen sind.

Das Differential einer differenzierbaren Abbildung F : M; — My definiert man nun in
Analogie zu den Abbildungen zwischen reellen Rédumen als Ableitung von F' entlang von
Kurven:

Definition. Sei F : My — My eine differenzierbare Abbildung zwischen Untermannig-
faltigkeiten. Unter dem Differential der Abbildung F' im Punkt x € M; versteht man die
Abbildung

dF, : T, M; — TF(z)M2
7' (0) — (Fy)'(0),

wobei v : I — My eine glatte Kurve mit v(0) = x ist.
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Bemerkung 1: Die Definition von dF, ist korrekt, d.h. unabhéngig von der Wahl von ~:
Sei v € T, M und sei v eine beliebige glatte Kurve auf M; mit v(0) = z und +/(0) = v.
Wir wihlen eine Karte (U,¢) um z. Dann folgt aus der Kettenregel fiir differenzierbare

Abbildungen zwischen reellen Rdumen, dass

(F7)'(0) = D(F 0 ™) o) ((¢7)'(0)).

Da die Kartenabbildung ¢ nach Definition durch Einschréinkung eines lokalen Diffeo-
morphismus ¢* im Einbettungsraum RY entsteht, folgt aus der Kettenregel weiterhin

(©1)'(0) = (¢*7)(0) = D (v'(0)) = Dy} (v) und somit
(F7)'(0) = D(F o™ ") y(a) © D (v).

(F7)'(0) héngt also nicht von der Wahl der Kurve ~ ab.

Bemerkung 2: Sind M; C RM und M, C R™? offene Teilmengen der reellen Vektorriume,
dann stimmt das soeben definierte Differential mit dem in Kapitel 6 definierten Differential
iiberein:

d
dF,(v) = aF(x + tv)|t=0 = DF,(v).
v(t)
Satz 10.7 Seien F : My — My und G : My — M3 differenzierbar und x € M.

1. Das Differential dF, : T,M; — Tr(g)Ms ist eine lineare Abbildung zwischen den
Tangentialrdumen.

2. Es gilt die Kettenregel: d(G o F), = dGp(yy 0 dF, .

Beweis: Sei v € T, M7 und v : I — M eine glatte Kurve mit v(0) = 2 und +/(0) = v.
Zul. Sei (U,p) eine Karte um z. Nach der Definition des Differentials von F' und der
Kettenregel fiir Abbildungen zwischen reellen Rdumen folgt dann wie oben

dF,(v) = (F o) (0) = [(Fow™t)o(pom)]'(0) = D(F o™ )y() o Do (v),

Da die Differentiale differenzierbarer Abbildungen im R¥ linear sind, ist dF, als Komposi-
tion linearer Abbildungen wieder linear.
Zu 2. Anwenden der Definition ergibt

(dG)p(a) © (dF) 4 (v)

(dG) () ((F 27)'(0)) = (G o (Fo7))(0) = ((GoF)oy)(0)
= d(G o F)y ) (7' (0)) =d(G o F),(v).

0O

Die folgende Feststellung erleichtert oft den Nachweis, dass eine auf einer Untermannig-
faltigkeit definierte Abbildung differenzierbar ist und gibt gleichzeitig einen Weg an, ihr

Differential zu berechnen. Den Beweis lassen wir als Ubungsaufgabe.

Satz 10.8 Sei F : U Cc RN — R* eine Ck-Abbildung von einer offenen Teilmenge
U CRY in den R* und sei M™ c U C RN eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit.
Dann ist f := F|y : M — RF  eine Ck-Abbildung von der Untermannigfaltigkeit M in
den R¥ und es gilt df, = DFy|7, 0.
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10.4 Kanonische Basen und Kobasen

Wie man aus der Algebra weif}, ist es oft niitzlich, spezielle Basen in Vektorriumen zu
betrachten. Als Basis eines Tangentialraumes T, M benutzt man hiufig die durch eine Karte
um z definierte sogenannte kanonische Basis, die jetzt definiert werden soll.
Sei M™ C RY eine Untermannigfaltgkeit und (U, = (x1,...,2,)) eine Karte um = € M.
Es bezeichne e; den i. kanonischen Basisvektor im R” (die i. Komponente von e; ist 1, alle
anderen Komponenten von e; sind Null). Wir betrachten den Tangentialvektor im Punkt
x € M, der durch die Ableitung der i. Koordinatenlinie ¢ ~1(¢(z) + te;) durch = in t = 0
definiert wird:
-1
O w) =4 (o pto(e0) = ~go—(ple)) € T.M

|
/N
©
L
—~
5
8
~
_|_
~
('b
N
N—
Il

Fiir den Tangentialraum im Punkt z € M gilt T,M = dgp;(lz)(]R”) . Da die Abbildung
dgo;(lm) ein Isomorphismus ist, bilden die n Vektoren

(821(9;), . 82(@)

eine Basis im Tangentialraum T, M. Diese Basis nennt man kanonische Basis in T, M
beziiglich der Karte (U, ).

Beispiel: Sei M = R2. Wir bestimmen die kanonischen Basen der durch die Euklidischen
und durch die Polarkoordinaten definierten Karten:

Sei ¢ : R? — R? die durch die Euklidischen Koordinaten gegebene Karte o(x) :=
(z1,22) . Fiir diese Karte gilt offensichtlich

0
8mi

Die Polarkoordinaten auf R? sind gegeben durch die Parametrisierung
®:RT x (0,27) — U :=R?\ {(z,0) | z € R,z > 0}

(x) =e; fiir jeden Punkt « = (21, 22) € M.

O(r,v) := (rcosv,rsinv).

Im Punkt z = (z1,22) = ®(r,v) gilt dann fir die durch die Parametrisierung ® definierte
Karte (U, 1)

0 oP ) 1

E(x) = E(r,v) = (cosv,sinv) = e und
0 0P :

%(JC) = %(r,v) = (—rsinv,rcosv) = (—xa, 7).
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Wir beschreiben nun die Beziehung zwischen den kanonischen Basen zu zwei verschiedenen

Karten um einen Punkt einer Untermannigfaltigkeit.

Satz 10.9 (Transformationsformel fiir kanonische Basen) Sei M" C RY eine Un-
termannigfaltigkeit und x € M. (U, o = (z1,...,2,)) und (V9 = (y1,...,Yn)) seien zwei
Karten um x. Dann gilt

(o) = 3 A E e i) )

a=1

wobei %(@(I)) die a—te Komponente des Vektors der i—ten partiellen Ableitung
A(pop~?! .

WT“:)(QD(JC)) ist.

Die Ubergangsmatriz zwischen den kanonischen Basen von (U, ) und (V,4) ist also die

Jacobimatriz des Karteniiberganges 1 o 1.

Beweis: Bezeichne (e, . .., e,) die kanonische Basis des R™. Die i—te Spalte der Jacobimatrix
n —

Do g0*1)¢(x) ist gegeben durch d(v o gp’l)q,(x)(ei) = > a(w%+1)a - €4 . Dann folgt per
71 v

Definition, Kettenregel und Linearitét des Differentials

8(3:1- () = (dp™ Ny (e:) = d( opo ™)y (e:)

= (d™ ")y 0 d(th o ™) o (€d)

—~ (W op N
A (p(w))-ca |

Il
—
U
<
L
<
O
7N

= >0 HEEE e o) (@ )
(W opa 0
= X"y, ) @)

O

Auf analoge Weise erhilt man die Basisdarstellung des Differentials einer differenzierbaren

Abbildung zwischen Untermannigfaltigkeiten beziiglich kanonischer Basen:

Satz 10.10 (Basisdarstellung des Differentials einer differenzierbaren Abbildung)
Sei F : My — My eine differenzierbare Abbildung zwischen Untermannigfaltigkeiten und
x € M. Sei (U,p = (x1,...,2,)) eine Karte um x € My und (W, = (#1,...,21)) eine
Karte um F(x) € My. Dann gilt fiir die lineare Abbildung dF, : T,M; — Ty Mo

k -1
de(ai (“’)> =2 W(@(w)) : %(F(x)).

a=1
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Die Matriz von dF, beziiglich der kanonischen Basen der Karte (U,) um x € M; und
(W,9) um F(x) € My ist also die Jacobimatriz der Kartendarstellung 1o F o o=t von F
in o(x).
Beweis: Der Beweis erfolgt wie in Satz 10.9.
7] _ _ ,
AP (@) = dPa((dp™ o) = AW 0o Fop™) 0 (er)

aSCZ‘
= (™) y(ra) 0 AW o F oo™ ), (ei)
k

oFop!
= (™) p(r(a)) ( > W(@(iﬂ)) : 6a>

a=1

poFopla

[
E

(e(x)) - (d™ ) y(p(a) (€a)

a1 81}1
(o Fop ), 9
= Z 3—%‘(@(@) ’ %(F(CE»

Q
Il
-

Aus der Algebra wissen wir, dass man jedem Vektorraum sein algebraisches Dual zuordnen
kann. Dies tun wir jetzt mit den Tangentialriumen an eine Untermannigfaltigkeit. Insbe-
sondere wollen wir die dualen Basen zu den kanonischen Basen in den Tangentialrdaumen
beschreiben.

Definition. Sei M™ C RY eine Untermannigfaltigkeit, x € M und T,M der Tangential-

raum an x. Der Vektorraum
TiM:={L:T,M — R | L linear}
heif$t dualer Tangentialraum an M im Punkt x (oder auch Cotangentialraum).

Sei f: M — R eine differenzierbare reellwertige Abbildung und « € M. Das Differential
df o : TeM — Ty)R =R von f im Punkt z ist linear, also ist df, € T; M .
Insbesondere sind die Koordinatenfunktionen x; : U — R einer Karte (U, ¢ = (21,...2,))
glatte reellwertige Abbildungen. Also ist (dx;), : T, M — R linear und somit gilt
(dz1)g, -, (dzp)s € THM.

Satz 10.11 Sei (U, = (21,...,%y,)) eine Karte auf M um x mit kanonischer Basis
(a%l(x), cee %(m)) in Ty M. Dann bilden die Differentiale ((dx1)q,...,(dxy)s) die duale
Basis tm Cotangentialraum Ty M, d.h.

0 .
(dxz)z(ﬁ(x)) = 04§ Vi,j=1,...n.
J

Beweis: Einsetzen der Definition ergibt

(@) (@) = () (G (0l) + ) limo = o™ (ola) + ) co
= @)+ 1)l = By

0O

Aus der Transformationsformel fiir duale Basen (siche Lineare Algebra) erhalten wir die

folgende Transformationsformel fiir die dualen Basen
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Satz 10.12 Sind (U, = (z1,...,2,)) und (W,¥ = (y1,...,yn)) 2wei Karten auf M um x,
so gilt

(dga)e =Y 2002 e

2 (p(a) - (o).

10.5 Vektorfelder auf Untermannigfaltigkeiten

Definition. Ein glattes Vektorfeld auf einer Untermannigfaltigkeit M™ C RN ist eine C>°
Abbildung X : M — RN | so daf8 X (z) € T, M fiir alle x € M gilt.

Bemerkung: Sei X(M) die Menge aller glatten Vektorfelder auf M, dann gilt:
1. Sind X1, Xo € X(M), so ist auch X; + X5 € X(M).
2.Ist f € C°(M) und X € X(M), so ist auch fX € X(M).

X(M) ist also ein Modul iiber dem Ring C*° (M) der glatten Funktionen.

Beispiel 1:
Die Abbildung X : S? — R? definiert durch

X(l‘, Y, Z) = (—y,x,O)

ist ein glattes Vektorfeld auf der Sphére
S? ={(x,y,2) eR® |22 + 9% + 22 =1} CR3.
Die Glattheit von X folgt aus Satz 10.8.
Da (X(p),p) = 0 fiir p € S2, ist X(p) € T,S2.

Beispiel 2: Kanonische Basisfelder
Sei (U,p = (x1,...,2,) eine Karte auf einer Untermannigfaltigkeit M und bezeichne
8%i(m) = 85";1 (p(x)) den im letzen Abschnitt definierten i. kanonischen Basisvektor der
Karte (U, ¢) im Punkt « € U. Da die Abbildungen 8521
0
ox;
die jedem Punkt € U den kanonischen Basisvektor d%l(x) zuordnet, ein glattes Vektorfeld
auf dem Kartenbereich U C M. Das n-Tupel der Abbildungen (3%1, ey a%n) heif3t kanoni-
sches Basisfeld beziiglich (U, p).

Jedes Vektorfeld X € X(M) kann man iiber dem Kartenbereich U punktweise in der kano-

:UcCc M — RV,

nischen Basis darstellen:

Zfl 83: xz e U

Die Komponenten in dieser Ba51sdarstellung definieren glatte Funktionen &; : U — R,
i=1,...,n, (Ubungsaufgabe). Uber U gilt also

~ 0

7

mit § € C®°(U). (*) heiflt lokale Darstellung des Vektorfeldes X beziiglich der Karte (U, ¢).

Die Kartendarstellungen der Koordinatenfunktionen ¢&;

§io<p71:g0(U)CRn—>R
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heiflen Komponenten von X beziiglich der Karte (U, p).

Als néchstes iibertragen wir die Definition der Richtungsableitung, die wir im R"™ bereits
kennen, auf den Fall der Untermannigfaltigkeiten.

Definition. Sei M™ C RN eine Untermannigfaltigkeit und F : M — R™ eine differen-

zierbare Abbildung mit Werten in einem reellen Vektorraum.
1. Seiv € T,M ein Tangentialvektor an M im Punkt x. Der Vektor
v(F) == dF ;(v) € TpR™ = R™
heifst Richtungsableitung von F' nach dem Vektor v.

2. Sei X € X(M) ein glattes Vektorfeld auf M. Die Abbildung X(F): M — R™ definiert
durch

X(F)(x) := dF (X (z)),
heifst Richtungsableitung von F nach dem Vektorfeld X .

Beispiel: Sei (U,¢ := (1,...,%,)) eine Karte auf M und a%i € X(U) ein kanonisches
Basisvektorfeld dieser Karte, dann gilt fiir die Richtungsableitung von F' : M — R™ nach
dem Vektorfeld ai

0 _ I(Fop)
8£Ui (F) o 8x1 °P
Aus der Definition folgt ndmlich mit der Kettenregel:
0 0 e Fop™)
5o (F)(@) = dF, (5-(2)) = A (dyl,y (e0) = d(F 0 7 ypo(ei) = =g 2 (p(a))

Den Beweis der folgenden Eigenschaften der Richtungsableitung lassen wir als Ubungsauf-
gabe.

Satz 10.13 Sei M C RY eine Untermannigfaltigkeit, X,Y € X(M) glatte Vektorfelder,
F e C®(M,R™) und f € C*°(M,R). Dann gilt:
1. (X+Y)F)=X(F)+Y(F).
2 (fX)(F) = [ X(F).
5. X(f-F)=X(f)- F+f- X(F).
4. Sei (U, = (z1,...,2y)) eine Karte von M und X = Z fla die lokale Darstellung
von X beziiglich dieser Karte. Dann gilt fir die chhtungsableztung

o —1
|U—Z§z F 7 )O<p-

5. X(F) € C>(M,R™).

Abschlielend wollen wir eine Methode kennenlernen, mit der man zwei Vektorfeldern auf M
ein neues Vektorfeld, den sogenannten Kommutator, zuordnen kann.

Nach Definition sind die glatten Vektorfelder auf M insbesondere glatte Abbildungen von
M mit Werten im reellen Vektorraum RY. Dass eine glatte Abbildung X : M — RY
tatséichlich ein Vektorfeld auf M beschreibt, driickt sich in einer zusdtzlichen Eigenschaft
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der Bilder dieser Abbildung aus: X (z) ist tangential an M im Punkt x. Man kann also ein
Vektorfeld X € X(M), betrachtet als glatte Abbildung X : M — R | in Richtung eines
anderen Vektorfeldes Y € X(M) ableiten. In der Regel ist dann zwar Y (X) : M — RY eine
glatte Abildung, aber kein Vektorfeld auf M mehr, da die Werte Y (X')(z) nicht tangential an
M sind. Diese nichttangentiale ”Storung” kann man beseitigen, indem man die vertauschte
Richtungsableitung wieder abzieht. Es gilt der folgende Satz:

Satz 10.14 Seien X und Y zwei glatte Vektorfelder auf einer n-dimensionalen Unterman-
nigfaltigkeit M C RY. Dann definiert die glatte Abbildung

(X,Y]:=X(Y)-Y(X): M — RN

ein Vektorfeld auf M . (Hierbei ist X(Y') die Richtungsableitung der AbbildungY : M —s RN
nach dem Vektorfeld X und Y (X) die Richtungsableitung der Abbildung X : M — RN nach
dem Vektorfeld Y ). Sei (U, = (21,...,2y)) eine Karte von M beziiglich derer X bzw. Y

die lokalen Darstellungen Xy =Y & 52, bzw. Y|y = E 77Za haben. Dann gilt
i=1 ¢

XVlo = Y (X () - Y (€)oo

Definition. Seien X und Y zwei glatte Vektorfelder auf einer Untermannigfaltigkeit M .
Das Vektorfeld [X,Y] heiffit Kommutator von X und Y.

Beweis von Satz 10.14: Um zu zeigen, dass [X,Y] ein Vektorfeld auf M ist, miissen
wir zeigen, dass [X,Y](z) € T, M fiir alle 2 € M gilt. Dazu betrachten wir die lokalen
Darstellung der Vektorfelder X und Y bzgl. einer beliebigen Karte (U, = (z1,...,2,))
und zeigen, dass auch [X,Y]|y sich durch die kanonischen Basisfelder dieser Karte darstellen
1a83t.

Durch Anwendung der Produktregel fiir die Richtungsableitung erhélt man

2 0 - 0
(L) v (Sean)

- S via) 4 3 () - sv(2))

i=1

[XvYHU

Es geniigt also zu zeigen, dafi die letzte Summe verschwindet. Wegen

> [x(55) ¥ ()] = 3 [tz () - g (5]

,j=1

> 1 (55, (a2~ a5 ;)

1,5=1

> 06 5,7

i,j=1 J

bleibt zu beweisen, daf§ fiir den Kommutator von kanonischen Basisfeldern | 38,7 axl] 0
gilt. Aus der Definition der kanonischen Basisfelder und der Formel fiir die Richtungsablei-

tung einer Funktion nach einen Basisvektorfeld folgt

—1 —1
e an) = o () o#) — () %)
521 921
= 82,01, ° 7 0w, T
§OTi i0%j
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Da dies die iiblichen partiellen Ableitungen sind und alle Abbildungen glatt sind, folgt die
Behauptung aus dem Symmetrie-Lemma von Schwarz. (Die gleiche Aussage gilt, falls die

Untermannigfaltgkeit und die Vektorfelder mindestens von der Klasse C? sind. ]

Folgerung. Fir den Kommutator von kanonischen Basisfeldern auf einer C?-Unter-

a 0
[&xi ’ 67%}

mannigfaltigkeit gilt
0.

Beispiel: Sei S? C R? die 2-dimensionale Sphiire im R3. Wir betrachten die folgenden drei
glatten Vektorfelder auf S2:

X(z,y,2):=(—y,z,0) , Y(x,y,2) =(—2,0,2) , Z(z,y,2)=(0,2,—y).

Dann gilt fiir die Kommutatoren: [X,Y]=2, [V,Z]=X und [Z,X] =Y.

Wir zeigen dies hier nur fiir den ersten Kommutator: Die Vektorfelder X und Y auf S2
entstehen durch die Einschriankung glatter Abbildungen auf R?3, die wir der Kiirze halber
mit dem gleichem Symbol bezeichnen. In diesem Fall gilt nach Satz 10.8 in p = (z,y, z) € 5%

(X, Y](p) = X(Y)(p) — Y(X)(p) = dYp(X(p)) — dX,(Y(p)) = DY, (X (p)) — DXp(Y (p))
00 -1\ [ —y 010\ /=\]" 0\’
= {loo o -1 0 0 0 | 2 | =z,
10 0 0 00 0 . _y

Das folgende nette Bild (es stammt von Thomas Neukirchner) veranschaulicht dies:

N
) \hg"g — =~

Den Beweis der folgenden Eigenschaften des Kommutators lassen wir als Ubungsaufgabe.

Sie folgen durch stures Anwenden der Rechenregeln fiir die Richtungsableitung.

Satz 10.15 (Eigenschaften des Kommutators von Vektorfeldern)
Es seien X,Y, 7 € X(M) glatte Vektorfelder und f,g € C=(M) sowie F € C>(M,R¥)
glatte Funktionen auf einer Untermanmnigfaltigkeit M. Dann gilt

a) Die Abbildung [-,"] : X(M) x X(M) —s X(M) ist R-bilinear und schiefsymmetrisch.
b) [X.[Y, Z]] + [V, [Z, X]] + [Z,[X.Y]] = 0. (Jacobi-Identitit)

c) [fX,9Y]= fglX, Y]+ [X(9)Y — gY(f)X.

d) [X,Y](F) = X(Y/(F)) - Y(X(F)).
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10.6 Orientierbare und nichtorientierbare Unterman-

nigfaltigkeiten

Man unterscheidet zwei Typen von Mannigfaltigkeiten, die orientierbaren und die nichtori-
entierbaren. Fiir die orientierbaren Mannigfaltigkeiten sind viele Begriffe technisch einfacher
zu definieren und zu handhaben. Bevor wir diese beiden Typen von Untermannigfaltigkeiten
definieren, erinnern wir nochmal an den Begriff der Orientierung eines endlich-dimensionalen
reellen Vektorraumes, der aus der Algebra bekannt ist.

Sei V™ ein n-dimensionaler reeller Vektorraum und B(V) die Menge der Basen in V. Seien
a=(as,...,a,) und b = (by,...,b,) zwei Basen in V und bezeichne My := (MZ) ihre
Ubergangsmatrix, die durch

definiert ist.

Wir nennen die Basen a und b gleichorientiert (und schreiben a ~ b), falls die Determinante
der Ubergangsmatrix M, p positiv ist. ~ ist eine Aquivalenzrelation auf B(V) und der
Faktorraum B(V)/ ~ hat genau zwei Elemente.

Eine Orientierung Oy von V ist eine Aquivalenzklasse Oy = [a] von Basen.

Sei (V,Oy) ein orientierter Vektorraum. Eine Basis a = (ay,...,a,) € B(V) heifit positiv
orientiert, falls a € Oy .

Im Vektorraum V = R” fixieren wir die durch die kanonische Basis gegebene Orientierung
und bezeichnen sie mit Ogn , d.h. Ogn :=[(e1,...,€n)].

Ist speziell V = R2?, dann ist (a;,a2) € Oge, falls a; durch eine Drehung gegen den
Uhrzeigersinn um den Winkel ¢, mit 0 < ¢ < m, in ein positives Vielfaches von ay iiberfiihrt
werden kann.

Ist V =R3, so ist (a1, az, a3) positiv orientiert, falls die “Rechte-Hand-Regel” gilt.

Ahnlich wie wir das bei den Vektorfeldern getan haben, werden wir den Begriff der
Orientierung nun auf Mannigfaltigkeiten iibertragen. Unter einer Orientierung einer Unter-
mannigfaltigkeit M werden wir eine Familie von Orientierungen in jedem Tangentialraum
T,M von M verstehen, die in einem zu prézisierenden Sinne glatt vom Fuflpunkt = des

Tangentialraumes abhéngt.

Definition. Sei M" C RN eine Untermannigfaltigkeit. M™ heifit orientierbar, falls eine
Familie von Orientierungen Opn = {Or,pm}eem in den Tangentialriumen existiert, die

lokal um jeden Punkt durch kanonische Basisfelder von Karten der Untermannigfaltigkeit

zu realisieren sind, d.h. fir jedes x € M gibt es eine Karte (U, = (z1,...,2,)) um x mit
0 0 }
(5'71:1 y),,aTH(y)) € Or,p fir alley € U.

Eine solche Karte (U, @) heifit positiv orientiert. Die Familie Op; heifft Orientierung von
M. Das Paar (M,Opr) heifsit orientierte Untermannigfaltigkeit.

Wihrend jeder endlich-dimensionale reelle Vektorraum genau zwei Orientierungen besitzt,
miissen Mannigfaltigkeiten nicht notwendig orientierbar sein. Man hat das folgende Kriteri-

um fiir Orientierbarkeit.
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Satz 10.16 FEine Untermannigfaltigkeit M™ C RN ist genau dann orientierbar, wenn ein
Atlas A auf M existiert, so daf$ fiir alle Karten (U, ), (V,¥) € A mit UNV #£( gilt

det (D(¢ 0 © ) >0 firalleueeUNV) ().
Beweis: (=) Sei M orientierbar. Wir definieren
A :={(U, )| (U,p) ist positiv orientierte Karte auf M}.

Aus der Definition der Orientierbarkeit folgt, dal A die Mannigfaltigkeit M iiberdeckt. Sind
also (U, ) und (V,v) zwei Karten aus A mit U NV # {), so ist die Determinante der
Ubergangsmatrix der induzierten Basen in T, M fiir z € UNV strikt positiv. Nach Satz 10.9
ist diese Determinante gerade durch die Jacobi-Determinante des Koordinateniibergangs
gegeben.

(<) Sei A ein Atlas mit der Eigenschaft (*) und (U, ¢) € A. Wir definieren Orientierungen

auf den Tangentialrdumen durch

0

" Oz

Op, 01 = {( 9 (@),...

Oz,

(9:))} zel

Da die Determinante der Ubergangsmatrix zwischen zwei kanonischen Basen von Karten aus
A strikt positiv ist, ist Or, ar korrekt definiert und erfiillt die Forderung aus der Definition.
O

Fiir den Spezialfall von Hyperfichen M™ C R®*! hat man das folgende leicht nachpriifbare

Kriterium fiir Orientierbarkeit:

Satz 10.17 Eine Untermannigfaltigkeit M™ C R" T ist genau dann orientierbar, wenn auf

M ein stetiges Finheitsnormalenvektorfeld existiert, d.h. eine stetige Abbildung

n: M"» —s R*!

r +— n(r) € N,M c R

mit |n(z)|| = 1 fir jedes x € M.

Beweis: (=) Sei M orientiert. Sei x € M und (U, = (z1,...,2,)) eine positiv orien-
tierte Karte um z. a%l(w) X ... X 3%(:6) bezeichne das Vektorprodukt der kanonischen

Basisvektoren der Karte im R™*!. Dann definieren wir

() x ... x 2 (x)
- Oxy Oy, ]
") = @)

Entsprechend der Eigenschaften des Vektorproduktes steht der Vektor n(z) senkrecht auf
dem Tangentialraum 7, M. Die Definition ist korrekt, d.h. unabhéngig von der gewéhlten
positiv orientierten Karte, da fiir das Vektorprodukt von jeweils n linear unabhingigen
Vektoren ai,...,a, bzw. by,...,b, im R"™!, die den gleichen n-dimensionalen Unterraum
aufspannen, gilt

a; X ... X ay by x...x b,

= <~ yeeeyQpn) b ,...,bn.
for % < an] b1 % ... X by (@1, 80) ~ (b )

Die Abbildung n: M — R™"1 ist stetig (sogar glatt), weil die Abbildungen % = 8{‘9'9;_1 o

und || - || es sind.
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(<) Sei eine stetige Abbildung n wie oben gegeben. Wir definieren eine Orientierung
Om ={O7, M }zenm auf M™ durch

(V1,...,0,) €O, <= (V1,...,Un,0(x)) € Opnt1. (xx)

Sei (U, ¢ = (21,...,%y,)) eine Karte um 2 € M mit zusammenhédngendem Kartenbereich U.
Aus Stetigkeitsgriinden hat die Determinante der (n + 1) x (n + 1) - Matrix

(%(y), e %(y)’n(y))

in jedem Punkt y € U das gleiche Vorzeichen. Ist dies Vorzeichen positiv, so ist die Karte
(U, ) positiv orientiert. Ist dies Vorzeichen negativ, so ersetzt man die Karte (U, ) durch
die Karte (U, = (—z1,%2,...,2y)) und erhélt dadurch eine positiv orientierte Karte.
Folglich definiert (**) tatséichlich eine Orientierung von M. a

Beispiel 1: Die Sphire
Die n-dimensionale Sphire S™ C R"*! ist orientierbar, denn die Abbildung
n: S" — R definiert durch n(z) = %, ist ein stetiges Einheitsnormalenvektorfeld

] 2
auf S™.

Beispiel 2: Das Mébiusband

Nimmt man ein langes Band, verdreht eines der En-
den einmal und klebt es dann zusammen, so ent-
steht das sogenannte M&biusband im R3. Dies ist ei-
ne 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit Rand,
die nicht orientierbar ist. Um das zu sehen, betrach-
tet man die Mittellinie, die um das M&biusband her-
umlduft. Nimmt man einen beliebigen Normalenvek-
tor in einem Punkt dieser Mittellinie und schlen-
dert entlang der Mittellinie einmal um das Mobius-
band herum, wobei man den Normalenvektor stetig
mitfiihrt, so landet man im Ausgangspunkt beim ne-
gativen Normalenvektor. Es kann also kein stetiges

Normalenfeld geben.

Beispiel 3: Gleichungsdefinierte Hyperflichen

Sei U C R™"*! offen, F : U — R eine C>°-Abbildung, M = F~1(0) und dF, # 0 fiir
alle x € M. Dann ist M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R"*!. Fiir den
Normalenraum gilt N, M = R - gradF(z) (siehe Abschnitt 11.2). Die Hyperflache M ist

orientierbar, denn durch

~ grad F(z)
o) = arad P (@)

ist ein stetiges Einheitsnormalenvektorfeld auf M gegeben.

27



10.7 Die induzierte Riemannsche Metrik einer Unter-

mannigfaltigkeit

Wie im R™ mochte man auch auf Untermannigfaltigkeiten ” Geometrie betreiben”, d.h. z.B.
Langen von Kurven, Abstdnde zwischen Punkten oder Volumen von Teilmengen definieren
und berechnen kénnen. Grundlegend fiir alle geometrischen Begriffe und Untersuchungen ist
der Begriff der Riemannschen Metrik. Aus der Riemannschen Metrik kann man alles andere
definieren und herleiten. Man kann sehr verschiedene Riemannsche Metriken auf Mannigfal-
tigkeiten definieren. Fiir die Untermannigfaltigkeiten, die in diesem Kapitel studiert werden,
beschranken wir uns auf die sogenannte ”induzierte Riemannsche Metrik”, die aus dem Eu-
klidischen Skalarprodukt des Einbettungsraumes entsteht.

Sei M™ eine Untermannigfaltigkeit im RY. Auf dem R¥ ist das Euklidische Skalarprodukt

N
(a,b>::2ai-bi a:(al,...,a]\[)7b:(bh...,b]\r)
=1

gegeben. (-,-) induziert ein Skalarprodukt auf jedem Unterraum T, M C RY.

Definition. Sei M C RY eine Untermannigfaltigkeit und g, : ToM x T,M — R das
Skalarprodukt

gz (a,0) := (a,b).

Die Familie g = {gs}sem dieser Skalarprodukte heifst induzierte Riemannsche Metrik auf
M.

Definition. Sei (U, = (z1,...,x,)) eine Karte auf M um x. Wir betrachten die symme-

trische, positiv—definite (n x n)-Matriz

(150, = (0: () 52 @)) = (G20 52 @)),

Die Funktionen g;; o et U) € R* — R heifien lokale Koeffizienten der Metrik g
beziiglich der Karte (U, ).

Beispiel 1: Die Matrixz der induzierten Riemannschen Metrik in Euklidischen Koordinaten:
Sei M eine offene Teilmenge des R™. Wir betrachten auf M die Karte, die durch die Eukli-

dischen Koordinaten gegeben wird: ¢(x) = (z1,...,x,). Fiir die kanonische Basis gilt dann
2 () = e; € T,M = R". Folglich gilt

gij(x) = (ei,€5) = bij,
das heifit die Matrix der Metrik ist die Einheitsmatrix (g;;(z)) = I,.
Beispiel 2: Die Matriz der induzierten Riemannschen Metrik in Polarkoordinaten:
Wir betrachten Polarkoordinaten auf R2.
Sei @ : R* x (0,2r) — U = R?\ {(2,0) | z € R=°} c R? die Parametrisierung durch
Polarkoordinaten
D(r,u) = (rcosu,rsinu)
Fiir die Karte (U, ®~1) gilt dann in x = ®(r,u)
0 0P 0 oL

= —(r,u) = (cosu,sinu) bzw. —(x) = ——(r,u) = (—rsinu,rcosu).

E(x) or ou
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Somit erhalt man

<%($), %($)> =1, <%(m), %(w)> =0 und <(,%(:v), %(x)> — 2

Die Matrix der induzierten Riemannschen Metrik in Polarkoordinaten hat folglich die Gestalt

(935(2(,0))) = (; 0) .

Beispiel 3: Die Matriz der induzierten Riemannschen Metrik auf der Sphére S? in sphdri-
schen Koordinaten:

Seien @ : (0,27) x (—%,%) — S? die sphérischen Koordinaten
D (u,v) = (cosucos v, sinucos v, sinv).

Dann gilt in # = ®(u, v) fiir die kanonischen Basisvektoren der durch diese Parametrisierung
definierten Karte ®~!
0 0P

%(x) = %(u,v):(—smucosv,cosucosv,O) ,
0 o . . .
%(x) = %(u,v) = (—cosusinv, —sinusinv, cosv) .
Somit erhélt man
d d s 0 0 B 9,0 B
(5o@) 5o (@) = cos?v, (s(@),5-(@)) =0 wnd (2-(2),5-(a)) = L.

Die Matrix der induzierten Metrik auf S hat in sphérischen Koordinaten folglich die Gestalt

COSQ’U
(913(2(,))) = ( : ?) .

10.8 Gradient, Divergenz und Laplace—Operator auf

Untermannigfaltigkeiten

Die induzierte Riemannsche Metrik liefert in jedem Tangentialraum T, M ein nichtausge-
artetes positiv definites Skalarprodukt g,. Mit seiner Hilfe kann man in volliger Analogie
zum R™ den Gradienten von Funktionen, die Divergenz von Vektorfeldern und den Laplace—
Operator auf Funktionen auch fiir Untermannigfaltigkeiten definieren. Diese Begriffe werden
spéter in den Integralsitzen (siehe Abschnitt 10.11.) eine Rolle spielen.

Sei f : M — R eine glatte Funktion auf einer Untermannigfaltigkeit M. Dann ist das
Differential df, : T,M — R eine lineare Abbildung auf dem Euklidischen Vektorraum
(T, M,g,). Wie man aus der Linearen Algebra weif}, entspricht dieser linearen Abbildung

ein eindeutig bestimmter ”dualer” Vektor in T, M. Dies definiert den Gradienten von f:

Definition. Sei M C RV eine Untermannigfaltigkeit mit ihrer induzierten Riemannschen
Metrik und f: M — R eine glatte reellwertige Funktion auf M. Der Gradient von f ist
das Vektorfeld

grad f : M — RY

auf M, das jedem Punkt x € M den zur Linearform df, dualen Vektor grad f(z) € T, M
zuordnet, d.h.:
gx(grad f(z), a) := dfa:(a) VaeT, M.
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Der folgende Satz gibt die lokale Darstellung des Gradienten in der kanonischen Basis einer
Karte an und zeigt insbesondere die Glattheit der Abbildung grad f.

Satz 10.18 Sei f € C®°(M™) und (U, = (x1,...,2,)) eine Karte von M. Es bezeichne
fi=fo o t:p(U) — R die Kartendarstellung von f und (g”(m)) die inverse Matriz zu

(9ij(2)) = (gﬂf(dxl (2), %(m))) Dann gilt iber dem Kartenbereich U

gradf|U*Zg 5' Zg (8% )%a

3,j=1 1,j=1

Beweis: Wir berechnen fiir x € U und jedes o € {1,...,n}

op! - op!
(@) = M2 (o =3 M2 (i)

1 ox;
= 3 R ) (g0 50)

I
@
8

N
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Andererseits ist nach Definition
0 0
oo, 20 = ()
o (8rad f(2), 5= (@) = df, (5 (@)
Die Behauptung folgt dann aus der Nichtausgeartetheit des Skalarprodukts. O

Beispiel 1: Der Gradient einer Funktion in Euklidischen Koordinaten:

Sei U eine offene Teilmenge des R™ und f : U — R eine differenzierbare Abbildung. Wir
bestimmen die Darstellung des Gradienten von f in der durch die Euklidischen Koordinaten
gegebenen Karte ¢(x) = (x1,...,2,). Wie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben, ist
die Martix der induzierten Riemannschen Metrik geziiglich dieser Karte die Einheitsmatrix:
(9i5(2)) = (¢"(x)) = I, und a%i(x) = e; . Fiir den Gradienten gilt also in Euklidischen
Koordinaten ’

grad f (z Z @) @) = (o 5 @),

Beispiel 2: Der Gradient von f: U C R? — R in Polarkoordinaten:

Es sei ®(r,u) := (rcosu,rsinu) die Parametrisierung durch Polarkoordinaten. Im letzten
Abschnitt haben wir die Matrix der induzierten Riemannschen Metrik in der durch die-
se Parametrisierung gegebenen Karte ®~! bestimmt. Sei # = ®(r,u) und bezeichne zur
Abkiirzung f := f o ® die Kartendarstellung von f. Dann gilt

(9ij(x)) = <(1) g) und  (¢%(2)) = (é ?)

und
of 0 of 9
grad £ () = 9L (r,u) - 5-(2) + 5 o () ()



Beispiel 3: Der Gradient einer Funktion f : S? — R in sphdirischen Koordinaten:

Es sei ®(u,v) := (cosucosv,sinucosv,sinv) die lokale Parametrisierung der Sphére durch
sphirische Koordinaten. Sei = ®(u,v) und f = f o & die Kartendarstellung von f in
diesen Koordinaten. Fiir die Matrix der induzierten Riemannschen Metrik in der durch die

spérischen Koordinaten definierten Karte gilt entsprechend dem vorigen Abschnitt

cosZ v . %
(gmx)):( ) ‘f) und <g”<x)>:<cogv‘1)).

Fiir den Gradienten gilt folglich

arad f(r) = —— () Ty 1 Wy (o,

cosZv Ou

Der Gradient ordnet jeder Funktion auf M ein Vektorfeld zu. Als néchstes betrachten wir

den umgekehrten Prozess. Wir ordnen jedem Vektorfeld eine Funktion zu.

Definition. Sei X ein glattes Vektorfeld auf der Untermannigfaltigkeit M™ C RY. Die
Divergenz von X ist die Funktion div(X) € C*°(M), die jedem Punkt x € M die Zahl

n

div (X)(2) = >_(ai(X), a:),

=1

zuordnet, wobei (a1, . .., a,) eine orthonormale Basis im Euklidischen Vektorraum (T, M, g.)
ist und a;(X) € RN die Richtungsableitung der Abbildung X : M — RY in Richtung des

Vektors a; bezeichnet.

Man iiberzeugt sich schnell davon, dass diese Definition unabhingig von der Wahl der

orthonormalen Basis (aq,...,a,) ist. Somit ist div (X) korrekt definiert.

Wir wollen auch die Divergenz durch lokale Koordinaten beschreiben. Um dies zu tun,

beweisen wir zunéchst ein hilfreiches Lemma

Lemma. Sei U : I C R —s GL(n,R) C R™ eine differenzierbare Abbildung mit Werten in

der Gruppe der invertierbaren Matrizen. Dann gilt
d
o In(det U(s)) = Spur(U~'(s) o U'(s)) fiir alle s € I.

Beweis: Aus der Vorlesung Analysis IT* kennen wir das Differential der Determinatenfunk-
tion (siehe Kapitel 6.1). In der Einheitsmatrix F € GL(n,R) gilt

D(det)g(X) = Spur(X) fiir alle Matrizen X € M(n,R). (%)

Aus der Kettenregel folgt dann fiir sg € 1

% (ln(det(U(s)))) loesy F m . % (det [U(s0) 0 U(so) "o U(s)] )|S:S0

= %(det [U(So)il o U(S)} )|s=so
K:R D(det)E [U(So)_l o U/(SO)]

“ Spur [U(so) ™" o U'(s0)] -

~
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Folgerung. Sei (U, o = (x1,...,2,)) eine Karte einer Untermannigfaltigkeit M und be-
zeichne G := (g;5) : U = GL(n,R) die Matriz der induzierten Riemannschen Metrik bzgl.
dieser Karte. Dann gilt

0 B 0
o2, (Indet(@)) = Spur(G °3

X

(@).

Beweis: Wir betrachten die i-te Kordinatenlinie 7; : I — U durch € U mit v;(0) = z
und ~,(0) = %(m) Dann gilt 8%1_(6')(1‘) = L (G(7(s))|s=0 und die Behautpung folgt
durch Anwendung des gerade bewiesenen Lemmas auf die Matrizenkurve s € I — U(s) :=
G(7i(s))- O

Wir beweisen jetzt folgende lokale Formel fiir die Divergenz eines Vektorfeldes, die auch die
Glattheit von div(X) zeigt:

Satz 10.19 Sei X ein glattes Vektorfeld auf einer Untemannigfaltigkeit M. Wir betrachten
in einer Karte (U, = (x1,...,2,)) von M die lokale Darstellung X|y = E 5’— von

’L

X, die Matriz der induzierten Riemannschen Metrik (g;;(z)) = ((azi (), 52 Da; (:E))) und
ihre inverse Matriz (g% (z)) := (gij(x))il. Desweiteren bezeichne 0(x) := det (g;;(z)) die
Determinante von (gi;(x)). Dann gilt iber dem Kartenbereich U

div (Nl = 75 3 5-(6'VB)

Beweis: Sei z € U und (611 (@), a%(ac)) die durch die gegebene Karte induzierte kanoni-
sche Basis in T, M. Wir orthonormieren diese Basis mit dem Erhard-Schmidtschen Orthonor-

mierungsverfahren und erhalten eine ON-Basis (a1 (), . .., an(z)) in (Tp M, g..). Die Vektoren

a;(z), x € U, definieren ein glattes Vektorfeld a;, € X(U). Es gilt a;(x) = > Aki(x)a%k(x)
k=1

fir eine Matrix A(z) = (Axi(z)). Sei weiterhin E die Einheitsmatrix und G(z) := (g;5(x)) .

Die Matrizen G(x) und A(z) hingen folgendermaflen zusammen:

E = (g(as, ay)) ( Z AkzgklAl]) —AtoGo A, also G—1 = Ao At.
k,l=1
Insbesondere gilt
g7 = (Ao A"y (*)

Fiir die Divergenz erhalten wir nach Definition

div (X)|y = Z< = Z Ak1<a X), 6(Zl>Alv

i=1 ik =1 Tk
- kgl(ZAmAh <8 T 8m1>

" )
Z g <8xk axl>'

k=1 k=1

Il
MS
b
o
=
g
P
Q
\m
Q)
ﬁj
~———"
15

Nun setzen wir fiir X die Basisdarstellung X = > §i% ein und benutzen die Rechen-
i=1 ‘
regeln fiir die Richtungsableitung. Auflerdem werden wir in der folgenden Rechnung die

Vertauschbarkeit der Richtungsableitungen von kanonischen Basisfeldern entsprechend der
o 0 0 0 0 0
_—mn ] | — —_ | — = O
L?zk’ &EJ oxp (33:j) Ox; (31’1)
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benutzen. Dait exhalen wi
w0l = 3 (g6 g )+ () )
[fm<fj>g’“gﬂ+fw“<£j(a‘;)fxlﬂ
=)

(©)+36 > (o () o

n
jk 1=1
a j=1 k=1
wobei wir in der vorletzten Zeile im 2. Summanden die Indizes j und k entsprechend dem
oben gesagten vertauscht haben. Den 2. Summanden formen wir weiter um. Dazu zerlegen
wir ihn in zwei gleiche Teile und benennen im 2. Teil die Indizes k und | um. Auflerdem
benutzen wir die Symmetrie der Metrik, die Ableitungsregel fiir das Skalarprodukt von

vektorwertigen Funktionen und die vorhergehende Folgerung aus.

- 0 0 0 - 0 0 0 - g ¢ 0 0
> " (au) ) =§g}%%thm%;;f%mQﬁwm
"0 0 0 = 0 0 (0
:%;W@JMJMW;Efﬁmmﬂm)

= 0 o 0
:;§W%%WM»

= Z gkl 0 gkl fSpur (Gil ) ai(G))

kl 1 Ti
Folg. 1 0
= 587j(1n(detG))

1 0 0 1
= 5@(111(9)) Bx](ln\/é):ﬁaix](\/é)

Mit () folgt schlieBlich

(= 3 [ € ] = o)

Wir betrachten auch wieder unsere 3 Beispiele:

Beispiel 1: Die Divergenz eines Vektorfeldes in Fuklidischen Koordinaten:
Sei U C R™ offen und ¢(x) = (z1,...,2,) die Euklidischen Koordinaten. Dann ist eine

orthonormale Basis im Tangentialraum von x gegeben durch a%i(x) =e;,1=1,...,n. Sei

n .
X ein Vektorfeld auf U mit X = (&,...,&,) = > &-%. Dann gilt
i=1 ¢

v (0)(@) = Y (D) e = Yo ei(6) = Y 5 0)

=1 =1 =1

Beispiel 2: Die Divergenz eines Vektorfeldes auf R? in Polarkoordinaten:
Sei ®(r,u) = (rcosu,rsinu) die Parametisierung durch Polarkoordinaten, z = ®(r,u) und
X(z) =& (r,u) 6T( x) + &a(r,u) au( r). Es gilt §(x) = r2. Folglich ist

div (X)(z) = - ( (gfl) (ryu) + 8(gi2) (r, u)) = %(r, u) + %51(74, u) + %(T, w).
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Beispiel 3: Die Divergenz eines Vektorfeldes X auf der Sphére S? in sphdrischen Koordi-
naten:

Sei ®(u,v) = (cosucosv,sinucosv,sinv) die Parametrisierung durch sphirische Koordi-
naten, = ®(u,v) und X(z) = & (u,v)2(2) + & (u,v)2(z) die lokale Darstellung des
Vektorfeldes X in den sphirischen Koordinaten. Dann gilt 6(z) = cos? v. Folglich ist

div (X)(z) = Colsv (a(cﬁsfl)(u, v) + a(CO;:&)(u,v)>
) i )
= B u,0) ~ I g0, 0) + B (w,0),

Als letztes definieren wir den Laplace-Operators fiir Funktionen auf Untermannigfaltigkei-

ten.
Definition. Sei M C RY eine Untermannigfaltigkeit und f : M — R eine glatte reellwer-
tige Funktion auf M. A sei der folgende Operator auf C*°(M):
A:C®(M) — C*(M)
f— div(grad f).
Der Operator A heif$st Laplace—Operator.
In lokalen Koordinaten 148t sich der Laplace—Operator folgendermafien ausdriicken.

Satz 10.20 Sei M C RY eine Untermannigfaltigkeit, (U, = (21,...,2,)) eine Karte auf
M und f € C°(M). Dann gilt mit den gleichen Bezeichnungen wie in Satz 10.19

1 K 0 ) i
A<f>|U:ﬁi§_jlaxj(x/é-am<f>-g )

5]

Beweis: Gemifl Definition ist A(f) = div (grad f). Aus den Sétzen 10.18 und 10.19 (lokale
Darstellung von div und grad) folgt iiber dem Kartenbereich U

div(i(igijai(f))ax> \fzﬁa:]< 9; s )

A(f)lu

Il
Sl=
M=
2le
7 N\
S
gl
=
Q@
<
~—

Beispiel 1: Der Laplace—Operator in Fuklidischen Koordinaten:
Sei M = R™ und seien ¢(z) = (z1,...,z,) die Euklidischen Koordinaten. Dann gilt

ﬁx

j=1

Af) =

Beispiel 2: Der Laplace—Operator in Polarkoordinaten auf R?:
Seien ®(r,u) = (rcosu,rsinu) die Polarkoordinaten, z = ®(r,u) und f := fo ® die

Kartendarstellung von f. Dann gilt

9 f 10f
Bz () + — = (ru) +

A(f)(@) = -2

o
L0 )
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Beispiel 3: Der Laplace-Operator auf S? in sphdrischen Koordinaten.

Sei ®(u,v) = (cosucosv,sinucosv,sinv) die Parametrisierung durch sphérische Koordi-
naten, © = ®(u,v) und f := f o ® die Kartendarstellung der Funktion f in den sphérischen
Koordinaten. Dann gilt

0% f

0
(u,v) + —(u,v) — tanv a—i(u,v).

ov

1 92f

cos?v Ou

A(f)(z) =

Abschlielend beweisen wir einige Produktregeln fiir den Gradienten, die Divergenz und den
Laplace-Operator.

Satz 10.21 (Produktregeln) Sei M eine Untermannigfaltigkeit, f,h € C°(M) und X
ein glattes Vektorfeld auf M. Dann gilt

1. grad (f - h) = f - grad (h) + h - grad (f),
2. div(f-X)=f- div(X) + X(J),
8 A(f-h) = - A(h) +h- A(S) +2( grad (f), grad () ).

Beweis: 1.) Sei Y ein beliebiges Vektorfeld auf M. Fiir die Richtungsableitung gilt dann
(grad (f-h),Y) = Y(f-h)=h-Y(f)+ [ -Y(h) = (h-grad (f) + [ -grad (h),Y).

Die Behauptung folgt aus der Nichtausgeartetheit der durch (-, -) induzierten Riemannschen
Metrik auf den Tangentialrdumen von M.

2.) Wir wihlen ein lokales orthonormales Basisfeld (ay,...,a;) iiber einem Kartengebiet
n

U C M. Dann 148t sich das Vektorfeld X iiber U in dieser Basis durch X|y := > (X, a;)a;

i=1

ausdriicken. Uber der beliebig gewihlten Karte U gilt dann nach den Produktregeln fiir die
Richtungsableitung

n

<al(f 'X)?a’i> = Z(al(f) X+f : ai(X)’ai>

i=1

‘ (X,ai) ai(f) + f - (ai(X),a:)

1
X(f)+ f-div(X).

div(f-X) =

M+ 14-

-
Il

3.) Es gilt

A(f-h) = div(grad (f - b)) = div (h - grad (f) + f - grad (b))
= grad (f)(h) + h-Af +grad (h)(f) + f - Ah
= 2(grad (h), grad (f)) + h-Af + f - Ah.

[3v]
g
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10.9 Differentialformen auf Untermannigfaltigkeiten

Auf die gleiche Weise wie bei den Vektorfeldern und Orientierungen kann man auch die
alternierenden multilinearen Abbildungen von Vektorrdumen auf Mannigfaltigkeiten iiber-
tragen. Man erhélt die sogenannten Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten, die wir in
diesem Abschnitt definieren und behandeln wollen. Mittels dieser Differentialformen werden
wir in den darauf folgenden Abschnitten MafBe fiir orientierte Mannigfaltigkeiten definieren
und die Eigenschaften der dadurch entstehenden Integrale untersuchen. Differentialformen
spielen eine wichtige Rolle bei der Modellierung mathematischer und physikalischer Proble-
me. Man kann mit ihrer Hilfe z.B. Kriitmmungen in der Geometrie beschreiben oder auch

analytische Eigenschaften von Mannigfaltigkeiten charakterisieren.

10.9.1  Algebraische Vorbereitungen

Bevor wir die Differentialformen definieren, stellen wir einige Begriffe und Fakten aus der
Linearen Algebra zusammen.
Sei V' ein n—dimensionaler reeller Vektorraum. Eine alternierende k—Form auf V ist eine
Abbildung w:V x ... x V — R mit den Eigenschaften
k—mal
1. w ist multilinear, d.h. linear in jeder Komponente, und

2. w ist alternierend, d.h. es gilt

W(Vr(1), - -+ > Vn(ky) = 580(T) - w(v1,. .., vk)

fiir jede Permutation m € Sy und alle Vektoren vy,...,v, € V.
Insbesondere #dndert sich das Vorzeichen, wenn man zwei in w eingesetzte Vektoren

vertauscht.

Mit A¥V* bezeichnet man den Vektorraum der alternierenden k-Formen auf V. Die Zahl
k heiBlt der Grad der alternierenden Form w € A*V* und wird mit deg(w) bezeichnet. Fiir
die 1-Formen gilt A'V* = V*.
Durch die folgende Operation kann man zwei alternierenden Multilinearformen eine neue
solche Form zuordnen:

ARV* 5 AlV* s AR

(w,0) — wAo

wobei

1

m Z sgn(ﬂ) . w(vﬂ(l), . ,’Uﬂ.(k)) . O—(v‘n'(k-‘,-l)a . 7U7r(k+l))

TESK41

(WA T) (V1,025 ., V1) =

= Z sgn(7) - W(Vr(1)s -+ > Vn(k)) " O(Vn(kg1)s -+ V(1))
TESkE 4y,

m(1)<...<nw(k),
w(k+1)<...<m(k+1)

(Sk41 bezeichnet hier die Gruppe der Permutationen der Zahlen 1,... &k +1.)

w A o heilt das alternierende Produkt oder das wedge-Produkt von w und o. Es gilt
a) A ist bilinear,
b) A ist assoziativ,
c) wAo = (—1)desw)deg(@) 5 Ay,

Insbesondere gilt fiir 1-Formen o1,09,0 € A'V*: 01 Aoy = —03 Aoy und 0 Ao = 0.
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Sei (ay,...,a,) eine Basis in V und bezeichne (c!,...,0") die dazu duale Basis in V*, d.h.
es gelte o(a;) = &;;. Fiir i1, ... i € {1,...,n}ist o A...Ac% eine alternierende k-Form,
die verschwindet, wenn zwei der Indizes gleich sind. Sind alle Indizes i1, ..., %; voneinander
verschieden, so gilt

sgn(m) wenn 7= (]’1;’;) Permutation

ot AL AT (a, ey @iy =
( I 7 ) {O sonst.

Fiir zwei k-Formen w, o € A*V* erhilt man aus den Eigenschaften multilinear und alternie-
rend:
w=0 <= Wy, -,0;) =0(ai,...,a;) YV1<ip <...<ip<n.

Insbesondere kann man jede k-Form w € A¥V* in der Form

w= Z W(@iyy - eyai) 0 AL AT (%)
I=(1<i1<...<ip<n)

darstellen. Die k-Formen
{o" A AN |1 <ip <ip<...<ip<n}

bilden somit eine Basis im Vektorraum der k-Formen A*V*. Insbesondere ist die Dimension
des Raumes der k-Formen eines n-dimensionalen Vektorraumes durch dim A*V* = (}) zu

berechnen. Die Zahlen w(a;,,...,a;) = w € R in der Basisdarstellung (%) heifilen

iy i
Komponenten von w beziiglich der Basis (o!,...,0").
Wir werden im folgenden oft die folgende Abkiirzung benutzen:

Ist I =(1<i <...<ir <n) ein geordneter Multiindex. Dann bezeichne
wr == w(a,...,a;) und ol = " A NG,

Wir schreiben also die Basisdarstellung von w in der Kurzform
w= Z wrol.
I

Abschlieflend erinnern wir noch an die folgende Rechenregel fiir n-Formen eines n-
dimensionalen Vektorraumes:

Sei w € A"V* eine n-Form auf einem n-dimensionalen Vektorraum V', seien (ay,...,an)
und (by,...,b,) Basen in V und bezeichne B = (B;;) die Ubergangsmatrix zwischen diesen
Basen, d.h. a; = )" B;;b; . Dann gilt

w(ay,...,a,) =det(B) - w(by,...,by).

10.9.2 Differentialformen und der Lokalisierungssatz

Wir wollen nun diese alternierenden Multilinearformen von Vektorrdumen auf Unterman-
nigfaltigkeiten M iibertragen. Dazu liegt es nahe, wie bei den Vektorfeldern und den
Orientierungen, Familien von alternierenden Multilinearformen in den Tangentialriumen
T, M von M zu betrachten, die in einem noch zu prézisierenden Sinne glatt vom Fuflpunkt
x abhéngen.
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Definition. Eine Familie {wy}zcn von alternierenden k—Formen w, € A*T M heifst glatt,
falls die Funktion
x €M — w,(X1(x),...,Xi(z)) €R

glatt ist fir alle glatten Vektorfelder Xy, ... X € X(M).

Wir werden diese glatten Familien von alternierenden k-Formen jetzt auf eine andere Weise
beschreiben und mit dem Lokalisierungssatz dann feststellen, dass es sich um die gleichen
Objekte handelt.

Definition. Fine Differentialform vom Grad k (kurz k—Form) auf einer Untermannigfaltig-
keit M st eine Abbildung

w:X(M)x...xX(M)— C*(M),

k—mal

mit den Eigenschaften:
1. w st additiv in jeder Komponente,

2. w(X17'-~7Xi—17in7Xi+17"'7Xk7) :f'w(X17"'7X/€)7
wobei f € C®(M), X1,..., X € X(M) und i€ {1,...,k},

3. w(XTr(l)a s 7X7r(k)) = sgn(7r) : w(Xla s an)
fir alle Xq,..., X, € X(M) und alle Permutationen m € Sk.

w st also alternierend und C° (M )-multilinear.
Den Raum aller k-Formen von M bezeichnen wir mit Q*(M). AuBerdem setzen wir

QO(M) := C>(M). QF(M) ist ein Modul iiber dem Ring der glatten Funktionen C>(M).

Wir sehen uns die Beziehung zwischen den in den obigen Definitionen beschriebenen Objek-
ten zunédchst am Beispiel von 1-Formen an.

Beispiel: Sei f : M — R eine glatte Funktion auf M. Wir betrachten die folgende 1-Form
df € QY(M), die durch die Richtungsableitung von f nach Vektorfeldern definiert wird:
df : X(M) — C*™(M)
X — df(X) = X(f).
Die 1-Form df € QY(M) heiBt das Differential von f.
Fiir jeden Punkt « € M haben wir andererseits das Differential von f im Punkt z, d.h. die

lineare Abbildung df, : T,M — R, also ein Element df, € A'T*M . Die 1-Form df und

die glatte Familie der 1-Formen {df ,},ecas entsprechen sich wegen folgender Beziehung

(df (X))(x) :== X(f)(z) = df .(X(x)).
Dieser Zusammenhang gilt allgemein, wie aus dem folgenden Satz folgen wird.
Satz 10.22 (Lokalisierungssatz fiir Differentialformen) Seiw € QF(M) eine k—Form
auf M und Xi,..., X € X(M). Dann ist der Wert w(Xy,...Xg)(z) in einem beliebigen
Punkt x € M durch die Vektoren Xi(x),... Xp(z) in T, M eindeutig bestimmd.
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Beweis: Sei x € M ein beliebiger fixierter Punkt und (U, ¢ = (x1,...,2,)) eine Karte um
2 mit der kanonischen Basis (a%l, .., 52-). Wir wihlen eine Funktion f € C°°(M) mit

9 E g N
f(z) =1 und dem Triger in U. Seien nun Xi,..., X, und Xi,..., Xy zwei k-Tupel von
Vektorfeldern auf M mit X;(z) = X;(z) fiir jedes i = 1,..., k. Wir wollen zeigen, daf dann

w(Xqy,..., Xp)(z) = w(X1,..., Xk)(x)

gilt. Wir betrachten dazu die folgenden, auf ganz M definierten Vektorfelder Y7,...,Y,:

f-2  aufU

Y; = ox;
0 auf M\ U

Da der Triiger der Funktion f in U liegt, sind die Vektorfelder Y; korrekt definiert und glatt.
Die Vektorfelder fX; bzw. f X ;j lassen sich dann in der folgenden Form darstellen

fX;=> &Y und  fX; =) &Y,
=1 1=1

wobei £;; bzw. éji glatte Funktionen auf M sind. Nach Voraussetzung ist £;;(z) = éﬂ(x) fiir
t=1,...,nund j=1,... k. Nun folgt
WXty Xp) (@) = @) w(Xa, . X (@) = ((Ffw) (X, Xe) (2)
=w(fXq1,..., fXk)(2)

= Z glll(x)gklk(x)w(YU??)/lk)(x)

i1yeip=1

= Y En@ @) (Vs Y)(@)
i1yenip=1

=w(fX1, .. fX)(@) =... =w(X1,..., Xp)(2).

O

Mit Hilfe von Satz 10.22 erhalten wir eine Beziehung zwischen den Differentialformen QF (M)

und den glatten Familien {w, }.cps von alterniernden k—Formen w, € AkT; M.

Satz 10.23 Es besteht eine bijektive Beziehung zwischen den Differentialformen QF(M) und
den glatten Familien {w,}zenr von alternierenden k—Formen w, € AkT;M. Diese bijektive

Zuordnung ist folgendermaflen gegeben:

1. Ist w € QF(M) eine k-Form auf M, so definieren wir eine glatte Familie {wy}zen
von k-Formen w, € AFT*M durch

Wy (v1, ..y 0k) = w(Xy, .., Xg)(z), wobei X; € X(M) mit X;(z) =v; € T, M.

(Der vorstehende Satz besagt, daff wy(vy,...vx) korrekt definiert ist, weil unabhdingig
von Wahl der Fortsetzung der Vektoren v; durch die Vektorfelder X;).

2. Sei andererseits {wy}zem eine glatte Familie von k—Formen w, € AkT;M. Dann
definieren wir eine k-Form w € QF(M) durch

WXy, Xp) (@) = we (X1 (), ..., Xi(2)) X1,..., Xk € X(M).

Definition. Sei U C M eine offene Teilmenge, w € QF(M) eine k-Form und w={w,}renm
die w entsprechende glatte Familie. Unter der Einschrinkung w|y € QF(U) von w auf U
versteht man die k—Form, die der glatten Familie {w, }ycu entspricht.
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10.9.3 Rechenoperationen fiir Differentialformen

(1) Zuriickziehen von Differentialformen.

Sei F': M — N eine glatte-Abbildung zwischen Untermannigfaltigkeiten. Man kann jede
Differentialform auf der Bildmannigfaltigkeit N mittels F' auf M ”zuriickziehen”.
F induziert eine Abbildung

F*: QF(N) — QF (M),
wr— F*w

die folgendermaflen definiert ist: Sei w eine k-Form auf der Bildmannigfaltigkeit N. Wir
definieren die mittels F' induzierte k—Form F*w € QF(M) durch die folgende glatte Familie

von k-Formen {(F*w); tzem
(F*w)e (v, ..., 0k) = Wp() (dF(v1), ..., dFy(vr)) Vi,...,0 € TpM .
Fiir Vektorfelder X1, ..., X} auf M gilt also
(Fru)(X1,. .., Xp)(2) := wp) (dF (X1 (), . .., dFp (Xi(2))).

Wir bemerken hier, dass fiir ein Vektorfeld X € X(M) und eine surjektive glatte Abbildung
F : M — N durch die Familie von Vektoren {dF,(X(z))}zem im allgemeinen kein
Vektorfeld auf N definiert wird.

(2) Das alternierende Produkt.

Wie im Falle der Vektorraume kann man auch fiir Differentialformen eine Zuordnung definie-
ren, die zwei Differentialformen w und o wieder eine Differentialform w A o, ihr sogenanntes

alternierendes Produkt oder wedge-Produkt zuordnet:
A QF (M) x QU M) — QFY(M)
(w,0) —wAC

Seien w € QF(M) und o € Q(M) mit k,1 > 0. Dann ist w Ao € Q¥ (M) wie folgt definiert

(WAO) X1, X)) = Y sgn(m) WXy X)) - 0(Xn(ea)s - X))
TESK s

m(1)<...<m(k),
w(k+1)<...<m(k+1)

Fiir f € QM) =C>(M) und w € QF(M) setzen wir
fARw=wAf=f w.

Analog wie fiir das alternierende Produkt von Multilinearformen in Vektorrdumen erhélt
man die folgenden Eigenschaften des alternierenden Produktes fiir Differentialformen, die

wir dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen.

Satz 10.24 Das alternierende Produkt A\ von Differentialformen hat folgende Eigenschaften:
1. Sind w € QF(M) und o € QY (M), so ist w Ao € QF(M).
2. A ist in jeder Komponente C°°(M)-linear, d.h.

(fw)ho=wA(fo)=flwAo) fir feC>®(M).

40



3. N st assoziativ.
4. Sind w € QF(M) und o € Q' (M), so gilt wAo=(-1)F(cAw).

5. Sei F': M — N eine glatte Abbildung und w € QF(N) und o € QY(N) zwei Differen-
tialformen auf der Bildmannigfaltigkeit N. Dann gilt

F*(wAo)=(F‘w) A (F*o).

(3) Das innere Produkt.

Sei X ein Vektorfeld auf M. Die Abbildung

ix : QF (M) — QF (M)

w o ixw

definiert durch
(in)(Xl, N an—l) = w(X, Xl, N ,Xk-_l)

heiflt inneres Produkt von w mit dem Vektorfeld X. Der folgende Satz beschreibt einige
Eigenschaften des inneren Produktes. Der Beweis wird durch formales Anwenden der Defi-
nitionen gefithrt (Ubungsaufgabe).

Satz 10.25 (Eigenschaften des Inneren Produktes)
1 ipxw=1tix(fw)=f ixw, wobei fe C®(M).

2. ix(wAo) = (ixw) Ao+ (—1)99%w A (ixo).

3. Sei F: M — N eine glatte Abbildung, X € X(M) undY € X(N) zwei Vektorfelder,
die durch F verkniipft sind, d.h. fir die Y (F(x)) = dFy(X(x)) fir alle x € M gilt.
Ist we QF(N), so gilt

F*(iyw) = ix(F*w).

(4) Die lokale Darstellung einer Differentialform.

Sei (U, = (x1,...,2,)) eine Karte um x € M, (3%1(35), ce %(x}) die von dieser Karte
definierte kanonische Basis in T, M und ((dz1)s, ..., (dzy,),) die zugehdrige duale Basis
in T; M. Dann sind 8%“ Vektorfelder auf dem Kartenbereich U, die Differentiale dz; der
Koordinatenfunktionen sind 1-Formen auf U.

Nach Definition gilt fiir das alternierende Produkt da;, A ... A dwz;, € QF(U)

(o, A ) (o) = sen(igy) falls (3) € S
a N AR\ G B 0 falls (1) ¢ S

Wie die Basisdarstellung einer k-Form iiber einem Vektorraum erhélt man die folgende
Darstellung einer Differentialform w € QF(M) iiber dem Kartenbereich U:

w|U = Z wlllk 'dI’il /\/\dl’zk = Zwld$17 (*)
1

I=(1<i1<...<ig<n)
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wobei die Funktionen wy := w;, .4, € C*(U) durch

Wiy (T) = wh(ﬁil’ o ax‘l)(x) = wm(ail (@), 6;1(95))

gegeben sind.

Wir nennen (*) die lokale Darstellung von w beziiglich der Karte (U, = (21,...,Zp)).
Die Abbildungen
Wi © (p71) 1 p(U) — R

heifien lokale Koeffizienten der Form w beziiglich (U, ).

Die bisherigen Rechenregeln waren algebraische Rechenregeln, d.h. Regeln, die punktweise
gelten. Die folgende Operation beschreibt Ableitungsregeln fiir Differentialformen.

(5) Das Differential einer k—Form.

In Abschnitt 10.9.2 haben wir bereits das Differential einer glatten Funktion definiert. Dies
war die folgende Abbildung, die jeder Nullform (=Funktion) eine 1-Form zuordnet

d: C®(M) — QY M)
f — df wobei df (X)) := X(f).

Die lokale Darstellung von df beziiglich einer Karte (U, = (z1,...,x,)) ist gegeben durch

df = Zldf<ai) ot = ;;xi(f)dxi.

Wir definieren jetzt das Differential auf den k-Formen fiir k& > 1, das jeder k-Form eine
(k 4+ 1)-Form zuordnet. Die Abbildung

d: QM) — QL (M),

w  — dw

sei definiert durch

k
dw(Xo,..., Xp) =Y (-1 X;(w(Xo,.... Xj, ..., X))
j=0

+ > () Pu([Xe, Xg], X0, Koy, X, XR).
0<a<p<k

(Dabei bedeutet der ”Hut” auf einem Eintrag X;, d.h. )A(i, dass das entsprechende Vektorfeld
weggelassen wird.)
d heifit Differential auf dem Raum der k—Formen, dw heif3t Differential von w.

Als Spezialfille erhilt man beispielsweise fiir das Differential von 1- bzw. 2-Formen

1. Sei w € QY(M) eine 1-Form. Dann gilt
dw(X,Y) = X(w(Y)) = Y (w(X)) — (X, Y]).
2. Sei w € Q?(M) eine 2-Form. Dann gilt

dw(X,Y,Z) = X(w(Y,Z)) - Y(w(X, Z)) + Z(w(X,Y)
—W([X, Y]a Z) +W([Xa Z]7Y) - w([Yv Z]vX)
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Satz 10.26 (Eigenschaften des Differentials)
1. Die Abbildung d : Q*(M) — QK1 (M) ist korrekt definiert und R-linear.

2. Sei w € QF(M) und (U, = (x1,...,7,)) eine Karte auf M beziiglich derer w die
lokale Darstellung w|y = > wrdx! habe. Dann gilt fiir die lokale Darstellung von dw
T

dw|y = Zdwl Adat.
I

3. dwAo)=dwAo+(—1)29y A do.
4. ddw =0 fiir alle w € QF(M) und k > 0.
5. Ist F: M — N eine glatte Abbildung und w € Q¥(N), dann gilt
d(F*w) = F*dw.
Beweis: Zu 1.) Nach Definition ist d offensichtlich linear. Dass dw alternierend ist, folgt aus
der Schiefsymmetrie des Kommutators [-, -] und da w alternierend ist. Die C'°°—Linearitét
von dw folgt aus den Rechenregeln fiir den Kommutator aus Satz 10.15. Man benutzt dazu

z.B. die Regel [fX,Y] = f[X,Y] — Y(f)X. Also ist dw € Q*+1(M).
Zu 2.) Die k-Form w habe die lokale Darstellung

wly = ijdarl.
7

Nach 1.) ist dw eine (k + 1)-Form, besitzt also eine lokale Darstellung der Form

dwly = Z (dw)(aj ,...,%) dz”
(J=1<jo<...<jr<n) Jo Jk
ef. k o 0 o 5 o

wobei [%, %] =0 benutzt wurde. Es folgt durch Vertauschen der Differentiale
i J

dwly = Z {i (82{1 (wI))] ~dxj, Nda! = Z [Z %(w;) ~dxj} A dax!

J=(I7ja) a=0

:Zdwl/\d:EI.
I

Zu 3.) Wir diirfen oBdA w = fdz! und o = gdx’ annehmen, da d linear und eine lokale

Operation ist. Dann folgt durch die bereits bekannten Rechenregln fiir Differentialformen

dwAo) = d(fdz’ Agdx?) =d(fgda’ A dz?) z d(fg) A dx' A dx?
£R (g df + f dg) Adx! A dx’ 1024 df Nda! A gdx? + dg A fdat A da?
= df Adz" Ao+ dg Aw Ada? Z (dw) Ao+ (—1)%9w A do.
Zu 4.) Wir beweisen die Behauptung zunichst fiir k¥ = 0. Sei dazu f € C°°(M). Dann gilt
nach Definition des Differentials und unter Benutzung der Eigenschaften des Kommutators
aus Satz 10.15

d(df)(X,Y) " X (df (V) =Y (df (X))~ df (X, Y]) = X (Y (£)) =Y (X(£) - [X, Y](f) = 0.
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Sei nun k > 1 und w € Q¥(M) eine k-Form mit der lokaler Darstellung w = > w;da!
T

Dann gilt
w) Z 3 d(dw! AdaT) =3 [d(dw!) Adat — dwy A d(da)].
I
Da w! € C®°(M) und dz! = dz;, A...Adx;, ist, folgt d(dw) = 0 aus dem Fall £ = 0 und
unter Anwendung von 3.).
Zu 5.) Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber den Grad von w. Sei k = 0 und
f € C®(N)=Q°N). Dann gilt (F*f)(z) = f(F(z)). Also folgt

d(F" [)a(v) = d(f o F)z(v)

d.h. d(F*f) = F*df.

Wir setzen nun voraus, dass die Behauptung bereits fiir k-Formen bewiesen ist und schlieen
auf (k+ 1)-Formen. Sei also w eine (k+ 1)-Form. Wie oben diirfen wir o0BdA annehmen, daf§
w = fdx’ gilt, wobei J ein geordneter Multiindex J = (1 < jo < ... < jp < n) ist. In der
folgenden Rechnung bezeichnet I den Multiindex I = (jo < ... < jx—1). Dann erhalten wir

B df) by (dFL) (v)) = (F*df)a(v),

aus den schon bekannten Rechenregeln und der Induktionsvoraussetzung
d(F*w) = d(F* fdz?)) = d(F*[(fdzjy A ... Ndzj,_ ) Adxj,])

(fdz)
(F*(fdxl)/\F dzj,)
( *(fda)) A F*daj, + (=1)PF*(fdz") A d(F*daj,)
(fdz™)
(fdz7)

~
||< [1& H

F*(d(fdax")) A F*daj, + (—1)*F*(fdx") A (ddF*x;,)

=S
NK“

F*(d(fdx") A da;,) 2 F*(d(fda' Adaj,)) = F*dw.

Die Beziehung zwischen Differential und innerem Produkt fehlt in der Liste von Satzes 10.26.
Sie fiihrt auf den Begriff der Lie-Ableitung einer Differentialform.
Sei X ein Vektorfeld auf M. Die Abbildung

Lx : Q¥ (M) — QFM)

w +— Lxw

definiert durch
Lxw :=dixw+ixdw

heilt Lie-Ableitung von w nach dem Vektorfeld X.

10.9.4 Geschlossene und exakte Differentialformen

Definition. Eine k-Form w € QF(M) heifit geschlossen, wenn dw = 0. Eine k-Form
w € QF (M) heifit evakt, wenn eine (k — 1)-Form n € Q¥=Y(M) ewistiert, so dafi dn = w .

Da dod =0, ist jede exakte Differentialform geschlossen.
Beispiel 1: Wir betrachten die folgende 1-Form w auf M = R? in Euklidischen Koordinaten
(2,9):

w=ydx + zdy.

44



a) w ist geschlossen, da
dw=dyNdx+dx Ndy = —dx Ndy + dx ANdy = 0.
b) w ist exakt, da fiir die Funktion ¢ € C°°(R?) mit ¢(z,y) =z -y gilt

8¢d +—¢dy—ydx+a?dy—w

de = or Ay

Beispiel 2: Wir betrachten eine offene Menge U C R? mit Euklidischen Koordinaten (x, )
und eine 1-Form w € Q(U)

w= Pdz+ Qdy, wobei P, Q € C(U).
Mit den Regeln dz Adx =0, dy Ady =0, dx A dy = —dy A dz erhalten wir

dw=dP Ndzx+ dQ N dy
P P
(8—d +8—d)/\dx+(8£dx+%dy)/\dy

ox 0 ox 0
oQ op
= (%2 dy Gy ) oAy
Es gilt also
0Q _ opP
dw —
w=0 or ay
Andererseits ist w exakt, d.h. es gibt eine glatte Funktion ¢ € C°°(U) mit d¢ = w, genau
dann wenn
w=Pdr+Qdy=dp= gbd +8—¢dy
Y
also 96 06

Beispiel 3: Auf R? ist jede geschlossene 1-Form w € Q! (R?) auch exakt:
9¢

Um eine Funktion ¢ € C°°(R?) mit d¢ = w zu finden, integrieren wir die Funktion 5

der z-Variablen bzw. g—ﬁ nach der y-Variablen und benutzen das Kriterium (x):

nach

¢(x,y)=/gff(t,y) dt + ¢(0,y) = /P(t, y)dt + ¢(0,y)

y Y
/ai’osds+¢(oo /Q05d5+¢(00)
0 0

Wir setzen deshalb

o) = [Py + [ Q.5 ds
0

o\
<

¢ ist glatt und erfiillt tatséichlich die Bedingung (x): P = g—i gilt nach dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung. Fiir Q) = g—fj benutzt man zusétzlich, dass w geschlossen

ist:
9 oP domo [ OQ
8y(ﬂc,y)O/ay(ty)dt+Q( y) = D (t,y)dt + Q(0,y)
= Q(may) - Q(Ovy) + Q(O’y) - Q(a:,y)
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Ist die gschlossene 1-Form w nicht auf ganz R? definiert, so ist sie im allgemeinen nicht
exakt! Diese Eigenschaft hingt von der Art des Gebietes U C R? ab, auf dem w definiert
ist.

Beispiel 4: Die Windungsform.
Wir betrachten die 1-Form w € Q(R?\ {(0,0)}):

W= iyz dr + 2 _T_ " dy (Windungsform).

w ist geschlossen, was man leicht wie im Beispiel 2 ausrechnet. w ist aber nicht exakt. Um
dies einzusehen betrachten wir die Kurve v : [0,27] — R?\ {(0,0)}

Y (t) := (7 cos(kt), r sin(kt))

die k-mal um die Kreislinie vom Radius r herumléuft, wobei k& € Z. Wir betrachten das

Kurvenintegral von w tiber :

27
/w = 0/C«fw(t)(v’(t))dt

Da +/(t) = (—rksin(kt), rk cos(kt)) und % = ey, a% = ey, erhiilt man

Wy (V' (1)) = —%(—rk sin(kt)) + %gmrk cos(kt) = k.
Es folgt
27
/w:/k‘dt:%rk.
¥ 0

Das Kurvenintegral von w iiber « zdhlt also, wie oft v um die Kreislinie herumlauft. Ange-
nommen w wire exakt, d.h. es existiert eine Funktion ¢ € C°(R? \ {(0,0)}) mit d¢ = w.
Dann wére

wa() (7 (1) = doba () (7' (1)) = (6 07)' (t)

und fiir das Kurvenintegral wiirde folgen

27
[w= [@oarwa=stm) - s60) <o,
o’ 0
Dies ist ein Widerspruch fiir k£ € Z und k # 0.

Wir zeigen nun, dass fiir sternférmige offene Mengen U C R™ jede geschlossene k-Form
w € QF(U) auch exakt ist. Zur Erinnerung: Eine Menge U C R” heiBt sternformig bzgl.
xo € U, falls fiir alle z € U die Strecke Tpx vollstéindig in U liegt.

Lemma von Poincare:
Auf einer offenen und sternformigen Menge U C R™ ist jede geschlossene k-Form (k > 1)
exakt.

Beweis: Wir geben hier einen direkten Beweis an, der auch das Rechnen mit Differential-
formen demonstrieren soll. Wir fithren den Beweis in 2. Schritten. Im ersten Schritt werden
wir zeigen, dass es ausreicht, die Behauptung fiir offene und bzgl. dem Nullvektor o € R™

46



sternormige Mengen zu zeigen. Im zweiten Schritt zeigen wir das Lemma von Poincare dann

fiir geschlossene k—Formen auf offenen und bzgl. o sternférmigen Mengen.

1. Schritt: Angenommen die Behauptung des Lemmas von Poincare gilt fiir jede offene,
bzgl. o sternférmige Menge im R™. Sei U C R" eine beliebige offen und sternférmig Menge.
U sei sternférmig beziiglich zy € U. Wir betrachten dann die offene und bzgl. o sternférmige
Menge

U:=U-2o={zx—20|zeU} CR™

Sei nun w € QF(U) geschlossen, d.h. es gelte dw = 0. Wir betrachten den Diffeomorphismus

gb:U — U
T——T + X

und ziehen w mittels ¢ zuriick. Dann gilt ¢*w € QF(U) und d(¢*w) = ¢*dw = 0. Entspre-
chend unserer Annahme existiert dann eine (k — 1)—Form 7 € Q¥ 1(U) mit

Fiir die Umkehrabbildung ¢~! und die dadurch induzierte Form 7 := (¢~ 1)*7 € Q*~1(U)
gilt dann:

dn=d((¢™1)7) = (¢~ ) dij = (¢~ )" (¢*w) = (™) 0 p*'w = w.

Also ist w exakt auf U. Daher geniigt es, die Behauptung des Lemmas von Poincare fiir
offene Mengen des R™ zu zeigen, die den Nullvektor o enthalten und sternférmig bzgl. o

sind.

2. Schritt: Sei nun U C R"™ eine offene Menge, die den Nullvektor o enthélt und sternformig
beziiglich o ist. Zum Beweis der Behauptung im Lemma von Poincare definieren wir fiir jede

Stufe & > 1 einen linearen Operator

Sy QFU) — QL)
und zeigen, dass fiir jede k-Form w die Formel

w = Skt1(dw) + dSk(w)

gilt. Ist w insbesondere geschlossen, d.h. dw = 0, so folgt fiir die (k — 1)-Form 7 := Si(w),
dass dn = w gilt, und somit das Lemma von Poincare.

Sei w eine k-Form auf U. Wir stellen w in den Euklidischen Koordinaten (z1,...,z,) dar
w= Z wrdxy A...Ndz;,,
I:=(1<i1<...<ip<n)
wobei p p
wr=wy | =—,..., e C>®(U).
| ((%c“ 695%)

Wir definieren die (k —1)—Form Si(w) € QF~1(U) mittels der Koeffizienten w; von w durch

1

k
Sp(w)g = Z Z:(—l)o‘_1 /tk_lwI(tx)dt zi -z A ANdxg, AL Adg,
I

a=1 0

=:0(x)eC'>
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Da U sternférmig beziiglich o ist, ist wy(tz) fiir alle ¢ € [0, 1] definiert und damit auch die
Form Si(w) korrekt gegeben. Offensichlich ist die Zuorndung w +— Si(w) linear.

Fiir das Differential von Si(w) erhalten wir

k n
00 —
dSk(w)z =Y Y (=1)*7"- 27(x)dxj Adxzi, A .. ANdxi, A ... A dxg,

I a=1 j=1 "7

=do
:ZZ(—I)Q_l-Za— /tk_lwl(tx)dtxia dmj/\dxil/\.../\@/\.../\dxik
7
I a=1 =1 "7 \y

k n 1
.0 —
= ZZ(—l)a_l . Z (/tki:[(ta:)dt @y, dry Ndxg, AN dx, AN da,
1 j o

a=1 j=1
k k L -
+ZZ(—1)°‘_1 : Z o (tr)dt | - dzg, Adzi, A A dzg, A A da,
I a=1 8=1 \3}
k n I Ow -
= ZZ(—l)'kl /tk—l(ta:)dt Ty, - dxy Ndxgy A Ndz, AL N dx,
I a=1 =1 \} Zj

1
Jrz /k~tk71w1(tx)dt cdxi, NN dz, .
I \o

Fiir das Differentail von w gilt

dw:Zdwj/\dxil/\.../\dxik
I

_ZZ aWI d.rj /\dl‘il VAN /\d$lk

Ijl

dUJI

Wir ordnen nun der (k + 1)-Form dw durch die gleiche Prozedur wie oben die k-Form
Sk+1(dw) auf U zu und erhalten:

Sr1(dw) zzz</ tka“” )dt> zjdeg, A Adzg, —

I j=1
n a o
- E g g (—1)*t (/ th awl (tx) dt) @, dey Ndxg, Ao Ndxg, NN dxg,
x
I a=1j=1 J

Durch Addition der Formeln fiir d Sy (w) und Si41(dw) folgt bei Benutzung der Kettenregel:

dSk(w) + Sk41(dw) = /k; th=Yoy(tx)dt | - dai, A ... Adag,

n

1
ow
+Z Z </0 o 2L ta:) dt> xjdxi A ANdg,

I j=1

! d
_Z (/0 dt wl(tx)) dt) dmil N... /\dxik

:Zwl(m dxi, A...Ndxy,

=w. O
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Im allgemeinen sind die exakten Differentialformen ein echter Unterraum der geschlossenen

Differentialformen:
Im dy_y = d (Q’H(M)) C Kerdy = {we QM) | dw=0}.

Der Faktorraum
HEY (M) := Ker dy,/Tm dj,_;

heif}t k.- deRham-Kohomologiegruppe von M. Fiir offene und sternférmige Mengen U C R™

gilt nach dem Lemma von Poincare
HY(U)=0 fiir alle k& > 1.

Die DeRham-Kohomologie und ihre Anwendungen in der Analysis und Geometrie werden
im Hauptstudium in Vorlesungen iiber Algebraische Geometrie, Differentialgeometrie bzw.
Globale Analysis behandelt. Sie enthalten wesentliche Informationen iiber analytische Ei-
genschaften der Mannigfaltigkeit M. Man kann z.B. die DeRham-Kohomologie der Sphére
und der Kugel benutzen, um den Brouwerschen Fixpunktsatz zu beweisen. Wir erwdhnen
hier ausblickend zwei weitere Anwendungen:

Man kann zeigen, dass die Vektorriume HYy(M) fiir kompakte Mannigfaltigkeiten M
endlich-dimensional sind. Deshalb kann man kompakten, n-dimensionalen Mannigfaltigkei-

ten die folgende Zahl, die sogenannte Fulersche Charakteristik, zuordnen:

(M) = 37 (=1)F dim By (M),
k=0

Es gilt z.B.

1. Zwei kompakte, orientierbare, zusammenhingende 2-dimensionale Mannigfaltigkeiten

sind genau dann diffeomeomorph, wenn ihre Eulersche Charakteristik {ibereinstimmt.

2. Auf einer kompakten Mannigfaltigkeit M"™ existiert genau dann ein globales Vektorfeld
ohne Nullstellen, wenn die Eulersche Charakteristik verschwindet: x(M) = 0.

10.9.5 Die Volumenform einer orientierten Untermannigfaltigkeit

Wie wir in Abschnitt 10.6 gesehen hatten, unterscheidet man orientierbare und nicht-orien-
tierbare Mannigfaltigkeiten.

Wir betrachten in diesem Abschnitt eine orientierte n-dimensionale Untermannigfaltigkeit
(M™,0p) im RY mit der induzierten Riemannschen Metrik g und definieren darauf eine
spezielle, die Geometrie 'messende’ n-Form. Fiir jedes @ € M ist (T, M,Or,rr,9.) ein

n-dimensionaler orientierter Euklidischer Vektorraum.
Definition. Die alternierende n-Form

dM, = y/det (g (vi,v;)) - o' AL AG™ € A (TiM),

wobei (v1,...,v,) eine positiv orientierte Basis in TyM und (o,...,0") die dazu duale
Basis in T M ist, heifst Volumenform von (T.M,Or, a1, gz)-

Bemerkungen:
(1) Die n-Form dM,, ist korrekt definiert, d.h. sie ist unabhingig von der Wahl der orien-
tierten Basis (v1,...,v,) in T, M.
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Um dies einzusehen, betrachten wir eine weitere positiv orientierte Basis (wq,...,w,) in
T, M mit der dualen Basis (n,...,n™). Dann gilt fiir den Basisiibergang

n

vi =Y Apwp und ol = (AT,
k=1 =1

wobei die Ubergangsmatrix A = (Ay;) eine positive Determinate hat. Wir erhalten

det (g4 (vi,v;)) =det ( ZAkiAlj o (W, wy)) = det (A" o (g (wk, w;)) o A)
.l

=det(A)? - det (g, (wy, w)), (%)
o' A Ao =det (A7) nt A AR = (det(A) Tt AL A",

und somit

Vet (go(vi,v)) o' AL NG = \/det (gu(wi,wi)) -t A AD™
(2) Fiir jede positiv orientierte Basis (vy,...,v,) in T, M gilt:

dMy(ve, ... vn) = y/det (g2 (vi,v5) ).

Dies folgt aus der Formel fiir das alternierende Produkt. Fiir die zu (vy,...,v,) duale Basis
(ol 0™) gilt
(' A AT (1, 00) = Z sgn(m) - oM (vr(1y) oo 0" (Vn(n))
TESy

=ol(v1)-...-0™(v,) = 1.

Damit folgt (2) aus der Definition von dM,.

(3) Geometrische Interpretation der Volumenform:

Fiir n = 1 beschreibt dM, (v) die Linge des Vektors v:

My (v) = /det(gz(v,0)) = V/gu(v,0) = V{0, v)ry = 0]l

Fiir n > 2 beschreibt dM,(v1,...,v,) das Volumen des von den Vektoren vy, ..., v, aufge-

spannten Parallelotops

PLM iy, . v,) = { Z Aiv;
i=1

im Euklidischen Vektorraum (T, M, Or, v, g)- Fiir n = 2 ist dM,(v1, v2) insbesondere der
Fldcheninhalt des von v; und v, aufgespannten Parallelogramms in T, M.

OS)\l,...,/\nSl}CTxM

Um dies einzusehen, identifizieren wir den Euklidischen Vektorraum (7, M, Or, pr, g,) mit
(R™, Ogn, (-, -)rn) durch die Wahl einer positiv orientierten ON-Basis in T, M und benutzen
die uns aus Kapitel 9.2 bekannte Beziehung zwischen dem Volumen eines Parallelotops und
der Determinante. Sei a = (ay,...,ay,) eine positiv orientierte ON-Basis in T,,M und 7, der
lineare Isomorphismus

Ta : T.M — R™
v=>"&a; & 9a (v, a1)

= Z gm(% ai)ai
3

én 9z (v, an)
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Der Isomorphismus 7, ist eine orientierungserhaltende Isometrie. Fiir die Ubergangsmatrix

A= (Ag;) von (v1,...,v,) zu (a,...,ay,) gilt

n n
vy = g Apiar = E 9o (Vi, k) ag
=1 i1

und somit
A= (Akz) = (gz(viaak)) = (Ta(vl) Ta(vn))'

Aus der Formel () in Bemerkung (1) und Bemerkung (2) erhalten wir dann

dM(v1,...,0p) @ det(gm(vi,vj))

L det (ra(vr) -+ Talvn))

=2 VoIt (P(ta(v1), ..., 7a(vn)))
= VolT'”M(”P(vl, o, Un)).

(4) dM := {dM,},cn ist eine glatte Familie von alternierenden n-Formen, definiert also
eine Differentialform dM € Q™ (M™):

Dazu betrachten wir eine positiv orientierte Karte (U, = (z1,...,2,)) auf M mit den
kanonischen Basisfeldern 8%1, ...y52— € X(U) und den dualen 1-Formen dz1,...,dz, €

QY(U). Dann ist die Funktion

zelU r— sz(;m(x),...,ai(x))—\/det (gz(aii(x),%(z)))

glatt, was die Behautpung zeigt.

Definition. Die n-Form dM € Q"(M™) heifst Volumenform der orientierten Untermannig-
faltigkeit (M, Oyr) des RY.

Aus der Definition kann man dann unmittelbar die lokale Darstellung der Volumenform dM
bzgl. einer Karte ablesen:

Satz 10.27 (Lokale Darstellung der Volumenform)

Sei (M, Oyy) eine orientierte Untermannigfaltigkeit des RN, (U, = (x1,...,3,)) eine po-
sitiv orientierte Karte auf M und (gij) = (<8‘Z , %» die Matrix der induzierten Rie-
mannschen Metrik beziiglich dieser Karte. Dann gilt

dM\U:\/del/\.../\dx”.

Sind X3,..., X, € X(M) Vektorfelder auf M, so gilt

dM(Xl, PN 7Xn) = \/det (g(XZ,X]))

Ist w € Q" (M) eine beliebige n-Form auf M, so existiert eine glatte Funktion f € C*(M),
so dass w = f-dM . Da der Vektorraum A™ (T M) 1-dimensional und dM, ein Basiselement
ist, gilt ndmlich w, = f(z) - dM, fiir eine Zahl f(x) € R.
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Beispiel 1: Die Volumenform von R”
In den Euklidischen Koordinaten (z1,...,z,) des R™ gilt: dR™ = dzi Adza A ... A dx,.

In den Polarkoordinaten auf R? : ®(r,u) := (r cos(u), rsin(u)), r € (0,00), u € (0,27), gilt

dR? = r - dr A du.

Beispiel 2: Die Volumenform einer 1-dimensionalen Untermannigfaltigkeit
Sei M C R¥ eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RY (dh. eine Kurve). Dann gibt

es um jeden Punkt x € M eine lokale Parametrisierung, die durch eine reguléire Kurve
v:I=(a,0) — MCRY | ~(0)=2
gegeben ist. Fiir die Volumenform in dieser Parametrisierung gilt
dMy @y = |7/ (8)|] dt.

In der “klassischen® Literatur heit dM|,(;) das Bogenelement der Kurve.

Beispiel 3: Die Volumenform von Flichen im R3

Sei M? C R? eine Fliche im R? und ® : U C R?2 — M eine lokale Parametrisierung von

M. Dann wird oft die folgende klassische Schreibweise benutzt

od 09 0P 0P
> ) =922 = <

Ouy’ Quy Ouy’ Quay

0P 8¢>>.

Bim g = ( 03 00
gi1 8u1 8’LL2

> und G22912:<

Damit erhilt man

pomdet [ 992 ) et [ P ) 2 mR- GQ_H H
go1 go2 G F ouy Bug

und folglich ist

0
dMZ ) = VEF — G? duy A dus = ’

duy Nd
6’&1 6‘u2 H “ Y2

In der “klassischen* Literatur nennt man die Volumenform dM, (%(U) auch das “Oberflachen-
element der Fliche.

Fiir die Lie-Ableitung der Volumenform nach einem Vektorfeld X erhilt man die folgende
Formel, die fiir die Integralsétze wichtig werden wird. Mit ihrer Hilfe kann man die Diver-
genz von eines Vektorfeldes X geometrisch als Volumenverzerrung beim Flufl entlang der

Integralkurven von X interpretieren.

Satz 10.28 Sei M™ C RN eine orientierte Untermannigfaltigkeit und sei X ein Vektorfeld
auf M. Dann gilt fiir die Lie-Ableitung der Volumenform nach X

LxdM = div(X) dM.

Beweis: Da keine nichttriviale (n + 1)-Form auf einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit
existiert ist das Differential der Volumenform Null: ddM = 0. Wegen Lx =doix +ixod
folgt somit LxdM = d(ixdM). Um d(ixdM) zu berechnen, driicken wir dM und X in
lokalen Koordinaten bzgl. einer positiv orientierten Karte aus:

0
81‘1‘ '

dM|U:\/§de1/\/\d.’En und X|U:Z£Z
i=1
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Dabei bezeichnet 6 := det(g;;). Dann gilt (iiber dem Kartenbereich U)

n

ixdM =" VOgi o (dwy A Ndzy) =D (=1)TVOE day A N dwg A A da,
i=1 ‘ i=1

Somit folgt (iiber U)

d(lde> = Z (—1)7_Ja%(\/§f7) d.’l?j AN AN Cl/aﬁ\z A...Ndz,
i,j=1 J

=0, Wenn i#j

e ‘ _ ! ~ 0 i L
D gy (VBEN Ao A A = 53 (VBET) M = div (X) d.

Abschlielend untersuchen wir zur Vorbereitung auf die Integralsitze noch den Zusam-
menhang zwischen der Volumenform einer orientierten Mannigfaltigkeit mit Rand und der
Volumenform des Randes. Zu diesem Zwecke miissen wir festlegen, welche Orientierung wir
auf dem Rand wihlen wollen.

Sei M™ C RY eine n-dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit mit Rand M # ().
OM ist eine (n — 1)—dimensionale Untermannigfaltigkeit und fiir einen Randpunkt 2 € OM
ist der Tangentialraum T,0M von OM im Punkt z ein (n — 1)-dimensionaler Unterraum

des n-dimensionalen Tangentialraumes T, M.

Definition. Die Abbildung v € OM — v(z) € T,M C RN mit

1ov(z) Ly, v Tu(OM),

2. (@)l =1,

3. es existiert eine Kurve v : (—e,0] — M mit v(0) = z und 7/'(0) = v(x)
heifst Vektorfeld der dufSeren Normalen auf dem Rand OM .

Definition. Sei (M, Oyr) eine orientierte Untermannigfaltigkeit mit Rand OM # 0 und
v:OM — RN das Vektorfeld der duferen Normalen des Randes. Wir definieren eine
Orientierung Ogps auf dem Rand durch

(1, svn-1) € Oryom) = (V(2),01,...,0n-1) € O, 01

Oanr heifit die durch Oy induzierte Orientierung.

Satz 10.29 Sei (M,O)) eine orientierte n—dimensionale Untermannigfaltigkeit im RN mit
Rand OM # 0. Bezeichne v : OM — RN das Vektorfeld der duferen Normalen und Ogpr

die induzierte Orientierung auf OM . Dann gilt fir die Volumenformen
d(OM) =i, dM |ops € Q" HOM).

Beweis: Sei © € OM und (e1(x), ..., en—1(x)) eine positiv orientierte orthonormale Basis in
T.(OM). Dann ist (v(z),e1(z),...,en—1(x)) eine positiv orientierte orthonormale Basis in

T, M und es folgt aus der Definition der Volumenform
d(aM)ac(ela cee en—l) =1= (dM)w(V(x)a €1, .- aen—l) = 7:Ij(m)d]\/[z(ela R en—l)a
also ist d(OM ), = iy, (5)dM,. a
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10.10 Integration von Differentialformen

In diesem Abschnitt wollen wir eine Integrationstheorie fiir orientierte Mannigfaltigkeiten M
behandeln, die Differentialformen zur Konstruktion der Mafie benutzt. Dies soll die klassi-
schen Mafle (Bogenlinge von Kurven, Oberflichenmafl von gekriimmten Flichen, Lebesgue-
Maf im R™) als Spezialfall umfassen.

Sei also M eine n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit und w eine n-Form auf M mit
noch zu prézisierenden “guten“ Eigenschaften. Wir werden einen Mafiraum (M, L(M), 11.,)
auf der Grundmenge M definieren, wobei L(M) eine o-Algebra von mefibaren Teilmengen
von M und g, : L(M) — [0,00] ein Mafi auf dieser o-Algebra ist, das von w abhéngt.
Benutzen wir dann fiir w die Volumenform dM, so ergibt sich die klassische Bogenlinge
von Kurven, der klassische Oberflicheninhalt fiir gekriimmte Flichen M? C R3 bzw. das
Lebesgue-Maf fiir M = R”™.

10.10.1 Mef3bare Teilmengen von Untermannigfaltigkeiten

Um ein Maf} fiir eine moglichst grole Menge von Teilmengen des R™ zu erhalten, das die
Vorstellung vom geometrischen Volumen dieser Teilmengen modelliert, hatten wir in Kapitel
9 das Lebesgue-Maf} definiert. Wir wissen also, was eine Lebesgue-mefibare Teilmenge des
R™ ist. Wir iibertragen diesen Begriff jetzt durch die Kartenabbildungen auf Mannigfaltig-
keiten.

Definition. Sei M™ eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Fine Teilmenge A C M
heifit mefbar (bzw. Nullmenge), wenn fir jede Karte (U, ) von M die Menge o(ANU) C
R™ Lebesgue—meflbar (bzw. eine Lebesguesche Nullmenge) ist.

Mit L(M) bezeichnen wir die Menge aller messbaren Teilmengen von M.

Bemerkung: Zum Nachweis der Meflbarkeit einer Teilmenge A C M mufl man die
Lebesgue-Mefibarkeit der Mengen ¢(ANU) nicht fiir alle Karten (U, ¢) von M iiberpriifen,
sondern kann sich auf die Karten eines beliebig fixierten Atlanten von M beschrianken. Das
gleiche gilt fiir die Nullmengen. Dies folgt, da Lebesgue—mefibare Mengen und Lebesguesche
Nullmengen im R™ unter C'~Abbildungen in ebensolche iibergehen und da die Karteniiber-
gange zwischen zwei Karten der Mannigfaltigkeit M mindestens von der Klasse C! sind.
Aus der Definition folgt unmittelbar

Satz 10.30 L(M) ist eine o-Algebra auf M.

10.10.2  Definition des Integrals

Sei w eine n-Form auf einer n-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M und A C M eine

IE

meflbare Menge. Wir wollen das Integral

A
von w iiber A definieren.
Im folgenden bezeichne
. 0 0
wly =wedri A... Adzy, mit wy(x) = wa(%(aj), e 87(1‘))
1 n
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die lokale Darstellung von w bzgl. einer Karte (U, ¢ = (z1,...,zy)). Die Kartendarstellung
der Koordinatenfunktion, d.h. die Funktion wy,0¢ ™1 : o(U) — R ist eine glatte Funktion
auf dem Koordinatenbereich ¢(U) C R™. Diese Funktion ist folglich Lebesgue-mefbar. Ist
z.B. w,, nicht-negativ oder der Triger von w, kompakt, so existiert das Lebesgue-Integral

wp 0~ dAy (%)
»(UNA)
in [0,00] bzw. in R (siche Kapitel 9).
Mochte man nun ein Integral von w iiber der Menge A definieren, so kénnte man so vorgehen:
Man zerlegt A in “kleine* Teilmengen, die jeweils in einem Kartenbereich enthalten sind,
betrachtet fiir diese kleinen Teilmengen die Lebesgue-Integrale (x) und addiert diese. Im
folgenden werden wir zeigen, dass diese Idee (unter gewissen einschrinkenden Bedingungen)

funktioniert.

Im folgenden sei M immer eine n-dimensionale, orientierte Untermannigfaltigkeit mit oder
ohne Rand. Wir betrachten die folgenden Klassen von n-Formen:

1. Die n-Formen mit kompaktem Trager:
QM) :={we Q" (M) | suppw := cl{z € M | w, # 0} ist kompakt },

2. Die positiven bzw. negativen n-Formen:

QY (M) :={weQ"(M) | we(ar,...,an) >0 Y(ar,...,an) € Op,m, x € M}
und

Q" (M) :={we Q"(M) | wy(a1,...,a,) <0 Y(a1,...,an) € Or,pr, x € M}.
Fir die Volumenform von M gilt immer dM € Q}(M). Ist M kompakt, so ist
QU(M) =Q™(M).

Wir definieren das Integral in zwei Schritten und rechtfertigen die Korrektheit der Definition
in den Sétzen 10.31 und 10.33. Zuniichst betrachten wir den Fall, dafl die Menge A in einem
Kartenbereich liegt.

Definition.[I4]

Sei w € Q4 (M™) eine n-Form auf M, die kompakten Trdger hat oder positiv bzw. nega-
tiv ist. A bezeichne eine mefbare Teilmenge von M, die in einer Kartenumgebung U von
M enthalten ist. Es sei weiterhin (U, = (x1,...,%,)) eine positiv orientierte Karte und
wly =wydzi A ... Adz, die lokale Darstellung von w beziglich (U, ). Wir definieren das
Integral von w iiber A durch:

/w = / W o td,, (I)
A p(A)

wobei d)\,, das Lebesque—Maj$ des R™ ist.

Fir w € Qp(M") bzw. w € Q* (M™) ist w, nicht-negativ bzw. nicht-positiv, das Integral
(I1) existiert also in [0, 00| bzw. in [—o00,0]. Hat w kompakten Tréger und liegt dieser in in
U, so existiert (I7) ebenfalls und ist endlich. In Satz 10.33 werden wir zeigen, dass (I;) auch
fiir jede Form w € Qp(M™) mit kompakten Triger existiert. Wir zeigen als erstes, dass der
Wert von (I7) nicht von der gewéhlten Karte abhéingt.
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Satz 10.31 Seien (U, p) und (V, ) zwei positiv orientierte Karten von M mit A C U und
A C V. Wenn das Integral (I7) fir eine der Karten existiert, so existiert es auch fir die
andere und es gilt
/ Wy © o td\, = / W © P td,.
@(A) Y(A)

Beweis: Sei also A € UNV und seien ¢ = (x1,...,2,) und ¥ = (y1,...,Yn) zwei po-
sitiv orientierte Kartenabbildungen auf U N V. Beziiglich dieser Karten hat w die lokale
Darstellung

w=wedri A...Ndxy =wydyr A... Adyy.
Nach Definition ist

0 0 0 0

(L ) — et (Do e o).
We w(axl 5‘xn) et (Do 9™ o) @ oy OYn

Wir bemerken, dal det(D () o 1)y, (z)) > 0, denn die Jacobimatrix D(¢) o ™)) der
Koordinatentransformation T := o@~! : o(U) — 9(U) ist gerade die Ubergangsfunktion
zwischen den kanonischen Basen der Karten ¢ = (x1,...,2,) und ¥ = (y1,...,yn), die beide

positiv orientiert sind. Also ist
w, = |det(DT),| - wy
und somit
Wy 0 o= | det(DT)| - (wy © Pp~to T). (%)

Aus der Transformationsformel fiir Lebesgue—Integrale im R™ (siehe Kapitel 9.6) ergibt sich

die Existenz beider Integrale sofern eines existiert sowie die Formel

/ wy oy LdN = / (wy oy~ o T) - |det DT dA" & / Wy 0 o LdA™.
BA)=T (p(4)) o(4) o(4)

Im allgemeinen liegt die mefibare Menge A allerdings nicht in einem Kartenbereich. Um
das Integral auch iiber einer solchen Menge korrekt definieren zu kénnen, benutzt man die

sogenannte Zerlequng der 1.

Definition. Sei M™ eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit und A ein Atlas von M.
FEine Zerlegung der 1 zum Atlas A ist eine hichstens abzihlbare Familie { fo }aea von nicht-
negativen glatten Funktionen fo : M — [0,1] so daf

1. Die Triger von fo, dh. die Mengen suppf, := cl{x € M| fo(x) # 0} sind kompakt

und in einer Kartenumgebung von A enthalten.

2. {supp fa}aca ist eine lokal endliche Familie von Mengen, d.h. zu jedem x € M exi-
stiert eine Umgebung U(z), so daff U(x) Nsupp fo # 0 nur fir endlich viele .

3. > falx)=1 fir allex € M.
a€cA
Mit anderen Worten, die Funktionen f, zerlegen die Funktion f = 1 in eine Summe von

Funktionen mit kompakten Trigern, die jeweils in einer Kartenumgebung liegen.

Aus der zweiten Eigenschaft der Zerlegung der 1 folgt insbesondere, dass fiir jede kompakte
Menge K C M die Menge der Indizes Ak := {a € A | K Nsuppf, # 0} endlich ist.
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Wir zitieren hier ohne Beweis den folgenden Satz (siehe Vorlesung iiber Differentialgeometrie
oder K. Jénich: Vektoranalysis, S. 158.)

Satz 10.32 Zu jedem Atlas A von M existiert eine Zerlegung {fa}aeA der 1. Insbeson-
dere kann man aus A immer einen héchstens abihlbaren Atlas A = {(Ua, pa)taca C A

auswdhlen mit suppfo C Uy,

Nun kénnen wir das Integral fiir beliebige meflbare Mengen definieren:

Definition. [I]
Sei A C M eine beliebige mefbare Teilmenge, w € Qf L (M™) und A = {(Uq, pa)}aca €in

positiv orientierter Atlas mit einer Zerlegung der 1, {fa}aeA. Dann definieren wir

/w:: > / faw. (12)

A a€h  4AU,

Das Integral (1) existiert immer:

e Da die Menge supp(faw) C suppfa C U, kompakt ist, ist fow eine n-Form mit

kompaktem Tréger in U,. Das Integral [ fow existiert somit immer nach (I7)
ANU,
und ist endlich.

o Ist w € Q1 (M), so haben alle Integrale [ f,w das gleiche Vorzeichen, d.h. (I5)
ANU,
existiert in [0, co] bzw. [—o0, 0].

o Ist w € Qf (M), so ist die Menge der Indizes A’ := {a € A | suppfa Nw # 0} endlich.

In (I2) steht dann nur eine endliche Summe reeller Zahlen.

Satz 10.33 1. Das Integral (I3) ist unabhingig von der Wahl von A und {f,}.

2. Liegt A in einem Kartenbereich U von M, so existiert das Integral (I1) und stimmt

mit dem Integral (I3) dberein.

Beweis: Sei A = {(V3,13)} ein weiterer positiv orientierter Atlas von M mit zugehdriger

Zerlegung der 1, {gs}. Wir miissen zeigen, daB
S ) fe= [
& UanA B vaina

Es ist f, = Z fa-gs und gg = Zgg fa - Wegen supp(fogsw) C Uy N Vg erhalten wir

> [ =YY% | fagﬁw—ZZ/ (fa - g5) @

@ UanA @ B y.na @ yanA
=Y [ Steme=% [ o
B VsNA @ B VgNA

wobei wir im vorletzten Schritt Summe und Integral vertauschen durften, da die Summe
endlich ist, falls w € Qy(M), oder eine monotone Folge, falls w € Q4 (M).

Sei nun (U, ¢) eine positiv orientierte Karte und A C U. Wir wollen zeigen, dafl

/w¢o¢*1dAn,:Z / faw

o(A) Y U.nA
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gilt. Fiir jedes « ist die Menge A N U, mefibar und in U enthalten. Nach Satz 10.31 ist der

Wert [ fow wohldefiniert und wir kénnen zu seiner Berechnung eine beliebige positiv
ANU,
orientierte Karte auf U, z.B. ¢, wihlen. Daraus ergibt sich

S [ =2 [ e Neeor =3 [ (ace wopdr,

@ U,nA ¥ H(UanA) @ L(UNA)
= / (Z fawcp) o td\, = / Wy © o dN,.
p(Una) ¢ (A)

10.10.3 Eigenschaften und Berechnung des Integrals

Satz 10.34 (Elementare Eigenschaften des Integrals)

1. Es sei we€ Qp (M) und A C M mefbar. Ist A = AgU U A; eine Zerlegung von

A in héchstens abzdihlbare viele, paarweise disjunkte, meﬂbare Mengen, wobei Ay eine

LR e

zlA

Nullmenge ist, so gilt

2. Das Integral ist linear. Seien wy und we n—Formen aus Qf (M) und A\, 2 € R, dann

/>\1W1+)\QWQ:>\1/W1+>\2/WQ

A A A

gilt

3. Ist w € Qp(M) eine positive Form und f,g : M — R zwei stetige Funktionen mit
f <g. Dann gilt
[rs [
A A

4. Sei F': M — N ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus, A C M eine mef-
bare Menge und w € Qg . (N). Dann gilt

[ro- ]«

A F(A)

5. —M bezeichne die Untermannigfaltigkeit M, versehen mit der entgegengesetzten Ori-

[

Beweis: Zu 1. Dies folgt direkt aus den Eigenschaften des Lebesgue—-Integrals:

entierung. Dann gilt

/(A} g Z / Z / fawwa Ospoéld)\ ZZ / (fawtpa)ogogld)\n
A AN, «(UaNA) azOQ(UﬂA)
N
R R R L NS N E
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wobel wir

N
va(ANUs) = pa(AoNUs) U U va(AiNUs)
Nullmenge =L carweise disjunkt
und die Endlichkeit bzw. Monotonie von ) benutzt haben.
Zu 2. Folgt direkt aus der Definition. :
Zu 3. Dies folgt aus der entsprechenden Eigenschaft der Lebesgue-Integrale.
Zu 4. Dies ist die koordinatenunabhéingige Variante der Transformationsformel fiir das
Lebesgue-Integral. Nach 1. geniigt es, die Behauptung fiir meflbare Mengen A C M mit
A C U und F(A) C V zu zeigen, wobei (U, ¢) und (V, ) positiv orientierte Karten auf M
bzw. N sind. Es gilt

/w = / wwowfld)\n.
F(A) Y(F(A))

Wir betrachten den Diffeomorphismus
T:=v¢poFop ':pUNF V) CcR" — (V) CR™
Dann folgt aus der Transformationsformel fiir das Lebesgue-Integral (Kapitel 9.6)

w= / wyp oy Hd\, = / (wpotp™toT)-|det DT|dA,.

FA)  T(p(A) (4)
Nun ist
. e (0 9 - 0 )
(F*w),(@) = (F w)m(%(m),...,a(@) — Wr (de(a—xl(x)),...,sz(%(x)))
9 9
_ -1 . _ —
= det(D(¥o F o)) wF(w)<ay1(F(x)),...,ayﬂ(F(:c)))
=det DT, ()
wy (F(2))

= det DTz - wy(F(x)),

wobel wir im letzten Schritt die Definition der kanonischen Basis und das Transformations-

verhalten von Formen unter Koordinatenwechsel benutzt haben. Daraus folgt
(F*w), 0 ¢! = (det DT) - (wyoFo ¢~ ') = (det DT) - (wy o Y~ roT).

Wir bemerken, daf§ det(D(i o F o ¢p=1)) > 0, denn F ist orientierungserhaltend. Somit
erhalten wir
(F*w)p 09~ =|det DT| - (wyotp~ " oT)

/w: /(F*w)g,ow_ld)\n = /F*w.
F{A)

»(A) A

und deshalb ist

Zu 5. Wie oben diirfen wir oBdA annehmen, da8 A C U, wobei (U, = (z1,...,2y))

eine positiv orientierte Karte auf M sei. Dann ist (U, = (—x1,22,...,%,)) eine positiv
orientierte Karte auf —M. Wir haben w, = w(z2-,...,52) = —w. Definieren wir T :=
1 Tn

o @t dann ist det(DT) = —1. Also gilt

/w - /(%w*l)d%: / (wy 0 1) dA,

A o(A) T(¢(A))
= / (wp 09t oT)-|det D(T)| d\, = — / w0 P td,.
———
@(A) =1 @(4)
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Dann folgt aus der Definition

/wz / w¢0<,2fld/\”=—/w.
A

“A e

Bemerkung: Aus der Eigenschaft (1) des Integrals ergeben sich folgende Regeln zur Be-

rechnung von Integralen [ w:
A

1. Nullmengen kann man aus dem Definitionsbereich weglassen.
2. Man zerlegt A in eine disjunkte Vereinigung hochstens abzihlbar vieler mefibarer Men-

N
gen, die jeweils in einem Kartenbereich enthalten sind: A = |J A; , N < co. Dann

=1
N
a i=1 4,

und man kann die einzelnen Integrale iiber A; nach Definition (I;) berechnen.

gilt

Satz 10.35 Sei L£(M) die o-Algebra der mefibaren Teilmengen von M™ und w € Q7 (M)
eine positive n-Form auf M. Dann ist

pro = L(M) — [0, 00]
A — w
/

ein Maf auf £(M) und das (entsprechend Kapitel 9.4 definierte) Integral fiir den Mafiraum

(M, L(M), ) erfiillt
Jdpe, = Jw.
/ A/

A

Satz 10.36 (Mittelwertsatz) Sei M eine orientierte, n-dimensionale Untermannigfaltig-
keit, w € Q1 (M) eine positive n-Form auf M und f: M — R eine stetige Funktion auf
M.

1. Sei A C M eine kompakte, zusammenhdngende Teilmenge. Dann existiert ein Punkt
xo € A, so daf
f(x0)~/w = /fw.
A A

2. Sei x € M und (An(x))neN eine Folge von kompakten, zusammenhdngenden Teil-

mengen von M mit © € A,(x), diam(A,(z)) = 0 und [ w #0 fir allen € N.

Ay (x)
Dann gilt
J fw
f(zr)=lim @)
n—oo w
Ay (x)
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Beweis: 1. beweist man durch wortliche Ubertragung des Beweises des Mittelwertsatzes fiir
bestimmte Integrale im R! (siche Kapitel 7.4, Satz 7.17). Man benutzt dabei lediglich die
Monotonie des Integrals, den Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen auf zusammenh#ngen-
den Mengen, sowie die Existenz von Maximum und Minimum einer stetigen Funktion auf
kompakten Mengen.

2. Sei x,, € A, () eine Folge von Punkten mit

fan) [ o= [ . (+)
») )

An( A, (z

Da diam(A,(z)) = 0und z € [, An(x), konvergiert die Folge (x,) gegen . Da f stetig, also
folgenstetig ist, gilt f(z,) — f(z) und die Behauptung folgt aus (*) durch Grenziibergang. O

Wir vereinbaren noch die folgende Schreibweise:

Sei M™ c RY eine n-dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit des RY und w" €
Q" (W) eine n-Form auf einer offenen Teilmenge W des Einbettungsraumes RY. Die Form
w definiert uns eine n-Form auf der Untermannigfaltigkeit M™, indem wir in die n-Formen

w, nur Vektoren einsetzen, die in x tangential an M™ sind:

T.Mx ... xT,M — R

(v1,...,0p) — we (v, ..., 0p).

Diese n-Form auf M stimmt mit der n-Form iiberein, die aus w € Q™ (W) durch Zuriickziehen
mit der Einbettungsabbildung ¢ : M < W C R¥ entsteht. Wenn wir im folgenden das
Integral von w tiber einer meBbaren Teilmenge A C M schreiben, so verstehen wir darunter

immer das Integral dieser auf M zuriickgezogenen Form (!):

/w::/L*w.
A A

Diese nicht ganz exakte Schreibweise hat sich in der Integrationstheorie eingebiirgert, um
die Bezeichnungen einfach zu halten.

Wir bekommen damit auch eine Ubereinstimmung mit dem in Abschnitt 10.9.4 betrachteten
Kurvenintegral. Sei I' € RY eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit (d.h. eine Kurve im
RY) und w € Q' (RY) eine 1-Form auf dem RY oder auf einer offenen Umgebung der Kurve
I'. Sei~y : [a,b] — T eine regulére Parametrisierung von I' (evt. bis auf endlich viele Punkte).

Das Kurvenintegral von w tber «y war definiert als

/7 o= [ (0 (0) .

Andererseits ist die lokale Darstellung von (*w € Q(T) in der durch die Parametrisierung

~ gegebenen Karte ebenfalls

N d
w= w(a) dt = wy ) (7' (t)) dt.

Folglich gilt mit der oben vereinbarten Schreibweise

fe=] (3 (0 dt = / .

61



10.10.4 Das Lebesque-Maf} auf Untermannigfaltigkeiten, das Volu-
men von Teilmengen und das Oberflichenintegral

Wir betrachten jetzt als Spezialfall das Ma$, das durch die Volumenform dM € Q7 (M™)
einer orientierten Untermannigfaltigkeit M" C R definiert wird.

Das Ma83
A L(M) — [0, 00]
A — fdM
A

heiflt das Lebesque-Mafl auf M. Ist A C M mefibar, so heifit die Zahl
Vol(A) := Ay (A) = / dM
A

das Volumen von A C M (oder auch Flicheninhalt von A, wenn n = 2).
Eine Funktion f : A € M — R heifit Lebesgue-integrierbar iitber A € L(M), wenn das

Integral
fdxy = [ fdM (%)
[roe]

existiert und endlich ist. In diesem Fall nennt man das Integral (x) das Oberflichenintegral
von f tber A.

Bemerkung: Das Lebesgue-Mafl kann man auch fiir nicht orientierbare Untermannigfal-
tigkeiten definieren. Dazu erinnern wir uns daran, dass bei Orientierungséinderung, also fiir
—M := (M, —0yy), folgende Formeln gelten:

d(—M)=—dM  und A/dM _ _é M :4 d(—).

Es ist also egal, ob man die Orientierung Op; oder —Q), fiir die Integraldefinition be-
nutzt. Da man das Lebesgue-Integral auf die Integration tiber Teilmengen in Kartenberei-
chen zuriickfiihren kann und jede Karte orientierbar ist, bendtigt man in diesem Spezialfall
die Orientierung der gesamten Mannigfaltigkeit nicht.

Ist A in einem Kartengebiet U enthalten, ¢ = (x1,...,2,) eine beliebige Kartenabbildung
auf U und (gij) die Matrix der induzierten Riemannschen Metrik bzgl. dieser Karte, so gilt
nach Definition der Volumenform fiir das Volumen von A

Vol(4) = /wdet(gij) dei N ... Ndz,, = / \/det(gij)ow_l d\n,
A

P (A)

und das Oberflichenintegral berechnet sich durch

/fdM = / f(go_l(sr:l,...wn)) . \/det(gij)(ap_l(xl,...,mn)) cdAp (21,0 T).
A w(A)

Eine geometrische Interpretation des Volumens:

1. Fir M = R"™ stimmen die beiden Lebesgue-Mafle und Volumenbegriffe iiberein:
Ist A € L(R™) und sind ¢ = (21, ...,2,) die Euklidischen Koordinaten von R™, so gilt

Vol(A):/dR":/dxl/\.../\dxn:/d/\nzz\n(A).
A A A
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2. Sei (U, = (x1,...,2,)) eine Karte von M und bezeichne

x €U — V(z) := Volumen des von a%l(x), cee 8%(1) aufgespannten

Parallelotops in T, M

die von dieser Karte definierte Volumenfunktion. Fiir A C U ist das Volumen Vol(A4) die
Mittlung der Volumenfunktion V iiber A:

Vol(4) = /del A...Ndx, = / V((p‘l(ml,...,xn)) dAp (X1, ..oy Tp).
»(A)

3. Fiir Hyperflichen kann man die folgende geometrische Interpretation des Volumens be-
weisen: Sei M™ eine orientierte Hyperfliche im R™*! mit der Normalenabbildung

n: M — R | Sei W eine Teilmenge von M und z, ein fixierter Punkt aus W. Wir
bezeichnen mit W die Projektion von W auf die Tangentialebene T'an,, M entlang n(xg).
Sei nun W = (Wq,...,Wy) eine Unterteilung von A in disjunkte mefbare Mengen und
bezeichne

Vol(A, W) ZVOI = Ek: W(W3).
i=1
Die Norm der Unterteilung sei
W] := max{diam(W;) | i =1,...,k}.
Sei (W,,) eine Folge von Unterteilungen von A mit [|[W,|| — 0. Dann gilt

Vol(A) = lim Vol(4,W,,).
n—oo
(Man findet einen Beweis dazu im Buch von M. do Carmo: Differentialgeometrie von

Kurven und Flichen.

Beispiel 1: Volumen von Kurven ( = Lénge)

Sei M C RN eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit und sei v : (a,b) — M eine
Kurve, die M bis auf endlich viele Punkte parametrisiert. Fiir die Volumenform gilt dann

dM, ) = ||7'(t)||dt . Das Volumen von M ist also gerade die Lénge der Kurve

b
Vol(M) = /dM :/H*y’(t)Hdt = Linge().

M

Beispiel 2: Volumen von Flichen im R3 (= Oberfléicheninhalt)

Sei M? C R? eine Fliche im R? und ® : U C R?2 — M eine lokale Parametrisierung von
M. Bezeichne wie in Abschnitt 10.9.5

0P 8<I>> ’ F12922:<8q> 0P

Ouy’ Quy Ouy’ Quy

0P 8<I>>.

Bimgu = 00 00
gu1 8u1 8’&2

> und GZ:g12:<
Die Volumenform ist gegeben durch

dM¢2>(U vV FF — G2 du1 A dUQ

_H8u1 au2H duy 1 duts.
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Ist also A eine mefibare Teilmenge in ®(U) und A = &(W), so gilt fiir den Flicheninhalt

von A
Vol(A /\/EF G2 duyduy = /H(?u
1

durd
8UQ ‘ a2

Als Spezialfille erhdlt man durch Berechnung von (g;;):

Flicheninhalt eines Graphen:
Sei h: U C R? — R eine glatte Abbildung und
M? = graph(h) = {(u1,uz, h(u1,uz)) (u1,u2) € U} der Graph von h. Dann gilt

2 Oh \2
2 E—
Vol(M*) / \/1 + u1 ( 2) duidus.

Fliacheninhalt einer Rotationsfliche:

Sei v : [a,b] — R? eine glatte reguliire Kurve mit v; > 0 und bezeichne
M3 = { (1 (v) cosu, 71 (v) sinu, 72(v)) | u € R, v € [a,8] }

die von ~ erzeugte Rotationsfliche. Dann gilt

b
Vol(M3) = / (V) [V ()] dudv = 27/71(0) 17/ ()] dv.
(0,27) x (a,b) a

10.11 Der Satz von Stokes

Fiir das Riemann-Integral kennt man die Formel

b
/ f(2)dz = (b) — f(a).

Unter gewissen Bedingungen an den Integranden kann man also das Integral durch Werte auf
dem Rand des Integrationsbereiches ausdriicken. Dies wollen wir nun auf Mannigfaltigkeiten
mit Rand verallgemeinern. Wir werden zeigen, dafl man das Integral

[
Mn

durch ein Integral iiber den Rand OM™ ausdriicken kann, falls die n-Form 7 exakt, d.h. von

der Form 1 = dw ist.

10.11.1 Der Satz von Stokes fiir Differentialformen

Satz 10.37 (Satz von Stokes fiir Differentialformen)
Sei M™ eine n-dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit, OM der Rand von M, ver-

sehen mit der induzierten Orientierung, und w eine (n — 1)-Form mit kompaktem Trager

auf M. Dann gilt
/dw = /w, (%)

M oM
wobei w auf der rechten Seite als (n—1)-Form diber der Mannigfaltigkeit OM aufgefasst wird,

indem man fiir x € OM nur Tangentialvektoren von T,(OM) in w, einsetzt.
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Beweis: Sei A = {(Uq, 9o)} ein Atlas auf M und {f,} eine Zerlegung der 1 zu A. Dann ist
w =Y faw, wobei die Summe endlich ist, da suppw kompakt und die Familie der Triger

{suppf.} lokal endlich ist. Da die linke und die rechte Seite von (x) linear in w ist, geniigt

es zu zeigen, daB [ d(fow) = [ faw gilt. Deshalb kénnen wir zum Beweis von (x) oBdA
M oM
annehmen, dafl der Triager von w in einem Kartengebiet U von M liegt.

Wir werden (*) nun durch direktes Ausrechnen beider Integrale beweisen.
(1) Berechnung von [ dw:
M

Sei (U, = (21,...2,)) eine positiv orientierte Karte mit ¢(U) C R7}. Beziiglich dieser
Karte ist w durch

—

0 0 8)

Oxy’ 0z, Oz,

n
w:Zwi(x)dxl/\.../\dmi/\.../\dxn, mit wizw(
=1

gegeben. Wenden wir das Differential darauf an, so ergibt sich

n

dw = Zdwi/\dxl/\.../\d/:c\i/\.../\dxn: > ai(wi)d:cj/\dxl/\...d/x\i/\.../\d:cn
o

i=1 ig=1 "7

= Z(—l)iilai (wi)dzi AL AN d2™ = (dw)y, dzy AL A dxy,.
i=1 ¢

Durch Einsetzen und Umformen des Integrals erhalten wir

/dw = /dw: /(dw)g,ow_ld/\n
M

i )
= [ D geptan, = Yot [ A0y,
1 Oz " — ox; "
= e(U) = o(U)
n , 1
= ( 1)1_1/8(%0('9 )(Jcl, ,Typ) dxy - - dx,
3%—
=1 Ri
e _— A(w;op™h) —
= Z(_l) / -~-/(/T(a@l,...,xn)dwi)dxl...dxi...d:vn
=1 0oc) R R
(%)
Owy, 0t
+(71)"*1/.../( / (Tj)(xl,...,xn)dxn) dry...dz,_1
R R [0,00)
(k)

Da supp(w; o ¢~ 1) C ¢(U), konnten wir beim vorletzten Schritt den Integrationsbereich
auf ganz R’ ausdehnen, in dem wir w; o o~ 1 glatt durch Null auf R? fortsetzen. Die letzte
Identitét gilt aufgrund des Satzes von Fubini.

Fir 1 <4 < n erhalten wir

0 i -1
(xx) = /(wa%f)(acl,...,xn)dxi
R

= w}il)noowi(sp_l($17...7,xi,...,xn)) _wil_i)l’l’_loowi(so_l(x17...,xi,...,xn)) = 0,
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da der Triger supp(w; o ¢~ 1) C ¢(U) kompakt ist.
Falls i = n, so gilt

oo6 : .
(x % %) = /(w#;p)(xh...,xn)dxn
0

= m}Lil)noown(so_l((L'17...,7xi7...7ﬁrn)) - mljl’_]’}lown(go_l(x17...7£L'i7...,xn))

= —wp(o Ha,. .., 20_1,0)).

Daraus folgt

/dw: (=" / wn(gofl(azl,...,xn_l,())) dAp—1(x1,. . Tp—q).
M

Rn—1

(2) Berechnung von [ w:
oM

Ist UNOM =0, so gilt ¢(U) C Int(R7). Somit verschwindet w,, o ¢~ auf dem Rand von

R? und wir erhalten f dw = 0. Da der Triger von w in U liegt, ist dann auch w|gpr = 0,
M
also [ w=0. In diesem Fall gilt also die Formel ().
oM
Sei nun U NOM # . Da suppw C U, ist suppw|ogyr € OM NU. Ist (U, = (z1,...,2y))

eine Karte von M, so ist (U NIM, @ := ¢|luvnom = (z1,...,2n—1)) eine Karte von M, da
der Rand durch x,, = 0 charakterisiert ist. Wir wollen nun die Orientierungen der Karten
(U, ) und (UNOM, @) miteinander vergleichen. Sei dazu v : M — T'M das Vektorfeld der
duBeren Normale des Randes. Die folgenden Basen von T, M in einem Randpunkt x € M

sind gleichorientiert:

(@), @)oo @) ~ (@) o (@) (-1 ()

’871*1 ,...,axn71 87_'1;1 ,.."8:5”71
0 0 0
- (P )
(G @ g @) (1) 5= (@)

da die Vektoren %(m) und v(z) nach Definition in verschiedene Richtungen beziiglich
T,0M zeigen, v(zx) nach aulen und %(ax) nach innen. Also ist die Karte (U NOM,p) des
Randes positiv orientiert, falls n gerade ist und negativ orientiert, falls n ungerade ist.
Fiir die lokale Darstellung von w|ynanm als (n — 1)-Form auf dem Rand OM bzgl. der
Randkarte (U N oM, @) gilt

wluvnom = wgdry A ... Ndx,_1,
wobei

w¢:w

i) )
671’“"%)

/N

— wi-(da:1/\.../\cl/J;i/\.../\dxn)(aim’_.,78xLl)
1 n—

0 0

:Wn(dzl/\/\dxn_l)(aixl7,ax 1)

.
Il

= Wn,
da dz,, (%) =0, wenn j # n. Wir erhalten also fiir w, betrachtet als (n — 1)-Form auf M:

w|Ur~,aM =wp-dri A...Ndxy_1 € Qnil(aM).
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(a) Sei n gerade. Dann ist

/w = wpdri A ... NdTp_1 = / Wno@ Ay 1(T1, .. Tn1)
oM UNOM BUNOM)
= / wn<(p_1(.’131,...,$n,1,0)) d)\nfl(ml,...,l'nfl).

Rn—1
(b) Ist n ungerade, so ist
10.34 _
/ wo =" / wn(cp Yoy, o xn, 0)) dAp—1(x1, .., Tp—1).
oM Rt

Damit ist die Behauptung [ dw = [ w bewiesen. O
M oM

10.11.2 Der Gauf3sche Integralsatz und die Greenschen Formeln

In diesem Abschnitt leiten wir weitere Integralséitze auf Mannigfaltigkeiten aus dem Satz
von Stokes ab. Im gesamten Abschnitt sei M™ C RY eine zusammenhiingende, kompakte,
orientierte Untermannigfaltigkeit mit Rand M und v : 9M — RN das Vektorfeld der

Auleren Normalen auf OM.

Satz 10.38 (Divergenz—Formel/Gauf3scher Integralsatz)
Es sei X ein glattes Vektorfeld auf M und f € C*°(M) eine glatte Funktion. Dann gilt

1. / div(X) dM :a 4 (X,v) d(OM).

M

2 /f-div(X)dM+/X(f)dM: /f-<X7y> d(OM).
M M

oM

Beweis: Wir wissen aus Satz 10.28 bereits, daf3
le(X) dM = LxdM = d(lde) +ix ddM = d(lde)

gilt. Somit folgt aus dem Satz von Stokes

/ div(X)dM = / ixdM.

M oM

Wir wollen nun die Form w := ixdM als (n — 1)-Form auf dem Rand ndher beschreiben.
Fiir x € OM zerlegen wir den Vektor X (x) € T,,M in eine Normalen— und eine Tangential-

komponente an OM:
X(z) = (X(z),v(z)v(r) + X*(x)
— N——
€Ty M, 1T, O0M €T, (OM)

und erhalten
Wy = Lx () dMy = (X (2), (7))  ty(2)d My + tx+(2)d M.
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Fiir Vektoren vy, ...,v,-1 € T,(0M) gilt dann

wWe (V1. yUn—1) = (X(2),v(z))- (L,,(x)de)<’Ul, ey Upe1) F AM (X (2),01, .., Une1)

linear abhéngig

= (X(@),v(2)) (ty(@)dMyz)(v1,...,vp—1) + 0
=" (X (x),v(z)) - (dOM)z((v1, .- Vn-1).
Betrachtet man w als (n — 1)-Form auf 9M, so gilt folglich
w=(X,v)d(OM) € Q"1 (M)
und somit
/div(X)dM: /(X,y)d(aM).
M oM
Die zweite Formel folgt aus der ersten mit der Produkregel
div(fX) = fdiv(X) + X(f)

fiir die Divergenz (siehe Satz 10.21). m]

Satz 10.39 (Greensche Formeln)
Seien f und h glatte Funktionen auf M. Dann gilt

1. /h~A(f)dM+/<gradf,gradh)dM: /h-l/(f)d(@M),

M M oM
2. /(h-A(f)—f-A(h))dM: /(h-u(f)—f-y(h))d(aM).
M oM

Beweis: Geméi$ Definition gilt A(f) = div (grad f). Die Anwendung des Gaufischen Inte-

gralssatzes liefert

/ hA(f)dM = / h - div (grad f) dM = / h- (grad f,v) d(M) — / (grad f) (k) dM
M oM

M

M
/ hdf (v) d(OM) — / dh(grad f) dM
oM M

/ h(f) d(OM) — / (erad h, grad f) dM.
OM M

Die zweite Formel folgt durch zweimaliges Anwenden des soeben bewiesenen. O

Als Anwendung der Greenschen Formeln sehen wir uns zwei weitere Eigenschaften des
Laplace-Operators A : C°(M) — C*°(M) an. Auf dem Vektorraum der glatten Funktionen
C°°(M) betrachten wir das L?-Skalarprodukt:

(f.h) e ::/f-hdM, £ h, € C®(M).
M

Eine Funktion f € C*°(M) heiit harmonisch, wenn A(f) = 0 gilt. Es gibt i.a. sehr viele
harmonische Funktionen. Z.B. ist der Realteil und der Imaginérteil jeder holomorphen
Funktion f : U C C — C harmonisch. Der niichste Satz zeigt, dass im Gegensatz dazu jede
harmonische Funktion auf einer zusammenhingenden kompakten Mannigfaltigkeit ohne
Rand konstant ist.
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Satz 10.40 Sei M™ eine kompakte, orientierte Untermannigfaltigkeit ohne Rand. Dann gilt

1 (A Byge = A() 2 fiir alle f,h € C(M).
(Man sagt dazu: Der Laplace-Operator A ist formal selbstadjungiert)

2. Ist A(f) > 0 und M zusdtzlich zusammenhingend, so ist f konstant. Insbesondere ist

jede harmonische Funktion auf M konstant.

Beweis: Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus der 2. Greenschen Formel, da OM = (.
Sei nun f € C°°(M) eine glatte Funktion mit A(f) > 0. Aus der formalen Selbstadjungiert-
heit des Laplace-Operators folgt

(A(f), 12 = (£, A1) 12 =0

und somit O:/A(f)dM.
M

Da A(f) > 0 und dM eine positive n-Form ist, folgt daraus A(f) = 0. Das Anwenden der

1. Greenschen Formel ergibt
0= [ £A(F)dM =~ [ {grad f,grad £) dM =~ grad 1.
M M

Folglich ist grad f = 0 und damit df = 0. Da M zusammenhéngend ist, mufl f also konstant

sein. O

10.11.3 Klassische Integralsitze im R? und R3

In diesem Abschnitt leiten wir aus dem Satz von Stokes einige klassische Integralsitze im
R? und R? ab, wie man sie oft in Biichern iiber Vektoranalysis findet. Zunichst ein Satz fiir
Gebiete im R2:

Satz 10.41 Sei G C R? eine kompakte 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit mit dem Rand
0G = T und bezeichne X = (£1,&) : G — R? ein Vektorfeld auf G. Desweitern sei
v = (v1,1s) : 0G — R? das Vektorfeld der dufSeren Normalen auf OG. Dann gilt

1. ! <§§j - gﬂi) dz1dzy = F/ (gl de1 + & dxg).

2 ! (gill + §Z> daydzy = F/ (gm + ggug)dr.

Beweis: Wir betrachten die 1-Form w := £1dxy + &dae € Q1(G). Dann gilt

061 082 06 06
dw = ——dzxa A ——dri Nxg = | = — — | dx1 AN dxa.
v 81‘2 2 T+ 8331 o 2 8331 81‘2 o 2
Die erste Behauptung folgt dann aus dem Satz von Stokes. Fiir die Divergenz des Vektor-

feldes X gilt

. 081 | 08
div(X) = — + —.
ZU( ) (9151 + 8302
Die 2. Formel folgt somit ein Spezialfall der Divergenzformel. a.
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Vor der Formulierung der klassischen Integralsitze im R? erinnern wir nochmal an die Be-
ziehungen zwischen den Operatoren Divergenz, Gradient und Rotation im R3. Sei W c R3
eine offene Teilmenge und X : W C R? — R? ein glattes Vektorfeld mit den Komponenten
X = (&1,£&2,&3) . Die Rotation von X ist ein neues Vektorfeld auf W, das durch

rot (X) = > - >, ——— >, >~ — —=—

(5)53 08 0§ 0 0& 551)

definiert ist. Die Divergenz von X ist durch

S| n 082 n 083

le(X) = 671'1 87‘];'2 63;‘3

gegeben. Fiir den Gradienten einer glatten Funktion f: W C R?® — R gilt

gradf = (ﬁ 8—f ﬁ)

83@1 ’ 8.’172 ’ 6:173

Aus Kapitel 6 kennen wir die folgenden Eigenschaften fiir die Rotation, die man schnell

nochmal nachrechnet:

1. div(rot (X)) =0 fiir alle X € X(W),
2. rot (grad f) =0 fiir alle f € C(W),
3. rot (f-X)=f rot(X)+grad f x X.

Mit dem Lemma von Poincare erhélt man fiir ein Vektorfeld Y auf sternférmigen Mengen
W C R3 dariiber hinaus:

4. div(Y) = 0 genau dann, wenn rot(X) =Y fiir ein Vektorfeld X auf W.

5. rot(Y) = 0 genau dann, wenn Y = gradf fiir eine Funktion f auf W.

Satz 10.42 (Klassischer Satz von Stokes fiir Flichen im R?)
Sei M? C R3 eine kompakte, orientierte Fliche im R® mit Rand OM. Es bezeichne
n:M?* — S?CR?
r o n(z) LT,M?
das der Orientierung von M entsprechende Einheitsnormalenvektorfeld von M und
t:OM — T(OM) das tangentiale Finheitsvektorfeld der 1-dimensionalen Mannigfaltigkeit

OM, das der induzierten Orientierung des Randes entspricht. Sei W C R3 eine offene
Umgebung von M und X ein auf W definiertes glattes Vektorfeld. Dann gilt

/(mt(X),n) dM = / (X,t) d(OM).
M2 OM?2
Beweis: Wir betrachten die zu X duale 1-Form
3
w = Z 51 dx; € QI(W)

i=1
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und wenden darauf den Satz von Stokes an. Mit rot(X) = (R, Re, R3) bezeichnen wir zur

Abkiirzung die Rotation von X. Dann gilt

dw = d& Ndxy 4 dés AN dxg + dés A dxs

02(&1)dxy N dxy 4+ 03(&1)dxs A day + 01 (&2)dxy A day

+ 03(&2)dxs A dxo + 01(€3)dz A dxg + 02(E3)dza A das

= (02(&3) — 03(&2))dw2 A dxs + (03(81) — 01(&3))dws A dxy
+ (01(&2) — 02(&1))dzy A dao

= Ryidxo ANdrs + Rodrs A dxy + Rzdzy A dxs.

Wir zeigen nun

dw = (rot(X),n)dM, (%)
wlom = (X, t) d(OM) € Q(OM). (%)
Sei dazu ® : U C R? — M eine lokale Parametrisierung von M. Dann gilt fiir das
Normalenfeld 00 ) 00
By (W) X g (u
n(®(u)) = 24 Gus € R, u=(u,up),
||571(u) X 572(“)”
und fiir die Volumenform
d P
dM = Hi X i” dui A dus .
6U1 811,2

Nach Definition des alternierenden Produktes und des Vektorproduktes folgt auflerdem fiir
die 1. Komponente des Vektorproduktes

o® 0 0 0 0 0 0 0
P <I>)_ Dy 03 OB @2:( ) <I>)17

d d - - | = . = - R
( 2 A {E3) (8u1 ’ 8UQ 8u1 8uz 8U1 8U2 8U1 x 8’&2
d.h. es gilt
od 09
dl‘g A\ dl‘?, = (87111 X %)1 du1 A d’UQ.

Analog rechnet man fiir die anderen Komponenten und erhélt mit n = (Ny, Ny, N3),

N1 dM = dJZQ N d$3,
N2 dM = dIg A dﬁCQ,
N3 dM = d.’El A\ d.’EQ.

3
Folglich ist (rot(X),n)dM = >  R;N;dM = dw und (*) gezeigt.

=1
Sei nun t = (11,7%,T3). Da t ein der Orientierung entsprechendes Einheitsvektorfeld auf
dem Rand OM ist, folgt wegen dz,;(t) =T; und d(OM)(t) =1

T; d(OM) = dx; (als 1-Form auf OM).

Wir erhalten also fiir die Form w|gps, betrachtet als 1-Form auf M, die Formel (s:x):

3 3
wlop =Y &G dry =Y &Tid(OM) = (t, X) d(OM).
i=1

i=1
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Wir wollen abschlieflend eine Reihe von Integralsédtzen in einer Notation angeben, wie man
sie in einigen Biichern zur klassischen Vektoranalysis findet. Dort werden oft die folgenden

Bezeichnungen verwendet:

d1‘1
ds:= | dzy | € Q' (W,R?)
d$3

heiflt das vektorielle Linienelement auf W,

dzro N dxs
dF := | das Adzy | € Q3(W,R?)
d.l?l A dxg

heif3t das vektorielle Flichenelement auf W und die iibliche Volumenform
dV :=dzy Adxo Adzs € Q3 (W)

heifit das Volumenelement von W.
Ist X = (&1,&,&3) ein Vektorfeld auf W C R3, so bezeichnen X - ds bzw. X - dF die 1-
bzw. 2-Formen

X -ds :

E1dxy + Eoday + Esdzs € QW)
{1 dro A\ drs + 52 drs Adxi + Eg dri Ndry € QQ(W)

X . dF

3
Die zu X duale 1-Form w = _ &; dx; und ihr Differential dw schreiben sich dann in der Form
i=1
w = X -ds,
dw = rot(X) - dF.

Der Satz von Stokes ergibt dann

Satz 10.43 Ist X ein glattes Vektorfeld auf einer offenen Menge W C R? und M? ¢ W

eine Fliche, so gilt
/rot(X)-dﬁ: / X - ds.

M?2 OM?

Aus dem Mittelwertsatz erhalten wir:

Folgerung: Sei W C R? eine offene Menge, n ein Einheitsvektor im R3, xo € W ein
fizierter Punkt und K.(xo) die Kreisscheibe vom Radius € um xo in der zu n orthogonalen
Ebene durch xo. Dann gilt fiir die Rotation eines glatten Vektorfeldes X auf W

(rot(X),n)(xg) = lim 1 / X -d3

e—0 e2
8K5(x0)

Diesen Grenzwert nennt man auch die Wirbelstirke von X wm n und rot(X)(zg) selbst
auch Wirbeldichte von X in xo. Ein Vektorfeld X heifit wirbelfrei, wenn rot(X) = 0 gilt.
Ein Vektorfeld X auf einer sternférmigen Menge W C R? ist genau dann wirbelfrei, wenn
es eine glatte Funktion f auf W mit X = gradf gibt. (siehe oben).

Man kann auch die Wirbeldichte selbst als den Grenzwert eines Integrals ausdriicken. Wir

vereinbaren dazu die folgende Notation:
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Ist V3 eine 3-dimensionale Untermannigfaltigkeit im R3 (d.h. ein Kérper) und B =
(B1, By, B3) ein Vektorfeld auf V3. Dann bezeichne

/BdV:Z /BldV,/Bng,/Bng
\4 \4 1% \%4

Satz 10.44 Sei V3 C R? eine 3-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R® mit dem Rand
OV = M?. Sei X ein Vektorfeld auf V3 und v : OV3 = M? — R3 das Vektorfeld der
dufleren Normalen des Randes von V. Dann gilt

/rot(X) v = — /(X X ) dM.

V3 M?2

Beweis: Sei X = (£1,&2,&3). Wir definieren auf V' eine 2-Form w mit Werten in R durch:
w = (—53 dxy Ndxz — & dxy ANdzs |, & dxy Ndxe —Eo dxa ANdxs , € dro Ndrs + &1 dxy /\dxg).
Dann rechnet man leicht aus, daf3
dw =rot(X)dV = rot(X)dxy Adxs A dxs.
Wir haben zu zeigen, dafl
wly = —(X xv)dM (als 2-Form auf M = 9V).

Nach Definition stimmt das Vektorfeld der aiileren Normale v : M — R? mit dem Ein-
heitsnormalenvektorfeld n = (N7, Na, N3) : M — R® von M? C R? iiberein. Aus dem
Beweis von Satz 10.42 wissen wir deshalb bereits, dass

Ni1dM =dxo Ndxs , NodM =dxs ANdxy und N3dM = dxi A dxs.
Setzen wir dies in die Definition von w ein, so erhalten wir
wlar = (§3N2 — §2N3,§1N3 — E3N1,Ea N1 — E1N2) dM = —(X x n) dM.

Nun folgt die Behauptung aus dem Satz von Stokes. a

Aus dem Mittelwertsatz folgt

Folgerung: Sei X ein Vektorfeld in einer Umgebung von xo € R® und bezeichne S2(x¢)

die Sphdre um xg vom Radius €. Dann gilt

. 3
rot(X)(xzo) = — ;I_)I% g

/ (X x v)dS?.

52(wo)

Analog zu Satz 10.43 kénnen wir auch die Divergenzformel aus Satz 10.38 in der klassischen

Form schreiben und erhalten

Satz 10.45 Sei V? eine 3—dimensionale Untermannigfaltigkeit des R® mit dem Rand OV3 =
M? und X = (&1,&,&3) ein glattes Vektorfeld auf V. Dann gilt

06 0& &3 / ~

ger | Yoz O3 — [ x.dF
/(8:01 T on, T axg) v d
1% M
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Aus dem Mittelwertsatz folgt

Folgerung: Sei o € R3 und X ein glattes Vektorfeld, das auf einer Umgebung von xg
definiert ist. Bezeichne S%(z¢) die Sphire um xo vom Radius . Dann gilt

div(X)(z0) = lim 4mg / X - dF.
S2(xo)

Interpretiert man X als das Geschwindigkeitsfeld einer stromenden, inkompressiblen Fliissig-

keit, dann ist f X -dF die Fliissigkeitsmenge, die pro Zeiteinheit vom Stromungsfeld X
durch den Rand dV transportiert wird und die Zahl

1 .
—— | X-dF
Vol(V) /

oV

beschreibt die Ergiebigkeit des Feldes X in V. Nach der vorstehenden Folgerung mifit also
div(X)(xg) die “Quelldichte” von X. Ein Vektorfeld X heifit quellenfrei, falls div(X) = 0
gilt. Wirbelfelder rot(B) sind quellenfrei. Ein auf einem sternférmigen Gebiet W definiertes
Vektorfeld X ist genau dann quellenfrei, wenn es ein Vektorfeld B auf W mit X = rot(B)
gibt (sieche oben).

Aus dem Gauflschen Integralsatz (Satz 10.38) folgt ein weiterer klassischer Integralsatz,

namlich

Satz 10.46 Sei V? eine 3-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R® mit Rand OV = M?,
v = (N1, Na, N3) das Vektorfeld der duferen Normalen auf M? und f eine glatte Funktion
auf V. Dann gilt

2] dV3:/f-NidM.
Bxi

14 M

Beweis: Wir wenden die 2. Formel von Satz 10.38 auf das Vektorfeld X = 8%7: =e¢; an. Da
fiir dieses Feld div(X) =0 gilt, erhalten wir

Ly = /f (e1, 1) dOV = /deM
83:1

Aus dem Mittelwertsatz folgt dann

Folgerung: Es sei g € R3, S%(xg) die Sphire um xo vom Radius €, v die Abbildung der

dufleren Normale auf S? und f eine glatte Funktion auf einer Umgebung von xo. Dann gilt

2
grad f(xo) —h_r)% 47r€3/ f-vdSz.
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10.11.4 Drei typische Anwendungen des Satzes von Stokes

Der Satz von Stokes ist einer der zentralen Sétze in der Integrationstheorie. Er hat
sehr vielfiltige Anwendungen in Geometrie, Analysis und mathematischer Physik. Drei
Anwendungen werden wir jetzt zeigen. In den Vorlesungen des Hauptstudiums (z.B.
Differentialgeometrie) wird man weiteren Anwendungen mit wichtigen inhaltlichen Konse-

quenzen begegnen.

Berechnung des Volumens der Sphire:

Sei D C R™ die Vollkugel vom Radius 7 in R”, also D! = {z € R"|||z|| < r} und
Sr=1l = {z € R" | ||z|| = r} ihr Rand, die n — 1-dimensionale Sphire vom Radius 7. In
Kapitel 9.8 haben wir bereits das Volumen der Kugel berechnet

eI falls n gerade
n 2/
Vol(D}}) = et s
222 falls n ungerade .

Satz 10.47 Fir das Volumen der Sphdre gilt

Vol(S7—1) = ; - Vol(D™).
Beweis: Es gilt 9D = S*! und Vol(S*™') = [ dS"' . Wir betrachten auf D7 die
S';Lfl
Euklidischen Koordinaten (z1,...,z,). Dann ist die Volumenform von D]’ gegeben durch

dDy =dxy A ... A\dzy,
und das Vektorfeld der #ufieren Normalen auf dem Rand S”~! von DI durch
I 0 n—
Z/(x)zf_;zg:ja—xj(z) resrt

Aus Satz 10.29 folgt nun

(dsfil)w = 7;V(x) (dD:L)w

n

T
= f]z%(dxl/\.../\d:cn)
i=1
LS~ vt 0 _
j=1 j
=1
T ‘ -
= ; (—1)]_1xjda:l/\.../\dxj/\.../\dxn

Il
_

J
Bezeichne w die (n — 1)-Form
w= Z(—l)jflxj dml/\.../\d/x?/\.../\dz"
j=1
Fiir ihr Differential gilt

dw:Z(—l)jfldxj/\dxl/\.../\@/\.../\dmn=Zdz1/\.../\d:c” = ndD;

j=1 j=1
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Somit erhalten wir mit dem Satz von Stokes fiir das Volumen der Sphére

Vol(S7—1) = / asn1 =1 / w=1 /dw =2 /de = " vol(D™)
T T T T

sp—t sn—t Dr Dy

O

Fiir eine weitere geometrische Anwendung des Satzes von Stokes erinnern wir an den Begriff
der homotopen Abbildungen.

Definition. Seien fo und f1 : M — N zwei glatte Abbildungen zwischen den Unter-
mannigfaltigkeiten M und N. fo und f1 heiffen glatt-homotop zueinander, falls eine
C>-Abbildung H : [0,1] x M — N eistiert, so daff H(0,z) = fo(x) und H(1,z) = fi(x)
gilt. Das heifit, man hat eine Schar von Abbildungen f; : M — N mit fi(x) = H(t, ), die
fo in f1 dberfihren. Bezeichnung: fo ~g f1.

Satz 10.48 Seien M"™ und N™ kompakte, orientierte Untermannigfaltigkeiten ohne Rand
und w eine n—Form mit kompaktem Triger auf N. Sind fo, f1 : M — N zwei glatt-homotope

[ fiw= M/ fiw.

Mmn

Abbildungen, so gilt

Beweis: Sei I = [0,1]. Der Rand der Untermannigfaltigkeit I x M ist gegeben durch
(I x M) = M U (—M), wobei —M die Untermannigfaltigkeit M mit entgegengesetzter
Orientierung ist. Also folgt aus fo ~g f1, dafl

| wo=[fos [ o= [fw- [ s
A(Ix M) M -M M M
Andererseits ergibt das Anwenden des Satzes von Stokes

/ H*w = / d(H*w) = / H*dw =0,

O(IxM) IxM IxM

da dw € Q"T1(N™) = {0}. Somit erhalten wir [ fjw = [ fiw. ]
M M

Wir zeigen jetzt, dass man “einen Igel nicht kdimmen kann“.

Satz 10.49 (Igelsatz) Jedes Vektorfeld X auf einer Sphire S** C R?"*1 gerader Dimen-

sion hat mindestens eine Nullstelle, d.h. es existiert ein x € S mit X (x) = 0.

Bemerkung: Auf Sphiren ungerader Dimension ist dieser Satz falsch; man betrachte etwa

das Vektorfeld X(Jil, . ,l‘2n+2) = (332, —X1,T3, —T4,y ..., T2n4+2, —xgn_;,_l).

Beweis von Satz 12.38: Sei X ein Vektorfeld auf S™. Angenommen X habe keine Nullstel-
le. Mit 7 bezeichnen wir die sogenannte antipodale Abbildung, definiert durch 7(z) := —z.
Da X keine Nullstelle hat, erhalten wir durch

X(x)

H{(t,2) = cos(wt) @ + sin(mt) 1z,

eine glatte Homotopie zwischen der Identitét und der antipodalen Abbildung 7. Aus Satz
10.48 folgt dann
/dS"z/T*dS”. (*)

Sn Sn
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Wir driicken jetzt die n-Form 7% dS™ durch die Volumenform der Sphére aus. Die Orien-
tierung auf der Sphire S™ sei durch das Einheitsnormalenfeld n(z) = = festgelegt, d.h. es
gilt

(al, ceey Cln) € Or,gn = (Cll, R s P J,‘) € Ogn+1 (**)
Seinun (ey, ..., e,) eine positiv orientierte orthonormale Basis in T,,S™. Dann ist (eg, ..., e,)

auch eine orthonormale Basis in T_,S™, die wegen (**) negativ orientiert ist. Wir erhalten
also fiir die n-Form 7*dS"

(7*dS™)z(e1,- .. en) ds” (—e1,...,—en) = (=1)"dS" (e1,...,en)

(—1)" ! = (—1)"*LdS ey, ..., en).

Somit gilt
7*dS" = (—1)"*ttds"

und fiir das Volumen der Sphére wiirde aus (*) folgen

Vol(s™) = / s — / ST = (—1)n L / dS™ = (1) Vol(S™).
STL S’Vl STL

Dies ist fiir gerade Dimensionen n ein Widerspruch. o
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10.12  Wiederholungsfragen zur Priifungsvorbereitung

Die folgenden Fragen fassen den in Kapitel 10 behandelten Stoff zusammen. Sie sollen die

Vorbereitung auf die Analysispriifung erleichtern. Bei der Beantwortung der Fragen sollten

Sie folgendes beachten: Zu getroffenen Aussagen sollten Sie Beweise bzw. kurze Beweiside-

en kennen, mathematische Begriffe sollten Sie an Beispielen bzw. Gegenbeispielen erldutern

konnen. Auflerdem sollten Sie den Vorlesungsstoff auf die Losung von Aufgaben anwen-

den koénnen (wie in der Ubung behandelt bzw. in den wochentlichen Hausaufgaben gestellt

wurden).

10.

. Definieren Sie den Begriff der Untermannigfaltigkeit (UMF) des R™ (mit und ohne

Rand). Welche Eigenschaften haben das Innere und der Rand einer Untermannigfaltig-
keit? Welche Beispiele kennen Sie? Wie kann man Untermannigfaltigkeiten beschreiben

(durch Gleichungen, Graphen oder lokale Parametrisierungen)?

. Definieren Sie den Tangentialraum und den Cotangentialraum einer Untermannigfal-

tigkeit M in einem Punkt x € M. Welche Eigenschaften haben diese Riume? Wie
kann man sie berechnen?

. Definieren Sie den Begriff einer differenzierbaren (C*,(C°) Abbildung zwischen Un-

termannigfaltigkeiten. Welche Eigenschaften haben differenzierbare Abbildungen?

. Definieren Sie das Differenzial einer differenzierbaren Abbildung zwischen Unterman-

nigfaltigkeiten. Welche Eigenschaften hat dieses Differenzial? Warum verallgemeinert
es das Differenzial einer differenzierbaren Abbildung f : U C R* — R™, wie es in
Kapitel 6 definiert wurde?

. Was versteht man unter der kanonischen Basis im Tangentialraum 7,M beziiglich

einer Karte um = € M? Wie erhilt man die duale Basis in T, M dazu (Beweis)?.
Wie lauten die Transformationsformeln zwischen kanonischen Basen bzw. Cobasen zu
verschiedenen Karten?

. Was versteht man unter einem Vektorfeld auf einer Untermannigfaltigkeit? Definieren

Sie die Richtungsableitung einer Funktion nach einem Vektorfeld. Was ist der Kom-

mutator zweier Vektorfelder und welche Eigenschaften hat er?

Was versteht man unter der induzierten Riemannschen Metrik einer Untermannigfal-
tigkeit? Was sind ihre lokalen Koeffizienten? (Beispiele)

. Definieren Sie die Begriffe Gradient, Divergenz und Laplace-Operator fiir Funktio-

nen bzw. Vektorfelder einer Untermannigfaltigkeit. Nennen Sie Eigenschaften dieser
Operationen (Produktregeln, lokale Formeln).

. Was versteht man unter einer k-Form auf einer Untermannigfaltigkeit? Welche Ope-

rationen fiir k-Formen kennen Sie (Induzieren, alternierendes Produkt, lokale Darstel-
lung, Differenzial einer k-Form, inneres Produkt, Lie-Ableitung)? Nennen Sie deren

wichtigste Rechenregeln.

Was versteht man unter einer Orientierung auf einer Untermannigfaltigkeit? Welche
Kriterien fiir die Orientierbarkeit von Untermannigfaltigkeiten kennen Sie? Nennen Sie

Beispiele fiir orientierbare und nicht orientierbare Untermannigfaltigkeiten.
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11.

12.

13.

14.

15.

Definieren Sie die Volumenform einer orientierten Untermannigfaltigkeit. Welche Ei-
genschaften hat diese Form (lokale Darstellung, Beziehung zwischen der Volumenform
von M und der Volumenform des Randes OM)?

Definieren Sie das Integral einer m-Form iiber einer mefibaren Teilmenge einer n-
dimensionalen Untermannigfaltigkeit. Welche Eigenschaften hat dieses Integral? Wie

kann man es berechnen?

Definieren Sie das Volumen einer meflbaren Teilmenge einer Untermannigfaltigkeit.
Geben Sie fiir die Definition eine geometrische Interpretation. Wie berechnet man

dieses Volumen?

Formulieren und beweisen Sie den Satz von Stokes (fiir Integrale von Formen iiber
UMF). Welche Anwendungen kennen Sie?

Nennen und beweisen Sie spezielle Integralséitze, die aus dem Satz von Stokes folgen.
Welche Eigenschaften des Laplace-Operatores erhélt man aus diesen Satzen?
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H. Flanders: Differential forms. With applications to physical sciences. Academic
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10.14 Ubungsaufgaben

Aufgabe 10.1
Zeigen Sie, dass der Zylinder Z = {(z,y,2) € R3 || 22 + y?> = 1} eine 2-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des R3 ist. Geben Sie lokale Parametrisierungen an, die den Zylinder

iiberdecken.

Aufgabe 10.2
Sei f: (a,b) = RT eine C*°-Funktion. Beweisen Sie, dass die Rotationsfliche

M? ={(z,y,2) eR® | 2 + 4% = f(2)*}

eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R? ist. (Skizze)

Aufgabe 10.3
Beweisen Sie, dass das Kathenoid

M? = {(coshucosv,coshusinv,u) € R® | (u,v) € R*}
eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R? ist. (Skizze)
Aufgabe 10.4
a) Zeigen Sie, dass der Kegel
K ={(r,y,2) €R® | 2® + 4> =2}
keine Untermannigfaltigkeit des R? ist. (Skizze)
b)* Zeigen Sie dass die Neilsche Parabel
P={(vy) eR* |2’ =4}

keine Untermannigfaltigkeit des R? ist. (Skizze)

Aufgabe 10.5
Zeigen sie, dass folgende Gruppen G C gl(R™) Untermannigfaltigkeiten des R™ ~ gl(R™)

sind. Bestimmen Sie ferner deren Dimension und die Tangentialriume im Einselement.
a) G=SL(n,R)={M € gl(R") | det M =1} (spezielle lineare Gruppe)®.

b) G=0(n)={M € gl(R") | M - M* = id} (orthogonale Gruppe).

Aufgabe 10.6
Betrachte die Wendelflache

M? = {®(u,v) := (vcosu,vsinu,u) € R® | v,u € R,v >0}

Sei ug € R fixiert und bezeichne p(v) den Winkel zwischen der Tangentialebene

Tcmq,(uo,U)M2 und der z-Achse. Beweisen Sie,

o(v) = arctan(|v])

IWird in der Ubung besprochen.
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Aufgabe 10.7

Sei h : U C R?> — R eine C™-Funktion und M? C R? die 2-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit M? :=graph(h). Zeigen Sie, dass die Tangentialebene durch einen Punkt
p = (ug,vo, h(ug,vo)) € M? gegeben ist durch

oh Oh
Tan, M = { (z,y,2) € R3 (xz— uo)%(uo,vo) +(y— vg)%(u(),vo) =2z — h(uo,vo)}

Aufgabe 10.8
Seien X,Y : S? — R3 definiert durch

X(xayvz) = (_y71'70), Y(x7yaz) = (_Z707x)
a) Zeigen Sie, dass X und Y glatte Vektorfelder auf S? sind.
b) Berechnen Sie den Kommutator von X und Y.

¢) Geben Sie die Komponenten des Vektorfeldes X beziiglich der durch die sphérischen
Koordinaten gegebenen Karte an.

d) Berechnen Sie die Richtungsableitung X (f) fiir die Funktion f : S? = R, f(z,y,2) =
2.

e) Zeigen Sie: Es existiert keine Funktion h : S — R mit X = grad(h).

Aufgabe 10.9
Seien X, Y, Z Vektorfelder und f, g Funktionen auf einer Untermannigfaltigkeit.

Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften fiir den Kommutator von Vektorfeldern:
a) [X,[Y,Z]|+[Y.[Z2,X]]+[Z,[X,Y]] =0 (Jacobi-Identitt)
b) [fX,gY] = fglX. Y]+ [X(9)Y — gV (/)X

o) [XY](f) = XY () =Y (X(/)

Aufgabe 10.10
a) Sei U C R? eine offene Teilmenge. Sei F' = (Fy, Fp, F3) : U — R? ein Vektorfeld auf

U, so definieren wir dessen Rotation als ein neues Vektorfeld auf U durch

or(p) o (OB OB OF_OFy 0F, 0F
T 8x2 85C3 ’ Bxg axl ’ 3x1 85C2

Beweisen Sie folgende Formeln, wobei f € C*°(U,R):
e div(rot(F)) =0

1) =0
= f-rot(F) + grad(f) x F'

e rot(grad(
e rot(f - F)
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b) Sei M C R¥ eine Untermannigfaltigkeit, f,h € C*°(M) und V € X(M). Wir definieren
den Laplace-Operator A als

A(f) := div(grad(f))
Beweisen Sie die folgenden Produktregeln:

e grad(f-h) = f-grad(f) + h - grad(f)
o div(f-V)=f -div(V)+ V()
o A(f-h)= [ A(h)+h-A(f)+ 2(grad(f), grad(h))

Aufgabe 10.11 (Stereographische Projektion)

a) Bezeichne N = {(0,...,0,1)} den Nordpol der Sphéire S™ und sei h: S™ \ N — R"™ die
auf folgende Weise definierte Abbildung;:

h(z) := { Gerade durch N und = } N { Ebene 2,11 =0 }

Geben Sie Formeln fiir 4 und A~! und zeigen Sie, dass h~! eine Parametrisierung von
S™\ N ist.

b)* Beschreiben Sie das Bild unter A~ von Hyperebenen E"~! C R" bzw. Hypersphiren

Sn—t c R™.

c¢) Geben Sie die Koeffizienten der Riemannschen Metrik, den Gradienten einer Funktion
f € C>(S™), die Divergenz eines Vektorfeldes X € X(S™) und den Laplace-Operator
von f in der durch die stereographische Projektion h gegebenen Karte auf S™\ N an.

Aufgabe 10.12
Bestimmen Sie alle nur vom Abstand zum Nullpunkt r(z) = d(x,0) = ||z|| abhingenden
Funktionen f : R"\{0} — R, die die Gleichung A f = 0 erfiillen (harmonische Funktionen).

Aufgabe 10.13
a) Berechnen Sie das #ufiere Differential folgender Formen im R3:
1) w! = e®cos(y) dx — e®sin(y) dy
2) w? =zydz Ady +2xdy Adz +2ydz Adz
3) w?=zdr ANdy+xdy ANdz+ydx A\ dz
b) Sei w! = f(x,y)dx + g(x,y) dy € Q' (R?) eine 1-Form auf R2. Beweisen Sie:

w! ist geschlossen <= g = %
dy  Ox

Bestimmen Sie alle Funktionen o € C*°(R?) die da = w! erfiillen, sowie alle 1-Formen

n! mit dn' = ydx A dy.

¢) Finden Sie ein analoges Kriterium fiir Geschlossenheit einer 1-Form auf dem R™.
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d) Sei o € Q'(R?\ {0}) die 1-Form

y x
=- dx d
T TRy +x2+y2 Y

Beweisen Sie, dass o geschlossen, aber nicht exakt ist auf R? \ {0}. Geben Sie eine
offene Teilmenge U von R? \ {0} an, auf der o exakt ist (U moglichst groB!).

Aufgabe 10.14 (Lemma von Poincare)
Eine Teilmenge A C R™ heisst sternformig, falls ein Punkt g € A existiert, so dass Vo € A
auch die Strecke T,z in A liegt. Beweisen Sie:

Auf einer offenen und sternférmigen Menge U ist jede geschlossene k-Form exakt
(k>1).

Hinweis: OBdA kann man xy = 0 wihlen. Betrachten Sie die (k-1)-Form I, auf U, definiert
durch

& 1
Iw(«r) = Z Z(—l)ail ‘/tkilwil___ik (tl‘) dt * Lig, dxil VANPPIVAN dl‘ia VANPIVAN dl‘ik

i1<...<ik a=1 o
und zeigen Sie, dass dI,, = w gilt.

Aufgabe 10.15

Sei U C R? eine offene sternformige Menge und X ein Vektorfeld auf U. Beweisen Sie:
rotX =0 <= esexistiert fe€ C®U) mitgradf =X

Hinweis: Wenden Sie Aufgabe 9.14 auf die 1-Form wx, definiert durch wx(Y) = (X,Y) , an.

Aufgabe 10.16 (Maxwell-Gleichungen)

Zur Beschreibung zeitabhingiger elektromagnetischer Vorgénge im Vakuum werden folgende

mathematisches Begriffe benutzt:

3

o E=3 Ei(x,t)5> (elektrisches Feld) e p(z,t) (Ladungsdichte)
i=1 ‘
3
3 J =3 Ji(z,t)z2  (Stromdicht
o B= ZBi(x,t)% (magnetisches Feld) * Z; (#.8)5,;  (Stromdichte)
i=1 ‘

Die Relationen zwischen diesen Feldern sind durch die experimentell begriindeten Maxwell-
Gleichungen gegeben, die bei geeigneter Normierung der physikalischen Konstanten folgen-

des besagen:
(1) div(B)=0 (B besitzt keine Quelle)
(2) rotE + %(B) =0 (Faraday-Gesetz)
(3) rotB—J-— %(E) =0 (Ampére-Gesetz)
(4) divE=p (Gauss-Gesetz)

Wir setzen 3%4 = % und betrachten E, B, J € X(R*) als glatte Vektorfelder auf R* sowie
p € C*°(R*). Ferner definieren wir fiir ein Vektorfeld F = Z?:l Fi(x,t)aiwi € X(R*) und
eine 2-Form o? € Q2(RY):
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3 .
L wk = Z:lFide € QYRY)
1=

2. w% = Fyda® A da® + Foda® A dat + Fzda!' A da? € Q*(RY)

4 4 '
3. 0(a%) =30 3 kg (a2<a§,%)) dz’)  wobei r; =
i=1j=1 ’ R

1 fiir i=1,2,3
1 fir i=4

Zeigen Sie dann, dass fiir die 2-Form 7% € Q%(R*) definiert durch
n? = wp Adt +wh
folgendes gilt:
1. dp =0 <= 1) und 2) (in der Ubung behandelt)

2. 0n® =wh — pdt <= 3) und 4)

Aufgabe 10.17

Berechnen Sie die lokale Darstellung der Volumenform fiir folgende Fliichen im R3:

a) Rotationsflache
Ry(a,b) = { (f(2) cos(v), f(2)sin(v),z) € R® | (v,2) € R x (a,b) },
wobei f € C*((a,b)) und f > 0.

b) Rotationstorus
T? = {((r1 4+ ra cosu) cosv, (r1 + racosu)sinv,rasinu) | (v,u) € R?},
wobei r; > 19 >0 .

¢) Wendelfléiche
W =/{ (rcosv,rsinv,v) €ER3 | (v,7) ER xR}

d) Sphére vom Radius r» > 0

52(r) = { (rcosvcosu,rsinvcosu,rsinu) € R* | (v,u) € R*}

e) Graph einer Funktion F € C>°(R?)
I(F) = { (u,v, F(u,v)) € R? | (u,v) e R? }

Aufgabe 10.18
Beweisen Sie die folgende Formel fiir die Volumenform auf der Einheitssphire S” C R™+!

(wobei S™ durch das nach aufien zeigende Normalenvektorfeld orientiert sei) :

dST (v, ..., vp) = (T, 01 X ... X Vy), U1,...,05 € TS

Aufgabe 10.19

Berechnen Sie die Oberflichen der folgenden Flichen:

a) Rotationstorus
T? = {((r1 + rz cosu) cosv, (r1 + ra cosu)sinv,rasinu) | (v,u) € R?},
wobel r; > 19 >0 .
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b) Sphére vom Radius r > 0

S2(r) = { (rcosvcosu,rsinvcosu,rsinu) € R* | (v,u) € R?}

¢) Wendelfldche
W ={ (rcosv,rsinv,v) € R3 | (v,7) € 0,47 x (0,2) }.

d) Kegel
K :={(rcosf,rsinf,r) eR? | 0<f<2r, 0<r <1}

Aufgabe 10.20
Berechnen Sie die Fliche des Graphen der Funktion f :[0,1] x [0,1] C R? - R

2, s

fy) =5t +y

e

)

Aufgabe 10.21
Bestimmen Sie die Oberflidchen der folgenden Rotationsflichen Ry(a,b) (vgl. 11.17a):

o f(2)=20<a<b.
e f(z)=e"%, (a,b) = (0,00).

o f(2)=27% (a,b) = (1,00). Fiir welche o > 0 ist die Oberfliche endlich?

Aufgabe 10.22

a) Berechnen Sie das Volumen des Viviani-Kdrpers, also des Durchschnitts des Vollzylin-
ders
Z = {(z,y,2) € B3| (z — £)? + y? < (£)?} mit der Kugel B® := {(z,y,2) €
R3 | 2? +y® + 2% < R?}.

b) Berechnen Sie den Flicheninhalt der Viviani-Fliche, also des Durchschnitts des Voll-
zylinders
Z wie in a) mit der Sphiire S% := {(z,y, 2) € R® | 2% +y? + 22 = R?}.

Aufgabe 10.23
Es sei K = R o2 »(—00,+00) das Katenoid und 7% der Rotationstorus. Berechnen Sie
folgende Integrale:
1
a)/(dK und b)/zdaz/\dy.

2 + y2)2
K T2

Aufgabe 10.24
Sei = 22 dx A dy eine 2-Form im R3, und sei S = {(z,y,2) € S?|z > 0} die obere Hilfte
der orientierten Einheitssphire S? C R3. Berechnen Sie das Integral

I

S
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Aufgabe 10.25
Sei S die orientierte Fliche S := {(u + v,u? —v? u-v) | u,v € [0,1]}. Berechnen Sie das
Integral

/a:dy/\dz+yda:/\dy
s

Aufgabe 10.26

Berechnen Sie das Integral
2 y2 22
/ 1/ pry + oy + s dE |
E

wobei E die Ellipsoidfliche E := {(x,y,2) € R? | ﬁ—z + ‘z—j + j—j =1} bezeichne.

Aufgabe 10.27
T sei der Korper, der durch die xy-Ebene, die xz-Ebene, die yz-Ebene und die Ebene 2x +
3y + 62 = 12 begrenzt ist. Berechnen Sie

/Fldx/\derngy/\derngz/\dx
aT
direkt und nach dem Satz von Stokes? fiir:

a) Fl = 3y,F2 = 18Z,F3 =—12

b) Fi =z F,=1*F;=y

Aufgabe 10.28
Gegeben sei das Vektorfeld F € X(R?) mit F(z,y, z) := (2,92, 22). Ferner bezeichne S? C
R3 die 2-dimensionale Sphire vom Radius 1. n sei das Vektorfeld der #uferen Normalen.

Berechnen Sie mit Hilfe des Satzes von Stokes das Integral

/ < F,n>ds?
5‘2

Aufgabe 10.29
Berechnen Sie mit Hilfe des Stokesschen Satzes das Integral

/ —Pde + 23dy — 23dz
c

C ist die Schnittmenge des Zylinders z? + 2 = 1 mit der Ebene = + y + z = 1, die

Orientierung enspricht der Bewegung gegen den Uhrzeigersinn in der xy-Ebene.

2Bemerkung: 97 ist KEINE glatte Untermannigfaltigkeit, lisst sich aber aus solchen zusammengesetz-
ten. Der Satz von Stokes darf hier trotzdem angewendet werden indem man das Integral faT fiir die einzelnen

glatten Randstiicke berechnet.
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Aufgabe 10.30
Verifizieren Sie den Stokesschen Integralsatz fiir die Fliche B = {(x,y,2) € R® | z =
2% —y% 2% + y? < 1} und das Vektorfeld X (z,y, z) = (2,9, 2), d.h. zeigen Sie durch direkte

Rechnung, dass gilt
/rot(X) dF = /X'ds".
B oB

Aufgabe 10.31
Es sei D C R? ein ebenes beschriinktes Gebiet mit glattem Rand dD. Mit + : [a,b] — 0D
bezeichnen wir die einfache, regulire, auf Bogenldnge parametrisierte Kurve, die den Rand

von D in Richtung seiner Orientierung parametrisiert. Zeigen Sie, dass fiir den Flicheninhalt
Area(D) := X2(D) des Gebietes D folgende Formel gilt:

Area(D) =

N =

b
[ Goy® -y @)d wobei (1) = (a(t).y(0)
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