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Besprechungstermin in der Woche vom 7.11.-11.11.2011

Hinweis: Diese Aufgaben sind ein zusétzliches Angebot fiir Hohrer der Analysis I*-
Vorlesung, die sich iiber den Vorlesungsstoff hinaus noch etwas mit analytischen Themen
befassen mochten. Die Losungen werden nicht abgegeben und korrigiert. Fiir Interessenten
vereinbaren wir aber einen Besprechungstermin, bei dem die Lésungen besprochen werden.
Dabei konnen Sie z.B. vorstellen, was Sie herausbekommen haben bzw. zuséitzlich beim
Lesen in der Literatur entdeckt haben.

Interessenten fiir einen Besprechungstermin melden sich bitte zur Terminabsprache bei
mir.

Geometrische Eigenschaften von Md&biustransformationen

Seien a, b, c,d € C komplexe Zahlen mit ad — ¢b # 0. Wir ordnen diese Zahlen in einer

Matrix A := CCL Z ) an und bezeichnen mit ¢4 : C\ {z € C | cz+d = 0} — C die
Abbildung
az+b
94(2) = cz+d

Eine solche Abbildung heifit Mdbiustransformation. Das Ziel dieser Zusatzaufgaben ist die
Untersuchung einiger geometrischer Eigenschaften dieser Sorte von Abbildungen.

1. Jede Mobiustransformation 148t sich als Verkniipfung von Translationen, Drehstreckun-
gen und Inversion darstellen.

—Translation : T,:2€C—z+2€C, wobei zg € C.
—Drehstreckung: Sy :z2€Cw— AzeC, wobei A € C.
—Inversion : J:zeC\{0}—»1ecC.

2. Jede Mobiustransformation iiberfithrt verallgemeinerte Kreise in verallgemeinerte Krei-
se. (Unter einem verallgemeinerten Kreis verstehen wir hier einen Kreis oder eine Gerade).

3. Jede Mobiustransformation ist winkeltreu, d.h. wenn sich zwei Kurven I'y und I's der
komplexen Ebene im Punkt p € C im Winkel « schneiden, so schneiden sich die Bildkur-
ven ¢4(I'1) und ¢4 (I'2) im Punkt ¢4(p) im gleichen Winkel.

(Informieren Sie sich in der Literatur, wie man den Schnittwinkel zwischen Kurven ana-
lytisch definiert oder argumentieren Sie geometrisch).

4. Eine von der Identitat verschiedene Mobiustransformation hat hochstens 2 Fixpunkte.
(Unter einem Fizpunkt von ¢4 versteht man einen Punkt z € C mit ¢p4(z) = z).

5. Sei H := {z € C| Im(z) > 0} die obere Halbebene und D := {z € C | |z| < 1} die
Einheitskreisscheibe in der komplexen Ebene. Geben Sie eine Mdbiustransformation an,
die die obere Halbebene H bijektiv auf die Kreisscheibe D abbildet, so dass i auf 0 und



der Rand von H auf den Rand der Kreisscheibe D abgebildet werden.

6. Zeigen Sie, dass eine Mobiustransformation ¢4 mit a,b,c,d € R und ad — bc > 0 die
obere Halbebene H in sich iiberfiihrt.
Zeigen Sie auBlerdem, dass die Menge G dieser Mobiustransformationen auf H, d.h.

az+b
G := : H
{9:2¢ ch%—d

€H | a,bye,d €R, ad —bc > 0}
eine Gruppe bilden.
(Informieren Sie sich in der Literatur tiber den Begriff der Gruppe, falls der Begriff in der

VL zur linearen Algebra noch nicht behandelt wurde.)

7.Sei £ € C eine komplexe Zahl mit || = 1 und a € D. 1)¢ , bezeichne die Mébiustransformation

1[)57,1(2) = 5

z—a
az—1"

Zeigen Sie, dass ¢, die Kreisscheibe D in sich iiberfiihrt und dass die Menge G aller
dieser Mobiustransformationen auf D, d.h.

Gir={Yea:D—=D | £€C|{=1ae D}
ebenfalls eine Gruppe bilden.

8. Informieren Sie sich in der Literatur tiber Anwendungen der Mobiustransformationen
in der hyperbolischen Geometrie.

Literaturempfehlung:
1. J. W. Anderson: Hyperbolic Geometry. Springer-Verlag, 2. Edition 2005

2. T. Needham: Anschauliche Funktionentheorie. Oldenbourg-Verlag 2001.
(Nicht allzu exakt geschrieben, aber sehr anschaulich und mit vielen Hinweisen auf
interessante Anwendungen).



