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Hinweis: Diese Aufgaben sind ein zusitzliches Angebot fiir Hohrer der Analysis I*-
Vorlesung, die sich iiber den Vorlesungsstoff hinaus noch etwas mit analytischen Themen
befassen mochten. Die Losungen werden nicht abgegeben und korrigiert. Fiir Interessenten
vereinbaren wir aber einen Besprechungstermin, bei dem die Lésungen besprochen werden.
Dabei konnen Sie z.B. vorstellen, was Sie herausbekommen haben bzw. zuséitzlich beim
Lesen in der Literatur entdeckt haben.

Interessenten fiir einen Besprechungstermin melden sich bitte zur Terminabsprache bei
mir.

Topologische Riaume

In der Analysis spielen Konvergenz und Grenzwerte von Folgen eine entscheidende Rolle,
um das lokale Anderungsverhalten von Objekten zu beschreiben. In der Vorlesung haben
wir die metrischen Rdume kennengelernt, in denen man einen Konvergenzbegriff mit Hilfe
der Abstandsfunktion erkldren kann. Bei der mathematischen Modellierung verschiede-
ner Sachverhalte trifft man allerdings oft auf mathematische Strukturen, in denen man
Konvergenz benotigt, die aber keine geeignete Metrik zulassen. Besonders haufig tritt dies
z.B. auf, wenn man eine Aquivalenzrelation auf einem (metrischen) Raum hat und de-
ren Aquivalenzklassen betrachtet. (Sie konnen sich dies als ” Verklebevorschrift” vorstellen,
die eine neue Menge produziert). Man bendtigt deshalb ein allgemeineres mathemati-
sches Konzept fiir die Definition von Konvergenz als das des metrischen Raumes. Das
allgemeinste Konzept dafiir ist das des topologischen Raumes. Dieses Zusatzblatt soll die
topologischen Réume vorstellen und einige Unterschiede zu den metrischen Rdumen be-
leuchten.

Definition: Ein Paar (X, 7), bestehend aus einer nichtleeren Menge X und einer Teil-
menge 7 der Potenzmenge von X, heifit topologischer Raum, wenn das Mengensystem 7
die folgenden drei Eigenschaften hat:

1. X und () sind Elemente von 7.

2. Die Vereinigung beliebig vieler Mengen aus 7 liegt in 7.

3. Der Durchschnitt endlich vieler Mengen aus 7 liegt in 7.

Das Mengensystem 7 C P(X) heiit Topologie auf X. Die Teilmengen von X, die zu 7
gehoren, heilen die offenen Mengen des topologischen Raumes (X, 7).

Die drei Eigenschaften aus dieser Definition kommen Thnen sicher bekannt vor. Ist ndmlich
(X, d) ein metrischer Raum und definieren wir 74 C P(X) durch

Tg={ACX | Ve e AT e>0mit K(x,e):={ye X |d(z,y) <e} C A},

so ist 74 eine solche Topologie auf X (siehe Satz 2.4 der Vorlesung). Wir hatten die Men-
gen aus 74 auch die offenen Mengen des metrischen Raumes genannt. 7; heifit die von
der Metrik d induzierte Topologie. In diesem Sinne kénnen wir jeden metrischen Raum als
topologischen Raum betrachten.



Definition: Ein topologischer Raum (X, 7) heifit metrisierbar, wenn es auf X eine Metrik
d: X x X — R gibt, so dass 74 = 7 gilt.

Nicht jeder topologische Raum ist metrisierbar. Man nehme z.B. eine Menge aus mindes-
tens zwei Elementen mit der Topologie 7 := {X,0}. Warum ist dieser topologische Raum
nicht metrisierbar?

Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Wir nennen eine Menge U C X Umgebung von x € X,
wenn U offen ist und = enthélt. Man kann dann fiir topologische Rdume die gleiche Begriffe
wie fiir metrische Rdume definieren, in dem man in den Definitionen anstelle von “e-Kugel
um z“ das Wort “Umgebung von z* einsetzt. Zum Beispiel konvergiert eine Folge () im
topologischen Raum (X, 7) genau dann gegen x € X, wenn es fiir jede Umgebung U von
x ein ng € N gibt, so dass z, € U fiir alle n > ny.

Wir wollen uns in den folgenden Aufgaben einige nicht ganz so triviale nicht-metrisierbare
topologische Rdume ansehen. Dazu zunéchst noch einige Definitionen:

Definition: Sei (X, 7) ein topologischer Raum.

e Ein Mengensystem 8 C 7 heifit Basis der Topologie, wenn sich jede nichtleere offene
Menge U C X als Vereinigung von Mengen aus S darstellen l&f3t.

e Ein Mengensystem ((x), bestehend aus Umgebungen von z € X, heifit Umgebungs-
basis von x, wenn jede Umgebung von x eine Menge aus 3(x) enthilt.

e Der topologische Raum (X, 7) heifit separabel, wenn es eine abzihlbare dichte Teil-
menge in X gibt.

Uberlegen Sie sich zuniichst die folgenden speziellen Eigenschaften metrischer Riume, die
Sie dann zum Nachweis der Nichtmetrisierbarkeit der angegebenen topologischen Raume
benutzen kénnen:

1. Zwei verschiedene Punkte eines metrischen Raumes besitzen disjunkte Umgebungen.
2. Jeder Punkt eines metrischen Raumes besitzt eine abzdhlbare Umgebungsbasis.

3. Ein metrischer Raum hat genau dann eine abzéhlbare Basis, wenn er separabel ist.
4. Sei X eine iiberabzihlbare Menge und 7., die folgende Topologie:

Tabz = {X, 0} U{X \ A| A endliche oder abzéhlbare Teilmenge von X} C P(X).

Zeigen Sie, dass (X, T4p.) tatséchlich ein topologischer Raum ist und dass dieser Raum
nicht metrisierbar ist.

5. Wir betrachten R mit der folgenden Topologie:
7= {0} U {U CR ‘ v=J [aL,bL)}.

D.h. im Gegensatz zur Standardtopologie auf R, wo die offenen Mengen als Vereinigung
offener Intervalle darstellbar sind, sind hier die offenen Mengen als Vereinigung (beliebig
vieler) halboffener Intervalle darstellbar.

Zeigen Sie, dass (R, 7) tatséchlich ein topologischer Raum ist und dass er nicht metrisier-
bar ist.



Als niichstes beschreiben wir die Konstruktion einer Topologie auf einer Menge von Aqui-
valenzklassen:

Definition: Sei (X, 7) ein topologischer Raum und ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Mit
[z] := {y € X | y ~ 2} bezeichnen wir die Aquivalenzklasse von x € X. Wir betrachten den
Raum X/. :={[z] | z € X} aller Aquivalenzklassen von ~ und die Projektionsabbildung

T:reX — [x] € X/n.
Wir definieren nun die folgende Topologie auf X/..:
o ={UCX/. | m N U)erT}.
Die Topologie 7., heiit Faktortopologie auf X/...

6. Zeigen Sie, dass (X/.,7.) tatsichlich ein topologischer Raum ist.

7. Wir betrachten auf X := (R x {0}) U (R x {1}) die Aquivalenzrelation:

: (z,a) = (y,8) fallsz =y >0
(@,0) ~ (y,8) = {x:yunda,ﬁe{0,1} 020

Hier werden also zwei Geraden auf einer Hélfte miteinander verklebt, so dass eine “ver-
zweigte“ Menge entsteht. Wir betrachten auf X die vom Euklidischen Abstand des R?
induzierte Topologie und auf dem verklebten Raum X/.. die Faktortopologie.

Zeigen Sie, dass X/. nicht metrisierbar ist.

8. Wir betrachten R mit der Standardmetrik d(x,y) := |z — y| und der von ihr erzeugten
Topologie. Auf R definieren wir die Aquivalenzrelation:

x~y <<= x =y oder z,y € Z.

Den Raum R/ konnen Sie sich als eine abzéhlbare Menge von Schleifen vorstellen, die in
jeweils einem ihrer Punkte miteinander verklebt sind.
Zeigen Sie, dass der Schleifenraum R/ mit seiner Faktortopologie nicht metrisierbar ist.
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