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Aufgabe 7 (Topologische Mannigfaltigkeiten)
Begründen Sie (mit Sätzen aus der Vorlesung), dass eine topologische Mannigfaltigkeit die
folgenden Eigenschaften hat, die im Allgemeinen für topologische Räume nicht gelten:

a) Eine Teilmenge einer topologischen Mannigfaltigkeit ist genau dann kompakt, wenn
sie folgenkompakt ist.

b) Eine topologische Mannigfaltigkeit ist genau dann zusammenhängend, wenn sie bo-
genzusammenhängend ist.

c) Jede kompakte Teilmenge einer topologischen Mannigfaltigkeit ist abgeschlossen.

d) Jede Zusammenhangskomponente einer topologischen Mannigfaltigkeit ist sowohl
abgeschlossen als auch offen.

e) Jede topologische Mannigfaltigkeit ist parakompakt.

f) Eine Abbildung zwischen zwei topologischen Mannigfaltigkeiten ist genau dann ste-
tig, wenn sie folgenstetig ist. 6 P

Aufgabe 8 (Glatte Mannigfaltigkeiten)

a) Zeigen Sie, dass der komplex-projektive Raum CPn eine 2n-dimensionale glatte Man-
nigfaltigkeit ist.

b) Wir betrachten auf Sn−1 × [−1, 1] die Äquivalenzrelation

(x, t) ∼ (y, s) :⇐⇒ (x, t) = (y, s) oder t = s = 1 oder t = s = −1.

Zeigen Sie, dass der Faktorraum M := (Sn−1 × [−1, 1])/∼ die Struktur einer n-
dimensionalen glatten Mannigfaltigkeit trägt.
(Hinweis: Mit welcher bekannten Mannigfaltigkeit können Sie M identifizieren?).

6 P

Aufgabe 9 (Glatte Abbildungen)
Zeigen Sie, dass die folgenden Abbildungen glatte Abbildungen zwischen den angegebenen
Mannigfaltigkeiten sind:

a) Die Projektion π : Rn+1 \ {0} → RPn.

b) Die Abbildung f : RPn → End(Rn+1) ≃ R(n+1)2 :

f([x])(v) :=
⟨v, x⟩
⟨x, x⟩

· x für [x] ∈ RPn und v ∈ Rn+1.

6 P

Insgesamt: 18 P
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