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Aufgabe 13
a) Zeigen Sie, dass die Menge
Tib = {((a + bcosu) cosv, (a+ beosu) sinv, bsinu) € R3 | u,v € R}, a>b>0,

eine zum Torus T? = S! x S! diffeomorphe Untermannigfaltigkeit des R? ist.
Skizzieren Sie Tgb.

b) Zeigen Sie, dass die Gruppe
SL(n,R) :={A € GL(n,R) | det(A) = 1}

eine (n? — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von GL(n,R) ist. 6P
Aufgabe 14
a) Bs seien X1, X, X3 : S — R* die folgenden Abildungen:
Xi(x,y,z,w) = (—y,z,—w,z),
Xo(z,y,z,w) = (z,—w,—x,y),
X3(z,y,z,w) = (—w,—z,y.z).

Beweisen Sie, dass X1, X9, X3 glatte Vektorfelder auf S® sind und dass fiir ihre
Kommutatoren gilt:

[X1, Xo] = 2X5, [Xo, X3] =2X, [X3,X1]=2X>.
b) Wir betrachten die Karte (S®\ {N}, ¢x), die durch die stereographische Projektion

©n aus dem Nordpol N gegeben ist (siehe Vorlesung). Berechnen Sie die Koeffizien-
ten des Vektorfeldes X7 fiir die kanonischen Basisfelder dieser Karte. 6 P

Aufgabe 15
Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften des Kommutators von Vektorfeldern auf glatten
Mannigfaltigkeiten:

a) Die Jacobi-Identitit: Fiir alle Vektorfelder X,Y, Z € X(M) gilt:
(X, Y], 21+ [[Y, 2], X] + [[Z, X], Y] = 0.
b) Die Produktregel: Fiir f,g € C>°(M) und X,Y € X(M) gilt:
[fX,9Y] = fgX, Y]+ fX(9)Y — gV (f)X.
c) Die Richtungsableitung: Fiir h € C*°(M,R™) und X,Y € X(M) gilt:
(X, Y](h) = X(Y(h)) = Y(X(R)).

d) Kommutator F-verkniipfter Vektorfelder: Seien F : M — N eine glatte Abbildung,

X1,X2 € X(M) und Y1, Y € X(N) Vektorfelder auf M bzw. N.

Zeigen Sie: Sind X; und Y; F-verkniipft (i = 1,2), so sind auch die Kommutatoren
[X1, Xo] und [Y7, Ys] F-verkniipft. 8P

Insgesamt: 20 P



