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Aufgabe 19

Sei f : M −→ N eine glatte Abbildung zwischen glatten Mannigfaltigkeiten. Zeigen Sie,
dass die Abbildung

df : TM −→ TN
v ∈ TpM 7−→ dfp(v)

ebenfalls eine glatte Abbildung ist. 4 P

Aufgabe 20

Sei M eine n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit und T ∗M ihr Cotangentialbündel mit
der Projektion π : T ∗M → M . Wir betrachten auf der Mannigfaltigkeit T ∗M die folgende
1-Form θ ∈ Ω1(T ∗M) ≃ Γ(Λ1(T ∗M)):

θ : ω ∈ T ∗M 7−→ θω ∈ T ∗
ω(T

∗M),

definiert durch
θω(v) := ω(dπω(v)) für v ∈ Tω(T

∗M).

Sei (U,φ) eine zulässige Karte von M und ϕ(U,φ) : π
−1(U) → R2n die von ihr definierte

Karte auf T ∗M , d.h.,

ϕ(U,φ)(ω) := (x1, . . . , xn, a1, . . . , an), ω ∈ π−1(U),

wobei (x1, . . . , xn) := φ(p) die Koordinaten des Fußpunktes p := π(ω) von ω und (a1, . . . , an)

die Koeffizienten in der Basisdarstellung ω =
n∑

i=1
ai(dxi)p von ω bzgl. der Karte φ sind.

a) Zeigen Sie, dass die 1-Form θ bzgl. der Karte (π−1(U), ϕ(U,φ)) die lokale Darstellung

θω =

n∑
i=1

ai(dxi)ω

besitzt.

b) Schlußfolgern Sie daraus, dass θ tatsächlich eine glatte 1-Form auf T ∗M ist.

θ heißt auch kanonische 1-Form oder Liouville-Form auf T ∗M . 4 P

— Bitte wenden —
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Aufgabe 21

Sei M ⊂ RN eine Untermannigfaltigkeit des RN . Für zwei Vektorfelder X,Y ∈ X(M)
definieren wir das Vektorfeld ∇XY ∈ X(M) durch

(∇XY )(p) := projTpM X(Y )(p) , p ∈ M.

a) Begründen Sie, dass ∇XY tatsächlich ein Vektorfeld auf M ist.

b) Untersuchen Sie, welche der folgenden fünf Abbildungen Tensorfelder sind:

∇Y : X(M) −→ X(M),

X 7−→ ∇XY.

∇X : X(M) −→ X(M),

Y 7−→ ∇XY.

A : X(M)× X(M)× X(M) −→ X(M),

(X,Y, Z) 7−→ ∇X∇Y Z.

B : X(M)× X(M)× X(M) −→ X(M),

(X,Y, Z) 7−→ ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ.

R : X(M)× X(M)× X(M) −→ X(M),

(X,Y, Z) 7−→ ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z.

6 P

Insgesamt: 14 P
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