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Aufgabe 22
Sei X ein Vektorfeld auf einer glatten Mannigfaltigkeit M und bezeichne {ϕt} seinen
(lokalen) Fluß. Unter der Lie-Ableitung eines (k, 0)-Tensorfeldes B auf M in Richtung X
versteht man das durch folgende Definition gegebene (k, 0)-Tensorfeld LXB:

(LXB)p :=
d

dt
(ϕ∗

tB)p

∣∣∣
t=0

, p ∈ M. (∗)

Begründen Sie, dass (∗) tatsächlich ein (k, 0)-Tensorfeld auf M definiert und beweisen Sie
die folgenden Eigenschaften der Lie-Ableitung von Tensorfeldern:

a) LX(fB) = X(f)B + fLXB.

b) LX(B1 ⊗B2) = LXB1 ⊗B2 +B1 ⊗ LXB2.

c) (LXB)(X1, . . . , Xk) = X(B(X1, . . . , Xk))−
k∑

i=1
B(X1, . . . , Xi−1, [X,Xi], Xi+1, . . . , Xk).

d) L[X,Y ]B = (LX ◦ LY − LY ◦ LX)B.

Hierbei bezeichnet B ein (k, 0)-Tensorfeld, B1 und B2 (k1, 0) bzw. (k2, 0)-Tensorfelder,
X,Y,X1, . . . , Xk glatte Vektorfelder und f eine glatte reell-wertige Funktion auf M .

8 P

Aufgabe 23
Zeigen Sie:

a) Jede Lie-Gruppe ist orientierbar.

b) Das Tangentialbündel TM jeder glatten Mannigfaltigkeit M ist eine orientierbare
Mannigfaltigkeit.

c) Der reell-projektive Raum RPn ist genau dann orientierbar, wenn n ungerade ist.
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Aufgabe 24

Die folgende Riemannsche Mannigfaltigkeit (D, gD) heißt Poincarésche Kreisscheibe:

D := {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1}, gD :=
4

(1− (x2 + y2))2
(dx2 + dy2).

Berechnen Sie für 0 < r < 1 den Flächeninhalt der Teilmenge

Dr := {(x, y) ∈ D | x2 + y2 < r2}

sowie die Länge der Kurve γr : [0, 2π] → D,

γr(t) := (r cos t, r sin t)

in der Poincaréschen Kreisscheibe (D, gD).
6 P

Insgesamt: 20 P
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