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Aufgabe 28
Sei V eine metrische kovariante Ableitung auf einer semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit
(M, g), d.h. es gelte

X(9(Y,2)) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ)
fiir alle Vektorfelder X,Y, Z auf M. Sei v : I — M eine glatte Kurve auf M und V und
W Vektorfelder entlang . Beweisen Sie, dass

d vV vw

= 9,0 (VWD) = gy (< O O)) + 9,00 (VD ()
fiir alle t € 1. 4 P
Aufgabe 29

Sei V eine kovariante Ableitung auf M, X und Y Vektorfelder auf M und ~ die Integral-
kurve von X durch p € M. Beweisen Sie, dass sich die kovariante Ableitung V auf folgende
Weise durch die Parallelverschiebung 737V entlang v ausdriickt:

(Vx)®) = 5P, (YO o ' p

Aufgabe 30
Sei ™ ¢ R™*! die Sphiire vom Radius 1 mit induzierter Riemannscher Metrik g,
N =(0,...,0,1) der Nordpol von S™ und V9 der Levi-Civita-Zusammenhang

(V4Y)(p) := projr,s» X(Y)(p), pe s, X,Y € X(5")

von (S™, g). Wir betrachten die Gruppe Holy(S™, VY) der Parallelverschiebungen entlang
aller in N geschlossenen stiickweis glatten Kurven auf S™ :

Holyn(S™,V9) := {PV ‘ ~ stiickweis glatte, in N geschlossene Kurve in S" }

(Diese Gruppe heifit Holonomiegruppe von (S™, g)).
Zeigen Sie, dass
Holyn(S™,V9) = SO(TnS", gn)-

Hinweis: Benutzen Sie, dass die Gruppe SO(n) durch Drehungen in 2-dimensionalen Unterrdumen
von R"™ erzeugt wird und betrachten Sie spezielle Kurven -, die vom Nordpol entlang eines Grof3-
kreises bis zum Aquator laufen, anschlieBend ein Stiick auf dem Aquator entlang und dann auf
einem Grofikreis zuriick zum Nordpol.
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— bitte wenden —



Die folgenden Aufgaben sind freiwillige Zusatzaufgaben. Sie richten sich an diejenigen
Studenten, die bisher weniger als 50% der Punkte bei den Ubungsaufgaben erreicht haben,
aber noch einen Ubungsschein erwerben wollen. Die Punkte werden zusétzlich gutgeschrie-
ben.

Aufgabe Z1
Sei F': (M,g) — (N, h) eine Isometrie zwischen semi-Riemannschen Mannigfaltigkeiten.
Fiir ein Vektorfeld X € X(M) bezeichne dF(X) € X(N) das induzierte Vektorfeld auf N:

dF(X)(F(p)) = dFy(X(p)),  peM.

Zeigen Sie, dass fiir die Levi-Civita-Zusammenhinge V9 von (M, g) und V" von (N, h)
gilt:
dF (vgy) = Vi dF(Y) VXY € X(M).
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Aufgabe Z2
Wir betrachten die Sphire S™ C R"*! mit der induzierten Riemannschen Metrik g. Seien
v,w € R und Xpw :S" — R™*! die durch

Xv,w(p) = <U’p> W — <wap> " v, pE Sn>
definierte Abbildung, wobei (-,-) das Euklidische Skalarprodukt des R"™! bezeichnet.
a) Zeigen Sie, dass X, ,, ein Killing-Vektorfeld auf (5", g) ist.

b) Zeigen Sie, dass span{X,, | v,w € R""} C X(S") ein endlich-dimenionaler
Unterraum ist und bestimmen Sie seine Dimension.

c¢) Berechnen Sie den Kommutator [X, ., Xs4] fir v, w, 0, € R""
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— bitte wenden —



Aufgabe Z3

Sei G eine Lie-Gruppe, R, : G — G die Rechtstranslation und L, : G — G die Linkstrans-
lation zu a € G. Eine Metrik g auf G heif3it bi-invariant, wenn die Rechtstranlationen R,
und die Linkstranslationen L, fiir alle a € G Isometrien von (G, g) sind.

Wir betrachten eine Lie-Gruppe G mit bi-invarianter Metrik g. Seien X, Y und Z linksin-
variante Vektorfelder auf G, {¢;}er sei der Fluss von X und 7 : R — G die Integralkurve
von X durch das neutrale Element e € G.

Zeigen Sie:

a) ¢y = R,y fiir alle t € R (sieche auch Aufgabe 18).
b) Fiir den Kommutator [X, Y] gilt:

X, Y)(@) = 5 (@R )y a(d)a(Y (@) )

€T.G

t=0

fiir alle a € G.
c) 9a([X,Y](a),Z(a)) + ga(Y(a),[X, Z](a)) =0 fiir alle a € G.

d) Fiir den Levi-Civita-Zusammenhang von (G, g) gilt

1
V4Y = SX.Y].
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Insgesamt 12 Punkte + 18 Zusatzpunkte

Frohe Weihnachten
und einen Guten Rutsch ins Neue Jahr !!!



