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Aufgabe 1
Wir betrachten die Sphäre S2 ⊂ R3 mit der induzierten Riemannschen Metrik g.
Sei f : (0, 2π)× (0, π) −→ S2 die folgende Parametrisierung der Sphäre:

f(ϕ, θ) := ( cos(ϕ) sin(θ), sin(ϕ) sin(θ), cos(θ)).

a) Berechnen Sie die Koeffizienten der Metrik g bzgl. der Karte f−1 und bestimmen
Sie die Schnittwinkel der Koordinatenlinien f(·, θ) und f(ϕ, ·).

b) Sei γ(t) = f(ϕ(t), θ(t)) eine Kurve in S2, die die Meridiane f(ϕ, ·) in einem konstan-
ten Winkel schneidet (sogenannte Loxodrome). Bestimmen Sie eine Differentialglei-
chung für ϕ(t) und θ(t) und lösen Sie diese mittels der Integration

∫
1

sin(x)
dx = ln tan(x/2) + C.

c) Gibt es auf jeder Fläche Karten, so dass sich die Koordinatenlinien senkrecht schnei-
den ?

4 P

Aufgabe 2
Wir betrachten die obere Halbebene H = {(x, y) ∈ R2 | y > 0} versehen mit der Rie-
mannschen Metrik g, die durch g(x,y) := 1

y2 (dx2 + dy2) definiert ist. Berechnen Sie in
dieser Metrik die Länge des Kreisbogens γ : (π/2− ϕ0, π/2) −→ H2 :

γ(t) := (r · cos(t), r · sin(t)).

Hierbei ist ϕ0 ∈ (0, π/2) und r ∈ R+.
3 P

Aufgabe 3
Sei (M, g) eine Lorentz-Mannigfaltigkeit und v, w ∈ TxM zwei zeitartige Tangentialvekto-
ren. Zeigen Sie, dass die ’umgekehrte’ Cauchy-Schwarzsche Ungleichung gilt:

|gx(v, w)| ≥ ‖v‖ · ‖w‖,

wobei ‖v‖ :=
√
|gx(v, v)| .

3 P

Insgesamt: 10 P
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