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Aufgabe 10

Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, ∇ der Levi-Civita-Zusammenhang
und R der Krümmungstensor von (M, g). Beweisen Sie die 2. Bianchi-Identität für den
Krümmungstensor:

(∇XR)(Y, Z, U, V ) + (∇Y R)(Z, X, U, V ) + (∇ZR)(X, Y, U, V ) = 0.

3 P

Aufgabe 11

Sei F : (M, g) −→ (M̃, g̃) eine Isometrie zwischen semi-Riemannschen Mannigfaltigkeiten.
Zeigen Sie: Ist ∇ der Levi-Civita-Zusammenhang von (M, g) und ∇̃ der Levi-Civita-

Zusammenhang von (M̃, g̃), so gilt:

∇̃dF (X)dF (Y ) = dF (∇XY ) ∀ X, Y ∈ X(M).

3 P

Aufgabe 12

Mit H bezeichnen wir den R
3, versehen mit der folgenden Gruppenstruktur:

(x, y, z) · (x′, y′, z′) := (x + x′, y + y′, z + z′ + xy′).

(H heißt Heisenberg-Gruppe).
Wir betrachten auf H die Riemannsche Metrik h, die durch das Skalarprodukt 〈 , 〉R3 auf
T(0,0,0)H ≃ R

3 und die Bedingung gegeben ist, dass alle Linksmultiplikationen

L(a,b,c) : (x, y, z) ∈ H 7−→ (a, b, c) · (x, y, z) ∈ H

Isometrien von (H, h) sind. Desweiteren bezeichne X1, X2, X3 die durch folgende Formeln
gegebenen Vektorfelder auf H:

X1(x, y, z) := (1, 0, 0), X2(x, y, z) := (0, 1, x), X3(x, y, z) := (0, 0, 1).

Bestimmen Sie die Schnittkrümmungen KEij
((x, y, z)) in Richtung der Unterräume

Eij := span(Xi(x, y, z), Xj(x, y, z)) ⊂ T(x,y,z)H. 4 P

Zusatzaufgabe 12*

Wir betrachten die Lie-Gruppe SU(2) mit der Lie-Algebra su(2). Sei h die linksinvariante
Metrik auf SU(2), die durch das Skalarprodukt

〈X, Y 〉
su(2) := −

1

2
Spur (X ◦ Y )

auf su(2) gegeben ist. Zeigen Sie, dass (SU(2), h) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit kon-
stanter Schnittkrümmung 1 ist. 4* P

Insgesamt: 10 + 4* P
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