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Aufgabe 25

1. Seien g und g Riemannsche Metriken auf M und gelte g(v,v) > g(v,v) fiir alle v €
TM. Zeigen Sie: Ist (M, g) geoditisch-vollsténdig, so ist (M, g) ebenfalls geodétisch-
vollsténdig.

2. Sei M C RY eine Untermannigfaltigkeit mit induzierter Riemannscher Metrik g.
Zeigen Sie, dass (M, g) geoditisch-vollstéindig ist, falls M als Teilmenge von RY
abgeschlossen ist.
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Aufgabe 26

Es sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit konstanter Schnittkriimmung K. Seien 7 :
[0,{]] — M eine auf Bogenlinge parametrisierte Geodéte mit v(0) = z und ~/(0) = v
und w,w € T, M. Wir bezeichnen mit U, W € X,(M) die Parallelverschiebungen von
u — gz(u,v)v bzw. w — g,(w,v)v entlang .

Zeigen Sie, dass das Jacobi-Feld Y € X,(M) mit den Anfangsbedingungen Y (0) = u und
Y’(0) = w durch die folgende Formel gegeben ist:

Y(t) = Y(t) + go(w,0) 7' (8) + go(u, 0) 7' (8),

wobei
\/—% sin(tvVK) - W(t) + cos(tVK) - U(t) falls K > 0,
YV(t)=<{ Ut)+tW(t) falls K =0
Ve -sinh(tv/—K) - W(t) + cosh(tv/—K) - U(t) falls K < 0.
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Aufgabe 27

Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und v : [0,{] — M eine auf Bogenlénge
parametrisierte Geodéite mit y(0) = z und +/(0) = v. Sei des Weiteren w € T, M ein
Einheitsvektor, der senkrecht auf v steht.
Zeigen Sie, dass fiir die Norm des Jacobi-Feldes Y € X, (M) mit den Anfangsbedingungen
Y (0) = 0 und Y’(0) = w die folgende Taylorentwicklung gilt:

1

HY(t)H =t— ngpcm(v,w) (‘T) £ + O(t4)'

Welche Informationen folgen daraus fiir das Verhalten von Geodéten ? 4P
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