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Aufgaben zur Mafltheorie:
Aufgabe 1. Betrachten Sie das Mengensystem P,, C P(N)

Proo={{2}, {4}, ... . {2n}}.
a) Bestimmen Sie die o-Algebra A, (P,) C P(N).

b) Zeigen Sie, dass

U A-(P.)

neN

keine o-Algebra ist.
Losung:

a) A,(P,) = {0,N}U{BCN : BC{2,4,....2n}}U{BCN : 2k €
BVk >nund 2k — 1 € BVk € N}}.

b) Beweis durch Widerspruch: Annahme

U A-(Pn)

neN

ist eine o-Algebra. Da fur alle n € N gilt, dass B, := {2,4,...,2n} €
Ay (P,), miisste dann fiir die Vereinigung gelten:

U Br e | 4. (Po).

keN neN

Aber da fiir alle n € N gilt, dass

U Be ¢ APy,

keN

erhélt man somit einen Widerspruch, womit die zu zeigenden Aussage
bewiesen ist.

Aufgabe 2. Berechnen Sie

lim L dx
n—oo J; 1+ nz3
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Losung: f,(x) = H% konvergiert punktweise gegen 0 und kann durch g €

LY([1,00)), g(z) := 275/ majorisiert werden. Also konvergiert die Folge der
Integrale gegen 0 nach dem Satz {iber die majorisierte Konvergenz.

Aufgabe 3. Definieren Sie das Lebesgue-Mafl unter der Annahme, dass das
auflere Lebesgue-Mafl bekannt sei.

Losung: Das Lebesgue-Maf ist die Vervollstindigung des dufleren Lebesgue-
MafBes, das heif3t:

Bezeichne X\ das duflere Lebesgue-Mafl im R™.
Dann heifit L(R") := A). die o-Algebra der Lebesgue-Mengen.

Das auf L(IR") eingeschriankte Mafl A, := A¥|,®~ heiBt n-dimensionales
Lebesgue-Ma8.

Aufgabe 4. Berechnen Sie die folgenden mehrfachen Integrale:

2Vlog3 rviog3 1/16  r1/2
a) / / ) dxdy,  b) / / cos 16ma° drdy.
0 y/2 0 yl/4

Losung: Mit Hilfe des Satzes von Fubini lassen sich beide Integrale leicht be-
rechnen.

2Vlog3 rVlog3 Vieg 3 2z
a) / / ™) dedy = / / ™) dydx
0 y/2 0 0

Viog 3 )
= / 22e ") dx
0

Vlog 3
_ FWW 3 1=2
0
1/16  p1/2 172 pat
b) / / cos 16mx® dedy = / / cos 16mx° dydx
0 yl/4 0 0
1 1 1/2
= = Ton 52%(167) cos 16m2” dx
T Jo
1 1 - 1/2 1 1
- —_ . 1672° - .
5 o o 16727, 5 167

Aufgaben zur Vektoranalysis:

Aufgabe 5.

Hinweis: Aufgabe gestrichen!

Aufgabe 6. Sei f: R? — R? gegeben durch f(z,y) = (z* — y, —2yz) und sei

J = ((1) _01) wie in der Vorlesung. Sei ¢, der geschlossene Weg entlang des
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Kreises vom Radius r mit positiver Orientierung. Berechnen Sie fC J f fir
r=1und r=2. '
Losung Man rechnet leicht nach, dass div f = 0 gilt. Ferner kann man bei-
spielsweise durch Angabe einer geeigneten Parametrisierung leicht erkennen,
dass ¢, reguldr parametrisierbar ist. Es bezeichne U die von dem geschlosse-
nen Weg ¢, eingeschlossene Fliche, also U = {(z,y) € R* : 2%+ y? = r?}.
Dann ist QU reguldr parametrisierbar, und es gilt fiir den Weg ¢, mit positiver
Orientierung laut Vorlesung;:

/Udivf(x) da = / Jf.

Aus div f = 0 folgt also [, Jf =0 fiir r =1 und r = 2.

Aufgabe 7. Bezeichne A C R? die Fliiche, die von den Geraden y = —xz/2,
y=1-—2/2, y = x und y = = — 1 eingeschlossen wird. Benutzen Sie die

Abbildung
($> (x + 2y)
= )
) r—y

/(x + 29)e¥= dady
A

um damit das Integral

zu berechnen.

Losung: Aus der Aufgabenstellung ergibt sich die Transformation ¢ mit
¢(u,v) = 5(u+2v, u—v). Weiter lisst sich leicht nachrechnen, dass | det D¢| =
1/3 und ¢(A) = [0,2] x [0,1]. Zu berechnen ist dann

IR 2 1
—/ / ue”? dvdu = =(1 — —).
3Jo Jo 3 e

Aufgabe 8. Geben Sie einen Atlas fiir S? an, der aus genau zwei Karten
(U, z), (U, ) besteht, und zeigen Sie, dass diese beiden Karten tatséchlich einen
Atlas bilden, d.h. dass o 27! eine C°°-Abbildung ist.

Losung: Bezeichne N = (0,0,1) den Nordpol und entsprechend S = (0,0, —1)
den Siidpol von S2. Dann sind (S?\ {N}, z)(S5?\ {s}, ) zwei mdgliche Karten,
wobei

x x x x
x(ry, Ta, x3) = ( ! 2 ) und Z(xy, xe, x3) = ( ! 2 ) )

1—1’371—.1'3 1+$371+£E3

Die inverse Abbildung zu z ist gegeben durch

e 1, p0) = (2y1, 2y2, —1 + [|ylI?), wobei [ly|* = yi + 5.

1+ [ly[f?

1

Damit ergibt sich, dass x o 27" als Verkniipfung von C*°-Abbildungen eine

C>°-Abbildung ist.
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