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Aufgabe 1. Sei X eine nichtleere Menge, sei R ein Ring über X und µ ein
Inhalt auf R. Bezeichne µ? das in der Vorlesung definierte äußere Maß. Zeigen
Sie, dass µ? regulär ist, d.h. dass für jede Menge E ⊂ X eine µ?-meßbare
Obermenge A existiert, mit E ⊂ A und µ?(E) = µ?(A). Zeigen Sie ferner, dass
die Obermenge A so gewählt werden kann, dass A ⊂ Aσ(R) für die kleinste
von R erzeugte σ-Algebra Aσ(R) gewählt werden kann.

(5 Punkte)

Aufgabe 2. Sei (X,A, µ) ein Maßraum. Sei

Aµ
:= {E ∈ X | ∃A, N0 ∈ A s.d. µ(N0) = 0, E = A ∪N, N ⊂ N0} .

Zeigen Sie:

a) Die Abbildung µ : Aµ → [0,∞], E = A ∪N 7→ µ(A) ist wohldefiniert.

b) Es gibt B, C ∈ A mit B ⊂ A ⊂ C und µ(C \ B) = 0 genau dann, wenn
A ∈ Aµ

gilt.

(5 Punkte)

Aufgabe 3. Sei µ? : P(R) → [0,∞] gegeben durch

µ(A) :=


0 , A = ∅;
1 , A beschränkt und nicht leer;

∞ , sonst.

Zeigen Sie, dass µ? kein Maß, aber ein äußeres Maß ist, und bestimmen Sie
Aµ? .

(5 Punkte)

Bitte wenden →
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Aufgabe 4. Sei (X, d) ein metrischer Raum und bezeichne diam(A) den
Durchmesser von A ⊂ X, d.h. diam(A) = sup{d(x, y) | x, y ∈ A}, falls A 6= ∅,
und andernfalls diam(A) = 0. Sei F ⊂ P(X) mit ∅ ∈ F und sei µ : F → [0,∞]
eine Abbildung mit µ(∅) = 0. Betrachten Sie Fε := {F ∈ F | diam(F ) < ε}.
Für jedes ε > 0 sei µε : P(X) → [0,∞] gegeben durch

µε(A) := inf{
∞∑

n=1

µ(Fn) | Fn ∈ Fε ∀n ∈ N, und A ⊂
∞⋃

n=1

Fn},

falls solche Überdeckungen
⋃∞

n=1 Fn von A existieren, und andernfalls sei
µε(A) := ∞. Zeigen Sie:

a) Für jedes ε > 0 ist µε ein äußeres Maß.

b) Für jedes A ⊂ X ist µε(A) monoton fallend in ε.

c) µ0 : P(X) → [0,∞] mit µ0(A) := limε→0 µε(A) ist ein wohldefiniertes
äußeres Maß auf X.

(5 Punkte)

Für weitere Hinweise zur Bearbeitung der Übungsblätter siehe
http://www.math.hu-berlin.de/∼geomanal/analysis3.html
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