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Aufgabe 1. Seien a, b ∈ R, a < b und I ⊂ R ein Intervall. Sei f : [a, b]×I → R,

(x, y) 7→ f(x, y) eine Funktion mit f(x, ·) ∈ L̃1(I, λ1) für jedes x ∈ [a, b]. Für
x ∈ [a, b] schreiben wir F (x) :=

∫
I
f(x, y) dλ1(y). Zeigen Sie:

a) Wenn die Funktion f(·, y) : [a, b] → R, x 7→ f(x, y) für jedes y ∈ I auf

[a, b] stetig ist, d.h. f(·, y) ∈ C([a, b]), und es eine Funktion g ∈ L̃1(I, λ1)
gibt mit |f(x, y)| ≤ g(y) für alle x ∈ [a, b], y ∈ I, dann ist die Funktion
F stetig auf [a, b].

b) Wenn für alle (x, y) ∈ (a, b) × I die Richtungsableitung ∂f(x,y)
∂x

existiert

und es eine Funktion h ∈ L̃1(I, λ1) gibt mit |∂f(x,y)
∂x

| ≤ h(y) für alle

x ∈ (a, b), y ∈ I, dann gilt: Für jedes x ∈ (a, b) ist die Funktion ∂f(x,·)
∂x

:

I → R, y 7→ ∂f(x,y)
∂x

, ein Element in L̃1((a, b), λ1). Ferner ist die Funktion
F differenzierbar auf (a, b), und es gilt:

d

dx
F (x) =

d

dx

∫
I

f(x, y) dλ1(y) =

∫
I

∂f(x, y)

∂x
dλ1(y).

c) Begründen Sie, dass die Voraussetzungen in a) und b) erfüllt sind, falls

I kompakt ist und f stetig auf [a, b]× I ist bzw. ∂f(·,·)
∂x

eine stetige Fort-
setzung auf [a, b]× I besitzt.

(3+4+1 Punkte)

Aufgabe 2.

a) Zeigen Sie, dass mit den Bezeichnungen der Vorlesung gilt:

(Ae ⊗ Be)σ = A⊗ B.

(3 Punkte)

Bitte wenden →
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b) Wir betrachten den Maßraum (N,P(N), µ), wobei µ das Zählmaß auf N
bezeichne. Zeigen Sie, dass eine Funktion f : N → R genau dann ein

Element in L̃1(N, µ) ist, wenn die Reihe
∑∞

n=1 f(n) absolut konvergiert,
und dass in diesem Fall gilt:∫

N
f dµ =

∞∑
n=1

f(n).

(2 Punkte)

c) Formulieren Sie den Satz von Fubini für den Spezialfall, dass (X,A, µ) =
(Y,B, ν) = (N,P(N), µ), also dem Maßraum aus Aufgabe 2b) entspricht.

(3 Punkte)

Aufgabe 3. Sei f : [a, b] × [a, b] → R Lebesgue-integrierbar. Zeigen Sie die
folgende Identität mit Hilfe des Satzes von Fubini:∫ b

a

∫ y

a

f(x, y) dλ1(x) dλ1(y) =

∫ b

a

∫ b

x

f(x, y) dλ1(y) dλ1(x).

(4 Punkte)

Für weitere Hinweise zur Bearbeitung der Übungsblätter siehe
http://www.math.hu-berlin.de/∼geomanal/analysis3.html
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