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Aufgabe 1. Ein Vektorfeld heißt konservativ, oder ein Potentialfeld, wenn es
eine differenzierbare Funktion φ gibt, sodass grad φ = F .

Zeigen Sie: Ist F ein stetiges konservatives Vektorfeld im Rm und sind p1, p2 ∈
Rm fest vorgegebene Punkte, dann ist für jeden regulären Weg c von p1 nach
p2 das Wegintegral

∫
c
F unabhängig von der Wahl des Weges c.

(3 Punkte)

Aufgabe 2. Sei F ein C1-Vektorfeld auf R3. Die Rotation rot F von F =
(F1, F2, F3) ist definiert als:

rotF (x, y, z) =
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Zeigen Sie:

a) Es ist genau dann div F = 0, wenn es ein Vektorfeld B auf R3 gibt mit
F = rot B.

b) Es gilt genau dann rot F = 0, wenn es eine Funktion f : R3 → R gibt
mit F = grad f .

c) Sei F : {(x1, x2, x3) ∈ R3 : x2
1 + x2

2 6= 0} → R3 gegeben durch

F (x1, x2, x3) =
1
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2
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 .

Zeigen Sie, dass rotF = 0 gilt, aber dass sich F nicht als Gradient einer
Funktion schreiben lässt. Wieso ist dies kein Widerspruch zu b)?

(3+3+3 Punkte)

Aufgabe 3. Sei A := S2 \ {(0, 0, 1), (0, 0,−1)} ⊂ R3. Wir benutzen Kugelko-
ordinaten, um Punkte in A zu beschreiben. Diese sind gegeben durch (φ, ψ) ∈
[0, 2π) × (−π/2, π/2), (φ, ψ) 7→ (cosφ cosψ, sinφ cosψ, sinψ) ∈ S2 ⊂ R3. Zei-
gen Sie, dass die folgenden Projektionen Einbettungen sind.

a) Zylinderprojektion: PZ : A→ R2, (φ, ψ) 7→ (φ, sin ψ).

b) Mercatorprojektion: PM : A→ R2, (φ, ψ) 7→ (φ, tan ψ).

(2+2 Punkte)
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Aufgabe 4. Sei M eine Drehfläche. Berechnen Sie das Volumen von M und
geben Sie das Maß an.

(2 Punkte)

Aufgabe 5. Sei M eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rn. Zei-
gen Sie, dass TM eine 2m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R2n ist.

(3 Punkte)

Aufgabe 6. Sei (V, ψ) ein regulär parametrisiertes C1-Flächenstück und sei
n(x) ein normierter Normalenvektor zu ∂ψ

∂x1
(x), . . . , ∂ψ

∂xm−1
(x). Zeigen Sie, dass

| det Dψ(x)tDψ(x)|1/2 =

∣∣∣∣det

(
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(x), . . . ,
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(x)

)∣∣∣∣ .
(3 Punkte)

Für weitere Hinweise zur Bearbeitung der Übungsblätter siehe
http://www.math.hu-berlin.de/∼geomanal/analysis3.html
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