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1 Fixpunktsitze

Lineare Funktionalanalysis

Definition 1. Seien X,Y normierte Ridume. Ein linearer Operator T : X — Y heifit kompakt,
wenn 1" beschrinkte Mengen in prikompakte Mengen abbildet, d.h.

M C X beschriankt = T'(M) kompakt in Y.

Eigenschaften
1. Jeder kompakte lineare Operator ist stetig.
2. Fir T : X — Y linear sind dquivalent:

(a) T ist kompakt;
(b) (zx) C X, ||zx|| < C = const = es ex. Teilfolge (zy,) : Txr, — .

3. dimX < 400, T : X — Y linear = T kompakt.
4. T: X — Y linear, stetig, dim7T'(X) < 400 = T kompakt.
5. Sei dimX = +o00. Dann ist I (=Identitdt in X') nicht kompakt.

Satz 2 (Methode der a-priori-Schranken). Seien X Banachraum, Y normierter Raum. Seien
Lo, Ly : X — Y lineare stetige Operatoren. Sei

Lt = (1 — t)LO + tLl, t e [0, 1]
Es gelte:
1. fiir jedes f € Y existiert genau ein u € X, so dass Lou = f;

2. es existiert c=const, so dass:
vVt € [0,1],Vf €Y gilt: Wennu € X, Lyu= f, so |Jullyx <cl|fly
(¢ =const unabhdingig von t und u) [a-priori-Abschitzung fir mogliche Lisungen].

Dann existiert fir jedes f € Y genau ein u € X, so dass Liu = f.

Fixpunktsatz von Schauder

Definition 3. Seien X,Y normierte Rdume, M C X. Ein Operator T : M — Y heifit kompakt,
wenn

1. T ist stetig,
2. T bildet beschréinkte Mengen E C M in priakompakte Mengen ab.

Satz 4 (SCHAUDER). Seien X Banachraum, M C X nichtleere, konvexe, kompakte Teilmenge
und T : M — M stetig. Dann besitzt T einen Fixpunkt.

Satz 5 (SCHAUDER). Seien X Banachraum, M C X nichtleere, konvezxe, abgeschlossene Teil-
menge und T : M — M stetig. Auflerdem sei T(M) prikompakt. Dann besitzt T einen Fixpunkt.
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Fixpunktmethode von LERAY/SCHAUDER

Satz 6 (LERAY/SCHAUDER). Seien X Banachraum und T : X — X kompakt. Es existiere
r >0, so dass:
Vit € [0,1[,Yu € X gilt: Wenn u € X,u =tTu, so |lu]| <.

Dann besitzt T einen Fizpunkt.

2 Gleichungen mit Operatoren vom Typ (M)

Zuerst einige Bezeichnungen.
e Sei (X, ||]]) normierter Raum und X* = £(X,R) =dualer Raum von X
o (u*,v) :=u*(v) =Wert von u* € X*inv e X
o [[ur], = supj, <1 | {u”,v) |
Definition 7. Eine Abbildung A : X — X™ heifit
1. hemi-stetig, wenn ¢ — (A(u + tv), w) fiir u,v,w € X stetig ist in R;

2. monoton (bzw strikt monoton), wenn (Au — Av,u —v) >0 Vu,v € X (bzw (Au — Av,u — v) >
0 Vu,veX);

3. pseudo-monoton, wenn fiir jede Folge (uy) C X mit up — win X und limsup (Aug, up —u) <
0 gilt, dass liminf (Aug, up —v) > (Au,u —v) Yo € X

4. vom Typ (M), wenn fiir jede Folge (uy) C X mit up — u in X, Aup — w* in X* und
lim sup (Aug, ug) < (w*,u) gilt, dass Au = w*.

Lemma 8. Fir A: X — X* gilt:

1. (a) A hemi-stetig und monoton = A pseudo-monoton;

(b) A pseudo-monoton = A vom Typ (M).

2. Sei X reflexiv. A © X — X* sei von Typ (M). Uberdies bilde A beschrinkte Mengen in
beschrinkte Mengen ab. Dann: Fiir jede Folge (u) C X mit up — u gilt Auy, X Au.

Beweis 1.(a) Sei (ux) C X mit ur — u und limsup (Aug, ur —u) < 0. Sei v € X, ¢ > 0 beliebig.
Definiere w := (1 — t)u + tv = u + t(v — u). Da A monoton ist, folgt

0 < (Aug — Aw,up, — w)
= (Auy, — Aw, uy, — u) + (Aug, — Aw, t(u —v))

Damit ergibt sich nach Umstellen:

t(Aug,u —v) > — (Aug, up, — u) + <Aw,uk —u+t(u— v)> .
limsup---<0 lim(...)=0
Und somit folgt nach Division durch ¢ und Grenziibergang k — oo
liminf (Aug, u — v) > (Aw,u — v)
= (A(u+tlu—v)),u—v).



Da A monoton ist, gilt
(Aug, up — u) > (Au,up — u) .

Damit:

iminf (Aug, up — u) + liminf (Aug, u — v)

liminf (Aug, up —v) >1
(Alu+t(u—v)),u —v)

>
>

fir t > 0 und v € X. Mit der Hemi-Stetigkeit von A folgt durch Grenziibergang von t — 0 die
Behauptung.

(b) Sei (ur) € X mit up — u in X, Aup = w* in X* und limsup (Auy,up) < (w*, u). Wir
zeigen w* = wu. Es gilt limsup (Aug,ur —u) < 0. Da A pseudo-monoton ist, gilt Yo € X :
liminf (Aug, up — v) > (Aug,w — v). Damit erhalten wir

lim sup (Aug, ug) + lim sup (Aug, —v)
(w*, u) + (w*, —v)
(

Fiir v := u £ z, wobei z € X beliebig, gilt dann

(Au, z) < £ (w*, z) = Au = w".

2. Sei uy, — w in X. Nach Voraussetzung existiert Cy = konstant derart, dass ||ux|| < C1; demnach
existiert nach Voraussetzung Co = konstant, so dass ||Aug||, < C2. Nun ist X reflexiv gdw X*
reflexiv. Also existiert eine Teilfolge (k;) mit der Eigenschaft, dass

* .
Aug; = w* in X™,

Es folgt also
(Aug, , up, ) = (w*,u).
Mit der Bedingung (M) gilt Au = w* und dann auch fiir die gesamte Folge:

*
Auyp — w* = Au.

Lemma 9. Seien A, B : X — X* pseudo-monoton. Dann ist auch A+ B pseudo-monoton.

Beweis Sei (uy) C X Folge mit up — u, limsup ((A + B)ug, ur — u) < 0. Behauptung: Dann gilt
lim sup (Aug, up —u) < 0 und lim sup (Bug, ur, — u) < 0. Annahme, es sei lim sup (Aug, ux — u) =:
a > 0. Dann existiert (k;): lim <Auk].,ukj — u> = «a. Fixiere 0 < A < a. Dann existiert jp, so dass
<Aukj,uk]. - u> > A fiir alle j > jg. Damit ist dann

<Bukj,ukj - u> < <(A—|—B)ukj,ukj —u> — A V5>
und somit gilt

lim sup <Bukj ,Uk; — u> < lim sup <(A + B)uy,, uk; — u> -\

<0
<-=-X2<0.



Da B pseudo-monoton ist, gilt lim inf <Bukj,ukj - ’U> > (Bu,u—v) Vv € X. Fiir speziell v = u
gilt dann aber lim inf <Bukj7u;€j - u> > 0. Widerspruch, da lim sup <Bukj,u;€j — u> < 0. Dies gilt
auch analog fiir B. Damit ldsst sich die Pseudo-Monotonie von A und B anwenden: fiir alle v € X:
liminf ((A + B)ug, ur, — v) > liminf (Aug, ux, — v) + liminf (Bug, up, — v)
> (Au,u — v) + (Bu,u — v)
— (A + Byu,u—v)

Bemerkung (kompakte Stérung)
1. Sei A: X — X* hemi-stetig und monoton. Auflerdem gelte:
up — u, limsup (Aup, — Au,up —u) <0 = up — u.
Fir B: X — X* gelte:
e up, —u = Bup— Bu,
o upy =~ u = limsup (Bug,ur —u) =0.
Dann ist A+ B pseudo-monoton.

2. Sei A: X — X* pseudo-monoton. Fiir B : X — X* gelte: V(ug) C X mit up — u existiert
eine TF (k;), so dass

lim inf (Bug,, up, —v) > (Bu,u —v) Yv € X. (x)
Dann gilt: wenn
lim sup <(A + B)ug,, u,; — u> <0,
50
liminf (A + B)ug,,up, —v) > (A+ B)u,u—v) VveX.
Beweis 1. Sei u; — uw mit limsup ((A + B)ug, ur, — u) < 0. Es folgt

lim sup (Auy, — Au, up —u) <
< limsup ((A + B)uk, ur — w) + lim (Bug, v — ug) + im (Au, u — ugk) <0

Nach Voraussetzung gilt daher u;, — u. Da A pseudo-monoton ist, folgt

liminf ((A + B)ug, ux — v) > liminf (Aug, ug — v) + lim (Bug, ug, — v) >
> ((A+ B)u,u —v)

fir alle v € X.

2. Sei up — u. Es gilt: limsup <Aukj,ukj - u> < 0. Andernfalls ware
lim sup (Aug,, uy, — u) =: o > 0. Dann existiert eine Teilfolge (k;,, ), so dass lim (Auy, ,up, —u)=
«. Fixiere 0 < A < a. Fiir geeignetes mg € N gilt dann
<Auk, up, — u> >\ Vm > mg.

Jm?

Wegen
<Bukv Ug;  — u> < <(A + B)ug, ,us

Jm?

—u) — A

ergibt sich ein Widerspruch zu (*) (mit v=u). Die Pseudo-Monotonie von A und (x) liefern
nun die Behauptung.

Jm
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Hinreichende Bedingung fiir () Sei Y ein normierter Raum mit
e X C Y kompakt
e es existiert eine Abbildung o : [0, 00) — [0, c0) nicht-fallend mit
[(Bu,v)] < o(llullx) vy Vu,veX.
O

Fiir den nachfolgenden Satz benétigen wir den Fixpunktsatz von Brouwer (1912). Er sei hier
nur erwahnt.

Satz 10 (Brouwer (1912)). Sei M C R™ eine nichtleere, konvezxe, kompakte Menge. Dann besitzt
jede stetige Abbildung T : M — M wenigstens einen Fizpunkt:

da* e M : Ta* =2
Eine Anwendung Sei f : B,(0) — R™ stetig mit (f(x),z)r= > 0 fir alle || > 7. Dann existiert
To € BT(O) : f(.Z‘o) =0.

Beweis Angenommen f(z) #0 Vz € B,.(0). Definiere Tz := fmf(:r) fir x € B,-(0). Dann

ist T : B-(0) — B,(0) stetig. Nach Brouwer existiert * € B,.(0) : Tz* = z*. Also gilt |z*| =
|Tz*| = r. Damit gilt aber

e e
o A
=Tx*=x*

= —r|f(z")| < 0. Widerspruch.

Satz 11. Sei (X, ||-|) reflexiv. Sei A : X — X* mit
1. A bildet beschrinkte Mengen in beschrdinkte Mengen ab

(Au,u)
[[ul

3. A geniigt der Bedingung (M)

— oo fiir ||u|| — oo.

Dann existiert fiir alle f € X* einu € X mit Au = f.
Der Beweis wird hier nur unter der zusétzlichen Voraussetzung gefiihrt, dass X separabel ist.

Bezeichnungen: 1. Eine Folge (X,,) von endlich-dimensionalen Teilriumen X,, C X heifit
Galerkin-Schema, wenn

L4 Xm g Xm+1

o Vu € X : limy, oo infyex,, ||[u—v|| =0
2. Eine Folge (z;) C X heifit Galerkin-Basis fiir X, wenn

e je endlich viele der x; sind linear unabhéngig



o X = Uq(?n,ozla Xm = Span{xl, e 7.’17,”}
Es gilt:

1. In jedem separablen normierten Raum existiert eine Galerkin-Basis. Fiir eine Galerkin-Basis
bilden die X,, := span{z1,...,2,} ein Galerkin-Schema.

2. Sei (z;) ein vollstindiges ONS im Hilbert-Raum X mit dim X = oo. Dann ist (z;) eine
Galerkin-Basis fiir X. Fiir u € X :

ist Orthoprojektor, Ppu — u.

3. In jedem separablen Hilbert-Raum lésst sich ein vollstdndige ONS konstruieren nach Gram-
Schmidst.

Beweis des Satzes:
Sei (z;) eine Galerkin-Basis fir X, X,,, := span{x1,..., &, mit dim X,, = m. Dann hat jedes
z € X,, eine eindeutige Darstellung z = /" | &u;.

Es existieren von m abhéngige Konstanten c1,ca > 0, so dass ¢ ||z]] < [£] < ¢2 ||z]| . Wir definieren
die stetigen Injektionen

R = Xy (8 =D &
i=1
Dann gilt ¢1 [|jm ()| < €] < 2 ||jm(£)]] und jy,, ist bijektiv von R™ auf X,,.

o X*— (R™)* = R™
(G @), mrm = (2", jm(n)) vz* e X7,V e R™.

Ezistenz einer Niherungslosung. Betrachte:
() JmoAcim(§) =im(f),  E€R™.

Definiere nun T¢ = T,,§ := j:, 0 Ao jn, (&) —j55.(f), & € R™. Dann haben wir T : R™ — R™ und
T ist stetig, denn aus €8 — ¢ folgt: 7, (€F) = §n(€) in X = A(jm(€F)) = A(jm(€)) (vel. Lemma
2 und 1.4-2.). Damit gilt weiter, dass %, (A(jm (€F))) — 45, (A(Gm(€))) in R™, da” 7227 —in R™,

Aus 2. folgt, dass es ein pg > 0 gibt mit

(Av,v)

= = lfl. Vvl = po.
[[o]

Damit haben wir fiir alle ||v]| > po, dass
(Av,v) = (f,v) = (Av,v) =[], |lo]
Av,v)
> ol (S5 - 111, = 0

[[o]]




Fiir £ € R™ mit [|gm > p1 := capo (abhingig von m) gilt:

(T€ & rm = (jm © Ao jm(£), Orm — (jm( ), E)rm

>0, denn [[jim (€)] > f\a > = .

Der Fixpunktsatz von Brouwer (Anwendung nach Satz liefert: 3¢ ¢ R™ . TEM =
0, |€0™)] < py. Definiere nun u,, := & = Jm (€M) € X,, C X. Apriori-Abschitzungen:
i=1

0=T¢" = jy 0 Ao jm(E™) = i (f)
= 0= (T€™, € Ngm = (At tm) — (f, )
Damit ergibt sich (A, Um) = (f, um) < ||f|l, ||um| und somit
(A, U )
[t

Wegen der Koerzivitit gibt es also eine Konstante C1, so dass ||u,,|| < C;. Nach 1. gilt dann auch
| A || < Cy fiir ein Cy = konst.

< I£1. fiir fJuml| > 0.

Grenziibergang m — oo. OBdA gilt u,, — u in X und Au,, = w* in X*. Zu zeigen ist: w* = f,
lm (f, upm) = (f,u), dann ist Au = f.

Hm (A, Uy = lim (f, um) = (f,u), da u, — u.

mo

Sei mg € N beliebig, sei v € X,,, beliebig, v = Y x;2;. Sei m > mg. 7:= (X1s-- - Xmg>0y--.,0) €
i=1

R™. Dann gilt j,,,(7) = jme (X) € Xom. Damit haben wir:

0= (0 Ao jm(E"™), m)rm — (i (F),7)
& (A, v) = (f,v)
= (w*,v) = (f,v)
Wegen X = G Xy, folgt damit w* = f in X*. Da A vom Typ (M) ist, folgt Au = f. O
k=1

3 Minimum-Probleme (Calculus of variations)

Siehe dazu: http://www.math.hu-berlin.de/~jwolf/web/MathText/funktionalanalysis/calculus_
of_variations.pdf

4 Nichtlineare Evolutionsgleichungen

Methode von Faedo-Galerkin

Bezeichnungen
1. Sei X reflexiver normierter Raum, ||-|| Norm in X, [|-||, duale Norm in X*, (z*,z) = Wert
von z* € X*inx € X.
Sei H Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (-,-), Norm |- | = (-,-)'/2. Es gelte:

X C H kompakt, dicht. (insbes. stetig: Jeg = const : |z| < ¢ ||z]| V& € X) Darstellungssatz
von Riesz fiir H*: H* = H. Dann: H C X stetig. Somit:


http://www.math.hu-berlin.de/~jwolf/web/MathText/funktionalanalysis/calculus_of_variations.pdf
http://www.math.hu-berlin.de/~jwolf/web/MathText/funktionalanalysis/calculus_of_variations.pdf

e X CHCX",
e YVhe HVzxe X : (h,z) = (h,x).
2. Sei (zx) C X Galerkin-Basis fiir X:
(a) Vm € N sind {1, ..., Z,n } linear unabhingig;
(b) m = X, wobei X,,, := span{z1, ..., T, }

(vgl. Kapitel 2.2).
3. Sei {A(t)} (¢t € [0,T]) Familie von Operatoren A(t) : X — X* mit:

Ve,y € X ist t — (A(t)z,y) meBbar auf [0,T]; (1)
V Folgen (z) C X mit z; — 2z gilt:A(t)zx — A(t)z Vt € [0,T7; (2)
|A)z||, < K(t) + Co|lz||P~" vt € [0,T],Vz € X, wobei: (3)

1<p<+oo, K€ L”(0,T), K(t)>0ffa.te[0,T], Co=const> 0.

Lemma 12. {A(t)} (¢t € [0,T]) geniige (1),(2). Dann gilt:
1. Fiir alle Bochner-mef$baren Funktionen u,v : [0,T] — X ist
t = (A(t)u(t), v(t))
mefSbar auf [0,T].
2. Firwue LP(0,T; X) definiere
(Au)(t) :== A(t)u(t) f.f.a. t €10,T).
Dann ist t — (Au)(t) Bochner-meflbar auf [0, T).

Gilt auferdem (3), so
-1
[Aull Lot 0,75y < CL + lullzoo,7.x))s
;irr%) (A(u+ M), w) 1o o 1, x) = (Au, w) Vu,v,w € LP(0,T; X).

Satz 13 (monotoner Operator). Fir {A(t)} (t € [0,T]) seien (1)-(8) erfiillt. Auflerdem gelte:
Jag = const > 0, a1, a0 = const > 0 : (4)

(A(t)z, z) > o ||z]|P — cu|z|* — o ffa. t € [0,T),Vz € X;

(At)x — A)y,z —y) >0 ffa. t € [0,T],Vx € X. (5)

Dann existiert fiir jedes {f,uo} € L (0,T; X*) x H genau ein u € LP(0,T;X) N C([0,T); H), so
dass )
o € L¥(0,T; X*)

und

T T T
- / (ut), @' (t)) dt + / (A(tyu(t), o(t)z) dt = (ug, p(0)z) + / (), o)) dt
0 0 0
Y € CH([0,T]) mit o(T) = 0,Vx € X; (6)

u(0) = ug. (7)
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Bemerkung Aus (6) folgt:

o' (t) + A(t)u(t) = f(t) in X*, ffa. t € [0,T7; (8)

(u(t), o(t)) — / (u(s), v/ (s)) ds + / (A(s)u(s), v(s)) ds = (uo, 0(0)) + / (f(s), v(s)) ds

vt € [0,T],Vv € C'([0,T]; X); (9)

SlOF + [ (At uls) ds = Gl + [ () ue) dsveeo.T) (10

Beweisskizze 1) Ezistenz einer Niherungslésung Sei (z) C X GALERKIN-Basis fiir X. Gram-

sche Matrix:
(x1,21) . (Tm,21)
G =
(@m,z1) o (Tm,Tm)

(Skalarprodukt in H). G™ ist symmetrisch und positiv definit, 3y, = const > 0 :
(GUVE, E)rm > mlé|” VE € R™.

Sei a, € R™ (m = 1,2,...) mit > " | i — uo in H fiir m — oo. Fiir (¢,€) € [0,7] x R™,
k =1,...,m, definiere

Fi(t,8) == (f(t), x) — <A(t) (me) 733k>-
=1

CARATHEODORY: 30 < a,, < T und absolut-stetige Funktionen g, : [0, a,,] — R™, so dass
g (t) = (G) 7' F(t, gm (1)) fla. t € [0, ap). (11)

dm (0) = Oy

Aquivalent:
(G g (D) = Fi(t, gm(#)) (k=1,....k)

d.h.
Zg;nl(l'bl'k) + <A(t) (ngl(t)$z> ,xk> = (f(t),z) fa. t €[0,ay], k=1,...,m.
=1 =1

A-priori-Abschitzung (Konstante hingt von A% ab)

= am =1T1.

2) A-priori-Abschitzungen unabhingig von m
Definiere: up, (t) := >~ gmi(t)x, t € [0,7]. Dann gilt:

(W, (1), 2x) + (A um(t), z1) = (F(t),xx) fFa. t € [0,T],k = 1,...,m,

Um(0) = . (12)
=1
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Multiplikation mit gx(t), Summation, Integration:

1Ol + [ (AGn(5)10,(9) ds = GO+ [ (7(6)un(s) ds Ve € 0.7]

Lemma von GRONWALL =
T
|t (t)|r < C1 = const, / |um]||? ds < Cy = const.
0

3) Grenziibergang m — oo: Verwendung der Monotonie von A(t). O

Satz 14 (Operator vom Typ (M)). Fir {A(t)} (¢t € [0,T)) seien (1)-(4) erfillt. Auflerdem gelte:
fir jede Folge (un) C LP(0,T; X) mit:

o Uy, —uin LP(0,T; X),

o u, —uin L>(0,T; H),

o Auy, — 1 in L¥'(0,T; X*),
o limsup (Aug, ug) < (n,u)

gilt : Au =n. Dann gilt die Existenzaussage von Satz 13.
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