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Kapitel 1. RiIEMANN-Integral

1.1 Definition und Eigenschaften des RIEMANN-Integrals

1.1.1 RIEMANNs Definition des Integrals

1.1.2 Die DARBOUXsche Definition des Integrals
1.1.3 Klassen integrierbarer Funktionen. Beispiele
1.1.4 Eigenschaften des Integrals (I)

1.1.5 Eigenschaften des Integrals (II)

1.2 Uneigentliche Integrale

1.3 Kurven in IR". Kurvenintegral

1.3.1 Weg und Kurve
1.3.2 Rektifizierbare Wege
1.3.3 Aquivalenzklassen

1.3.4 Kurvenintegral
1.4 FoOURIER-Reihen

Der Integralbegriff ist historisch aus dem Problem der Bestimmung von Fléchen- und
Rauminhalten hervorgegangen. Die ersten Arbeiten hierzu gehen auf griechische Mathe-
matiker der Antike, insbesondere ARCHIMEDES, zuriick. Wichtige Vorarbeiten zum In-
tegralbegriff wurden spéter von DESCARTES, GALILEI, KEPLER, FERMAT und HYGENS
geleistet.

Von NEWTON und LEIBNIZ wurden dann die Begriffe des Integrals und der Ableitung
geschaffen, als Kalkiil ausgearbeitet und als Instrument bei der Untersuchung zahlreicher
Probleme der Analysis eingesetzt.

Nachdem sich der Begriff der Stetigkeit einer Funktion iiber einen ldngeren historischen
Zeitraum herausgebildet hatte, wurde von CAUCHY das Integral einer stetigen Funktion ei-
ner reellen Verdnderlichen definiert. Das Problem der Darstellbarkeit einer Funktion durch
eine trigonometrische Reihe fithrte im Zusammenhang mit der Bestimmung der Koeffizien-
ten (= FOURIER-Koeffizienten) einer solchen Reihe zur Notwendigkeit der Definition des
Integralbegriffs fiir eine grofle Klasse von Funktionen, insbesondere fiir unstetige Funk-
tionen. Angeregt durch Untersuchungen von DIRICHLET iiber trigonometrische Reihen
(und vermutlich auch durch direkten personlichen Kontakt mit DIRICHLET) entwickelte
RIEMANN in seiner Habilitationsschrift ”Uber die Darstellung einer Function durch eine
trigonometrische Reihe” (1854) einen Integralbegriff, der die Integration nicht nur stetiger,
sondern auch gewisser unstetiger Funktionen gestattet.

RIEMANNs Habilitationsschrift wurde erst nach langerer Verzogerung im Jahre 1868
publiziert, zwei Jahre nach seinem frithen Tod. Das Bekanntwerden dieser Arbeit von RIE-
MANN fiihrte zu einer Intensivierung der Untersuchungen des Integralbegriffs. Bedeutende
Beitriage hierzu wurden u.a. von DARBOUX, HANKEL und du Bo1sS-REYMOND geleistet.

1.1 Definition des RIEMANN-Integrals
1.1.1 RiEMANNs Definition des Integrals

CAUCHY entwickelte in [ | einen Integralbegriff fiir stetige Funktionen f : [a,b] — IR .
Bei der Begriindung der Konvergenz der Integralsummen fiir f bei gegen Null konvergie-

render Feinheit der Zerlegungen von [a, b] benutzte er dabei die Stetigkeit von f im Sinne
der gleichmifligen Stetigkeit auf dem Intervall [a,b] V.

1)Vgl. 1.1.3 Historische Notizen.



RIEMANN kniipfte mit seiner Habilitationsschrift [ | sowohl an CAUCHYs Arbeiten als
auch an DIRICHLETs Untersuchungen iiber trigonometrische Reihen [ | an. RIEMANNs Ziel
bestand hierbei zunéchst darin, bei der Definition des bestimmten Integrals einer Funk-
tion auf deren Stetigkeit zu verzichten, um die Integration ”mdglichst vieler” unstetiger
Funktionen zu ermoglichen. Seine Definition des bestimmten Integrals lautet wie folgt:

b
7 Also zuerst: Was hat man unter /f(:c)dx zu verstehen?

a

Um dieses festzusetzen, nehmen wir zwischen a und b der Grdisse nach auf einander folgend, eine
Reihe von Werthen x1,22, -, xn—1 an und bezeichnen der Kiirze wegen x©1 — a durch §1,x2 — x1 durch
02, -+ ,b—Tn_1 durch 0, und durch € einen positiven dchten Bruch.

Es wird alsdann der Werth der Summe

S =0d1f(a+e161) + b2 f(x1 + €202) 4+ I3 f (w2 +€303) + - -
+6nf(mn71 + 5n6n)

von der Wahl der Intervalle 6 und der Grosse € abhingen. Hat sie nun die Figenschaft, wie auch § und
€ gewdhlt werden mdogen, sich einer festen Grenze A unendlich zu ndhern, sobald simmitliche 6 unendlich

b
klein werden, so heisst dieser Werth /f(z)dx

b
Hat sie diese Eigenschaft nicht, so hat /f(ac)dm keine Bedeutung.”
(vl [ S.]).
Wir formulieren diese Definition (mit den heute iiblichen Notationen) etwas ausfiihrlicher.

Ein (n + 1)—tupel Z = (z9,x1, -, zy) heilt Zerlegung des Intervalls [a,b] (a,b €
IR,a < b), wenn

a=xpg<x1 <+ <xp=0>=.
Wir setzen
12l := max{x1 — xo, T2 — 1, , Ty, — Tp—1}-

Die Zahl IZ] charakterisiert die ”Feinheit der Zerlegung Z”.
&= (&1, +, &) heifit n-tupel von Zwischenpunkten fiir die Zerlegung Z, wenn

fke[l‘k_l,xk] (k:l,---,n).

Sei Z = (xg,x1," -+, xy,) eine Zerlegung von [a,b] und £ = (&1, -+, &) ein n-tupel von
Zwischenpunkten fiir Z. Fiir eine Funktion f : [a,b] — IR heifit dann

o(fi2.6) =3 F(En) (wn — v)
k=1

RiEMANNsche Integralsumme fiir f beziiglich Z und ¢£.



f(x)
f€,)

a X1 &Xy b X

1.1.1 Definition (RIEMANN [ ]). Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — IR heifit inte-
grierbar auf [a,b], wenn eine Zahl I € IR mit folgender Eigenschaft existiert:

fiir jedes € > 0 gibt es ein 6 = 6(g) > 0, so daf fir alle Zerlegungen Z von
[a,b] mit 121 < § und alle n-tupel & von Zwischenpunkten fiir Z gilt:

(2.~ 1] <=

Die in Definition 1.1.1 auftretende Zahl I ist eindeutig bestimmt. I heifit RIEMANN-
Integral vonf iiber [a,b] und wird (traditionell) mit

/ f(x)dx

a

bezeichnet.
Beschrénkte Funktionen f : [a,b] — IR, die im Sinne von Definition 1.1.1 integrierbar
sind, bezeichnen wir im weiteren als R-integrierbar. [

RIEMANN untersucht in [ | im Anschlu8 an seine Definition des Integrals ”wie unstetig”
eine Funktion sein kann, um in dem oben definierten Sinne integrierbar zu sein:

D f: [a,b] — IR heift beschrinkt , wenn eine Konstante Ko < +oo existiert, so da8 |f(z)] < Ko fiir alle
z € [a,b)].



” Untersuchen wir jetzt zweitens den Umfang der Giltigkeit dieses Begriffs oder die Frage: in welchen Fdillen
ldasst eine Function eine Integration zu und in welchen nicht?

Wir betrachten zundchst den Integralbegriff im engeren Sinne, d. h. wir setzen voraus, dass die Summe
S, wenn simmtliche § unendlich klein werden, convergirt. Bezeichnen wir also die grdsste Schwankung
der Function zwischen a und x1 , d. h. den Unterschied ihres grdossten und kleinsten Werthes in diesem
Intervalle, durch D1, zwischen x1 und x2 durch Do - - -, zwischen xn—1 und b durch D, so muss

01D1+ 62D+ -+ + 6p Dy,

mit den Gréssen 6 unendlich klein werden. Wir nehmen ferner an, dass, so lange samtliche 6 kleiner als
d bleiben, der grosste Werth, den diese Summe erhalten kann, A sei; A wird alsdann eine Function von d
sein, welche mit d immer abnimmt und mit dieser Grdsse unendlich klein wird. Ist nun die Gesammtgrosse
der Intervalle, in welchen die Schwankungen gridsser als o sind, = s, so wird der Beitrag dieser Intervalle

zur Summe 01 D1 + 62 D2 + -+ - + 6, Dy, offenbar Z 5s. Man hat daher

os 2 01Dy 4+ 62Do 4+ -+ 8,D,, 2 A, folglich s 2 %.

é kann nun, wenn o gegeben ist, immer durch geeignete Wahl von d beliebig klein gemacht werden;
c?asselbe gilt daher von s, und es ergiebt sich also:

Damit die Summe S, wenn sammitliche 6 unendlich klein werden, convergirt, ist ausser der Endlichkeit
der Function f(z) noch erforderlich, dass die Gesammitgrésse der Intervalle, in welchen die Schwankungen
> o sind, was auch o sei, durch geeignete Wahl von d beliebig klein gemacht werden kann. 7 (vgl. loc. cit.,
S. 289-241).

Wir formulieren dieses Kriterium und dessen Beweis ausfiihrlicher.

Sei f : [a,b] — IR eine beschriankte Funktion. Die Zahl

osc f:= sup f(a')— f(")

inf
[t1,t2] o' €[t ,t2] x €[t1,t2]

heift Schwankung von f auf dem Intervall [¢1,¢2] C [a,b]. Die folgenden Aussagen
sind leicht zu bestétigen:

1. osc f= sup ‘f(f) — f(2")

[t1,t2] @ @ €[ty ,t2)
2. f ist unstetig in xzy € [a,b] <— lim osc > 0.
r—=0  [zo—r,zo+r]N[a,b]
Sei Z = (zg,x1,--,Ty) eine Zerlegung des Intervalls [a,b]. RIEMANNs Erkenntnis

bestand nun darin, daf fiir unstetige Funktionen f die Konvergenz der Integralsummen
o(f; Z,¢) fiir IZ2 — 0 immer dann gesichert wird, wenn die Menge der Unstetigkeitsstel-
len von f ”klein” ist, genauer, wenn die Gesamtliange derjenigen Intervalle [x_1, zx] mit

osc f>7>0 ("was auch 7 > 0 sei”; vgl. loc. cit. S. 241 und Satz 1.1.11) beliebig

[Tr_1,2k]
klein wird.

Sei wieder Z = (xg,x1," -, x,) eine Zerlegung des Intervalls [a, b]. Der Ausdruck

a2y )
k=1

[—1,78]

heiffit Schwankungssumme von f beziiglich Z.



Das oben zitierte Integrabilitdtskriterium von RIEMANN driicken wir durch zwei Ei-
genschaften einer Funktion aus, die jede fiir sich dquivalent zu deren Integrierbarkeit im
Sinne von Definition 1.1.1 ist.

1.1.2 Satz (Integrabilitdtskriterium von RIEMANN) Fir eine beschrdnkte Funktion f :
[a,b] — IR sind dquivalent:

1° f ist R-integrierbar auf [a,b];

2° fiir jedes € > 0 und jedes 7 > 0 existiert ein § = (e, 7) > 0, so daf fiir jede Zerlegung

Z = (2o, 21, ,Tn) von [a,b] mit |21 < § gilt: es ist
P
(xki — xkifl) <e
i=1
fir die Gesamtheit derjenigen Intervalle [xg, . |(xk, € Z,i=1,...,p; p <n), fir
die

qgilt;

3° fir jedes € > 0 existiert ein 6 = () > 0, so daff fir jede Zerlegung Z von [a,b] mit
IZ1 <5 gilt:

w(f; 2) <e.

Um den Beweis dieses Satzes iibersichtlich zu gestalten, fithren wir folgende Be-
zeichnungen ein. Die Schwankungssumme w(f; Z) von f beziiglich der Zerlegung Z =
(zo,21,-..,2zy) kann als Differenz von zwei Summen geschrieben werden:

w(f; 2)=8(f;2) —s(f; 2),

wobei

S(f; 2) = En: ( sup f(ar’)> (zp — Th—1),

o' E[zp_1,Tk]

s(f; 2) = Zn: <m,,€[inf f(«’U”)) (2 — zp—1)%.

mk*l)mk]
Aus der Definition dieser beiden Summen folgt unmittelbar:

s(f; 2) <S(f; 2),

3)Die Summen S(f; Z) und s(f; Z) erscheinen weder in RIEMANNs Habilitationsschrift [ ] noch in seinen
spéiteren Publikationen. Die Obersumme S(f; Z) und die Untersumme s(f; Z) wurden von DARBOUX | ]
bei seiner Definition des (RIEMANN-) Integrals benutzt (vgl. Abschn. 1.1.2). In den Arbeiten von RIEMANN
und DARBOUX wurde aulerdem weder die Epsilontik noch die Limes-Schreibweise benutzt. Beides wurde
erst spater von WEIERSTRAR eingefiihrt.



s(f;2) <o(f;2,6) <S(f;2)
(1.1)

fiir alle n — tupel & von Zwischenpunkten fiir Z.

Beweis von Satz 1.1.2 Nach Voraussetzung existiert eine Zahl I € IR mit
folgender Eigenschaft: fiir jedes € > 0 und jedes 7 > 0 gibt es ein § = § (%) >0%, s0
daf

o2 -1 < T

fiir alle Zerlegungen Z = (xg, 1, -, oy) von [a,b] mit IZ1 < § und alle n-tupel £ von
Zwischenpunkten fiir Z gilt.

In jedem Intervall [xg_1,xg], das mit den Teilpunkten einer solchen Zerlegung Z ge-
bildet wird, finden sich Zahlen &;, &) mit

ET
f&) > sup  f(a')— ,
b ' E[xk_1,7k) 4(b - CL)
" < inf ") + Gl
f(gk) = orelmn 1] f( ) 4(b _ CL)
(k =1,---,n). Multiplikation dieser Ungleichungen mit x} — xx_1 und Summation iiber
k=1,---,n ergibt
(1.2) o, 2.6) 2 8(£:2) - o([ZE) <s(f:2)+ 5

(€ = (&), & = (&1, 6))-

Seien nun [zy, ,,zk,] (g, € Z,1=1,---,p; p < n) diejenigen Intervalle, fiir die

i—17

osc [>T
[mki71 7:Eki]

gilt. Wir erhalten

p p
TZ(SU]% - $ki—1) < Z <[ osc ] f) (xkz - 17%—1)
i=1 i=1 \Tki_1Tk;
< w3 2)=5(f;2)—s(f; 2)
< (otrz.e)+T) - (52,69~ T ) fwegen (12)
= (o(f;2,) 1) = (o(f:2.€) 1) + %T
< THTHT=er
also
p
Z(xkz — ) S e
=1

“D. h. wir notieren Definition 1.1.1 mit % anstelle von €. Wir setzen dann: 6(e,7) := ¢ (%)

8



m Wir setzen K := 2Ky +b—a 9. Sei £ > 0 beliebig gewiihlt. Wir notieren

20 mit — anstelle von ¢ als auch anstelle von 7. Das bedeutet, dafl ein § = §(g) :=
1

0 (Ki’ Ki> > 0 existiert, so daB fiir jede Zerlegung Z = (xo, 1, -, 2,) von [a,b] mit
1

p
12l < § gilt: Z(l‘kl — k) < f fir die Gesamtheit derjenigen Intervalle [z, ,,zg,]
i=1 1
(xg, € Z,i=1,...,p; p<n), fiir die

O0SC
["Ekl 17 ] f o Kl

ist. Falls p < n, so seien [x;,_,,2](z;; € Z,j = 1,---,¢; p+ q = n) die verbleibenden
Intervalle. Fiir diese Intervalle gilt dann
€

0scC < —=y=1--,9).
(w1, w1 f K, ( 2

Wir erhalten

w(f; 2) = Z( osc N f> (xk, —$ki_1)+z< osc . f) (z; —21;_,)

=1 [xkz 1"Z ]:1 [xlj 1,$
p € q
< 2K Z(wkz xki—l) + _1 Z("rl] xl]—l)
i=1 7j=1

< 2Ky — + — — .
< 0K1+K1(ba)5

Wir zeigen: 3° impliziert die Existenz einer Zahl I € IR, so daf} fiir jede
Folge (Z (m)) von Zerlegungen von [a,b] mit lim |IZ (m)] = 0 und jede Folge von n-tupeln

(€M) von Zwischenpunkten fiir Z(™) gilt:
lim U(f;Z(m),ﬁ(m)) =1.

m—00

Dies bedeutet, daf 1° erfiillt ist.
Sei (Z(™) eine Folge von Zerlegungen von [a,b] mit lim 1Z0™1=0. Aus 3° folgt

m—00

0= lim_ w(f;20%) = lim (S(:20) = s(f; 20)).

m—0o0 m—00

Da die Folgen (S(f; 2(™)) und (s(f; 2(™)) beschriinkt sind, ergibt sich

(1.3) lim S(f; 2m) = lim s(f; 20m).
Dieser gemeinsame Grenzwert der beiden Folgen (S(f; Z(™)) und (s(f; Z2(™)) ist eine
reelle Zahl, die wir mit I bezeichnen. R

Die Zahl I héngt nicht von der Folge (2 (m)) ab. In der Tat, ist (£(™)) eine andere
Folge von Zerlegungen von [a,b] mit lim 1Z(™Il= 0, so erhilt man wie soeben

m—00

lim S(f; 20") = lim s(f;2")) =1 (¢ R).

m—00 m—00

9)Vgl. Fubn. 2.



Durch Bildung einer Mischfolge aus (£(™) und (2(™) folgt
I=1
Sei £ > 0 beliebig gewiihlt. Sei nun (Z(™)) irgendeine Folge von Zerlegungen von [a, b]
mit lim 1Z0™]= 0. Wegen (1.3) existiert ein mg = mg(e) , so daB

[S(f 2 — 1 <&, |s(f;2) — 1] <&

fiir alle m > myg gilt. Fiir beliebige n-tupel & (M) von Zwischenpunkten fiir Z(™) gilt
s(f; 20m) <o(f;20M, M) < S(f,20) Yme N

(vgl. (1.1)). Fiir alle m > mg gilt daher

o(f; 20,6y —1 < S(f;20) -1

IN
o

I—o(f; 20m;em))y < T—s(f;Z2M) < ¢
also

‘a(f;z(m,g(m)) —I[ <e.

1.1.2 Die DARBOUXsche Definition des Integrals

Der Beweis der Implikation von 3° = 1% von Satz 1.1.2 deutet darauf hin, daf die
R-Integrierbarkeit einer beschrinkten Funktion f : [a,b] — IR ausschliefllich mit Hilfe
der Summen S(f; Z) und s(f; Z) charakterisiert werden kann. Dies wurde von DARBOUX
[ ](1875) erkannt.

Wir geben nun die Definition des (RIEMANN-)Integrals nach DARBOUX und zeigen
deren Aquivalenz zu Definition 1.1.1. Hierzu fithren wir zunéchst einige Bezeichnungen
ein.

Seien Z und Z* Zerlegungen von [a, b] . Z* heifit Verfeinerung von Z, wenn Z C Z*.
Es gilt:

1. Ist Z* Verfeinerung von Z, so gilt |1Z* <I|Zl.

2. Die Vereinigung Z1 U Z9 von zwei Zerlequngen Z1 und 29 ist Verfeinerung von 2
und von Zs.

Sei f : [a,b] — IR eine beschrinkte Funktion (vgl. Fuinote ... ). Sei Z = (xg, 21, -, zp)
eine Zerlegung von [a, b]. Wir definieren:

My (f) :== sup  f(2)), mi(f) = inf fa"),

:L"G[Z‘k_l,l‘k} CC”E[.Z’]@_I,:L‘)C}
und
s(f;2) = Z mg(f)(xx — xx—1) DARBOUXsche Untersumme,
k=1
S(f;2) = Z My (f)(xr —xp—1) DARBOUXsche Obersumme.
k=1
(vgl. S. 7).

10



/\ f(x)

=X X X X Xs X5 =6
Z ={xp,x1,...,x¢}, graue Fliche = S(f; Z) — s(f; 2)

1.1.4 Lemma Sei Z eine Zerlegung des Intervalls [a,b]. Dann gilt fir jede Verfeinerung
Z* von Z:

(1.4) s(f;2) <s(f;27), S(f;27) <5(f;2).

Beweis (fiir s(f; Z)). Sei Z = (xo, 1, -, 2y) eine Zerlegung von [a, b]. Die Verfeinerung
Z* enthalte einen Teilpunkt mehr als Z, also Z* = (zg, -+, zj_1,t, 2, ,Tp) (-1 <t <
x1). Wegen

inf  f(z) > m(f), inf f(z)>m(f)

16[1717177&] me[tvxl]

ergibt sich

-1
s(f;29)= > mu(f) (@ — xr-1)
k=1

IE[JEl,l,t] Z‘E[t,xl]

+ ( inf f(x)> <t—x1_1>+( inf f<w>) (21— 1)

(L5) >N el — mi)
k=1

= s(f;2).

Enthilt die Verfeinerung Z* jedoch p > 1 Teilpunkte, die nicht in der Zerlegung Z
auftreten, so erhilt man eine zu (1.5) analoge Ungleichung, deren linke Seite 2p zusétzliche
Summanden im Vergleich zur Summe s(f; Z) enthélt. Daher gilt die linke Ungleichung in
(1.4) fiir eine beliebige Verfeinerung Z* von Z.

Die rechte Ungleichung in (1.4) erhélt man mit Hilfe einer analogen Argumentation.

|

11



1.1.5 Folgerung 1. Fir je zwei Zerlegungen Z1 und Z9 von [a,b] gilt

s(f;21) < S(f; 22).

2. Es gilt
sup s(f:2')< inf S(f;2")9.
z'e{z} ( ) 2re{z} )
Beweis 1. Z2* := Z; U Zy ist Verfeinerung sowohl von Z; als auch von Z,. Aus der

offensichtlichen Ungleichung s(f; Z2*) < S(f; Z2*) und Lemma 1.1.4 folgt
s(f121) < s(f;27) < S(f:27) < S(f; 22).
2. Die Behauptung folgt aus 1. ]

1.1.6 Definition (DARBOUX [ |) Eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — IR heif$t inte-
grierbar, wenn

sup s(f;Z2)= inf S(f;Z").
(2= 80732

Es gilt nun
1.1.7 Satz (DARBOUX [ ]) Fir eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — IR sind dquivalent:

1° f ist R-integrierbar auf [a,b];

2° sup s(f;Z2)= inf S(f;Z2").
s s(i2) = it (732"

3° fir jedes € > 0 existiert eine Zerlequng Z. von [a,b], so daf
S(f;2e) —s(f; Ze) <e.

Beweis Sei ¢ > 0 beliebig gewiihlt. Wegen Satz 1.1.2 / 3° existiert ein § =
§(e) > 0, so daB fiir jede Zerlegung Z von [a,b] mit IZ1 < § gilt

S(f;2) —s(f; 2) =w(f;2) <e.
Wir betrachten eine solche Zerlegung. Mit Hilfe von Folgerung 1.1.5 erhélt man

0 < inf S(f;Z2")— sup s(f; 2
< b (f; 2") . (f;2")

< S(f;,2)—-s(f;2)

VAN
™

Daher gilt 2°.

©Wir definieren:
{Z} = Menge der Zerlegungen des Intervalls [a,b] (das Intervall [a,b] ist bei allen Betrachtungen dieses
Abschnitts fixiert.)

12



Sei € > 0 beliebig gew#hlt. Dann existieren Zerlegungen 2. und 2,
von [a, b], so dafl

Z) > Y S S(fiZ..) < inf S(f:2")+ -
s(f; 1,5)_;611{%}5@, ) =5 S 2,5)_2,}3{2} (f;27) +5

Die Zerlegung Z. := Z; . U Z5 . ist Verfeinerung von 21, und 2, .. Daher gilt
S(f, Zs) - 3(f§ Zs) < S(f> 22,5) - S(.ﬁ Zl,s)
€ €
inf S(f; 2+ =-—| sup s(f;2)— =
Zhe{Zz} ( ) 2 2'e{Z} ( ) 2

= E&.

A

Fiir beliebiges € > 0 existiert eine Zerlegung Z. von [a, b], so dafl
S(fi2e) —s(f;2e) <e.
Wegen

inf S(f;2")— sup s(f;Z2') <S(f;2:)—s(f;2:) <e
Z'e{Z} z'e{z}

folgt

inf S(f;2")= sup s(f;2)7.
LBl SUSZ") = sup (752

Diesen (gemeinsamen) Wert bezeichnen wir mit 1.
Wir zeigen: fiir jedes € > 0 gibt es ein 6 = §(g) > 0, so daf fir alle Zerlegungen Z von
[a,b] mit 121 <6 und alle n-tupel & von Zwischenpunkten fir Z gilt:

o(f;2,6) 1| <e.
Sei € > 0 beliebig gewéhlt. Dann existieren Zerlegungen Z; . und Z3. von |[a,b], so
daf

€ €
(16) (212 T2, S(fiZ2e) ST+5 .
Wir setzen Z. := Z; .U Z3,.. Aus Lemma 1.1.4 folgt dann

s(fiZ1e) < s(fi2:) < s(f;Z2UZ.),
(1.7)
S(f;ZZ,a) > S(faza) > S(fQZUZa)

fiir jede Zerlegung Z von [a, b].
Die Zerlegung Z. kénnen wir schreiben als

Zg = (33570,‘%571, . ,xal) (l = l(é) 2 2).

Wir setzen § := 5 < 8).Sei Z = (xg, 1, - -, Zp) eine Zerlegung von [a, b] mit 121 < 6.

(I - 1)Ko

"'Damit ist unmittelbar die Aquivalenz von 2° und 3° gezeigt.

8 Ky ist eine Schranke fiir {|f(z)|| = € [a,b]} (vgl. FuBnote ...).
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Seil=2,d. h. Z. =(a,t,b) (xep = a,2.1 =t,2.2 = b; a <t < b). Dann ist entweder
t=uxjfireinje{l,---,n—1} oder z;_1 <t < x;j firein j € {1,---,n}. Im ersten Falle
gilt ZU 2, = Z und daher

s(f; Z2U 2.) = s(f; 2),

wéhrend im zweiten Falle gilt

S(fZUZ) = s(f;Z)+< mf f<x>) <t—:cj1>+< inf f(x)> (2 — 1)

IE[ijh Ie[t,xj]
—m;(f)(z; —wj-1)
< s(f;2) +3Ko(zj — xj-1)

< s(f; Z) + 3Kol2l
< s(fi2)+ <.

Falls [ > 3 ist, so kann man analog argumentieren: Die Summen s(f; ZU Z.) und s(f; Z)
unterscheiden sich nur durch Summanden, deren Anzahl denjenigen Teilpunkten von Z.
entspricht, die nicht zu Z gehoren (also héchstens [ — 1 Summanden). Das ergibt

SZUZ) < s(fi2)+3(— 1DEK2!
<

+
5

s(fi Z) + 5-

2

Mit Hilfe von (1.6) und (1.7) folgt nun mit einem beliebigen n-tupel £ von Zwischenpunkten

fir 2

I—o(f;2,6) < I—-s(f;2) .
< I—s(f;ZUZE)nLi
< I—S(f;ZLe)"‘%
- 2 92 7

Durch eine analoge Uberlegung erhélt man fiir die Obersummen

£

S(fiZUZ)>8(f;2) 5

Das ergibt

o(f; Z2,§) —I1<S(f;2)—1

IN

S(FEVE)+2 -1

&
< S(f;32,5>+§—f
< €+€_€
- 2 2 7

Es gilt also

lo(f;2,6) —1I| <e

14



fiir alle Zerlegungen Z von [a, b] mit IZ1 < 6 und alle n-tupel £ von Zwischenpunkten fiir
Z. ]

Ergiénzende Bemerkungen Wir vertiefen das Studium der Konvergenzeigenschaften von DAR-
BOUXschen Ober- und Untersummen bzw. RIEMANNschen Integralsummen einer beschrankten Funktion f.

1.1.8 Satz Sei f: [a,b] — IR beschrinkt. Dann:

1.  Fir jede Folge (Z(’")) von Zerlegungen von [a,b] mit lim lzml=0 gilt:

m—0o0

lim s(f;2") = sup s(f;2), lim S(f;2) = it S(f;2)"
€

m— oo Ze{z2} m— oo

2. Sei (Z1) eine Folge von Zerlegungen von [a,b], so daf:
1) Jim 1z01 =0,
2) lim s(f; 20) = Jlim S(f;2W).

Dann ist f R-integrierbar auf [a,b] und es gilt
b
/f(m)dx = lim s(f; 20y = Jim S(f; 2",

Beweis @ Sei (2(™)) eine Folge von Zerlegungen von [a,b] mit lim 12| = 0. Wir schreiben

m—0o0
Z0 = (0, Tm1, - Ty, ). Bs gilt
(1.8) sup s(f;Z) > limsup s(f;Z<m)).
Ze{Z}

Sei Z eine beliebige Zerlegung von [a, b]. Wir zeigen: liminf s(f; Z(™)) > s(f; Z). Sei p die Anzahl der
Teilpunkte von Z, die zu |a, b[ gehéren. Wenn p = 1 | so ist Z = (a,t,b) (a <t < b). Falls Z C Zm g0
gilt 2™ U 2z = 2™ und daher

S 27 0 2) = (2.

Falls ¢ nicht unter den Teilpunkten von Z™) auftritt, gilt Tmk—1 <t < T,k fiir ein k € {1, -, nm }. Wie
beim Beweis der Implikation 2° = 1° von Satz 1.1.7 erhilt man

s(f; 2 U Z) < s(f; 2) 4 3Kz,

FEine analoge Betrachtung wird durchgefiihrt falls p > 1 ist. Daher gilt
s(f;2) > s(f; 20U 2) - 3p Kolz™
> s(f; 2) —3p Kzl

(p abhiingig von Z). Wir erhalten somit

liminf s(f; 2™) > s(f; Z).
Das ergibt
(1.9) liminf s(f; Z2™) > sup s(f; 2).

Ze{z}

Aus (1.8) und (1.9) folgt die Behauptung fiir die Untersummen.
Die Behauptung fiir die Obersummen erhélt man durch eine analoge Betrachtung.

9)Vgl. Fufinote ...

15



@ Sei (21 eine Folge von Zerlegungen von [a, b], so daf llim 1201 =0 und
— 00

lim s(f; 27) = hm S(f;2M).

l—o0

Aus Teil 1 folgt

sup s(f; 2= inf S(f;Z").
e s(i2) =t S(752")

Die Behauptung ergibt sich nun aus Satz 1.1.7. |

Berechnung des Integrals mit Hilfe spezieller Zerlegungen. Sei f R-integrierbar auf [a,b].

Formel (1.10) besagt, dal zur Berechnung von /f(:c)dx eine (speziell gewihlte) Folge von Zerlegungen

a
(21 von [a, b] mit hm 1zl = 0, und irgendeine Folge von Zwischenpunkten fiir Z) benutzt werden

l— oo

kénnen.
Wir betrachten hierzu zwei Beispiele.

Aquidistante Zerlegung von [a,b]. Sei 2" = (10,211, -+, x1,1), wobei
xl7j.—a+ < 7, j=0,1,---,1 (I € IN).
Es gilt

b—a

] —0 fir [— oco.

201 = max{wi1 — 210, 210 — T10-1} =

Fiir jede Folge (¢) (€W = (&1,1,- -+, &), &5 € [wrj-1,m05] (G = 1,---,1)) gilt somit
b !
1
[ e =0 jim 13 si6)
a J=1

Zerlegung von [a, b] in geometrischer Progression. Sei 0 < a < b . Wir setzen ¢ = </§ (Il € IN) und

L0 =a, T, = aq, T2 = aq>, -, 21, = aq' = b. Fiir die Zerlegung 2O = (210,211, -, x1) gilt
T — w1 =(q—Vag®t, j=1,---,1,
also
Iz0] = max{2;1 — 1,0, T — Ti1—1}

IN

(g—1)b= <</g—l>b—>0 fir [ — oo.

Fiir jede Folge (¢V) (€© = (&1, -+, &), & € [w1,j-1,215] (j = 1,--+,1) ergibt sich damit

j-1
/ flz)dr =a hm ({/g— 1) i (S) ! f(&;). [ ]

Historische Notizen. 1. In seinem Werk ” Cours d’analyse” [ ] definiert CAUCHY die Stetigkeit einer
Funktion nicht als punktweise, sondern als ” gleichmiilige” Eigenschaft: ”... la fonction f(x) restera continue
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par rapport a x entre les limites données, si, entre ces limites, un accroissement infiniment petit de la
variable produit toujours un accroisement infiniment petit de la fonction celle-méme” (] ; S. 43])10).

In [ ] beweist dann CAUCHY die Integrierbarkeit von Funktionen, die in diesem Sinne auf einem In-
tervall [a, b] stetig sind. Fiir eine Zerlegung Z = (xo, 21, -, Zn) von [a, b] betrachtet er zunichst folgende
Summe:

S = (z1 — o) f(z0) + (22 —21) f(21) + -+ + (Tn — Tn—1) f(@n—1).
Diese wird dann ersetzt durch
S = (z1—x0)f(xo+6o(z1 —x0)) + -+ (@n — Tn—1) f(@Tn-1 + On—1(zn — Tn—1))
= (x1 — mo)[f (o) £ &0] + -+ + (xn — Tn—1)[f(n—1) T En].

Nun wird argumentiert: ”...si les élements ©1 — xo, 2 — 1, -+, Ty — Tn—1 ont des valeurs numérique trés
petites, chacune des quantités t+eo,*e1,- -, ten_1 différera trés peu de zéro ... la valeur de S finira par
étre sensiblement constante ou, en d’autres termes, elle finira par atteindre une certaine limite qui dépendra
uniquement de la forme de la fonction f(x) et des valeurs extrémes a,b attribuées a la variable x. Cette
limite est ce qu’on appelle une intégrale définie” (vgl. [; S. 124-125]).

2. RIEMANN verstand offenbar die Stetigkeit einer Funktion f (ebenso sie CAUCHY) nicht als punkt-
weise, sondern als ”gleichméfige Eigenschaft” auf der Menge, auf der f definiert ist. Dies kann man aus
Anmerkung (1) in [ ; S. 46] entnehmen. Daher schien RIEMANN die Integrierbarkeit stetiger Funktionen
fiir selbstverstédndich zu halten.

3. Die von DIRICHLET begonnenen Untersuchungen [ ] iiber die Konvergenz trigonometrischer Reihen
fithrten zur Notwendigkeit der Integration unstetiger Funktionen. Die weitere Prizisierung dieses Integral-
begriffs wurde von RIEMANN in seiner Habilitationsschrift [ ] (eher nebenbei) vorgenommen In [ ; S. ]
fithrt er sogleich ein Beispiel einer unstetigen integrierbaren Funktion an, das zeigt, dafl sein Integralbegriff
weiter tragt als der von CAucHy. Diese Funktion wird als Limes einer Reihe erhalten.

Ein Beispiel einer unstetigen R-integrierbaren Funktion, das im wesentlichen die gleichen Eigenschaf-
ten wie das von RIEMANN aufweist und heute in der Literatur haufig zitiert wird, findet sich bei THOMAE
[;S. 14-15] (vgl. Abschn. 1.1.3). ]

1.1.3 Klassen integrierbarer Funktionen. Beispiele

1.1.10 Satz
1. ( Caucny [ ] ) Jede stetige Funktion f : [a,b] — IR ist R-integrierbar.

2. Jede monotone Funktion f : [a,b] — IR ist R-integrierbar.

Beweis @ Sei £ > 0 beliebig. Da f gleichmifig stetig auf [a, b] ist, existiert ein § =
d(e) > 0, so daB

€
b—a

Vr, 2’ € [a,b], [z — 2’| <0 = [f(z) — f(a)] <

Sei dann Z. = (xg, x1," -, Z,) €ine Zerlegung von [a, b] mit |21 < 6. Dann gilt

Mk(f)_mk’(f)<ﬁv k=1,---,n.

Hieraus folgt

S Z) = s(F2) = 3 (Mu(F) = mu(f)) (eh — ma)
k=1

0Dje gleichmiiBige Stetigkeit einer punktweise stetigen Funktion auf einen kompakten Intervall [a, b]
wurde nach dem Erscheinen von CAUCHYs Arbeiten von HEINE und BOREL bewiesen.
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3

k:l

Il
o

@ (Beweis fiir f monoton wachsend, f # const). Sei e > 0. Sei Z. = (zg, 21, -, Tp)

eine Zerlegung von [a, b], so daf§ 1Z] < W Aus der Monotonie von f folgt:
— fla
mi(f)= _inf f(2) = flek-1),  Mi(f)= sup f(2)= fzx).
we[xkflvxk} :L"E[mk,l,wk}
Das ergibt
S(fi2:) = s(f:2) = zj( — flen1)) (wr — 1)

< IZEIZH: (f($k) - f(%—l))
k=1

IN
™

1.1.11 Satz Sei f : [a,b] — IR beschrdinkt. Die Menge
E :={x € [a,b] ‘ f ist unstetig in x}
besitze folgende Eigenschaft:

fiir jedes 6 > 0 existieren disjunkte Intervalle ]a;, b;|C [a,b] (i =1,---,m), so daf

m
ECUalal7 sz—a,-)gs.
=1

Dann ist f R-integrierbar auf |a,b].

Dieses Resultat ist naheliegend, wenn man das RIEMANNsche Integrabilitétskriterium
und dessen dquivalente Formulierung nach DARBOUX studiert hat. Es wurde von DINI
[ ;2) S. 244-245] formuliert und bewiesen. Der folgende Beweis findet sich in [ ; 3) S.
339-340]'D).

Beweis von Satz 1.1.11 Wir setzen

n

= o\ U lowb = Loy 5.

J=1

Sei € > 0 beliebig gewdhlt. Da f stetig auf der kompakten Menge F' ist, existiert ein
d=10(e) >0, so daB

f@) - ) <e Vo' €F  |e—a| <6

W Der Paragraph §187* in 3) wurde DiNts Werk [ ; 1)] bei der dt. Ubersetzung hinzugefiigt. In 3) wurde
auch der Begriff ” Menge vom Inhalt Null” benutzt.
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Sei nun Z. = (20,21, ...,2p) eine Zerlegung von [a, b] mit folgender Eigenschaft: fiir jedes

Teilintervall [xg_1, zx] (k ..., p) gilt
entweder [rp_1,2x] C [ai,b;] fiirein ie{l,...,m}
oder [rg_1,zx] C F und Ty — Tp_1 < 0.

Die Menge derjenigen k € {1,...,p}, so dal [zj_1, 2k die erste Alternative erfiillt, be-
zeichnen wir mit A. Fir k € {1,...,p} \ A4 gilt dann

My —mp= max f(z)— min f(z)<e.
TE€[TK—1,Tk] TE[TK—1,Tk]

Mit der Bezeichnung M := sup f(z), m:= inf f(z) ergibt sich nun
z€a,b] z€[a,b]

S(f;zs) *S(f;zs) =

= > (M —mp)(zp —ae1)+ Y, (Mg —my)(zp — zp-1)
keA ke{L,.pH\A

<S(M=m)Y (zx—apa)+e DY (xp—zk1)

keA kefl,..pN\A
< (M —m) Z(bz —a;)+elb—a)
i=1

<(M-m+b—a)e.
Satz 1.1.7 liefert die Behauptung. ]
1.1.4 Eigenschaften des Integrals (I)

Wir beginnen mit Eigenschaften des Integrals, die unmittelbar auf Definition 1.1.6 basie-
ren bzw. mit Hilfe von Folgerung 1.1.8 bestétigt werden konnen.

1.1.12 Satz

1. Sei f R-integrierbar auf [a,b]. Dann gilt fir jedes ¢ €]a,b]: f ist R-integrierbar

[a,c]

auf [a,c], f

ist R-integrierbar auf [c,b] und es gilt
[c,b]

/bf(ac)daj:/cf(x)dac—i—/bf(x)dx,

2. Fir ein ¢ €)a,b| seien die Finschrinkungen der Funktion f : |a,b] — IR auf [a,c]
und [c,b] R-integrierbar. Dann ist f R-integrierbar auf [a,b].

3. Sei f :[a,b] — IR beschrinkt und R-integrierbar auf jedem Teilintervall [, d] Cla, b|.
Dann ist f R-integrierbar auf [a,b).
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1.1.13 Folgerung (Endliche Additivitit beziiglich Teilintervallen) Sei Z =
(xo,x1,- -, xp) eine beliebige Zerlegung von |a, b].

1. Sei f R-integrierbar auf [a,b]. Dann ist f R-integrierbar auf [xi_1,xk]

[zr—1,2k]
(k=1,---,n) und es gilt
b n T
[t@dz=>" [ s (1)
o k=1 57

2. Sei f R-integrierbar auf [xx_1, x| (k = 1,---,n). Dann ist f R-integrierbar auf |a, b|
und es gilt (1).

1.1.14 Satz Fir R-integrierbare Funktionen f,g auf [a,b] gilt:

1. f + g ist R-integrierbar auf [a,b], und

b

/(f+9)(37)d$= /bf(m)da:+/bg(x)da:.

a

2. Fiir jedes A € IR ist \f R-integrierbar auf [a,b], und

b

/b(Af)(w)d:c = )\/f(a:)d:c.

a

Wir setzen
R([a,b]) :=={f:]a,b] = R ’ f R-integrierbar auf [a, b]}.
Aus Satz 1.1.14 folgt: R([a,b]) ist ein Vektorraum iber IR.

1.1.15 Satz Sei f € R([a,b]). Dann ist |f| € R([a,b]) und es gilt

| /b f(@)de]| < /b |f (@)l da.

Beweis Sei Z = (z¢,z1,- -, xy) eine beliebige Zerlegung von [a, b]. Es gilt

[1£(@)| = 1£()

< |f(z) = f(@)] < My(f) —mu(f)  Va,2" € [zp-1, 2],

also

M (1) = ma(If]) < Mg(f) — me(f)

(k=1,---,n). Hieraus folgt
S(1f1:2) = s(If[; 2) < S(f: 2) — s(f; 2).
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Aus Folgerung 1.1.8 erhélt man nun |f| € R([a, b)).
Sei £ > 0 beliebig. Dann existiert eine Zerlegung Z. von |[a, b, so daf

b

S(1fl; 2e) S/\f(x)\dx—i—e.

a

Wir erhalten

@iz = inf(s(5:2)} < S(71:2)

a

b

< [1@lda+e.

a

also

/bf(w)dx < /b\f(fﬂ)ldx-

Durch Betrachtung von —f anstelle von f erhélt man

b

~ [ fayar < /b |~ fa)lde = /b £(a)da

a

Existenz einer Stammfunktion

Wir studieren nun das Problem der Existenz einer Stammfunktion fiir eine R-integrierbare
Funktion.

Eine R-integrierbare Funktion braucht keine Stammfunktion zu besitzen. Die Funktion

0 fir ze€[-1,0]

fz) =
1 fir z€)0,1]

ist monoton auf [—1,1] und daher R-integrierbar auf [—1,1], besitzt aber dort keine
Stammfunktion ( jedoch auf den Teilintervallen [—1,0] und [0, 1] ).

Eistiert fiir eine Funktion f auf einem Intervall [a,b] eine Stammfunktion, so
braucht f auf [a,b] nicht R-integrierbar zu sein. Fiir

1
z? sin—  fir 2 #0,
x

F(z) =
0 fir =0
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ist
1

2z sin — — —cos — fir x#0,
F(z) = f(z) = N

Die Funktion f besitzt auf IR die Stammfunktion F. f ist in jedem Intervall [a,b] (a <
0 < b) unbeschrankt. Daher ist f nicht (in dem bisher erklérten Sinne) R-integrierbar auf
[a,D] (a < 0 < b). 12 [ |

Die Stetigkeit einer Funktion f ist hinreichend fiir die Existenz einer Stammfunktion
fiir f. Dies ergibt sich aus dem folgenden

1.1.16 Satz Sei f R-integrierbar auf [a,b]. Sei

Fz) = / F(Odt,  €la,b.

Ist f stetig in xo €|a,b] , so gilt

F'(20) = f(20)-

Beweis Sei ¢ > 0. Es existiert ein 6 = d(¢) > 0, so da8
[f(x) = flzo) <&V €la,b], [ — x| <0

Fiir 0 < h < min{d,b — z¢} erhélt man mit Hilfe der Sdtze 1.1.12 und 1.1.15

zo+h

3 (Fao+m) = Fao) - f@o)| = |5 [ (7@) = fGo))da]

o
xo+h

< o [ 5@ - o

zo

< e

Fiir 0 > h > —min{0, 29 — a} erhilt man analog

o

‘%(F(xg—i—h)—F(mo))—f(mo)‘ - \—% / (f(2) = f(z0)) da|

zo+h

IA

g.

Also

‘%(F(a:o +h) — F(mo)> - f(xo)‘ <e VvV 0<|h| <min{d,xo —a,b—x0}

12) Bedeutsamer ist das Beispiel einer Funktion 1 : [0,1] — IR mit folgenden Eigenschaften: ¢’ (z) existiert
fiir alle z € [0,1],%’ ist beschrinkt auf [0, 1] und ¢’ ist unstetig auf einer Menge E C [0, 1] mit positivem
MaB (¢’ ist somit nicht R-integrierbar auf [0, 1]).
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Wir beweisen nun den wichtigen

1.1.17 Satz (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Sei f R-integrierbar
auf a,b]. Sei F' : [a,b] — IR Stammfunktion fir f auf]a,b[, d. h.

F'(z) = f(z) Vz €la,bl.

Dann gilt

b
/j@mx:F@_me

Beweis Sei Z = (zg,x1,---,%,) eine beliebige Zerlegung von [a,b]. Der Mittelwertsatz
der Differentialrechnung liefert die Existenz von Zahlen & €]zi_1,zi[ , so daBl F(zy) —
F(xg—1) = F'(&)(zk — xk—1) (k= 1,---,n). Wir erhalten

F(b) = F(a) =Y (Fla) = Flae-1)) = Y F(&) g — z5-1)
k=1 k=1
und

Daher gilt

b

[farde = sup {s(£:2)

a

IN
™
=
|
=
&

Zg&;mﬂz%}—!fmmm .

1.1.5 Eigenschaften des Integrals (II)
Vertauschung von Integration und Grenziibergang
Wir untersuchen nun das Problem, unter welchen Bedingungen fiir eine konvergente Folge

(fn) € R([a,b]) die Vertauschung von Integration und Grenziibergang moglich ist, d. h.
unter welchen Bedingungen die Gleichung

n—oo

b b
(%) lim /fn(m)dx:/nlirrgofn($)dx

gilt.

23



Es gibt fn € R([a,b]) (n € IN) mit:
1)  faulz) — f(x) Va € la,b],

2) fe RIE[% b)),

b
3 Jim [ fal@)de # [ fa)da

a

In der Tat, fiir n € IN sei

0 fir x=0,
. 1
fa(@):=4 7 fiir 01< T < o
0 fir ~<z<I,
n
und
f(z) =0 fir z € [0,1].
Dann gilt:

o fn(z) — f(x) Vz e |0,1],

o feR(0,1]),
1 1/n

o [ fu(z)der=n [ dx=1, also:
[one=r]

1

1
nh_)ngo fa(z)de =1#0= /f(:];)dx
0

0

Das Wachstum von m[%% |fn(2)| = n bewirkt, daB (%) nicht gilt. Uberdies sieht man, daf
re

)

die Folge (fy,) nicht gleichmdifig auf [0,1] gegen f konvergiert.

Das folgende Beispiel illustriert die mogliche Ungiiltigkeit von () noch deutlicher. Fiir
n € IN sei

0 fir x=0,

1
~ _1\n,,2 .. -
Ful) = (—1)"n” fiir 01< T <,

0 fir —<z<
n

Es gilt wieder f,,(x) — 0 fiir alle = € [0, 1], jedoch

1 1
/on(x)d-T — +00, / A2n+1 (CE)d:E — —00. [
0 0

Eine Folge R-integrierbarer Funktionen kann punktweise gegen eine Funktion konver-
gieren, die nicht R-integrierbar ist; genauer:
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es gibt fn € R([a,b]) (n € IN) mit:
1) falx) = f(z) Vz€lab],

2)  |fau(x)] <Co=const VnelN, V€ ]la,bl,

3)  f & R(a,b]).
Um ein Beispiel einer solchen Funktionenfolge zu konstruieren, bezeichne {rq,rs,---} die

Menge der rationalen Zahlen, die zum Intervall [0, 1] gehoren. Fiir n € IN und = € [0, 1] sei

1 fiir x€{ry, -}

fn(@) = { 0 sonst.

Wie oben bezeichne D die DIRICHLET-Funktion auf [0, 1], d. h.
] 1 firzel0,1] rational,
D(z) = { 0 firzel0,1] irrational.
Wir erhalten:

o f, ist R-integrierbar auf [0,1] (denn f, ist nur in den Punkten ry,---,r, unstetig,
es gilt

o fu(z) —» D(z) Vzel0,1],
o |fn(z) <1 Vn e IN, Ve |0,1],

e D¢ R([0,1]).

Die Funktionen f, enthalten mit wachsendem n ,,immer mehr Unstetigkeitsstellen”. Die
Folge (fy) konvergiert nicht gleichmdfig auf [0,1] gegen D. Dies folgt aus

o fir xze{ry,---,m} oder x irrational,
D(@) = fa(w) = { 1 fir z¢&{ry,---,r,} und z rational.

Diese Beispiele legen die Vermutung nahe, dafl die gleichméiflige Konvergenz einer Fol-
ge R-integrierbarer Funktionen hinreichend fiir die R-Integrierbarkeit der Grenzfunktion
und die Giiltigkeit von (x) ist. Der folgende Satz bestétigt dies.

Satz 1.1.18 Seien f, € R([a,b]) (n € IN). Es gelte
fn — [ gleichmiflig auf [a,b] fir n — oc.

Dann gilt:

1. f € R([a,b]);
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2. hm/fn d:):—/f

Beweis Sei ¢ > 0. Die gleichmiifiige Konvergenz f,, — f auf [a,b] bedeutet, dafl ein
ng = no(e) € IN existiert, so daf

1f(z) = fulz)| < 75 Yz € [a,b], Vn > ng.

Insbesondere gilt

(¥ o) = e S S@) S @) 4 Vo€ [ob]
Da f,, R-integrierbar ist, existiert eine Zerlegung Z. = (20,21, Ze,m) von [a, b], so
daB S(fng, Ze) — S(fng, Ze) < e. Aus () folgt nun

Mk (fro) = 555 < m(f) < Mi(f) < Mi(fno) + 555
(k =1,---,m). Multiplikation dieser Ungleichungen mit x.j — 2. —1 und anschlieBende
Summation iiber k = 1,-- - m liefern

S(fnoaze) —e< S(f, ZE) < S(f, ZE) < S(fnmzs) +e,

also
S(f,2e) —s(f, 22) S(fHO’ZE)_S(f7ZE)+2€
2¢e +¢

3e.

VANVAN

Aus Folgerung 1.1.8 folgt nun die R-Integrierbarkeit von f auf [a, b].
Eine abermalige Verwendung der gleichméfigen Konvergenz f, — f auf [a, b] liefert

ith—iﬂmm - i@mwwmwx
< / (@) = f(@)lde
<
fir alle n > nyg. [ |

Die gleichméiBige Konvergenz f,, — f auf dem Intervall [a, b] ist jedoch nicht notwendig fiir die Giiltigkeit
der Aussagen 1. und 2. von Satz 1.1.18. Dies zeigen folgende Beispiele.

FﬁrnEﬂVunde[O,l] sei

0 fir x =0,
. 1
fol(z) == Voo fiir 01< T < n
0 fir — <z <1.
n

26



Wir erhalten:

e fno(z)—0 vz € [0,1],
o fn konvergiert nicht gleichmdfig auf [0,1] gegen f =0 (denn m[%)i] | frn(2)] = /1),
xe€|0,

. /lfn(x)da: - % 0= /lf(x)d:n.

Seien

fa(z) = 2", neIN, ze€l0,1]

firo<z <1,

0
flz) = {1 fir x = 1.

Fiir diese Funktionenfolge gilt:

o falz) = f(x)  Vzel0,1],

e fn konvergiert nicht gleichmdfig auf [0,1] gegen f,
|fr(z)] <1 VneN,Vz €[0,1],

feR([0,1]),

/fn(x)dx:%_uﬂ():/f(x)dx.
0 0

Dieses Beispiel ist ein Spezialfall der Aussage des folgenden Satzes.

SATZ (ARZELA (1885)) Sei (f.) eine Folge R-integrierbarer Funktionen auf dem Intervall [a,b]. Es gelte:

1) fa(z) = f(x) Vz€la,b],
2) |fu(z)] < Co= const Vne N, Vaz € [a,b],
3) fe€R(a,b]).

Dann gilt:

b

b
lim fn(a:)dx:/f(a:)dm. |

n—0o0

a

Partielle Integration

1.1.19 Satz Fiir f,g € C'([a,b]) gilt

b b
[ @ 9@z =1 g®) - f@g@ -~ [ f@)g @)ds.

Beweis Die Funktion fg ist eine Stammfunktion der R-integrierbaren Funktion f'g+ f¢’
auf [a,b]. Satz 1.1.17 liefert

b
J(r@s@+1@9g @) = [(f9) (@)de

Variablensubstitution
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Die Berechnung des Integrals

I:/bf(x)da:

kann vereinfacht werden, indem man die Substitution

T = 90(7_)7 TE [(X?ﬁ]

durchgefiihrt, wobei

p € Cle. 8]), ¢(lo, B]) = [a,0].

Nach Ausfithrung dieser Substitution wird die Integration tiber das Intervall [«, 5] aus-
gefithrt und gleichzeitig der Integrand von I verindert.

Wir skizzieren einen Zugang zur Transformation des Integrals I mittels der Substitution ¢ = ¢(7) unter
der zusitzlichen Voraussetzung der Injektivitdt von ¢. Die Injektivitdt von ¢ impliziert, da ¢ auf [«, 3]
streng monoton wéchst oder streng monoton féllt.

Seien x1,x2 € [a,b] mit x1 < x2 beliebig gewéhlt. Dann existieren eindeutig bestimmte 71,72 € [o, 3],
so dafl 71 < 72 und

1 =@(11), x2 = @(12) falls ¢ streng monoton wiichst,

T2 = (1), 11 = @(12) falls ¢ streng monoton fillt.

Es folgt

im ersten Fall, bzw.

T2

22— 31 = (1) — p(rs) = / (~¢)ar

T1

im zweiten Fall. Beide Fille konnen zusammengefaflt werden zu folgender Aussage:

2

/dx = X2 — I

z1

Linge des Bildintervalls ¢([71, 72])

T2
/ I (7)ldr.
T1

Hieraus folgt unmittelbar eine analoge Formel fiir Funktionen f, die endliche Linearkombinationen von
charakteristischen Funktionen disjunkter Teilintervalle von [a, b] sind. Dies fithrt dann zu einer Substituti-
onsformel fiir integrierbare Funktionen f > 0 und schlieBlich fiir beliebige integrierbare Funktionen f auf
[a, b]. Letzteres ist Inhalt des folgenden Satzes.

Sarz  Sei p € C' ([, B]) mit
@ la, B] = [a,b] bijektiv.

Dann gilt fiir jede auf [a,b] R-integrierbare Funktion f:
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1. fo || ist R-integrierbar auf (o, (];

b B
2 [ = [ 1(om) il .

Wir zeigen, dafl man eine dhnliche Aussage mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung erhalten kann.

1.1.20 Satz Sei ¢ € C'([a, f]) mit gp([a,ﬁ}) = [a,b] und p(a) = a, p(B) = b oder
(o) = b, ¢(B) = a. Sei f R-integrierbar auf [a,b]. Uberdies gelte:

1) f besitzt eine Stammfunktion F auf [a,b];

2) f o ist R-integrierbar auf o, (].

Dann gilt

F(e(0)¢(dr  falls  p(a) = a, p(3) =,

o>
Q\E

F(e(0)¢(P)dr  falls  p(a) = b,o(3) =

Q\Q

Beweis Wegen

(Fop) =F(p)¢ = flp)¢

ist F' o ¢ eine Stammfunktion fiir f(¢)¢’ auf [a, G]. Satz 1.1.17 ergibt

/f rydr = F((8)) — F(p(a)).

Falls (o) = a, ¢(3) = b gilt, so erhilt man andererseits mit Hilfe von Satz 1.1.17

F(¢9)) - F(v(@) = F®) = F(a) = [ f(a)da.

Falls jedoch ¢(a) = b, p(B) = a gilt, so folgt

b
F(el8)) = F (@) = Fla) - F) =~ [ fla)da. .

Bemerkung. Sei ¢ iiberdies monoton auf [, 3]. Dann kann die Behauptung von Satz
1.1.20 in der Formel

b

/f(if 7f 7)|dr (+)

a

zusammengefafit werden.
Sei nun auBerdem f > 0 auf [a,b] . Die Zahl

19Vgl. z.B. HILDEBRANDT, S.: Analysis 1. Springer-Verlag, Berlin 2002; S. 308-309, sowie WALTER, W.:
Analysis I1. 2. Aufl., Springer-Verlag Berlin 1991; S. 248.
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b
I:/f(x)dxzo

ist der Fldcheninhalt zwischen der x-Achse und dem Graphen {(z, f(z))|z € [a,b]}. Die
Formel (+) zeigt, wie dieser Fldcheninhalt nach Durchfiihrung der Substitution z =
o(7), T € [a, B] berechnet wird. [ |

a=0,0>0,a=0;b=0; o(r):=0—7, 7€]0,0]. ¢ ist eine Bijektion von [0, J]
auf [0, 8]; ¢'(7) = —1 fiir alle 7 € [0, 5]. Satz 1.1.20 liefert fiir jede auf [a, b] R-integrierbare
Funktion f:

B B 5
O/ fayde == [ £(8=(=dr = [ f(8-r)ar.

0
Sei a > 0 . Fiir jede auf [—a, 0] R-integrierbare Funktion f gilt

/Of(az)d:c:/af(—T)dT.
“a 0

In der Tat, sei b = 0. Die Substitution z = —7, 7 € [0,a] (also: (1) = —7, 7 € [0,q])
liefert: /(1) = —1 fiir alle 7 € [0,a], ¢(0) =0 = b, p(a) = —a. Das ergibt

/ )z = / fr)=Didr = [ f(=ryar.

Sei f auf [—a,a] R-integrierbar und ungerade: f(—z) = —f(z) fiir alle x € [—a,al.
Dann gilt:

a 0 a

[ 1@z = [ f@de+ [ fa)do

—a —a 0
= — [ t@do+ [ f)da

e

= 0.

a=-1,8=1a=0,b=1; o) =72 7 e [-1,1]. BEs gilt: p([-1,1]) =
[0,1],o(—=1) = 1 = (1), ¢'(7) = 27 fiir alle 7 € [—1,1]. Aus Satz 1.1.20 folgt, daf fiir jede
auf [0, 1] integrierbare Funktion gilt:

1

/1f(m)d:c:2/f(7'2)7'd7'
1

-1
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1

1
[ unabhéngig hiervon gilt: /f(a:)da: =0= /f(7'2)7'd7'].
1 ~1

Mittelwertsitze

1.1.21 Satz Seien f,g R-integrierbar auf [a,b]. Es gelte

g(x) >0 Vo € la,b (oder g(z) <0 Va € [a,b]).

Dann existiert ein pu € | inf f(t), sup f(t)|, so dafs
te[avb] tE[a,b}

/bf(ﬂf)g(x)dﬂc Z,u/ g(z)dx.

a

Wenn f € C’([a, b]), so existiert ein & € [a,b] mit

b
[ #@)g(@)dz = £(©) [ gz
Beweis (fiir g > 0). Es gilt

( e, f(t)> 6(2) < () g (2) < <sup f(t)> o) Vrelab

tE[a,b tE[a,b]

Hieraus folgt

b b
(téf;f,b] f<t>) / g(x)dz < / f(@) g (x)de < (é‘[ﬁ] f(t)> [ gtwyda.

a

b
Falls / g(z)dz = 0, so gilt die erste Behauptung des Satzes fiir jedes u € IR.

b
Sei /g(x)dm > 0. Dann gilt diese Behauptung fiir

Wenn f € C([a, b]), so liefert der Zwischenwertsatz ein € € [a, b] mit f(§) = u.

1.1.22 Satz (BONNET!Y) Seien f,g R-integrierbar auf [a,b]. Es gelte

WPIERRE OSSIAN BONNET (1819 - 1892), franzdsischer Mathematiker und Astronom.
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g(x) > 0 Vuzela,bl,
g monoton fallend (oder monoton wachsend).
Dann ezistiert ein § €] a,b[ , so dafs

/bf(ﬁv)g(fl?)dfC ZQ(G)/Ef(Sv)dﬂﬁ

b b
<oder a/f(z:)g(m)d:v = g(b)!f(x)dx) |

1.2 Uneigentliche Integrale

1.3 Kurven in R". Kurvenintegral

1.3.1 Weg und Kurve

1.3.1 Definition 1. Eine stetige Abbildung v : [a,b] — RN heifit Weg. Bezeichnung:

vt) = (@), w®),  telabl
Eine Abbildung v : [a,b] — RN heift Weg der Klasse C* (k € IN), wenn
%-GCk’([a,b]) (i=1,---,N).

2. Eine Punktmenge T' C RN heifit Kurve, wenn ein Weg v : [a,b] — RN existiert,
so dafs

= 7([@, b])

I heifst die von dem Weg v erzeugte Kurve. Das Paar (v, |a,b]) heiffit Parameterdar-
stellung von I'.

Die Begriffsbildungen ”Kurve” und ”Parameterdarstellung einer Kurve” werden wir
in Abschn. 1.3.3 genauer studieren.

Unsere in Definition 1.3.1 eingefiihrten Begriffe sollen zum Ausdruck bringen, daf} eine
Kurve I' ¢ IRN eine Punktmenge ist, die Bildmenge verschiedener Wege 7 sein kann. Die
Abbildung v beinhaltet, mit welcher Durchlaufungsrichtung die Kurve I' ”abgeschritten”
(”durchlaufen”) wird und welche ”Weglidnge” dabei entsteht; es ist moglich, dafl Teile einer
Kurve T' (oder ganz I') mehrfach ”durchlaufen” werden.

FEinheitskreislinie:
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= {(m,y) €R2‘$2+y2:1}.
1.1. Fiir
v(t) := (cost,sint), te€ R
gilt:
T =~([0,2k7]) (ke NV).

Wenn ¢ das Intervall [0,2kn] (von 0 nach 2kw) ”durchléuft”, so ”durchléuft” ~(t) die
Menge I' k-mal entgegen dem Uhrzeigersinn.

Es gilt:
7y 1 [0, 27[— IR? ist injektiv , y(0) = ~v(27).

1.2 Fir

m(z) = (x,—i—m), z € [-1,1]

Y(@) = (2,-VI=22), ze[-1,1]
gilt:

= ([-1,1]) U (l-1,1]).
Parabelbogen:

I'= {(w,y) € IrR? ’y =22 z¢€ [1,2}}.

Fiir

() = (4,17, te[l,2]

5@) = (e e¥), te]0,log2]
gilt:

T =~([1,2]) = 6([0,log2])

Sei f: IR — IR stetig differenzierbar auf IR mit:

e f ist monoton wachsend auf IR,

o f(t)=0 Vt<0, f(t)>0 Vvt>D0.

Sei

Dann ist 7 ein Weg der Klasse C''. Die Kurve
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r=~([-1,1])

hat einen ”Knick” in t = 0, es gilt: 4/(0) = (0,0).

Weg in Polarkoordinaten. Sei f € C([a,b]) gegeben. Dann ist
v(t) == (f(t) cost, f(t)sint), t € [a,b]
ein Weg mit einer Darstellung in Polarkoordinaten. ]

1.3.2 Definition 1. Eine stetige injektive Abbildung ~ : [a,b] — IR heifit JORDAN-
Weg!d).

Eine Abbildung vy : [a,b] — IR heifit geschlossener JORDAN-Weg, wenn
~y ist stetig auf [a,b],
7y ist injektiv auf [a, b],
7(a) = 1(0).

2. Eine Punktmenge ' C IRN heifit JorDAN-Kurve | geschlossene JORDAN-Kurve],
wenn ein JORDAN-Weg [geschlossener JORDAN-Weg] « : [a,b] — RN eistiert, so daf

= 7([&, b])

Beispiel 1.1 zeigt, dafl eine JORDAN-Kurve Parameterdarstellungen besitzen kann, die
keine JORDAN-Wege sind. |

1.3.2 Rektifizierbare Wege

Sei v : [a,b] — RN ein Weg. Sei I' ¢ IR" die von v erzeugte Kurve: I = 'y([a, b])
Fiir Punkte P, P» € T' kann man schreiben

P = 'Y(tl)v Py = 7(t2) (tlvt? € [a7 b])

Der EukLIDische Abstand zwischen P; und Ps ist

PP, = ||y(t1) — (k)|

15D h. 'y([a, b]) ist ”doppelpunktfrei”.
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nt,) y(t,)

Um die Lange des Weges v zu definieren, betrachten wir eine Zerlegung Z = (to,t1, - ty) (a =
to <ty <--- <ty =>b) des Intervalls [a,b]. Dann ist

L 2) = 3 [(te) — vt
k=1

die Linge des Streckenzuges, der die Punkte «y (tx) € I'(k = 0,1,---,m) verbindet. Die
Zahl L(~; Z) ist eine Ndherung fiir die Linge des Weges ~.
Ist Z’ eine Verfeinerung der Zerlegung Z, so gilt
L(v; 2) < L(v; 2').
Diese Eigenschaft fithrt zu
1.3.3 Definition 1. Sei v : [a,b] — RN ein Weg.
L() :=sup {L(’y; Z)‘ Z ist Zerlegung von |a, b]}

heiffit Linge des Weges 7.
Wenn

L(v) < 40,

so heifst v rektifizierbar.

2. Sei ' C RN eine JORDAN-Kurve. Sei (7, [a,b]) eine Parameterdarstellung von T durch
einen JORDAN-Weg v. Wenn L(v) < 400, so heifit T rektifizierbar.

Die Zahl



heiffit Linge von I

Im folgenden Abschnitt zeigen wir, dal der soeben eingefiihrte Begriff ”Linge einer
Kurve I'” geometrisch korrekt formuliert ist: L(I") ist invariant beim Ubergang von einer
Parameterdarstellung von I' durch einen JORDAN-Weg zu einer dquivalenten Parameter-

darstellung von I' durch einen anderen JORDAN-Weg; iiberdies ist L(I") unabhéngig von
der (noch zu definierenden) Orientierung von I'. ]

Der folgende Satz besagt, da8 Wege der Klasse C'! rektifizierbar sind. Genauer:

1.3.4 Satz Sei~y: [a,b] — RN ein Weg der Klasse C'. Dann gilt

b
L(7)=/]

Beweis Sei Z = (to,t1, - ,ty) eine beliebige Zerlegung von [a,b]. Der Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung ergibt

v (1)) dt.

Vi (k) — v (tk—1) = / ;(s)ds

(j=1,---,N; k=1,---,m). Hieraus folgt

Li2) - f:\\fy(tk)—v(tkl)uzgjlu [ s

k=1
ti
< / ”7’(8)“(18
k=17,
b
= /’7'(3)“&9.

a

Damit

L(y) = sup {L(q/; 2) ‘ Z ist Zerlegung von |a, b]}

b
/ H’y'(t)H dt.

Wir beweisen die entgegengesetzte Richtung dieser Ungleichung. Sei € > 0 beliebig
gewéhlt. Wegen der gleichméBigen Stetigkeit von v; auf [a, ] existiert ein § = é(¢) > 0, so
daf

IN

3

')’;'(3) - ’Y;(t)’ < m

Vs, t € [a,b] mit |[s—t <o
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Sei Z = (tg,t1, -+ ,tm) eine Zerlegung von [a,b] mit IZ] < §. Der Mittelwertsatz der
Differentialrechnung sichert die Existenz von Punkten &1, € [tp—1, k], so dal

v (tk) — v (tk—1)
U — te—1

=i (&)
(k=1,---,m; j=1,---,N). Fiir alle s € [tx_1,tx] gilt daher

ot =) |
7' (s) — B

N 2
= > (35(s) = (&)

=1

<

Wir erhalten

b R
flvotes = £ [ frofa
¢ k=14,
o ()~ At
Yk) — Y(lg—1
< kzzjltk_l ’7’(8)_W ds—%—kz::lH’y(tk)—fy(tk_l)H
m 123
€
S b k; dt +L()
= e+ L(y)
Das ergibt
b
[r@)ds < . .

a

Wir betrachten zwei Spezialfiille fiir die Berechnung der Linge eines C1-Weges v : [a, b] —
R?.
1. Nichtparametrische Darstellung eines Weges. Sei f € C* ([a, b]) Dann ist

vt —A(t) = (¢, f(t), t €la,b]

ein Weg der Klasse C'. Wir erhalten

b b
L(v) :/H'y/(t) Hdt:/\/l—k (f’(t))2dt.

2. Weg in Polarkoordinaten (vgl. 1.3.1, Beispiel 4):
Sei f € Cl([a,b]). Dann ist
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vt —A(t) = (f(t) cost, f(t) sint); t € la,b]

ein Weg der Klasse C'. Es gilt

2

Yo = anmt—ﬂwmmf+(ﬂwmm+ﬂomwf:f%w+f%w

und daher

Beispiel eines JORDAN- Weges v : [0,1] — IR? mit
L(7) = +00'9.
Sei f: IR — IR eine stetige Funktion mit:
o f ist 2-periodisch (d.h. f(t+2k) = f(t) Vte R,Vke IN).

f(t)‘ <1 VteR,
o £(0)=0, f(1)=1.
Sei
(0,0) fiir ¢ = 0,

(t,t2f(t12)> fiir ¢ €]0, 1].

Die Abbildung + ist stetig und injektiv auf [0, 1]. Fiir

Y(t) ==

1 1
Sk::\/ﬁ, tk:ﬁ’ k‘GﬂV
gilt
f(%) = JE+Y) = 1) =1,
Sk
f(%) = JeR = o=
k
und daher

16)ygl. auch WALTER, W.: Analysis IL. 2. Aufl.; Springer-Verlag, Berlin 1991; Beispiel auf S. 167. Eine
geringfiigig modifizierte Version dieses Beispiels ist diskutiert in AMANN, H.; ESCHER, J. : Analysis I1.
Birkhduser 1999; Bemerkung 1.2 (a) auf S. 290.
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o = (s (2)) = ()
= (it (B)) = (o)

Fiir die Zerlegung Z,, =: (79,71, -, Ton+1) von [0, 1], wobei
0 - (j=1 2n) 1
70 :=0, T = , =1,---,2n), T =
0 j OEDES J 2n+1
gilt dann
2n+1
L(viZ) = Y | =)
j=1

= [v(sn) =7O) + lIv(tn) =v(sn) [| +---+ 7)) =v(s) | + lv(1) = ~v(E1) ||

> 3 ) — )|
k=1
= > ((tk —s1)? + (0 - 8%)2)1/2

k=1

n n
1

> > 5= fi .

> kzlsk k:12k+1—>+oo ur n — 0o

Beispiel einer geschlossenen JORDAN-Kurve, die durch einen nirgends differenzier-

baren Weg erzeugt wird: die v. KocHsche Kurve 7).

Beispiele 11

Logarithmische Spirale. Mit 7 = f(t) = e™ (t € [a,b], @ = const > 0 fixiert)

definieren wir
Y(t) = (e“t cost,e™ sint) ,t€la,b].
Es gilt
|y(t) |2 = €22 (cos® t + sin? t) = €2,
also
Inl(t)| = at

(dies motiviert die Bezeichnung ”Logarithmische Spirale” fir v([a, b])).
Wegen

1/ (®) [ = e***(a? + 1), t € [a, ]

17)...
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erhalten wir

L(v)

b b
[ @ e = VaT+T [ evtar

1
—_ 1+?<eab_eaa).
Umfang einer Ellipse. Fiir fixierte Zahlen a > 0, b > 0 betrachten wir die Ellipse
2 2
— 2|11 | T2 _
F.—{(:L’l,xg)E]R ¥+b_2_1}

Wir setzen
v(t) := (acost,bsint), t e [0,2n]

Dann ist I' = 'y([O, 27r]). Wegen +/(t) = (—asint,bcost) folgt

2m
L(v) = / \/a2 sin?t + b2 cos?t dt.
0

b2
Sei a > b. Mit k? :=1 — — kann man L(y) in der folgenden Form schreiben:
a

2m
L(v) = a/\/l — k2 cos?t dt.
0

Dies ist ein elliptisches Integral; es kann nicht mit Hilfe einer Stammfunktion in geschlos-
sener Form ausgewertet werden. [ |

1.3.3 Aquivalenzklassen

Sei I' ¢ IRN eine JOrRDAN-Kurve. Seien (v, [a, b]) und (6, [c, d]) Parametrisierungen von
I" durch JORDAN-Wege:

I = y([a,b]) = 8([e, d)).

Die Funktion v~ !0 : [c,d] — [a,b] ist bijektiv und stetig; sie ist daher entweder streng
monoton wachsend oder streng monoton fallend. Setzt man

h:=~"1og,
so gilt
§=~oh  bzw. y=6do0h7h
Die Funktion h ”vollzieht” den Ubergang von der Parameterdarstellung (4, [c, d]) zur Pa-

rameterdarstellung (7, [a,b]) (?Umparametrisierung”, ”Einfithrung eines neuen Parame-
ters”).
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Dies gibt Anlafl zu folgender

1.3.5 Definition Sei I' ¢ IRN eine JORDAN-Kurve. Zwei Parameterdarstellungen von T’
durch JORDAN-Wege (v, [a, b]) und (9, [c, d]) heiffen Aquivalent, wenn eine streng monoton
wachsende, surjektive und stetige Funktion h : [c,d] — [a,b] existiert, so dajs

0 =~voh.

Bezeichnung: v ~ 0.

”

Die Beziehung ”~” ist eine Aquivalenzrelation in der Menge aller Parameterdarstel-
lungen von I' durch JORDAN-Wege. In der Tat, es gilt:

Loy~
2.y~ 3=~
3. y~b,6~E=>y~E.

Daher zerfillt die Menge aller Parameterdarstellungen von I" durch JORDAN-Wege in dis-
junkte Aquivalenzklassen: K1, Ko, K3, - - .

Seien v € K1 und 6 € K, d. h. v £ 6. Daher ist die Funktion h := y~! o § streng
monoton fallend, surjektiv und stetig. Sei nun ¢ € K1, d. h. 7 £ & Alsoist g ;== vy 1o &
streng monoton fallend, surjektiv und stetig. Die Funktion h~! o ¢ ist surjektiv und stetig.
Da h~! (ebenso wie h) streng monoton fallend ist, gilt

T <7 = g(n) > g(n2) = h7H(g(r)) < B (g(m)),
d.h. h=' o ¢ ist streng monoton wachsend. Wegen

y=00h™!,  E=ryog
folgt

E=0oh™Hog=do(htoy).

Das bedeutet: £ € Ks.

Mit Hilfe einer analogen Argumentation folgt: Wenn & ¢ Ko, so £ € K1. Wir nehmen
nun an, daB es eine dritte nichtleere Aquivalenzklasse gibt: K3 # ¢ . Fiir x € K3 gilt dann
x € K1 und x € Ka. Im ersten Fall folgt x € Kq, im zweiten Fall xy € Ky, d. h. in beiden
Féllen ergibt sich ein Widerspruch. Also muf} gelten: K3 = ¢.

Wir erhalten:

Es gibt genau zwei (disjunkte) Aquivalenzklassen K und K' wvon
Parameterdarstellungen von I' durch JORDAN-Wege.

Sei v € K, d. h. T" = y([a, b]) mit einem JORDAN-Weg ~. Wir definieren fiir ¢ € [a, b] :
h(t) == a+b—t,

5(t) = ~(h() =~(a+b—1).
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Die Funktion A ist streng monoton fallend auf [a, b], surjektiv von [a, b] auf [a,b] und ste-
tig. Also gilt v £ §,d. h. § € K’ . Diese Argumentation kann umgekehrt werden. Daher gilt:

K' besteht aus den dquivalenten Parameterdarstellungen von T,
die zu den Parameterdarstellungen aus K die entgegensgesetzte
” Durchlaufung” von I definieren.

1.3.6 Definition Sei I' ¢ RN eine JORDAN-Kurve. Sei K eine Aquivalenzklasse von
Parameterdarstellungen von I' durch JORDAN-Wege.

Das Paar (I', ) heifit orientierte JORDAN-Kurve.

Der in dieser Definition formulierte mathematische Begriff kann auch wie folgt zum
Ausdruck gebracht werden:

Eine orientierte Kurve ist eine Aquivalenzklasse von Parameterdarstellungen einer
Punktmenge I' C IRN.

Der folgende Satz besagt, daf3 der oben eingefiihrte Begriff der Liange einer JORDAN-
Kurve korrekt formuliert ist.

1.3.7 Satz Sei ' C RN eine JORDAN-Kurve. Seien (v, [a,b]) und (6, [c,d]) zwei Parame-
terdarstellungen von I' durch JORDAN-Wege.

Dann gilt
sup {L(’y; y)‘ Y st Zerlegung von |a, b]} = sup {L((S; Z)‘Z ist Zerlegung von [c, d]}
wenn

v, 0 €K oder vek, dek’

Dieser Satz beinhaltet die Invarianz der Kurvenlinge bei Ubergang von einer Para-
meterdarstellung zu einer dquivalenten Parameterdarstellung (d. h. 7,5 € K) oder bei
Ubergang von einer Parameterdarstellung zu einer Parameterdarstellung, die die entge-
gengesetzte Orientierung definiert (d. h. v € K, § € K').

1.3.4 Kurvenintegral

Fiir N-tupel = = (21, --,2n), ¥ = (y1,---,yn) aus IRY bezeichnen

N N 1/2
Ty = inyi, || = (Zﬁ)
i=1 i=1

des EukLiDische Skalarprodukt und die EUKLIDische Norm.
Sei I' € IR eine rektifizierbare JORDAN-Kurve, und sei (7, [a, b]) eine Parameterdar-
stellung von I" durch einen JORDAN-Weg. Sei f : I' — IR eine beschrinkte Funktion. Fiir
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Zerlegungen Z = (tg,t1,- -+, tn) v [ a, b] und n-tupel £ = (&1, -+, &,) von Zwischenpunk-
ten fiir Z (& € [vp—1, 2], k= ,n) betrachten wir die Integralsumme

n

ol f; Z2,€) Z Y(te) = y(te-1))-

Fir N =1 und v = id geht diese Summe iiber in die in Abschn. 1.1 betrachteten RIE-
MANNschen Integralsummen.

Es gilt nun

1.3.8 Lemma Sei f : T' — IR stetig. Dann existiert fiir jedes € > 0 ein § = d(¢) > 0, so
dajs:

fiir jede Zerlegung Z von [a,b] mit 121 < §
fiir jede Verfeinerung Z' von Z,
fiir alle n-tupel £,&" von Zwischenpunkten fir Z bzw. Z’

gilt:

’U(Fa f; 275) - U(Fa f; Z/7§/)

<e.

Sei (2(™)) eine Folge von Zerlegungen von [a, b] mit lim 1201 = 0. Aus Lemma 1.3.8

m—0

folgt: fiir jede Folge (£(™)) von Zwischenpunkten fiir Z(™) ist
(o1 1,20, )

CAucny-Folge in IR. Wir setzen:
I:= lim o(T, Fi 2 glmy,

Die Definition der Zahl I ist im folgenden Sinne korrekt.
1.3.9 Lemma FEs gilt:

1. Tist unabhdngig von der Wahl der Folge (§(m)) der Zwischenpunkte

fiir Z(m)
2. I ist unabhingig von der Folge (Z™)) von Zerlegung von [a,b] mit
lim 1Z20™]= 0.
m—00

3. I dndert sich nicht bei Ubergang wvon (v,[a,b]) zu einer
dquivalenten Parameterdarstellung (9, [c,d]) von T.

Lemma 1.3.9 ermoéglicht die folgende

1.3.10 Definition Sei I' ¢ RN eine rektifizierbare JORDAN-Kurve. Sei f : ' — RN
stetig. Dann heifit

/fds = lim oD, f; Z,6).
Izl-0
r ¢ bel. Zwischenpunkte
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Kurvenintegral von f beziiglich T'.
Fiir die Berechnung des Kurvenintegrals dient

1.3.11 Satz Sei ' C IRY eine JORDAN -Kurve mit einer Parameterdarstellung (v, [a, b])
durch einen JORDAN-Weg der Klasse C'.
Sei f: T — RN stetig. Dann gilt

[ fas = /b 1) - (1)t
T a

Dieser Satz enthélt Satz 1.3.4 im folgenden Sinne als Spezialfall:

[fI<1

b
sup [ fds = [ |7/ ®)dt = L(D).
IN a
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