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Aufgabe 1
Sei Q := {(x, y, z)t ∈ R3 |P (x, y, z) := x2 + 5y2 − z2 + 2xy + 2x+ 2y = 0}.

(a) Man bestimme die euklidische Normalform der Quadrik Q ⊆ R3. Von welchem Typ ist Q?

(b) Fuer welche euklidische Bewegung T : R3 → R3 ist P ◦ T in Normalform?

(c) Bestimmen Sie die neuen Koordinaten (x′, y′, z′) = T−1(x, y, z) und beschreiben Sie die Quadrik
bezüglich dieser.

(d) Wie liegen die neuen Koordinatenachsen im ursprünglichen Koordinatensystem? Beschreiben
Sie nun die Quadrik bezüglich der Koordinaten des alten Systems. Fertigen Sie dafür eine Skizze
an!
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Aufgabe 2
Sei K ein beliebiger Körper und A die Gruppe der affinen Transformationen von Kn. Eine Abbil-
dung Φ : Kn → Kn ist also in A genau dann wenn Φ = τ ◦ ρ, wobei τ eine Translation ist und
ρ ∈ Aut(Kn) ein K-linearer Automorphismus. Diese Zerlegung ist eindeutig.

(a) Seien Φ1,Φ2 ∈ A, mit Φi = τi ◦ ρi. Hierbei sei τi = τvi
die Translation um den Vektor vi.

Man bestimme ρ ∈ Aut(Kn) und v ∈ Kn, so dass Φ1 ◦ Φ2 = τv ◦ ρ. Hieraus leite man ein
notwendiges und hinreichendes Kriterium her für Φ1 ◦ Φ2 = Φ2 ◦ Φ1.

(b) Sei T ⊆ A die Menge der Translationen in A. Zeigen Sie: T ist eine maximale abelsche
Untergruppe vonA, d.h. T ist eine abelsche Untergruppe und für alle abelschen Untergruppen
T ′ mit T ⊆ T ′ ⊆ A gilt T ′ = T .

(c) Sei D := {ρ ∈ A | ∃α1, . . . , αn ∈ K : ρ(~ei) = αi~ei, ρ : Kn → Kn linear }. Dabei sind ~ei die
die Vektoren der Standardbasis in Kn. Zeigen Sie: D ist eine maximale abelsche Untergruppe
von A.
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Aufgabe 3
Man bestimme die Menge der Bewegungen des R3, die die Quadrik Q = {x ∈ R3 |xtAx = 1}
invariant lassen, wobei

A =

 1 0 0
0 −2 0
0 0 0

 .
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Aufgabe 4

Sei b ∈ R3 beliebig und A ∈ O(3) die Drehung

A =

 1 0 0
0 cos(θ) − sin(θ)
0 sin(θ) cos(θ)

 , −π < θ ≤ π.

Man bestimme — in Abhängigkeit von b und θ — die elliptischen Paraboloide P ⊆ R3, die durch
die Abbildung φ : x 7→ φ(X) = A · x+ b in sich selbst abgebildet werden.

(Man kann zunächst den Fall b = 0 und θ = π
2 betrachten.)
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Aufgabe 5 (Punktesammelaufgabe)
Sei V ein endlichdimensionaler Hermitescher Vektorraum. Ein Endomorphismus P ∈ End(V ) heißt
Ähnlichkeitstransformation, wenn es ein β ∈ C gibt mit P ∗P = β · En. Zeigen Sie, dass die drei
folgenden Aussagen äquivalent sind:

(i) P ist eine Ähnlichkeitstransformation.

(ii) P = α ·Q für ein Q ∈ U(n) und ein α ∈ C

(iii) x ⊥ y ⇒ Px ⊥ Py.
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