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Aufgabe 19. Rand einer topologischen Mannigfaltigkeit

Aus den Séatzen iiber die Invarianz des Gebietes und der Dimension gewinnt man folgende Charakte-
risierung des Randes OM einer topologischen Mannigfaltigkeit mit Rand M
OM = {zeMIU,p) mtzecUecOM),p:U— ¢U)ecO(H") Homéo. : ¢ (z) € OH"}
= {zeMNVNV,Y) mitzeVeOM),:V -y ((V)eO(H") Homdo. : ¢ (x) € OH"} .
Der Rand OM ist als Teilmenge des topologischen Raumes M mit der Teilraumtopologie versehen.
Im Folgenden wird gezeigt, dass er mit dieser Topologie sogar eine topologische Mannigfaltigkeit der
Dimension n — 1 ist. Dazu geniigt es lokale Homéomorphismen zu offenen Teilmengen im R"~! zu

konstruieren. Als Teilraum OM C M ist der Rand hausdorffsch und besitzt eine abzihlbare Umge-
bungsbasis, da M als Mannigfaltigkeit diese Eigenschaften hat.

Der Beweis gliedert sich in drei Schritte:
e Einschrinkungen von Homdomorphismen sind wieder Homéomorphismen auf ihr Bild.
e Es gilt R"! x {0} ~ OH" und die Inklusion i ist ein Homdomorphismus
i: R — OH" mit i:x— (x,0) .
o Fiir Homoomorphismen ¢ wie oben gilt

e(UNIM)=p(U)NoH".

Sind diese Fakten verifiziert, so lassen sich lokale Homéomorphismen fiir Elemente des Rand angeben.
Sei dazu x € OM beliebig vorgegeben und (U, ¢) wie oben gewéhlt. Da ¢ (U) in H" offen ist, folgt
p(UNOM)=p(U)NoH" € O (0H") .

Auf Grund der Stetigkeit von 4 ist deshalb die Menge i~ (¢ (U N dM)) C R"~! offen. Nach Obigem

stellt die Einschrankung von ¢ auf den Rand der Mannigfaltigkeit einen Hom&omorphismus auf sein

Bild im R”~! x {0} ~ OH" dar, mittels i ! wird diese Einschrinkung ein Homdomorphismus auf eine

offene Menge im R™~!. Die folgende Abbildung ® ist der gewiinschte lokale Homomorphismus
O:UNIM — i ' (pUNOM) cR"™  mit ®:z—i'(p(2)).

Es geniigt somit die obigen Fakten nachzuweisen.

e Fiir einen Hombomorphismus ¢ : P — @Q und eine Teilmenge R C P sei ¢ die Einschrankung
¢:R— ¢(R) mit ¢z ¢(2)
Die Bijektivitit von ¢ folgt aus derjenigen von ¢. ¢ ist als Einschrinkung einer stetigen
Abbildung wieder stetig. Sei dazu S C ¢ (R) offen, d.h. es gibt eine Teilmenge T' € O (Q) mit
S=TnN¢(R). Dann ist
1

J— 1 _
¢ (S)=¢ (TNé(R)=¢""(TI)NREO(R).
Die Offenheit von ¢ ergibt sich analog mit S € O (R), also S=TNRund T € O (P)

?(S)=0(TNR)=¢(T)N¢(R) € O(¢(R)) .
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e Die Identitét stellt fiir die Riume H® C R™ und R"! x [0,00) € R™™! x R einen Ho-
moéomorphismus dar, da die Homdomorphie R" ~ R"~! x R, nach Wahl der Maximums-
norm (Aquivalenz aller Normen auf R™), offensichtlich ist. Deshalb gilt mit der Identitit auch
R"1 x {0} ~ OH". Es wird nun die Homdomorphie von i gezeigt

iR S OH" = R™ P x {0} mit  i:z (2,0).
Die Bijektivitét ist evident. Die Stetigkeit und Offenheit ergeben sich wie folgt: Sei zunéchst
V=Uje,W;jxZ; €0 (R"! x [0,00)) mit W; € O (R"™!) sowie Z; € O([0,00)) beliebig
vorgegeben. Dann ist das Urbild der teilraumoffenen Menge V' N (R"fl X {0})

itVa®T xfoy) =it | wix{oy|= | Wieo®).
JjEJ:0€Z; je€J:0€Z;
Ist andererseits U C O (R"™1), so folgt
i(U)=Ux[0,1)n (R x{0}) € 0O(R" x{0}) .

e Sei das Paar (U, ) wie in der Definition des Randes M gegeben, es gilt folgende Identitit

von Mengen zu zeigen

p(UNOM)=¢(U)NoH"
Die Inklusion ¢ (UNOM) C ¢ (U) N IH™ ergibt sich aus der Charakterisierung des Randes,

denn z € OM wird unter ¢ in der Rand von H™ abgebildet. Dagegen folgt aus z € ¢ (U)NOH",
dass ¢! ({z}) # 0 . Insbesondere gibt es ein x € U mit

¢ (z) =2 € 0H",
also x € OM. Damit ist auch ¢ (UNIM) D ¢ (U) N OH™ gezeigt.



