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Aufgabe 28. Homdomorphismen werden zu Isomorphismen

Sei ¢ : X — Y ein HomGomorphismus zwischen topologischen Rdumen mit stetiger Umkehrabbildung
¢~ !. Die Funktorialitét von A liefert die Bijektivitéit von A (¢) mit Umkehrabbildung A (¢~1).

Im kovarianten Fall folgt dies aus

idaxy = A(idx) = A(plop) = A(p ) oAl(p)

idayy = Al(idy) = A(pop™') = A(p)oA(p™)
Der kontravariante Fall ergibt sich aus

idayyy = Alidy) = Agwow‘lg = A(p!) o A(p)

idax)y = A(idx) = A(p7lop) = Alp)oA(p™).

Aus der jeweils ersten Gleichung folgt die Injektivitit von A (¢), die jeweils zweite Gleichung sichert
die Surjektivitédt von A ().

Aufgabe 29. Homotopieklassifikation punktierter, geschlossener Fldchen

Fiir diese Aufgabe bietet sich ein “proof per picture” an, weshalb im Folgenden ein an die Anschauung
appellierender Beweis gefiihrt wird. Die angesprochenen Homotopien werden nicht explizit angegeben.

Homoomorphe Raume sind erst recht homotop, denn als Abbildungen zwischen diesen Rdumen kénnen
der Homoomorphismus und seine stetige Umkehrung gewihlt werden. Aus dem Klassifikationsbeweis
geschlossener Flichen ist bekannt, dass jede solche Fliche M? hombomorph zu einem 2n-Eck P, mit
paarweise identifizierten Kanten ist (Typen: S2, T?# ... #1? sowie RP?# . .. #RIP’Q).

Sei zunichst M? homdomorph zur Sphire S2. Die punktierte Sphére ist nach geeigneter Drehung das
Bild der stereografischen Projektion, also homdomorph zu R2. Aber R? ist als konvexe Menge homotop
zu einem Punkte, selbiges gilt dann fiir M?2.

Fiir die von S? verschiedenen Typen von geschlossenen Flichen kann zusitzlich gefordert werden, dass
alle Eckpunkte des homéomorphen 2n-Ecks dquivalent sind. Jeder Kopie von T2 sollen genau 4 Kanten
in Py, entsprechen (Wort je Kopie: a;b;a; 1b;1), jeder Kopie von RP? hingegen genau 2 Kanten (Wort
je Kopie: a;a;). Die zugehdrigen Worter lauten in den beiden Féllen

—1;—-1 —1p—1 —1 ;-1
arbiai by “agbaay by ...an/gbn/gan/an/Q bzw. ai1a1a2az . . . GpQy, .

Sei also 0.B.d.A. M? = P,/ ~ und z € M beliebig gegeben. Dann ist Py, \ {z} homotop zu Py, \ {e}
mit e als Aquivalenzklasse der Eckpunkte, denn das “innere Loch® z kann stetig zu einem der fiquiva-
lenten Eckpunkte herausgezogen werden. Dem entstandenen 2n-Eck fehlen sdmtliche Eckpunkte. Diese
Locher kénnen nun homotop vergréfiert werden bzw. der Raum mit vergroflerten Lochern ist homotop
zu Py, \ {e}. Diese homotope Verzerrung kann fortgefithrt werden, bis nur noch einzelne, am Mittel-
punkt von P,, beginnnende Strecken mit paarweise identifizierten Endpunkten iibrig bleiben. Damit
ist M2\ {x} homotop zu einem Stern mit 2n Zacken und jeweils paarweise identifizierten Endpunk-
ten. Dies ist aber ein zur Einpunktvereinigung von n Kreislinien homéomorpher Raum, wobei je zwei
zusammengehorige Zacken einer Kopie der Kreislinie S' in Vi, S ! entsprechen.

Gilt nun M? ~ T?4 ... #T? mit m Kopien von T2, so ist M? homotop zu \/?;n1 S1. Aus der Ho-
moéomorphie M2 ~ RP?# ... #RP? mit m Kopien von RP? folgt dagegen die Homotopie von M? und
Vi, S'. Eine ungerade Anzahl an Kreislinien S* in der Einpunktvereinigung weist beispielsweise auf
den Homdomorphietyp RP?# ... #RP? hin.
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Aufgabe 30.

a). Es gilt einen vorgegebenen Homdomorphismus ¢ : D™ — D™ des Randes D™ = S"~! der
abgeschlossenen Vollkugel D™ als Homéomorphismus ® : D™ — D™ auf die gesamte Kugel fortzusetzen.
Die gesuchte Abbildung ldsst sich durch “Abschélen” der Kugel realisieren. Zentraler Beweisschritt sind
die folgenden Lemmata.

Definition. Fiir Teilmengen U C 9D™ und r € [0, 1) sowie € > 0 sei der Kegelstumpf mit Deckfldche
U und Radien r und r + € gegeben durch

K (U,r,e):={r' -z € D"z eUr" € (r,r+¢} c D"\{0}.
Lemma. Ist U C 9D™ offen, so auch die Menge K (U,r,e) C D™.

Beweis. Aus x € K (U, r,e€) folgt nach Definition 0 < r < ||z|| < min {1,r + €¢}. Wegen der Offenheit
von U C 9D™ gibt es ein ¢ € (0,1) mit
V=8 (||x\|*1 .m) naD" c U.
Leichte Rechnung zeigt, dass es einen Ball B (p - x,4") mit p > 0 und §’ > 0 gibt, so dass weiterhin
V=B(p-x,8§)NndD"

gilt und zusitzlich Radien von D™ mit Endpunkt auf 9V stets tangential an diesen Ball liegen (der
Ball liegt im “Trichter um V). Dann ist

K (V,re) = U »Bp-x,8)|nBO,r+enD" \B(O,r)
r’€(0,00)
und z liegt in der offenen Menge K (V,r,e) C K (U,r,¢). O

Zeigt man alternativ die Homtomorphie der Polarkoordinatenabbildung, so ist obiges Lemma ein einfa-
ches Korollar. Der obigen Menge V' entspricht beispielsweise eine offene Teilmenge der Winkelbereiche.

Lemma. Die Topologie auf D™\ {0}, betrachtet als Teilraum von R™, ist identisch mit derjenigen, die
von der Menge aller offenen Kegelstimpfe obiger Gestalt erzeugt wird.

Beweis. Das vorherige Lemma zeigte, dass jeder Kegelstumpf mit offener Deckfliche Vereinigung teil-
raumoffener Bille in D™ ist. Analog zeigt man fiir festes € D", dass jeder Ball im R™ mit Mittelpunkt
2 noch einen Kegelstumpf wie zuvor enthélt. Damit ist die Menge aller Kegelstiimpfe obiger Gestalt
ebenfalls eine Basis der Topologie von D™\ {0}. O
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Mit diesen Vorbereitungen lésst sich der gesuchte Homéomorphismus @ : D™ — D™ angeben

® o 0 z=0
= {|x|| ol x) 0.

Sei S"~1 die Kugelschale mit Radius r

St ={z eR"||zl| =1} .
Dann ist fiir » > 0 die Kontraktion &, der Kugelschalen S{‘*l und S~ ! ein Homdomorphismus

kp:Sp—t— gnt T—TT.
Mit dieser Notation ist
(I)ISl"_l =k,opok t.

Also bildet ® die Kugelschalen S?~! mit 0 < r < 1 bijektiv auf sich selbst ab, womit ® insgesamt
bijektiv ist. Fiir 2 € D" = S}~ 1, d.h. ||z|| = 1, gilt

D) =1-p(1-2)=p(x),
also ®jppn = ¢. Es geniigt also die Stetigkeit und Offenheit von @ zu zeigen. Nach obigen Lemmata

bildet die Menge aller Kegelstiimpfe mit offener Deckflache vereinigt mit der Menge aller zentrierten
Bille B (0,r) N D™ eine Basis der Topologie auf D™. Die Bijektivitit von & liefert fir r + e <1

- - -1
V(K (U,re)) = oD (Upe(mﬂ) k, (U)) = Uetrrio q>|(sg}1 (k, (1))
= UPG(T,T+6) kﬂ (Qp(_l) (U)) = K (‘p(_l) (U) T 6) .

Wegen der Homéomorphie von ¢ sind sowohl ¢ (U) als auch ¢~1 (U) offene Mengen. Im Fall 7 +¢ > 1
ist lediglich das Intervall (r,r + €) durch (r, 1] zu ersetzen. Auch offene, zentrierte Bélle werden von ®
bzw. von ®~! auf ebensolche abgebildet, sei dazu r < 1

o (O, = U k(i) | = U k(¢ = U k(ST =B O
p€l0,7) p€l0,7) p€l0,7)

b). Seio:[0,1] = X eine in x = 0 (0) = o (1) geschlossene Kurve in X, die homotop zum konstanten

Weg w, : [0,1] — X mit w, (t) := z ist. Weiterhin ist exp : [0,1] — dD? ~ S1 C C gegeben durch

exp (t) := e2™V =1t Auch hier erhilt man die gesuchte, stetige Fortsetzung ¥ : D? — X mit 0 = Soexp

durch “Abschilen” des Vollkreises. Da R? und C kanonisch homomorph sind, wird aus praktischen

Griinden D? als Teilmenge von C aufgefasst. Aus der elementaren Analysis ist bekannt, dass jede

komplexe Zahl mit positivem Betrag eine eindeutige Darstellung der Form z = |z| - e2mV~larg(2) pjg
arg (z) € [0,1) besitzt. Vielmehr noch gilt, dass die zugehérige Polarkoordinatenabbildung

P:(0,1] x (0,1) — D? := D*\ {z € R C C| Re (2) > 0} mit P(r,p)i=1-e2VI¢
einen Hom&omorphismus auf die geschlitzte Kreisscheibe D? darstellt.

Sei nun H die nach Voraussetzung existierende Homotopie zwischen o und w, relativ {0,1}, d.h.
H :[0,1] x [0,1] — X ist stetig und fiir s,¢ € [0,1] gelten

H(0,t) = w, (t) H(1,t) =0 (t) H(s,0)=H(s,1)==z.
Dann ist ¥ : D2 — X gegeben durch
=0
) 2w/ —Targ(z) = z z
(1l )=t e arg () = 20,
Wegen H (1,0) = H (1,1) gilt fiir beliebiges ¢ € [0, 1]

z@munzz@f%fﬂ):Hu@:a@y
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Es muss noch die Stetigkeit von ¥ gezeigt werden. Da D? das zweite Abzihlbarkeitsaxiom erfiillt,
geniigt es die Folgenstetigkeit von 3 nachzuweisen.

Jede gegen ein z € D? konvergente Folge liegt wegen der Offenheit von D? C D? ab einem geniigend
grofien Folgenindex in D?. Mit den kanonischen Projektionen 71 und 72 auf (0,1] bzw. (0,1) und der
Inklusion ¢p2 : D2 — D2 x D2 mit ¢ (w) = (w,w) (siche Lemmata vor zweitem Teil der Aufgabe 31)
ergibt sich die Konvergenz der Bildfolge aus

Zip2 = Hijxn © (T 0 P~ xmo Pl oup: .

Seien nun z € R mit 0 < z < 1 und eine gegen z konvergente Folge (2,),,cy C D? gegeben. Diese
liegt ab einem geniigend groBen Folgenindex in der punktierten Kreisscheibe D?\ {0}. Die Konvergenz
gegen eine positive reelle Zahl impliziert (Betrachtung von Kegelstiimpfen mit offener Deckfléiche)

min (arg (zn),1 —arg(z,)) — 0.
Sei U C X eine beliebige offene Umgebung von ¥ (2) = H (|z],0) = z. Auf Grund der Stetigkeit von H
ist H=! (U) eine offene Menge in [0,1] x [0, 1], die wegen H (.,0) = H (.,1) = z die Fasern [0, 1] x {0}
und [0, 1] x {1} enthé&lt. Entsprechend dem Tubenlemma gibt es ein € > 0, so dass noch [0, 1] x [0, €)
sowie [0,1] x (1 —¢,1] in H=* (U) liegen. Die obige Konvergenz impliziert nun, dass es ein N, gibt mit
Vn>Ne:arg(z,) <e oder 1—arg(z,) <e

bzw.

V> N.: S (z) € H(0,1] % [0,6)) UH ([0,1] x (1—¢,1]) C U.

Eine gegen 0 konvergente Folge (2,),cy C D? impliziert die Konvergenz |z,| — 0. Ist nun wieder
U C X eine beliebige offene Umgebung von 2 = ¥ (0), so muss H ! (U) wegen der Stetigkeit von H
eine offene Menge in [0, 1] x [0, 1] sein. Diese enthilt wegen H (0,.) = w, (.) = z die Faser {0} x [0, 1]
und nach dem Tubenlemma sogar eine Tube der Form [0, €) x [0, 1] mit € > 0. Fiir geniigend grofies N,
gilt also

Vn > Ne:|zn] <e€ bzw. Y (zn) € H([0,¢) x [0,1]) CU.
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Aufgabe 31. Fundamentalgruppe einer topologischen Gruppe
Seien o, % : G X G — G zwei Operationen auf einer Menge G mit
(i) ee GV eG:a=exx=x*xe=cex=zxe0e
(ii) Vo1,22,y1,92 € G 1 (1 xx2) @ (y1 * y2) = (T1 0 Y1) * (T2 0 Y2) .

Mit beliebigen x,y € G ergibt sich nach Wahl von 21 = z, 290 = ¢, y1 = e und yo = y in (ii) die
Ubereinstimmung von e und

zoey=(r*e)o(exy)=(roe)x(coy)=a*xy.
Andererseits folgt mit 1 = e, xo = x, y1 = y und y» = e die Kommutativitit von e bzw. %

zey=(exz)o(yxe)=(coy)x(zee)=yrxr=yeozx.
Vor dem zweiten Teil der Aufgabe zunéchst zwei kurze Lemmata.

Lemma. (i) Sei fiiri € {1,2} die Abbildung f; : X; — Y; mit topologischen Riumen X; undY; stetig.
Dann ist auch die Produktabbildung fi1 X fo stetig

fixfo: XixXe =Y XY (w1, 22) = (f1 (21), f2 (22)) -

(i1) Fir beliebige topologische Riume X ist die Inklusion von X in die Diagonale von X x X stetig
tx X > XxX z— (z,7) .

Beweis. (i) Die Produkttopologie besitzt als Basis die Menge aller Produkte offener Mengen. Sei fiir
i € {1,2} jeweils U; C Y; offen, so folgt wegen f;* (U;) € O (X;) und f; ' (Uz) € O (X3)

(fr x f2) T (UL x Ua) = i1 (Uh) x f5 ' (T2) € O (X1 x Xa) .

(i) Mit U,V € O(X) gilt 1. ' (Ux V) =UNV € O(X). O
Lemma. Sei (T,-) eine topologische Gruppe, dann sind die folgenden Abbildungen stetig
mv: T —T gr—g !
mult : TxT —T (g,h)—g-h

Beweis. Die Inklusion ¢ : T — T x T mit ¢(h) = (e, h) ist stetig, denn m; o ¢ und 7 o ¢ mit den
kanonischen Projektionen 7 und 7 sind stetig. Laut Definition einer topologischen Gruppe ist die
Abbildung ¢ : T x T — T mit ¢ (g,h) = g-h~! stetig. Dann sind aber auch inv = ¢ o 1 sowie
mult = p o (idp x inv) stetig. O

Sei im Folgenden (7)) eine fixierte topologische Gruppe mit 1-Element e. Die Fundamentalgruppe
71 (T, e) ist die Menge aller Homotopieklassen von stetigen, in e geschlossenen Wegen o : [0,1] — T,
d.h. 0 (0) = 0 (1) = e. In der Vorlesung wurde der Fundamentalgruppe durch die folgende Operation x
eine Gruppenstruktur zugewiesen. Sind o und o9 stetige, in e geschlossene Wege (o; : [0,1] — T mit
0; (0) = 0; (1) = e), so ist o1 x 03 gegeben durch
2t tefo,
o1x02:t€]0,1] — o1 (2¢) [1 2]
o2 (2t—1) te(3,1].
Dies induziert eine ebenfalls mit x bezeichnete Gruppenopertion auf der Menge m (T, €)
*x:m (T,e) x m (Tye) — 71 (T, e) mit [01] % [o2] := [01 * 03] .
Unter Ausnutzung der Gruppenstruktur von T wird nun eine alternative Operation e definiert, welche
sich als zu « identisch herausstellen wird. Mit obigen Wegen o; und t € [0, 1] ist
o1 @05 (t) =01 ()02 (t) bzw. o1 e 0y =multo (o1 X 02) 0[] -
Als Komposition stetiger Abbildungen ist o1 ® oo wieder stetig und auflerdem in e geschlossen

(0’1.0'2)(0)201(0)'0'2(0):6'6:626‘6201(1)‘02(1):(0'1.0'2)(1) .
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Im Folgenden wird gezeigt, dass e eine Operation auf der Fundamentalgruppe induziert. Seien fiir
i € {1,2} jeweils o; und o} homotop relativ {0, 1} mit stetiger Homotopie H; : [0,1] x [0,1] — T mit
H;(0,.) =0;(.) und H; (1,.) = 0} (.). Dann stellt H

H:[0,1]x[0,1] - T (s,t) — Hy (s,t) - Ha(s,t)
eine Homotopie von o1 @ oo und o} e o relativ {0,1} dar. Die Stetigkeit von H folgt aus
H = mult o (Hy x H3) o tj0.1]x[0,1] -
Weiterhin gelten mit s, ¢ € [0, 1]

H(Oﬂf) = H1 (0,t)~H2 (07t) = 01 (t)-O’g (t) = (0'1.0'2) (t)

HLY = ML) (L) = ol()-oh(t) = (oheoh)(t)

H(s,0) = H;(s,0)-Hy(s,0) = e-e = e

H(s,1) = H;(s,1)-Hy(s,1) = e-e = e.
Damit ist e als Operation auf m; (T, e) wohldefiniert

o:m (T,e) xm (T,e) — m (T,e) mit [01] ® [02] :=[01 @ 03] .

Nun werden die Eigenschaften (i) und (ii) fiir * und e nachgewiesen. Das neutrale Element [c.] €
m1 (T, e) ist die Klasse des konstanten Weges c.

ce:10,1] =T mit ce () :i=e.
Fiir [o] € m1 (T, e) folgt aus der Vorlesung
o] = [ee] x [o] = [o] % [cc] -
Andererseits gilt fiir jeden stetigen, in e geschlossenen Weg mit ¢ € [0, 1]

(cc o) (1) ce(t)-o(t) =e-a(t) = o(t)
(oce)(t) = a(t)-cc(t) =o(t)-e = a(t),

also erst recht

 l=ledelol =lo]sled -
Auch (ii) gilt nicht nur fir die Aquivalenzklassen sondern bereits fiir fest gewiihlte Reprisentanten.
Seien fiir ¢ € {1,2} nun o; und o] Wege wie zuvor, dann gilt mit ¢ € [0, 1]

o lo! x ol () — (o & ol el () JO1(28) 01 (28) teo,3]
(71 %02) 8 (01 % 5) (1) = (1 %) (1) - (o4 "2””—{agm_ﬁ.a;(zt_l) ve (i
, , _J(o1e07)(2t) =01 (2t) - 07 (2t) te[0,3]
(or007) * (02 009) (t) = {(0200’2)(2751)02(2151)'(7/2(2751) te (%,21] .
Also ist

([o1] > [o2]) @ ([o7] % [03]) = [(01 x 02) @ (0] * 03)] = [(01 @ 0}) * (02 ® 03)] = ([o1] @ [01]) * ([02] ® [03]) ,
weshalb x und e, dem ersten Teil der Aufgabe entsprechend, identische und kommutative Operationen
auf der Fundamentalgruppe sind.



