1 Differentialoperatoren 1.0rdnung auf Vektorfel-
dern und Formen

Im Folgenden sei (M, g) eine Semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und V ihr Levi-
Civita-Zusammenhang. Unser Ziel ist es einen Uberblick iiber die Differentialopera-
toren 1.0rdnung zu geben, die man auf natiirliche Weise aus V und damit aus (M, g)
erhélt.

Allgemein hat man auf (0, p)-Tensorfeldern die folgenden Operationen:

Spur:
Try . TOP(M) —  TOP2(M)

T’l“ij(T)(Xl,...Xp_z) = EkT(Xl,..., €Ly ..

Symmetrisierung:
S: TOPM) —  TOP(M)

1
S(T)(Xy,...X,) = o > T(Xnqys - Xe)

Antisymmetrisierung:
A - T(Ovp)<M) N T(Ovp)(M)

AT X, Xp) == Y sgn(m)T(Xeqr), - - Xngp)

Wir betrachten V als Differentialoperator
(M - DTMeTM) -4 TO2(y)
X — VX — g(VX,")

Durch Komposition mit obigen Operatoren erhalten wir daraus (siehe DG I):



g(VX, )

TT’12 S A

div(X) tLxg 1 rot(X) (1)

Dasselbe machen wir nun mit einer p-Form w € QP(M), d.h. wir betrachten

T(APT*M) - I(T*M @ APT*M) C TOPD (M)

Analog zu (1) erhélt man daraus (siehe VL):

Vw
/ \
—ow L duw

p+1 (2)

Bemerkenswert ist, dass d und § gar nicht mehr von der gewéhlten Metrik g abhéngen.
Vergleichen wir zunéchst (1) mit (2) fiir 1-Formen iiber den Isomorphismus

Xy Booan,  xP=g(x,)

Theorem 1.

(i) (VX)} = V(XF)
(ii) Tot(X) = d(X?)
(iii) div(X) = —5(XF)



Beweis. (i) Wir benutzten, dass V metrisch ist:

(Vy(X9)(2) = Y(X¥(2)) = X*(Vy 2)
— Y4(X, 7) - g(X, Vv 2)
=g(Vy X, 2)
= (Vy X)}(Z)

(i)
d(XF)(Y, Z) = (Vy X)) (Z) = (V2XF)(Y)

= rot(X)(Y, Z)
(iii)
5(X%) = — Z €i(Ve, X")(e;)
S

0
= —div(X)

]

Was ergibt nun S(Vw) ? Fiir p-Formen mit p > 2 kommt hier Null heraus, weil ja
Vw in den letzten p Komponenten alternierend ist. In (1) kann man S aber auch
anders betrachten: dazu bemerken wir, dass A ein Projektor ist, d.h. A2 = A. Die
Projektion auf ker(A) ist dann gegeben durch id — A. Im Falle der (0,2)-Tensoren
gilt gerade id — A = S. Die analoge Konstruktion in (2) liefert nun den folgenden
Differentialoperator 1.0rdnung:

K:QN(M) — T(T"M @ ANPT*M); K(w) = (id — A)(Vw) = Vw — ﬁdw
Eine Killing-Form ist dann in Anlehnung an (1) eine Form w mit K(w) = 0.

Wir kénnen noch einen Schritt weiter gehen: haben wir oben die Projektion auf ker(A)
betrachtet, so betrachten wir jetzt die Projektion auf ker(A)Nker(T'rys). Die Strategie
dabei ist, die Spur von der ker(A)-Projektion in geeigneter Weise zu “substrahieren ”.
Man berechnet leicht:

1

Trlg(éLXg) = div(X) Tris(K(w)) = —0w



Andererseits haben wir folgende Elemente in ker(A), deren Spur nicht verschwindet:

Tris(g) =n Tr12(z o' @0 Adw) = (n—p+1)dw

Damit liegt das Bild der folgenden Operatoren in ker(A) N ker(Tr2):

_ L;g B div7(LX)g
T(w):=Kw)(Y)+

C(X):
1

;;tjg;zji'zg:(f R o ﬁ\&ﬂ

= |T(W)(Y) =Vyw - Y dw+ =Y Adw

n—p+1

Fiir ein Vektorfelder X gilt bekanntlich C'(X) = 0 genau dann, wenn es ein konformes
Vektorfeld ist. Eine p-Formen w mit 7'(w) = 0 heiit konforme Killing-Form oder
Twistor-Form.

0 Natiirlich lassen sich aus den bisherigen Operatoren neue konstruieren. Als Bei-
spiel sei der Dirac-Operator D :=d + ¢ : Q*(M) — Q*(M) angefiihrt, dessen
charakteristische Eigenschaft es ist, dass sein Quadrat ein Operator vom Laplace-
Typ ist - hier der Hodge-Laplace-Operator.

2 Bochnertechnik

Als néchstes betrachten wir Differentialoperatoren 2. Ordnung, die sich aus V ergeben.
Nehmen wir z.B. V2 auf Vektorfeldern:

nrM) % N(T*MeTM) - TT*eT*MeTM)
X — VX — V(VX) = V2X
Dann gilt:

Tri5(V2X) = —AV(X) (Bochner-Laplace)
AVEX) =R(-,)X



denn
MVEX)(Y, Z) = Yy (VX)(Z) = VA(VX)(Y)
=Vy(VzX) - V2(VyX) - VX(VyZ)+ VX (VzY)
=VyVzX -V;VyX —Vy,z-v,vX
=R(Y,Z2)X
Man bemerke, dass A(V2X) also ein Differentialoperator 0-ter Ordnung ist. Fiir die fol-
genden Formel ist es deshalb charakteristisch, dass einerseits Operatoren vom Laplace-

Typ, andererseits Kriimmungs-Grossen auftreten. Aus ihnen lassen sich wichtige Be-
ziehungen zwischen Analysis und Geometrie gewinnen.

Fiir ein Vektorfeld X € X(M) betrachten wir das (1, 1)-Tensorfeld A := VX sowie
die Langenfunktion f = g(X, X)/2.

Theorem 2. Ist A schief-symmetrisch bzgl. g, d.h. X ein Killing-Vektorfeld, so gilt:

(i) grad f = —A(X)
(ii) Vegrad f = —R(-, X)X — VxA — A?
(iii) Af =||A|]*> — Ric(X, X)

Beweis.

g(V.grad f) = df (V) = Vg(X, X)/2 =
=g(Vv X, X) = g(A(V), X) = g(V, —A(X))

Vy gradf = -V (VxX)
—“R(V, X)X —VxVyX — Viv,xX
RV, X)X —VxVyX +Vyg,vX — Vg, vX
—R(V, X)X — (VxA)(V) — A*(V)

(iii)

Tr(V grad f)
Tr(R(, X)X)
TT(V)(A)

)

( 2

div(grad f) = Af
Ric(X, X)
0, da A und damit Vx A schiefsymmetrisch ist.

S cig(A(en), e0) = — 3 ciglA(er), Aler)) = —(4, A)

% 1



Theorem 3 (Bochner 1946). Sei (M, g) eine geschlossene, orientierte Riemannsche
Mannigfaltigkeit, dann gilt:

(i) Ric <0 = Jedes Killingvektorfeld ist parallel.

(i) Ric <0 = Jedes Killingvektorfeld ist identisch Null.

Beweis. (i): Sei X ein Killingvektorfeld. Mit der 2. Green’schen Formel und dem vor-
herigen Satz gilt:

0 :/ AfdM:/ (J|A|]> = Ric(X, X)) dM > ||[VX||r2 > 0
M M
D.h. [[VX]|2 = 0 und damit VX = 0, da g positiv definit.
(ii): wegen (i) wissen wir bereits, dass A = 0 und man erhélt:
0= / AfdM = —/ Ric(X, X)dM >0
M M

D.h. Ric(X, X) = 0 und damit X = 0, da Ric negativ definit. O

[J Die Bedingung M kompakt ist notwendig: Fiir Rdume konstanter negativer Schnitt-
kriitmmung gilt Ric < 0, es existieren aber nicht-triviale und nicht-parallele Kil-
lingvektorfelder.

Als Néachstes betrachten wir das Pendant zu Theorem 2 fiir den Fall, dass A symme-
trisch ist:

Theorem 4. Ist A symmetrisch bzgl. g, so gilt:

(i) grad f = A(X)
(ii) Vgrad f = R(-, X)X + Vx A+ A?
(iii) Af =|]A|]> + g(X, grad div(X)) + Ric(X, X)

Beweis. Der einzige Unterschied zu 2 - abgesehen von Vorzeichen - ist:

Tr(VxA) =V (Tr(A)) = Vdiv(X)



Damit erhalten wir einen alternativen Beweis fiir den folgenden in der VL mit der
Weitzenbock-Formel fiir A; bewiesenen Satz:

Theorem 5 (Bochner 1946). Sei (M, g) eine geschlossene, orientierte Riemannsche
Mannigfaltigkeit, dann gilt:

(i) Ric>0 = Jede harmonische 1-Form ist parallel.

(i1) Ric>0 = Jede harmonische 1-Form ist identisch Null.

Beweis. Sei w eine harmnische 1-Form, so gilt dw = dw = 0. Fiir das duale Vektorfeld
X =’ (dh. X* = w) gilt dann nach Theorem 1 rot(X) = div(X) = 0. Damit ist
A = VX symmetrisch und Af = ||A]]* + Ric(X, X) nach Theorem 4(iii). Der Rest
des Beweises ist vollkommen analog zu dem von Theorem 3 [

3 Parallele Vektorfelder

Die beiden Bochner-Sétze Thm 3 und Thm 5 sind hilfreich, um parallele Vektorfelder
nachzuweisen. Sei d = dim { X € X(M) ‘ VX = O}. Unter den Voraussetzungen von
Theorem 3 wissen wir dann, dass

dim Iso(M,g) <d
wohingegen unter den Voraussetzungen von Theorem 5 nach dem Satz von Hodge
Hiop(M) < d

Umgekehrt hat ein paralleles Vektorfeld wiederum weitreichende Konsequenzen fiir die
Geometrie der Mannigfaltigkeit - oder zumindest fiir ihre universelle Uberlagerung:

Theorem 6. Sei M eine einfach-zusammenhdngende Mannigfaltigkeit. Dann gilt:

(i) Haer(M) = 0.

Sei ferner (M, g) eine vollstindige Riemannsche Metrik und X € X(M) ein paralleles
Vektorfeld. Dann gilt:

(i1) Es existiert eine Funktion f € C*(M), so dass X = grad f.

(iii) (M, g) ist isometrisch zu einer Produkt-Mannigfaltigkeit (R, dt?) x (N, h).



Beweis. (i) Dies ist eine Verallgemeinerung des Poincaré-Lemmas:

Sei w € QY(M) eine geschlossene 1-Form, d.h. dw = 0. Fixiere 7o € M und
definiere nun eine Funktion f : M — R durch

= /w = / 7 (w), v :[0,1] = M eine Kurve von z( nach x
0,1]

e f ist wohldefiniert: seien 7; (i = 0,1) zwei verschiedene Wege von z nach
x1. Da I} (M) = 0, existiert eine Homotopie H : [0,1] x [0,1] — M mit
H(i,t) = v(t) und H(s,i) = x; (H kann glatt gewéhlt werden). Nach dem
Satz von Stokes gilt dann:

0= / H* (dw) = / H*(w) =

[0,1]%[0,1] 8([0,1]x[0,1])
/ / / / / W) — / ()
0,1]x{1} [0,1]x{0} {1}x[0,1]  {0}x[0,1] [0,1] [0,1]

o df = w:seiv € T, M und v eine Kurve mit 7/(1) = v. Dann gilt:

o =g [ Tl = = w(/(1)) = wlo)

/
= — d
g J, 0 Dds|
(ii) Betrachte die zu X duale 1-Form X*. Nach Theorem 1 ist X* geschlossen. Wegen
(i) ist X* dann auch exakt, d.h. X* = df mit f € C*°(M) und damit X = grad f.

t=1

(iii) Wir bemerken zunichst, dass g(X, X) = ¢ konstant ist wegen der Parallelitét
von X. Bezeichne ® den Fluss von X. Dieser ist auf ganz M definiert, da
7 (t) = ®;*(p) Geodiiten sind und (M, g) vollstéindig ist. Dann gilt:

F(@f(p)=ct+fp), VpeM vteR (3)
Fiir t = 0 ist (3) klar und differenzieren nach t ergibt

df (X (25 (p))) = gax(p(grad f, X) =

Insbesondere ist der Wertebereich von f ganz R. Weiter ist f~'(0) eine Unter-
mannigfaltigkeit, da 0 ein Reguldrwert von f ist. Es ist nun leicht zu sehen, dass
die folgende Abbildung F' ein Diffeomorphimus ist:

F: M —Rxf70), Flp):=(f(p),2%,[®)
Schliesslich versehen wir N := f~1(0) C M mit der induzierten Metrik h := g|x
und auf R betrachten wir die Metrik c-dt? (OBdA ¢ = 1). Beriicksichtigen wir nun
noch, dass ®;X € Iso(M, g) weil X parallel, also insbesondere ein Killingvektorfeld
ist, so sehen wir, dass F' die gewiinschte Isometrie liefert.



