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1. Einleitung

Die Aufgabenstellung dieser Arbeit resultiert aus den Anforde-
rungen der Praxis nach mathematischer Behandlung dynamischer
Systeme mit zufélligen Einfliissen. Solche Anforderungen ent-
standen z. B. in der Mechanik, der Elektronik, der Regelungs-
theorie und der Okonomie. Typische Problemstellungen dafiir
sind:

— Untersuchung von Fundamenten bei (zufilligen) Boden-
erschiitterungen, von hohen Gebduden bei (zufilligen) Wind-
einfliissen, oder der Bewegung von Fahrzeugen bei (zufilligen)
Bodenunebenheiten (Zufallsschwingungen);

— Rauschanalyse elektrischer Netzwerke und Optimalfilterung
von Rauschvorgéngen;

~ Konstruktion von Reglern bei Vorliegen zufilliger Stor-
erregungen;

- optimale Steuerung von Produktionsprozessen.

Es treten also sowohl Analyse-, Synthese- als auch Optimie-
rungsprobleme mit zufilligen Parametern auf. Dabei sind die
Analyseaufgaben meist Ausgangspunkt fiir inverse Problem-
stellungen. Typisch fiir viele solcher Aufgabenstellungen ist,
daB das Verhalten des dynamischen Systems durch eine im all-
gemeinen nichtlineare gewohnliche Differentialgleichung mit
stochastischen Parametern beschrieben wird. Stochastische
Differentialgleichungen dieser Art werden ausfithrlich in [2]
und [19] untersucht. Eine zentrale Aufgabe bei der Untersuchung
stochastischer Differentialgleichungen besteht in der Behandlung
des sog. Kennwert-Analyseproblems. Hierunter versteht man
die statistische Charakterisierung der Losung der stochastischen

Differentialgleichung mit Hilfe statistischer KenngréBen der

stochastischen Fingangsparameter. Die Behandlung des Kenn-
wert-Analyseproblems in dieser Allgemeinheit st68t aber auf
grofle mathematische Schwierigkeiten. Lediglich unter starken
Voraussetzungen an die Differentialgleichung und die stochasti-
schen Eingangsparameter sind (Teil-)L&sungen und Niherungs-
methoden bekannt. Einige dieser Ergebnisse sollen hier kurz
angefiihrt werden:

— Bei linearen Differentialgleichungen mit stochastischer rechter
Seite konnen Mittelwerts- und Korrelationsfunktion der stocha-
stischen Losung aus den entsprechenden statistischen Kenn-
groBen der rechten Seite berechnet werden (vgl. [2, 19]). Fir
GaufBsche Eingangsparameter ist deshalb fiir diesen Fall das
allgemeine Kennwert-Analyseproblem gelost. Wesentlich fiir
dieses Vorgehen sind Linearititseigenschaften von Gleichung
und Kennwert (vgl. dazu auch [13]).

—Im Fall nichtlinearer Differentialgleichungen mit stochastischem
Anfangswert wird in [19] unter Regularititsvoraussetzungen
eine partielle Differentialgleichung 1. Ordnung fiir die Ver-
teilungsdichtefunktion der Losung abgeleitet.

— Anwendung von Linearisierungsmethoden auf Differential-
gleichungen mit ,,schwachen Nichtlinearitidten. Erwahnt sei
dabei besonders die Methode der statistischen Linearisierung
(vgl. [2] und die dort zitierte Literatur). In [9] wurden beliebige
Nichtlinearitdten in Reihen nach sog. orthogonalen stochasti-
schen Polynomen entwickelt und die statistische Linearisierung

als erste Stufe einer solchen Approximation gedeutet. Dieses
Vorgehen ist allerdings in [9] zunéchst nur auf den Fall statischer
Nichtlinearitaten angewandt worden. SchlieBlich sei auch noch
aufden in [13] verwendeten Linearisierungszugang hingewiesen.

- Sind die stochastischen Eingangsparameter ein vektorieller
Markov-ProzeB u, so wird in [2] unter gewissen Regularitits-
voraussetzungen an die Nichtlinearitét fiir den Losungsprozef3 x
bewiesen, daB (x, #)T ebenfalls Markovsch mit bekannter Uber-
gangswahrscheinlichkeit ist. In diesem Zusammenhang weisen
wir auf die Methoden zur Behandlung stochastischer ITO-
Differentialgleichungen hin, die auf Markov-Eigenschaften
beruhen. Im Rahmen dieser Arbeit sollen allerdings ITO-Diffe-
rentialgleichungen nicht untersucht werden.

— Haufig werden in der Praxis sog. Simulationsmethoden an-
gewendet. Sie besitzen den Vorteil, daB sie vom Typ der Nicht-
linearitdten in Gleichung und Kennwerten relativ unabhéngig
sind. Sie beruhen auf folgendem Prinzip: Zunédchst wird eine

“endliche Anzahl von Realisierungen der stochastischen Eingangs-

parameter ndherungsweise bestimmt, dann werden fir diese
endliche Familie von Eingangsrealisierungen jeweils die zuge-
horigen determinierten Gleichungen gelost und abschlieBend
aus den erhaltenen Ausgangsrealisierungen durch Mittelwert-
bildung statistische Charakteristiken der stochastischen Losung
approximativ berechnet. Aus der Literatur bekannte Verfahren
zur Simulation beruhen meist auf Reihenentwicklungen stocha-
stischer Prozesse mit zufilligen Koeffizienten, wobei sich Mittel-
werte und Varianzen dieser Koeffizienten aus Mittelwerts- und
Kovarianzfunktion des zu simulierenden Prozesses berechnen
lassen (vgl. z. B. [4] und die dort zitierte Literatur). Die Be-

rechnung von Verteilungsfunktionen der Koeffizienten ist im

allgemeinen unmoglich. Deshalb stellt dieses Vorgehen faktisch
eine Beschriankung auf GauBische Prozesse dar bzw. ist im nicht-
linearen Fall nicht anwendbar. Hinzu kommt, daB zur prakti-
schen Simulation des Prozesses der Einsatz von (Pseudo-) Zu-
fallsgeneratoren fiir die numerische Simulation der Koeffizienten
unumgéinglich ist. Aus diesem Grund sind Konvergenz- bzw.
Niherungsaussagen schwierig abzuleiten und von der Giite der
jeweils verwendeten Zufallsgeneratoren abhingig.

Bei Betrachtung der hier nur angedeuteten Vielzahl verschiedener
Behandlungsmdglichkeiten des Kennwert-Analyseproblems bei
stochastischen Differentialgleichungen unter groBenteils ein-
schneidenden Voraussetzungen entsteht der Wunsch nach einem
universellen Verfahren. Wir verstehen dabei unter Universalitit
einerseits den Verzicht auf wesentliche Einschrinkungen an die
stochastischen Eingangsparameter, an den Gleichungstyp und
den Typ der zu berechnenden statistischen Charakteristika der
Losung und andererseits die Gewihrleistung von  Konvergenz-
aussagen. Winschenswert ist auflerdem, daB ein solches Ver-
fahren ohne Hilfe von (Pseudo-)Zufallsgeneratoren arbeitet
und daB es unmittelbar in effekt.ve numerische Algorithmen
umgesetzt werden kann. Die Autoren stellen in der vorliegenden
Arbeit ein Verfahren mit solchen Eigenschaften zur Diskussion.
Dessen Grundidee gleicht der der oben beschriebenen Simula-
tionsmethoden: Ausgangspunkt ist die Approximation der
stochastischen Eingangsparameter durch solche mit endlich
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vielen Realisierungen. Diese Approximation beruht auf ge-
wissen wahrscheinlichkeitstheoretischen Eigenschaften stocha-
stischer Prozesse. Darauf gehen wir im Kapitel 3 néher ein. Vor-
her stellen wir einleitend einige mathematische Grundlagen zu-
sammen und untersuchen auch die hier betrachtete Aufgaben-
klasse von stochastischen Volterraschen Integralgleichungen.
Tn Kapitel 2 schlieBt sich Definition und Diskussion eines Kenn-
wertbegriffes an. Kapitel 4 beinhaltet die bereits erwihnte Kon-
struktion von Approximationen stochastischer Prozesse ein-
schlieBlich Konvergenzaussagen fir grofe ProzeBklassen. In
Kapitel 5 erfolgt die Anwendung auf die Berechnung von Kenn-
werten der Losungen stochastischer Volterrascher Integral-
gleichungen. Kapitel 6 enthalt Bemerkungen zur numerischen
Berechnung der Approximation stochastischer Prozesse und
einen vollstindigen Algorithmus fir den Fall GauBscher Pro-
zesse. AbschlieBend weisen wir in Kapitel 7 auf Beispiele hin
und werten bisherige Ergebnisse und Erfahrungen. Alle folgen-
den Darlegungen basieren wesentlich auf [13] und erweitern die
dortigen Ergebnisse, wie auch die in [17]. Der Simulationsaspekt
wurde in [14, 15] besonders hervorgehoben. [16, 18] enthalten
auch bereits Verallgemeinerungen.

Im weiteren sei (2, %, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (R™, B™)
der Borelsche MeBraum {iber dem R” und I eine Teilmenge des
R L™Q,%,P) (1 =p = ) bezeichne den Raum aller p-fach
integrierbaren (2, $B™)-meBbaren) vektoriellen Zufallsvariablen
iber (2, %, P). L2, %, P) ist mit der Norm

Izl = ( [l apyr A =p< oo>
Q

bzw.

Izl 1= ess sup {|z(w)] | € 2} (p = oo)ein Banachraum (|| be-
zeichnet dabei die euklidische Norm des R™).

In iiblicher Weise werden dabei P - fast iiberall gleiche Zufalls-
variablen identifiziert. Zur Definition dieser Raume verweisen
wir auf [1, 12]. .

x: 1 X Q- R™ bezeichne stets einen (vektoriellen) stochasti-
schen ProzeB iiber (£2,%, P) mit der Parametermenge I Wir
werden in der Regel stochastische Prozesse betrachten, deren
Zufallsvariable Elemente der Banachrdume Lj'(&2, A, P) sind.
Man sagt, daB x ein stochastischer ProzeB p-ter Ordnung ist,
falls x(z, ) € LJ(R,%, P) fur alle 7€ I und schreibt x:I—
L7(Q,%, P). Die Funktionen x(-,w):I— R™, w €L, nennen
wir Realisierungen des stochastischen Prozesses x. SchlieBlich
verwenden wir drei Stetigkeitsbegriffe fiir stochastische Prozesse.

Man nennt einen stochastischen ProzeB x: I X Q—~ R"
_ stochastisch stetig, falls fiir alle # € Jund & > 0:
lim P({o] |x(s, 0) — x(to, )] > €}) =0,

t=t, .
- Ro-stetig, falls fiir P-fast alle w € 2 x(-, ): 1 — R™ stetig ist,

— stetig im p-ten Mittel, falls x ProzeB p-ter Ordnung und fir
alle 1 € I gilt: lim  [|x(t) — x(to)|p: = 0.

t=1o

Bekanntlich sind R-stetige Prozesse und im p-ten Mittel stetige
Prozesse auch stochastisch stetig. Ferner ist ein stochastischer
ProzeR genau dann im quadratischen Mittel stetig (q. M.-
stetig; p = 2), wenn seine Korrelationsfunktion stetig ist. Als
Literatur weisen wir hierbei auf [3, 7, 12, 22] hin. Auf Grund
der bereits oben angedeuteten Betrachtungsweise stochastischer
Prozesse als® abstrakte Funktionen mit Werten in gewissen
Banachriumen von Zufallsvariablen findet hier die Theorie
abstrakter Funktionen und die Theorie der Gleichungen in
abstrakten Funktionen Anwendung (vgl. [5, 24]. Ist B ein
Banachraum mit der Norm || und 7 < R* ein kompakites
Intervall, so bezeichne ( — B) wie in [5] die Menge aller abstrak-
ten Funktionen mit Definitionsbereich I und Wertebereich B.
Wir betrachten nun folgende Rdume von abstrakten Funktionen

(vgl. [5D:

C{, B):= {x € (I - B)|x ist stetig beziiglich der Norm 18,
L,(I,B):= {xe I~ B)[xistBochner-meBbar,fﬂx(t)HP dt < 00}
I

(1 = p << o0).
C(I, B) bildet mit jeder der Normen
[]e,x := max (e [x(O]} (k= 0)
el

einen Banachraum. L,(I, B) wird mit der Norm

Iz, = <1f X7 dt>; (I=p<oo)

ebenfalls ein Banachraum. Fiir den Fall der oben eingefithrten
Banachriume von Zufallsvariablen entstehen hierbei Banach-
réume stochastischer Prozesse, z. B. ist C(I, L@, ¥, P)) der
Raum aller im p-ten Mittel stetigen stochastischen Prozesse.
AbschlieBend betrachten wir nun abstrakte Volterrasche Inte-
gralgleichungen. Es seien dazu Banachrdume By und B, mit
den Normen ||lc1y bzw. [‘l2y 1:= [to, T1 und f: I X I X By
X B, — By, u€ (I— By), xo € B, gegeben. Fur die folgende
Gleichung

t
()= xo+ [ Ht5, x(s), uls) ds, tel, )
to

geben wir eine Existenz-, Eindeutigkeits- und Korrektheits-
aussage an.

Satz 1:

Vor.: f:IX IX By X B;—~ By sel stetig und erfulle die
folgende Lipschitz-Bedingung: es existiert L> 0, so daB fir
alle ¢, s € I, x1, x5 € By, uy, U € B, gilt:

1£C2, 5, %10 1) — f(, 8, %2, u2) |y = L3y — %2l

+ oy — w2l 2)- :

Beh.: a) Fiir jedes x, € B; und jedes u € L,(I, B,) existiert genau
eine Losung x € C(I, By) von (1). Dabei ist das Integral in (1)
als Bochner-Integral zu verstehen.

b) Sind Xo, Y0 € By und u,v€Ly(/, B,) beliebig gewihlt, so
gilt fiir die zugehorigen Losungen x, y € C(I, By):

%) — Ollxy = -7 (on — Yol
t
+L J [la(s) — o(9)lle2y dS), tel.
fo

Beweis:

a) Auf Grund der Eigenschaften von f, speziell da fiir beliebige
t,s€l, x€ C{,By), ucL( By aus der Lipschitz-Bedingung
eine Abschitzung der folgenden Gestalt resultiert:

£(2, 5, x(5), u(9)) ||y = const. + L{Ix()cxy + ()]l ¢25)
existiert das Bochner-Integral

t
ff(t, s, x(s), u(s)) ds, t€l
to

(vgl. [5], S. 126).
Deshalb ist der folgende Operator definiert:

K:C{, By) ~ C{, By)
mit
t
(&) (1)i= %0 + [ (5,5 x(s), us)) ds, tel, x&CU By).
, i

Man zeigt nun analog zu [5], S. 160/161 daB K auf C(, B))

_ strikt kontraktiv bzgl. der Normen ||, k =L, ist. Die

Behauptung ergibt sich folglich aus dem Banachschen Fix-
punktsatz.
b) Ebenfalls aus der Lipschitzbedingung resultiert die folgende

Abschétzung:
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t
Ix@) — ¥y = lxo — yollwy + L [ u®) = o(s)]ay ds

to

t
+L [ xs) = ey ds, tel.
o

Die Behauptung ist nun eine Folgerung aus dem Gronwall-
Lemma (vgl. [24], S. 37).

Bemerkung 1:

a) Im fiir uns wichtigen Fall B, := L7(2, ¥, P), B, := L (2, U, P)
(m, r € nz) stellt Satz 1 eine Existenz- und Einzigkeitsaussage fiir
Volterrasche Integralgleichungen des Typs (1) mit den stochasti-
schen Parametern xo € L™(2, %, P), u€ L,(I, L)(2, %, P)) dar.
Dabei wird f: I X I X B; X B, — B; mit Hilfe einer Funktion
F:Ix Ix R" X R — R™ nach der Vorschrift f(z, s, z, v) ()
= f(t, 5, 2(w), v(w)) fir P-fast alle w €€, z€ By, vE By, 1,5€ 1,
erzeugt. Die Voraussetzung von Satz 1 ist erfilllt, wenn
F:IXIXR"XR —R"

stetig ist und eine Lipschitz-Bedingung der Gestalt

|7, s, 21, v1) — £, 5, 22, v2)|gm = L(|20 — za|gm + |01 — v2[r7)
t,sel,z,€ R v, € R, i=1,2 (L>0)

erfilllt (vgl. [10], S.340ff). Stochastische Integralgleichungen
dhnlichen Typs wurden z. B. in [20] untersucht.

b) Der in a) auftretende Losungsbegriff filr solche stochastischen
Gleichungen ist eine Verallgemeinerung der sog. q. M.-Lésungen
in [2]. Setzt man fiir den stochastischen ProzeB u noch voraus,
daB fiir P-fast alle Realisierungen u(-, w) € L;(I, R") gilt, so liefert
Satz 1 mit By := R™, B, := R’ die eindeutige Existenz von sog.
R-Losungen £(, w) € C(I, R™) fiir P-fast alle w €2 (vgl. [2]).
Setzt man schlieBlich sogar voraus, daB ue€ C(I, Li(2, U, P))
und u(, w) € C(I, R") P-f. ., so 148t sich mit Hilfe der Methoden
in [13], Abschn. 3, die Aquivalenz beider Losungsbegriffe, d. h.
P({w|x(t, w) = 2(t,w)}) = 1 fir alle t€l zeigen. Diese Tat-
sache wird in [16] als Determiniertheit des Losungsoperators
von (1) bezeichnet.

¢) Fir die Konvergenz des in den folgenden Kapiteln abzu-
leitenden Verfahrens ist es ausreichend zu fordern: (1) ist fiir
jedes xo € By und jedes u € Ly(, B,) eindeutig losbar und die
Zuordnung [xo, #] - x ist als Abbildung von B; X L(I, B)
in C(I, B) stetig. Satz 1 b) liefert fiir diese Zuordnung sogar
die Lipschitzstetigkeit. Folglich ist eine wesentliche Abschwé-
chung der Voraussetzungen (vgl. auch Bemerkung 1a)) moglich.

2. Kennwertbegriff, Beispiele

Anliegen dieses Kapitels ist es, den Begriff des Kennwertes in
einer so allgemeinen Form zu definieren, daf sich eine einheit-
liche Darstellungsmdglichkeit ergibt und sich gleichzeitig viele
in der Praxis auftretende statistische Charakteristiken stochasti-
scher Prozesse in dieser Form ausdriicken lassen. Dadurch wird
es spiter leichter moglich, das Verfahren zur Losung des Kenn-
wert-Analyseproblems fiir (1) einheitlich darzustellen und die
Klasse von Kennwerten zu charakterisieren, fiir die das Ver-
fahren anwendbar ist. Dabei nehmen wir in der Formulierung
des Kennwertbegriffs eine geringfiigige Modifizierung gegeniiber
[13] vor. Im folgenden bezeichne E:L7T(£2,%, P)— R™ die
Erwartungswertbildung bei vektoriellen Zufallsvariablen iiber
@, %, P), d.h. E@):= [ z(@) dP.
2

Definition 1:
Ist J eine Indexmenge, IS R, ,menz, 1 <p=<o0, DS
- LMQ,%, P)) und K:D x J— Li(82,%, P), so heiBt Fg:D
X J— R' Fy(x,j):= E(K(x,j)), xe€D, jeJ, K-Kennwert.
Fy(x,?):J— R* heit K-Kennwert des stochastischen Pro-
zesses x € D.

»FK(X, (tl’ ceey

Beispiele:

a) ISR I=menz, J:=1, D:= I~ L}2, %, P)), K(x,1)

;= x(¢). Dann ist Fg(x, ©) = E(x(")) = m,(") gerade die Mittel-

wertsfunktion eines vektoriellen stochastischen Prozesses x

1. Ordnung mit Parametermenge /.

b) IS RYL J:=1x1, D:=(I-LAQ,%, P)), K((x, ), 5)

= x(2) ¥(s), Fx((x, »), (¢, 9)) := E(x(t) ¥(5)), x,y€D, t,s€l

Das heiBt Fx((x, ), ¢, ) = Ry, ) : I X I— R ist die Kreuz-

korrelationsfunktion von x und y.

OIS RY, Ji={j}, D:=L(I, L’MQ,%, P)), K(x,/) :=fx(t) dt,
T

x € D, wobei es sich um das Bochner-Integral handelt,

Felx, ) = f E(x()) dit = f m(t) dt.
I I

k
i=1,..,k > s=s Ji=1I,
i=1

d) ISR, kenz, 5; =0,

D:= (I—- L(2,%, P)),

K(x, (21, .- t)) 1= x*(t;) ... xKt), x €D, (b1, ..., 1) € IF

Das heiBt, Fx(x, *) ist eine sog. gemischte Momentfunktion der

Ordnung s desstochastischen Prozesses x. Firk = 1,5, = s = 1

entsteht die Mittelwertsfunktion, fiir k = 2, s; = s, =1 die

Autokorrelationsfunktion von x.

&) IS R, kenz, J:=I* X R*, D:= (I- L(2,%, P)),

K:D X J-L,(2,%, P)

1, falls x(t;, w) < a;
i=1,..k

0, sonst

s a)) = P(lox(t,0) < a;,i=1, ..., k})

Das heiBt Fg(x, ) ist die Verteilungsfunktion k-ter Ordnung

von x. i

f) Keine K-Kennwerte im Sinne von Definition 1 sind Vertei-

lungsdichtefunktionen und bedingte Erwartungswerte u. 4.

Charakteristische Funktionen lassen sich als K-Kennwerte

interpretieren, wenn nur die Raume L}'(2, %, P) allgemeiner

als komplexe Banachrdume aufgefaBt und Fx als Abbildung

in den C™ verstanden wird.

Definition 2:

a) Ein K-Kennwert Fx: D X J—> R, DS (I—- L}2, ¥, P)

heiBt determiniert, falls eine Abbildung k:Dg X J— R),

D, < (I~ R™) existiert, so daB Yx

@  K(x,7) (@) = k(x(,w),j), fir alle x€ N {x € Do,

€ Dy, P-f.11.}, alle j € J und P-fast alle w € 2,

(ii) N = D oder N ist dicht in D bzgl. eines auf D gegebenen
Konvergenzbegriffes o.

b) Es sei auf DS (I L7(Q, %, P)) ein Konvergenzbegriff o

gegeben. Ein K-Kennwert Fgx: D X J— R* heifit stetig in x,

(auf D) bzgl. o, wenn fiir alle j€J der Operator K(-,j): D

— L4(, U, P) stetig in xo (auf D) bzgl. || ist.

¢) Es seien DS (I L7(2,%, P)) und RK)ES Liy(L, %I P)

lineare (normierte) Riume. Ein K-Kennwert Fx:D X J— R

heiBt linear (beschrinkt), wenn fir alle j€J der Operator

K(-,j): D — R(K) linear (beschrinkt) ist. :

K(x, (1, -« t; ay, ---

> 4) (@) 1=

Ty, Ay -

Bemerkung 2:

a) Die Determiniertheit eines Kennwertes ist ein Analogon
zur ,,Determiniertheit* der betrachteten Volterraschen Integral-
gleichungen mit stochastischen Parametern (vgl. Bem. 1a) und
b)). Bs zeigt sich, daB z. B. alle Kennwerte in den Beispielen
a) bis €) determiniert sind. So ist z. B. ein gemischtes Moment
(vgl. Beispiel d)) ein determinierter K-Kennwert, wenn k: Dy
x J— RY, = (I— RY) k(y, (t1, - t0) 1= Y5(t)) ... Y(t))
gewihlt wird. Dann gilt N = D = (I L2, ¥, P)).

Fiir den Kennwert aus Beispiel ¢) wird Dy := LI, R™), k(y,])
= f y(t) dt gewahlt. Es ist eine spezielle Folgerung aus Satz 4,

I
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daB N = {x € D|x(",w) € Dy, Pf. 1.} dicht in D= L,(L, L7
X (2,9, P)) bzgl. |||, ist.

Weitere Beispiele fiir determinierte (dort: regulire) Kennwerte
findet man in [13]. In [16] wird fiir gewisse Versagenswahrschein-
lichkeiten von Bauwerken die Determiniertheit nachgewiesen.
Unter geeigneten Stetigkeitsforderungen an die Operatoren
K(,)), j € J, determinierter Kennwerte Fy ist es moglich, Fx(-, )
zunéchst auf N mittels k-, j), j € J, zu definieren und anschlieBend
auf D fortzusetzen.

b) In [13] werden groBe Klassen nichtlinearer, determinierter
(lokal oder global) stetiger Kennwerte angegeben. Als Konver-
genzbegriff o fungiert dort stets die Konvergenz bzgl. der Norm
in linearen normierten Raumen D (in der Regel D = C(I, L,
X (82,9, P))). Es zeigt sich, daB z. B. gemischte Momentfunk-
tionen in diesem Sinne stetig sind. Betrachtet man als Konver-
genzbegriff ¢ die punktweise Konvergenz in D = (I — L,

g

X (@, P)), so ist bekannt, daBl die Verteilungsfunktion

1. Ordnung (vgl. Beispiel €)) Fi(x, (-, ) = Fy(, ) stetig in

Xo € D ist, wenn fiir jedes z€1 Fy (z,-): R* — R" eine stetige
reellwertige Funktion darstellt. Wesentliches Ergebnis von Kapitel
5 wird sein, daB das abzuleitende Verfahren gerade zur approxi-
mativen Berechnung determinierter, (in der Losung von (1))
stetiger K-Kennwerte der Losung von (1) anwendbar ist.

¢) In [13], Abschnitt 6.5., ist ein Darstellungssatz fiir lineare,
beschrinkte, determinierte K-Kennwerte Fyx:D X J— RY,
D = C(I, Ly(2, ¥, P)) angegeben. Im Vergleich zu Definition 1
ist zu beachten, dafl im dortigen Kennwertbegriff eine mit einer
Zufallsvariablen ,,gewichtete’ Erwartungswertbildung vor-
genommen wird.

3. Wahrscheinlichkeitstheoretische Grundlagen

Im folgenden sollen Hilfsmittel aus der Wahrscheinlichkeits-
theorie und der Theorie stochastischer Prozesse zusammen-
gestellt werden, die der Vorbereitung der wesentlichen Er-
gebnisse Uber die Approximation stochastischer Prozesse in
Kapitel 4 dienen. Auf folgende Literatur sei dabei besonders
hingewiesen: [1, 3, 6, 8, 12]. (€2, ¥, P) sei wieder ein Wahrschein-
lichkeitsraum und 2% die Potenzmenge von 2. Dann bezeichne
(IN) fiir eine beliebige Menge I = 2% die kleinste o-Algebra,
die M enthilt. € — 22 heiBt Erzeuger einer o-Algebra 9 iiber 2,
wenn %' = A(€). Eine o-Algebra U’ tiber 2 heibt separabel, wenn
9’ einen abzihlbaren Erzeuger besitzt. Ist z eine vektorielle
@, ®™)-meBbare Zufallsvariable tiber (2, %, P), so bezeichne
9, die kleinste o-Algebra iiber 2 bzgl. der z meBbar ist, d. h.
A, = {z7*(B)|B € B"}. Auf Grund der Eigenschaften der Borel-
schen o-Algebra 3™ ist 9, stets separabel. Eine Familie {4;}jcs
von FEreignissen heifit vollstindige Ereignisdisjunktion, wenn
AU, jed, Ajn Ay =D, j=£j, | 4; = Q. Fir zwei in %
JeT

enthaltene o-Algebren ; und 2, definieren wir %, Sp A,
(,, ), ist P-fast enthalten in A,%), falls zu jedem A4; €%, ein
Ereignis A, €%, mit P((4; U 42) (4, n 43)) = O existiert.
Weiterhin erkldrt man %, =p %, (,,P-fast gleich‘‘), wenn sowohl
A, SpU, als auch W, &p U, erfilllt ist. SchluBfolgerungen
daraus sind, daB fiir zwei P-fast tiberall gleiche Zufallsvariable
21, z, tber (2, U, P) stets A,, =p W= gilt und daB aus Ay =p A,
auch L7(2, Uy, P) = L;(82, U, P) resultiert.

Lemma 1:
Konvergiert eine Folge {z,}, von Zufallsvariablen tiber (2, %, P)
in Wahrscheinlichkeit gegen eine Zufallsvariable z, so gilt
A, Sp U ( U i)Izn>.

neénz
Beweis:
Es bezeichne % := 91( U %I,n), und wir betrachten die Folge

ne€nz

{24}, Gber dem Wahrscheinlichkeitsraum (£2, 9, Pl3). Da {z,},

iiber (£, 9, P|§) in Wahrscheinlichkeit in sich konvergent ist,
konvergiert {z,}, in Wahrscheinlichkeit gegen eine ¥-meBbare
Zufallsvariable z. Daraus ergibt sich z = z P-f. ii. und demnach
A =p W =W, d h U SHN g.e. d.
Die folgende Aussage stellt nun den Zusammenhang zwischen
der Separabilitit der o-Algebra 2 eines Wahrscheinlichkeits-
raumes (2, %, P) und der Separabilitit der Banach-Riume
L7(2, %, P) her.

Satz 2:

a) Ist ¥ separabel, so ist auch L7(2,%, P) (1 = p < o) sepa-
rabel.

b) Ist L(Q, U, P) (1 <p = co) separabel, so existiert eine
separable o-Algebra Ay & A mit A, =p A.

Fiir den Beweis von Satz 2 verweisen wir auf [13], S. 164/165.
Dabei wird im Beweis von Teil a) ein Kriterium tiber die Sepa-
rabilitdt von L,(Q2, %, u), wobei u ein o-endliches MaB iiber dem
MeBraum (2, A) darstellt, verwendet, das in [23] zu finden ist.
Zum Beweis von Teil b) wird Lemma 1 genutzt. Aussage a)
gilt im allgemeinen nicht fiir L7 (2, %, P) (vel. ebenfalls [23]).
Es sei nun x ein stochastischer ProzeB {iber (L2, 9, P) mit Para-
metermenge I & R' und Zustandsraum R™. Dann bezeichne
A, die kleinste o-Algebra bzgl. der jede Zufallsvariable x(z),
t € I, des Prozesses meBbar ist, d. h.

W 1= A({ ()] (B)|BeB™, reI}).

Wir untersuchen als folgendes, ob sich die Struktur der o-
Algebra 9, fiir eine grofere Klasse von Prozessen niher be-
schreiben 148t und ob speziell L7'(£2, 9L, P) separabel ist.

Satz 3:

Ist x:1 X 2 — R™ ein stochastisch stetiger ProzeBl und S& I
eine in I dichte, abzéhlbare Menge, so gilt:

A =p %I(tkejs %[x(,)) .

Beweis:
Nach Voraussetzung existiert zu jedem z, € I eine Folge {s,},,
sy €S, s, — to. Deshalb konvergiert {x(s,)}, in Wahrscheinlich-
keit gegen x(z,), und es folgt aus Lemma 1:
g[x(to) gP%t(U le(sn)) g %(U S)Ix(t)) = ﬁ.

€S

nEnz

Daraus resultiert %) Sp 90 fir alle €7 und folglich nach
Definition I S %, S, %, d. h. %, =p X g.e. d.

Bemerkung 3:

a) Eine Folgerung aus den Sitzen 2 und 3 ist, daB fir stocha-

stisch stetige Prozesse x die Raume Ly'(2, U, P) (1 = p < o0)

separabel sind. Dies resultiert daraus, daB mit ., f€S,

auch o (U QIx<,)> eine separable o-Algebra ist. Satz 3 ist speziell
€8

auch fiir R-stetige und im p-ten Mittel stetige Prozesse giiltig.

b) Die Separabilitdt der Raume L}'(£2, A, P) ist eine funktional-
analytische Motivierung fiir die Approximationsmethoden der
Kapitel 4 und 5. Sie ermdglicht es ndmlich, den ProzeB x durch
eine abzihlbare Menge von Zufallsvariablen zu approximieren,
die samtlich bzgl. ¥, meBbar und folglich durch die Verteilung
von x bestimmt sind. SchlieBlich sei auf die groBe Bedeutung der
Réume LJ(RQ, ., P) fur die nichtlineare Theorie stochastischer

Prozesse hingewiesen. Denn ist f: R™ — R™ eine Borel-meBbare
P

Funktion und eine Abschétzung der Form |f(#)|gm <a-+b |”|Em
ueR™ a,b>0, 1=p,qg<oo, giltig, so resultiert aus
x € (I LR, Uy, P)) f(x()) € (I L7, Uy, P)) (vel. [3,10)).
Fiir beliebige z € LT(£2, %, P) und Ereignisse 4 € A mit P(4) > 0
1
f z(w) dP den bedingten Erwar-
P(4) 4

tungswert von z bzgl. A. Ist 9 Z 9 cine weitere o-Algebra, so

nennt man E(z|4) :=
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bezeichne Elz ¢ L*Q,9,P) die bedingte Erwartung von
z e LT(2, U, P) bzgl. der o-Algebra 9. Die bedingte Erwartung
von z bzgl. 9 ist durch folgende Relation eindeutig bestimmt:

f (El2) (w) dP = f 2w)dP, firalle Ae%.
A A

Zu Definition und Eigenschaften beider Begriffe verweisen wir
auf die eingangs erwihnte Literatur sowie auf [11}. Wir be-
schrianken uns hier auf die fiir den weiteren Aufbau wesentlichen
Eigenschaften der bedingten Erwartung.

Lemma 2 (vgl. [1, 7, 12]):

a) EX: 17,9, Py~ 12,9, P) (1 < p < c0) ist ein linearer,
beschrinkter, idempotenter Operator mit |[E§1|| =1.Firp=2
ist EY die orthogonale Projektion im Hilbertraum L7'(£2, %, P)

auf den Unterraum LR, %, P).
b) Ist {4;},_q, ., eine endliche vollstindige Ereignisdisjunktion

tiber (2, %, P) und % := A({4,},_, ), 50 gilt ES; 42’ E(z]4)

s 8

X 1,4, (14 Dbezeichnet die charakteristische Funknon von
AeW.

©) Ist {%,},en, eine Folge von o-Algebren mit %, & W,y S U,

n € nz, so gilt mit
9= 9[( U 91,,)
nenz

ze LJ(R2,U, P):

Sz L7(2,%, P): lim E¥%z = EYz, Pf. i,

n=—>00

lim [E¥%z — E¥z], = 0(1 < p < ).

n— o

4. Approximation stochastischer Prozesse x € (I — L;(2, ¥, P))

Ziel der Untersuchungen dieses Kapitels ist die Approximation
stochastischer Prozesse x € (I - Li(2, ¥, P)) ~durch Prozesse
Xm, mEnz, mit einer endlichen Anzahl von Realisierungen,

s(m)
d. h. durch Prozesse der Gestalt x,,(t) = >/

i-1
m € nz, wobei ™ : I— RY, =1, ..., s(m), und {A{™},_; . om
eine vollstindige Freignisdisjunktion uber (@, %, P) dar-
stellt. Die Bedeutung dieser Gestalt der Naherungsprozesse
X fir die nichtlineare Theorie stochastischer Prozesse wird
sofort deutlich, weil fiir jede Funktion f: R* — R* gilt:

afm) (1) lAl(m), tel,

Fxm®) = f(afm)(t)) lA(m), tel.

Die Beschréinkung auf stochastische Prozesse mit Zustands-
raum R ist dabei zeitweiliger Natur und wird nur zur Ver-
einfachung der Darstellung vorgenommen (Vgl. Bemerkung
4e)).

Die anschlieBenden Uberlegungen liefern erste Ergebnisse fiir
die Wahl von a{™, A/, =1, ..., s(m), m € nz:

a) Wahl von {a} )} 1ol ey 50 be1 gegebener Erelgmsdlsjunktlon
(A 1t o sy Definiert man Uy, := (A}, o) und
H, = LZ(Q W, P), so gilt fir die Prozesse Xim der ob!gen Ge-
stalt offenbar x,, € (I - H,,). Es ist nun sicher im Fall

x (I Ly, %, P))

am giinstigsten, fiir jedes # €I x,(t) im quadratischen Mittel
optimal zu wihlen, d. h. |x(#) — x,()]. = min [[x() — z|,,

zZEHy,

tel

Auf Grund der Orthoprojektoreigenschaft der bedingten Er-
wartung im Hilbertraum L,(2, %, P) resultiert daraus wegen
Lemma 2a) und b):

s(m)

xu(t) = E¥n(x(2)) = 5] E(x(t)|4{™) 1 A, LE I, menz.
I=1

Als geeignete Wahl erweist sich also:

a™(t) = E(x()|Af™), tel,l=1,...,s(m), m€nz.

b) Bedingungen an die Wahl von {4{™},_; _ om:

S Uy & Wy, A

GemidB Lemma 2c) erscheinen die Bedingungen U, & %U,.q,
menz, A, =p ‘l[( UJ %Im) giinstig fur die Konvergenz des

meEnz
Vorgehens. Denn daraus ergibt sich im Sinn von Lemma 2¢):

lim x,(t) = lim EY(x(t)) = E%(x(t)) = x(t), tel.

m=»00 m— 0

Stellen wir also die' Forderungen an A{™, I=1, ..., s(m),

m € nz zusammen:

@O {4 1,...sem ist volistindige Ereignisdisjunktion iiber
@, %, P), me nz,

= (AL e, ... somy)» M € 12,

) (als etwas allgememere Bedingung als

() A, Sp 91( U
mEnz
oben).
Nach diesen Uberlegungen verbleibt als offene Frage: Fiir welche
ProzeBklassen existieren solche Folgen vollstindiger Ereignis-
disjunktionen {{4{},_;  ,m}m€nz YU, mit den Eigen-
schaften (i) bis (iii) und wie konnen sie erzeugt werden. Dabei
ist die konkrete Erzeugung besonders wichtig fiir die praktische
Anwendung dieser Approximationsmethode, da P(4{) und
E(x@)|49), tel, 1=1,...,s(m), aus gegebenen Kennwerten
von x berechenbar sein missen. Wir kommen zundchst zur
Charakterisierung einer geeigneten ProzeBklasse.
Definition 3: ’
a) Ein stochastischer ProzeB x tiber (2, ¥, P) heilt k-konstruier-
bar, falls k Zufallsvariable zy, ..., z; Uber (£2, %, P) derart exi-
stieren, daB :

k
0y @t(u ar) .
i1

'b) x heiBt separabel konstruierbar, falls abzidhlbar viele reelle

Zufallsvariable z;, i€nz, tber (2, P) existieren, so daB
x —P Q{( U g{z,)
i€nz
Die fiir uns wesentliche Eigenschaft in Definition 3 ist, daB
A, P-fast enthalten in o-Algebren ist, die von endlich oder ab-
zahlbar vielen Zufallsvariablen erzeugt werden. Dies sichert nach
Satz 2 gerade die Separabilitit der Banachrdume L,(2, %, P)
(1 £ p < 00) und (vgl. Satz 4) auch die Konvergenz der Appro-
ximation.

Beispiele:

a) IS RY, g:1X RF— R! besitze die Eigenschaft, daB fiir
alle eI g(z,") (B*, BY)-meBbar ist; zi, ..., z; seien reelle Zu-
fallsvariable tiber (£, ¥, P). Dann gilt fir den stochastischen

k
ProzeB x(t):= g(t,zy, ..., z1), t€1, daB A, & %((U ‘JIZ‘). I
i-1
[19] nennt man x einen ProzeB mit k& Zufilligkeitsgraden.
b) Eine k-dimensionale Zufallsvariable iiber (&2, %, P), aufge-
faBt als stochastischer ProzeB mit Parametermenge I = {1, ..., k},
ist k-konstruierbar.
c) In [13], S. 1751ff., wird gezeigt, daB der LosungsprozeB einer
gewdhnlichen Diﬁerentia]gleichung k-ter Ordnung mit zufélligen
Anfangswertenx{—,i = 1, ..., k, k-konstruierbarmit z; = x§ 7,
i=1,..., k, ist. Dabei w1rd lediglich vorausgesetzt, daB fir
eine solche Anfangswertaufgabe Existenz- und Einzigkeits-
aussagen erfiillt sind.
d) Ist x:I X £2 - R' ein stochastisch stetiger Proze iiber
(22, %, P) und S < I eine in I dichte, abzahlbare Menge, so ist x
separabel konstruierbar mit {x(¢)};cs (vel. Satz 3).
e Ist x € (I L2, ¥, P)) (1 £ p £ o) ein Bochner-mefBbarer
(vgl. [5]) stochastischer ProzeB, so existiert ein separabel kon-
struierbarer ProzeB % € (I L,(2,%, P)) mit £(z) = x(¢) fur
fast alle £ € I. Zum Beweis dieser Aussage verwenden wir, daB
wegen der Bochner-MeBbarkeit von x stochastische Prozesse
x; € (I LR, Y, P)), i € nz, existieren, die jeweils genau endlich
viele Werte z9, ..., zgi) € L(Q,%, P) annchmen und fir die
gilt: lim [Jx;(z) — x(#)||, = O fiir fast alle 7 € I. Nach Lemma 1

i— 00
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folgt daraus Uy SpN:i= %I(U U ?Izﬁ)) fir fast alle

i€nz j=1
t € 1. Definiert man nun £ € (I~ Ly(, %, P)) so, daB x(¢) == £()
fiir fast alle ¢ € I und an den Ausnahmestellen £(¢) bzgl. 9 meB-
bar wird, so gilt 2z S, .
f) Es sei I < R* ein kompaktes Intervall, x € C(I, Lo(2, ¥, P))
und m, bzw. K, seien die Mittelwerts- bzw. Kovarianz-
funktion von x.

x(t) = mt) + > ez, tel, sei die in C(I, Ly(2,%, P))
i-1

konvergente Karhunen/Loéve-Entwicklung des stochastischen
Prozesses x (vgl. [12, 22]), d. h.

- z;i= f (x(t) — mx(t)) ct)dt, i€nz (Riemann-Integral im
I

q. M.-Sinn),

— {e;}; < Lo, RY) ist das Orthonormalsystem der Eigenfunk-

tionen (zu den Eigenwerten A;) des Fredholm-Operators, dessen

Kern die Kovarianzfunktion darstellt.

Dabei gilt E(z;) = 0, E(z;z)) = Abyy, i,j € nz. Nach Definition

der z; und des Integrals bzw. wegen der Reihenentwicklung

folgt aus Lemma 1:

Ay, Sp Uy, i € nz,und A, Sp 521( U 9I2i>, d. h. A, :P?I( U 91%).
i€nz i€nz

g) In Kapitel 6 wird eine weitere Moglichkeit der Auswahl

von {z;};en, fiir stochastisch stetige GauBsche Prozesse be-

schrieben, die in der Anwendung ein sehr einfaches Approxi-

mationsverfahren fiir solche Prozesse ergibt.

Wir kommen nun zur Konstruktion von Prozessen mit endlich

viclen Realisierungen zu einem gegebenen (mit {z;};¢,,) separabel

konstruierbaren ProzeB x € (I~ L;(2, %, P)):

(A) Ci:={{I7P}io1, . njnenz E B, i€nz, seien Familien von

Intervallen mit folgenden Eigenschaften:

() Fir alle i, nenz ist (I%),., _, eine paarweise disjunkte,
volistindige Zerlegung von RY, d.h. I} n I} = &,

n
i=+=i\JLY =RY
i1

(i) 91({1,.‘,'?},-:1, WE QI({I,{',?’)},-:I, wym) fUr m>n, d.h., die
Zerlegungen {I,-(,’?} j=1,..,n Wwerden mit wachsendem n
immer ,,feiner* (i € nz);

(i) AE;) = B, fir jedes i € nz.

(Hierbei bezeichne AMN), M S B, wieder die kleinste
o-Algebra in B?, die M enthilt.)

(B) Fiir alle n, k € nz und jedes /= 1, ..., n* definieren wir die

k
Ereignisse 4%™® = (M) z7'(I{™), wobei jedem [ = 1, ..., n*
i-1 ¢

eineindeutig ein Multiindex (I, ..., L), L€ {1, ...,n},i=1, ..., k,

zugeordnet sei (Bezeichnung: [« (Iy, ..., 1)). Eine mégliche

solche Zuordnung wird durch die Beziehung

k
=143 —Dnt
=1
definiert.

(C) Fiir alle n, k € nz definieren wir folgende Prozesse mit endlich
vielen Realisierungen:

nk
X ilD)i= 3] E(x(D]47P) 1ag0, rel.

Der Einfachheit halber fithren wir eine geeignete Numerierung
von {(n, k)|n, k € nz} durch und bezeichnen den neuen Index
mit m (z. B.n = m, k = k(m) monoton wachsend mit-lim k(m)
m—»c0

= o0). Die Ereignisse in (B) bzw. die Prozesse in (C) bezeichnen
wir dann mit 4™ bzw. x,,, und wir definieren s(m) := n* und
W 1= UAA™ Y1, o somy)» MERZ.

Auf Grund der Eigenschaften (i) bis (iii) in (A) und nach Kon-
struktion erfillen die {A“)); .. som» Um, m € nz die Forde-

rungen (i) bis (iii) in den einleitenden Betrachtungen dieses
Kapitels.
Satz 4.
Vor.: xe(I—Li(2,%, P)) sei separabel konstruierbar mit
{z;}icnzs Xm, m € nz, sei gemiB obiger Konstruktionsvorschrift
(A) bis (C) definiert.
Beh.: a) Fir alle ¢ € I gilt:

lim [x,(2, ) — x(t, w)| = 0, fiir P-fast alle w € 2,
m— o0

lim [|xn(t) — x(#)[, = 0, falls x(z) € L, (2, %, P)(1 = p < 00).
m~-+ 0
b) Ist f meBbar und beschrinkt und
x€L(L L2, %, P)) (1=g<oo,1=p<oo),
so

tim [ [xu(t) — x()|2 dt = 0.
m—oo I

c) Ist I ein kompaktes Intervall und x € C(Z, L»(2, ¥, P)), so gilt

lim max |x,(¢) — x(¢)||2 = 0.
m—o0 tel
Beweis:
Nach Konstruktion gilt % S U1, Xm(?) = E¥n(x(2)), 1€ 1,
m € nz, und nach Voraussetzung
A, Sp W= %I( U Q’[m) = QI( UJ %i>.

meEnz i€nz N
Deshalb folgt Beh. a) ausLemma 2¢) wegen E%(x(2)) = E¥=(x(1))
= x(t). Eine SchluBfolgerung aus Lemma 2a) ist, dal
[xn®llp = |E¥(x())[lp = [xOl5,
fiir alle m € nz und alle ¢ € I (falls x(¢) € L,(2, %, P)). Deshalb
gilt fir x € Ly(I, L(2, %, P)) nach a) lm |x,(:) — x(t)|, =0
m— o

und %O, = |x(0)], fiir alle 7 € I, d. h. Beh. b) resultiert aus
dem Lebesgueschen Satz tber die Integration von Folgen. Auf
Grund der Orthoprojektoreigenschaft der bedingten Erwartung
(Lemma 2a)) gilt fur x € C(J, Lo(2, %, P) und fiir m > n:

%) — x(t)||2 = min lz—x®], = ‘lxlx(i) — x(0)||2,
‘el Z€L,(2,%,,, P)

Folglich stellt {{[x,,() — x()|2}men. eine punktweise monoton
fallende Nullfolge stetiger Funktionen aus C(I, R') dar. Die
gleichmiBige Konvergenz dieser Folge liefert der Satz von
Dini. q.e. d.

Bemerkung 4:

a) In Kapitel 6 gehen wir ausfihrlich auf die Berechnung der
Realisierungen E(x(-)|A{™) der approximierenden Prozesse und
ihrer Wahrscheinlichkeiten P(47) (I =1, ..., s(m)) ein.

b) Unter der Voraussetzung x € C(Z, Li(2, %, P)) bzw. x¢€
L(I,Ly(2,%, P)) gilt fir die Realisierungen E(x()]|4{™)
€ C(I, RY) bzw. € L,(I, RY) (I = 1, ..., s(m)). ,

©) Ist der ProzeB x € (I L,(2, ¥, P)) sogar Holder-stetig und
sind alle seine Realisierungen gleichmiBig beschrdnkt, so kann
fiir den Fall z; = x(¢;), {#;};cn;, eine Abschitzung fiir den Aus-

druck max |x,(t) — x(#)|» angegeben werden (vgl. [13], Kap.
L€l

6.3.3., [15]). Durch diese Fehlerabschitzung erhdlt man erste

Hinweise fir die konkrete Wahl der Intervallzerlegungen

{Ijﬂ,'})}jﬂ, ..n- Und zwar sollte man diese Zerlegung dort mog-

lichst fein wihlen, wo z; mit groBer Wahrscheinlichkeit Werte

annimmt, und kann sie dort gréber wihlen, wo diese Wahrschein-

lichkeit geringer ist. Als giinstiges Kriterium erscheint die Be-
1

dingung P(z7 1)) = —, j =1, ..., n, i € nz (vgl. Kap. 6).
n

d) Fir die praktische Realisierung der oben dargelegten
Approximation sind die geeignete Wahl von {z};c,, und
{{I,‘_';)} =1, ., ,,},; nenz €ntscheidend. Dies betrifft einerseits giinstige
numerische Verfahren zur Berechnung der Realisierungen und
andererseits Effektivititsprobleme, da der Aufwand mit #*
schnell anwiéchst (vgl. a), ¢)).

e) Das oben dargelegte Approximationsprinzip 148t sich un-
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mittelbar auf vektorielle stochastische Prozesse x€(7—
Li(2,%, P)), s €nz, s> 1, veraligemeinern. Man fordert dazu
analog (x) U, Sp A ( U ilfzi>, wobei die z;, i € nz, reelle Zufalls-
i€nz

variable tiber (€2, %, P) darstellen. Diese Bedingung ist erfiillt,
wenn jede Komponente des Prozesses x separabel konstruierbar
(vgl. Def. 3) ist. Weitere Verallgemeinerungen sind fiir Prozesse
mit allgemeineren Zustandsrdumen (X, B) mit separabler o-
Algebra B denkbar, wenn nur die Zerlegungen §;, i€ nz, als
Teilmengen von B gewidhlt werden und die z;, i€ nz, (U, B)-
meBbar sind und (x) erfiillen.

5. Kennwertmethoden fiir stochastische Volterrasche
Integralgleichungen

Auf der Grundlage der Ergebnisse des vorigen Kapitels wird
nun ein Verfahren zur approximativen Berechnung von K-
Kennwerten der Ldsungen von stochastischen Volterraschen
Integralgleichungen abgeleitet. Wir betrachten dazu Gleichungen
vom Typ

t
2 = xo + [ f(t, 5. x(5), u(s) ds, 1€ lto, T, ®
o

wobei xo und u stochastische Eingangsparameter darstellen.
Dabei wird generell fiir dieses Kapitel folgendes vorausgesetzt ;-
(V): a) f:lto, T1 X [to, T] X R® X R'— RS sei stetig und er-
fiille eine Lipschitzbedingung
Lf@, s, %, w) — f(2, 5, 7, Vgs = L(x — y|gs + |u — v[r")
mit geeignetem L >0 und fiir alle ¢ s€[ty, T], x,y€ RS,
u, v €R".
b) u € Ly ([0, T1, L(2, U, P)), xo€Ly(2,%, P).
Ist (V) erfiillt, so kann diese stochastische Volterrasche Integral-
gleichung (1) (geméB Bem. 1a)) wie in Kapitel 1 als Gleichung in
abstrakten Funktionen aufgefaBt und Satz 1 angewendet werden.
Wir setzen ferner voraus, daB reelle Zufallsvariable z;, i € nz,
iiber (2, ¥, P) existieren, so daB
U= A, v A Sp 21( ), %()

i€nz
(vgl. Bem. 4¢)). Es sei allerdings vermerkt, daB auf Grund der
Beispiele b) und e) zu Def. 3 die Existenz solcher Zufallsvariablen
gesichert und lediglich ihre konkrete Wahl von Bedeutung ist.
Analog zu Kapitel 4 betrachten wir €;:= {{I7?};_1, ... nhnenz>

i € nz, mit den Eigenschaften (i) bis (iii) und die Ereignisse:
k
AP = (VAT T=1, .07,

i=1
Iyl Lell,...,n),n kenz.

Nach einer geeigneten Numerierung erhélt man wie in Kapitel 4
(A7) 11, ... somys U i= WAL, ..., ASD), mE nz.

Ferner fiihren wir folgende Bezeichnungen fiir die Approxi-
mationen der stochastischen Eingangsparameter ein (m € nz):
af™(t): =E(u(®)|A™), t € [to, T1, I = 1, ..., s(m),

U € Li([to, T1, L2, U, P)), un(t, ) := af™(2), falls w € A{™,
e 1= E(xo|Ay™), [ = 1, ..., s(m),

Xo,m € LR, U, P),xo m(w) := c§™ falls @ € AT™, und betrachten
die Gleichungen

¢

Xn8) = Xom + [ S(t, 5, 5n(S), tn(5)) ds, 1 € [to, T], (Im) m € nz.
1)
Satz 5:
Vor.: Es sei (V) erfiillt und es gelte
A= AQ, n W) Sp 9{( U 9‘[1);
i€z

al™, ™ 1=1, ..., (M), thy, Xom, m € nz, seien wie oben er-
klart.
Beh.: a) Die stochastische Volterrasche Integralgleichung (1)
besitzt genau eine Lésung

x* € C(Ito, T1, LY(R, %, P)).

b) Fiir alle m € nz besitzt (1m) genau eine Lésung

x,, € C([to, T), L2, A, P)),

deren Realisierungen bY™() := x,,(-, @) € C([to, T1, %), falls
w € Af"‘), I=1,..., s(m), einzige Losungen der gewohnlichen
Volterraschen Integralgleichungen

t
X0)= ™ + [ f(t,5,x(s), af(s)) ds, €0, T,
to

sind.

c) Folgende Fehlerabschiatzung und Konvergenzaussage sind
giiltig:

t
ey — 0, = ev<nxo,m oyt T w9l s ).
to

t€fty, T]l, m€nz,

lim max |x,,() — x*()], = 0.

m— oo t€[t.T]

Beweis:

Die eindeutige Existenz der Losungen von (1) und (Im), m € nz,
sowie die Abschitzung in Beh. c¢) resultieren unmittelbar aus

Satz 1. Die Konvergenzaussage ist eine SchluBfolgerung aus der
T

Abschitzung und aus Satz 4 wegen lim f lu() — wnls)|, ds

m— o to

= 0. Beh. b) ergibt sich aus ciner Anwendung der Funktionale

dP, [ =1, ..., s(m), auf Gleichung (Im) und aus den Eigen-
Al(m) . .
schaften des Bochner-Integrals (vgl. [5], S. 126). o g.e.d.
Das folgende Lemma beantwortet nun die Frage nach der
approximativen Berechnung von K-Kennwerten der Losung x*
von (1).

Lemma 3:
Vor.:Fg: D X J— R¥,D S (I Li(Q, ¥, P)),seideterminierter
K-Kennwert, d. h.

Fi(x, )= [ k(x(, @), ) dP,
Q

x € N:= {x € D|x(-,w) € D, P-f.i.}, jeJ,

wobei

k:Dy X J—>RY, D, S (I~ R).

Beh.: a) Hat ye D die Gestalt y(t,w) =d\(t), t€l, w€ A4,
dy € Dy, wobei {A4;}; eine endliche vollstindige -Ereignisdis-
junktion tiber (£2, U, P) darstellt, so gilt:

Fe(y,j) = Zl;' k(dy, j) P(4), jeJ.

b) Es seien die Vor. von Satz 5 erfiillt, und es gelee speziell

I= [t,T],
D 2 C([to, T], Ly(2,%, P)), Dy 2 C(to, T1, RY).

Dann gilt:
s(m)

Fx(xps ) = 3 k™, ) P(Af™), jeJ.
=1

Ist Fg stetig in der Losung x* von (1) (bzgl. der Norm [lle.oD
so
F(x*,j) = lim Fy(xy.)), jeJ.

m— o0 .

Beweis:
a) Fx(y,)) = 1! k-, @),j) dP = 2,7 Af k((:, ), /) dP
1

=3 { ko) dP = 3 ke, ) P(4),
I

fur alle j € J.
Aussage b) ist eine SchluBfolgerung aus a), Satz 5 und Defini-
tion 2. g.e.d.

Bemerkung 5:

a) ZusammengefaBt ergibt sich aus den Ergebnissen dieses
Kapitels folgendes Verfahren zur approximativen Berechnung
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von K-Kennwerten der Losung von (1) (,,Kennwertmethode®):
1. Berechnung von ¢f™ = E(xo|d%), af™() = E@()|A™),
P(A™), | =1, ..., s(m), fiir geeignetes mé€nz als ,,Eingabe-
grofen;

2. Berechnung der Losungen bf’") der determinierten Volterra-
schen Integralgleichungen

t
Kt) = o + [ f(t,5,%(5), af (9) ds, 1€ [10, T1, 1= 1, ..., s(m);
to

3. Berechnung determinierter K-Kennwerte

s(m)
22 k@™, j) P(A{™), j € J,
-1

als Naherungen fur Fx(x*,j),j € J.

b) In Kapitel 2 wurden grofBe Klassen von statistischen Charak-
teristiken als determinierte und (lokal) stetige K-Kennwerte er-
kannt. Fiir die Anwendung von Lemma 3 bedeutet dies, daB
z. B. Moment- und Verteilungsfunktionen von x* mit dem an-
gegebenen Verfahren ndherungsweise berechnet werden konnen.

Beispiele:

Autokorrelationsfunktion
s(m)

Reult, 8) ~ 3] b{™(t) b{™(s) P(A{™)
I=1

1-dim. Verteilungsfunktion
Fu(ty))~ 3] P(A™)
)

b <a

c) Obiges Verfahren stellt ein universelles Prinzip zur approxi-
mativen Losung des Kennwert-Analyseproblems fiir eine grole
Klasse nichtlinearer stochastischer Volterrascher Integralglei-
chungen dar. Nach diesem Vorgehen ist eine statistische Charak-
terisierung der Losung mit beliebiger Genauigkeit moglich,
wenn nur die statistischen KenngroBen E(xo |4{™), E(u() |47™),
PA™), I =1, ..., s(m), der stochastischen Eingangsparameter
xo bzw. u fiir geniigend groBes m € nz bekannt sind. (Dabei ist
zu beachten, daB die Zufallsvariablen z; durch x, bzw. u be-
stimmt sind, vgl. Beispiele nach Definition 3.)

d) Die Gleichungen (1 m) erweisen sich als die zu (1) gehdrigen
Galerkin-Gleichungen bzgl. der Unterrdume

C([to, T, Ly(2, %, P)).

Darauf wird in [13], Kap. 6.4., ausfiihrlich eingegangen. Dort
wird eine Satz 5 entsprechende Aussage als SchluBfolgerung aus
allgemeinen Konvergenzaussagen fiir Projektionsmethoden
abgeleitet. Dabei wird gleichzeitig die Stabilitdt des Verfahrens
gegeniiber Fehlern bei der Berechnung von xg, », bzw. u,, nach-
gewiesen. Ferner wird in [13] auch auf die Moglichkeit eines
Projektions-Tterationsverfahrens hingewiesen.

e) Die Fehlerabschitzung aus Satz 5c) kann gemeinsam mit
Abschitzungen fur die Konvergenz der Approximation der
stochastischen Eingangsparameter (vgl. ‘Bem. 4c)) zu a-priori-
Abschitzungen des Gesamtverfahrensfehlers genutzt werden.

f) In Bem. 1¢) wurde bereits erwdhnt, daB fur die Konvergenz
der Kennwertmethoden die Stetigkeit der Zuordnung [xo, u] - x
als Abbildung von Li(2,%, P) X Ly([to, T), Ly(2,%, P)) in
C([to, T), L(£2, ¥, P)) ausreichend ist.

g) Betrachtet man (1) nicht als Gleichung in abstrakten Funktio-
nen und untersucht unter geeigneten Voraussetzungen an u sog.
R-Losungen (vgl. Bem. 1b)) x* von (1), so erhélt man folgende

Konvergenzaussage: lim max |x,(¢,®) — x*(#,@)|gs = 0, fiir
m— 0 t€[t,,T]
fast alle w € 2.

6. Numerische Berechnung der Approximation
stochastischer Prozesse

Bei der numerischen Realisierung der Kennwertmethoden von
Kapitel 5 entsteht zundchst die Frage nach der effektiven
Berechnung der EingabegroBen E(xo|A{™), E(u(-)|4™), P(4™),
I=1,...,5(m), menz. (Auf die numerische Behandlung der
determinierten Volterraschen Integralgleichungen und die
Berechnung von K-Kennwerten soll an dieser Stelle nicht ndher
eingegangen werden.) Wir beschéftigen uns deshalb in diesem
Kapitel mit Methoden zur numerischen Berechnung der Appro-
ximationen stochastische Prozesse (vgl. Kapitel 4). Damit ist
sowohl die geeignete Auswahl von {z};, {I?}; fiir spezielle
Prozesse bzw. ProzeBklassen als auch die Berechnung von
Realisierungen und Wahrscheinlichkeiten bei gegebenen {z;};,
{I},';)} ; gemeint. Aus diesem Grund schlieBen sich nun einige all-
gemeinere Bemerkungen an, und danach demonstrieren wir am
Beispiel GauBscher Prozesse eine mogliche Wahl der {z;};, {I{7};.
Es zeigt sich, daB als Ergebnis ein effektives Verfahren zur Appro-
ximation GauBlscher Prozesse entsteht (Simulation). Der Ein-
fachheit halber beschrinken wir uns dabei im folgenden auf
Prozesse x mit Zustandsraum R*.

Bemerkung 6:

a) Berechnung yon Realisierungen E(x()|4*") und Wahr-
scheinlichkeiten P(A{™®) (I = 1, ..., %, n, k € nz) aus geeigneten
Verteilungsfunktionen :

Fiir festes k € nzbezeichne F, : R*— Rbzw. Fy,(t, ") : R*1— R*,
t € I, die Verteilungsfunktion der vektoriellen Zufallsvariablen
(215 -+vs zi) bZW. (x(2), 21, --, 2), t € I (x seireeller stochastischer
Proze mit Parametermenge ). Dann ergeben sich nach Defini-
tion der Ereignisse 47 und des bedingten Erwartungswertes
folgende Beziehungen:

Py = [ .. [ dFag, .. @
I 1%

1

E(x(0)|A™P) = -W)— f f fao dF,,(t, ag, ---» )
R? Iz(:f)l Il(y?)k ‘

fir I=1,...,8% [oy,oul), Lell,..,n, i=1, ..,k
nkenz, tel
Analoge Formeln ergeben sich mit den entsprechenden Ver-
teilungsdichtefunktionen. In [13], Kapitel 6.5., und [14, 15]
sind diese Beziehungen fiir den Fall z; = x(;), t; € L,i= 1, ..., k,
abgeleitet worden. Bei der praktischen Realisierung der Kenn-
wertmethoden in [13] wurden fiir den Fall eines GauBschen
Prozesses x und fiir z; = x(¢;) die Realisierungen und Wahr-
scheinlichkeiten auf diese Art und Weise bestimmt (vgl. Kap.
6.5).
b) P(APR), E(x()A™?) P(A™R) (I=1,...,n) stellen in
vielen Féllen (z.B. beiz; = x(t),i=1, ..., k) selbst determinierte
K-Kennwerte des stochastischen Prozesses x dar. Aus diesem
Grund ist es moglich, sie direkt aus Messungen zu gewinnen.
Dabei erfordert die praktische Messung dieser statistischen
Charakteristiken nicht mehr Aufwand als die Messung ver-
gleichbarer Verteilungsfunktionen (vgl. {13}, Kap. 6.5.).
¢) Unter weiteren Voraussetzungen an den ProzeB x und ge-
eignet erfolgter Auswahl der {z;}; (z. B. statistisch unabhingig)
konnen Realisierungen und Wahrscheinlichkeiten unter starken
Vereinfachungen direkt aus den Definitionsbeziehungen be-
rechnet werden. Wir veranschaulichen dies im folgenden fiir
den Fall GauBscher Prozesse. Ein solches Vorgehen erscheint
aber z. B. auch fiir Markov-Prozesse und Prozesse mit unab-
hingigen Zuwéichsen moglich.
Fiir die Ableitung eines numerischen Verfahrens zur Approxi-
mation GauBscher Prozesse formulieren wir nun die folgende
Voraussetzung:
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(VG) x € (I L,(2, %, P)) sei ein stochastisch stetiger GauBscher

ProzeB mit gegebener Mittelwertsfunktion m, und Kovarianz-

funktion K.

Als Vorbemerkung verweisen wir auf die folgende bekannte

Aussage (vgl. [25], S. 17): w € LE(, ¥, P) ist genau dann normal-

verteilt mit N(m, K), wenn w in der Form w= Ly -+ m darstellbar

ist, wobei K = LDLT, L eine regulidre k X k-Matrix, D eine

Diagonalmatrix und y € LE(, 9, P) normalverteilt mit N(0, D)

ist. Ist K reguldr, so kann D als k-dimensionale Einheitsmatrix

gewidhlt werden, und K = LLT ist die sog. Cholesky-Zerlegung

von K.

Wir kommen nun zur geeigneten Auswahl von {z;}; und { } it
a) {t;};en' < 1 besitze folgende Eigenschaften:

-N'={1,...,ko} oder N' = nz; t; = t;, i = j;

— K% := (Kuxlti, 1)1, jo1, ..., 1 Sei regulér fiir alle k € N';

- fir N’ = nz sei {#;};en+ dicht in I, fir N’ = {1, ..., ko} sei ko

die maximale Anzahl linear unabhiingiger Elemente von

() — mDheer-

Dann werden folgende Zufallsvariable z;, i € N', definiert:

i
x(t) = > Lyzy + mu(t), i=1,2,.., (2a)
j=1
wobei
i
Koty t)= D) lnply, 1<j<i,i=12,... 2b)
r=1

Dabei entspricht (2b) gerade der Cholesky-Zerlegung der symme-
trischen und positiv definiten Kovarianzmatrizen K%, k e N'.
Der obigen Vorbemerkung entnimmt man, daB die durch (2a)
definierten Zufallsvariablen z;, i€ N’, jeweils normalverteilt
mit N (0, 1) und paarweise statistisch unabhingig sind.

b) Vereinfachend wahlen wir I/?:=1I", j=1,....,n, i N,
ne€nz, wobei an {{I};_y, .. slnen: die Bedingungen (i), (ii),
(iii) aus Kapitel 4 gestellt werden. (Diese Wahl wird motiviert
durch identische statistische Eigenschaften der z;, i € N'.)
GemiB (B) und (C) aus Kapitel 4 werden nun die Ereignisse
und Realisierungen der approximierenden Prozesse definiert
(n, ke nz)

AR = ﬁ ), =1, e Doy, oy 1);
=1
a1 = E(x(t)]A‘" N, I=1,..,1% tel
Auf Grund der o. a. Eigenschaften der z;, i € N, ergibt sich:

—==¢ 2 dr,

& k

P4 = [T P(z' ™) = [T
H i L

I=1,...,n* ],(l_") o)

Zur Berechnung der Realisierungen betrachten wir zunéichst den
Fall t = t,,i =1, ..., k. Dafiir gilt wegen (2a)

i
B(x(t)]A]°) = 3 L;E(z;|A®) + my(1)
j=1
i
= ZI’ 1sz(2;|2,71(11§") ) + m(t) 2d
j=
Fur t41¢, i=1,....,k, bei beliebig vorgegebenem ke N’
fiigen wir als Hilfsbetrachtung zu den Gleichungen (2a) und
(2b) (fur i = 1, ..., k) folgende Gleichungen hinzu:
k+1

x() = D) a)(t) zj + my(t), wobei .y = z;,1(2),
j=1
J

Kxx(ta tj) = 2 ar(t) ljraj: 1,..., k’
r=1

k+1
Kxx(tyt) = E azr(t)- (28)
r=1

Die Formeln (2¢) entsprechen der Cholesky-Zerlegung von
K& mit g = t; (ay(t), v @1 (1)) st die letzte Zeile der

entstehenden Cholesky-Dreiecksmatrix. Falls K%+ mit £, = ¢
singuldr ist, ergibt sich a;, () = 0. Nutzt man nun wieder aus,
daB E(zp4y) = 0 und z,,.; von zy, ..., z, statistisch unabhingig
ist, so ergibt sich fiir die Realisierungen:

k+1
a™ (1) = 3] ai(t) E(z| A7) + my(2)

j=]

= Z a(t) E(z|A{™) + my() + ai1(1) E(zier), d.h.

=
ao(t) = Y’ aj(t) E(zJ]z‘l(I‘”))) + m,(2), @£

tel, = 1

Vergleicht man (2 b) und (2e), so zeigt sich

a@)y=l,r=1,..,,a)=0r=i+1,...,k

Folglich ergibt 2f) fir ¢t =14¢,i=1,...,k, gerade (2d), und

man erhélt insgesamt aus (2¢) und (2f) folgende Ergebnisse fiir

die Realisierungen der Ndherungsprozesse und ihre Wahrschein-
lichkeiten:

k
P(A™) = ] &,
j-1
(1) = my(t) + Z a®) &P, 1=1,.
=1
I (Iy, ..., l), wobei

- 1 r? - 1 r
oM. — > 2 dr. ¢ = ————— re 2 dr
T }/2' v f na c~1g & ]/277 ’

]](n) IJ{n)
j=1,..,n
J
‘Kxx(ty tj) = Z ar(t) ljr:j = 1: LT ka te I’
r=1
J
Kxx(ti’tj)zzlirljral g.’élalz 1>"'ak~ (2)
r=1
Folgerung:

Es sei die Voraussetzung (VG) erfiillt und gemiB obiger Kon-
struktion sei
Xp, 1t ) := al™P(t), tel, falls we ArR
fiir alle n, k € nz definiert (0. B. d. A. N' = nz).
Beh.: Fiir alle z € I gilt:
lim  |x,, ) — x(©)|, =0 und
nk— 0
lim  x, (t, w) = x(t, w) P-f. {i.
nk— o
Beweis:
Fir die Anwendbarkeit von Satz 4 bleibt nur zu zeigen, daB x

separabel konstruierbar mit {z;};cn ist. Nach Konstruktion (2a)
gilt aber sicherlich, daB 91( U %Ix(,z.)> ( UJ QI,Z) tilien
ieN’

dicht in I und x stochastisch stetig ist, liefert Satz 3

A, =p 52[( U E)Izi>.
iEN'

Bemerkung 7:

a) Ist @ die N(0, 1)-Verteilungsfunktion und wihlt man fiir festes

nEnzc —@‘( )]—0
n
= [ ¢ =2,

q.e.d:

— )
m 17 = (e, i), I
., m, so vereinfacht sich (2). Wegen &

1
= P(z'IM) = — entsteht:
(n,k) 1
P4 = -;17;

E}") = Vn_ (e

21
b) Fir den vereinfachten Fall (2)' erhédlt man wegen der um
Null symmetrischen Lage der &, j = 1, ..., n, fiir Mittelwerts-
und Kovarlanzfunktlon des Prozesses x,, i := m®P(t) = my(t),

1 n
K80, 5) = 0 5_' a;(t) ai(s), o2 = - Zl' @My,
Z i

Jj=

a™ () = my(t) + S’ (1) &,

1
- 7(01{'-1 )

_j(clgn))Z) i (2):
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Die einfache Berechnungsvorschrift fiir K2 ermoglicht im
Vergleich mit K, eine a-priori-Auswahl von n, k € nz.

¢) Betrachtet man als Beispiel den Wiener-ProzeBl als q. M.-
stetigen GauBschen ProzeB mit 7:= [0, T1, m(t) =0, K,.(t, 5)
c=min(,s)und wihlt fur kenz to:=0< t; < ... < fr =T,
_ 5o 14Bt sich die Cholesky-Zerlegung von K¢ direkt angeben,
und man erhilt fiir die Realisierungen:

t— 1

i R
ROV = =
a"P(t) = P th — lj-1 01(;) + = 6’1(:1, tEety, tigal,
Jj=1 tiy1r — b
i=0,...,k—1.

d) Fiir den Spezialfall GauBscher Zufallsvektoren x € LE((2, 9, P)
(= {1, ..., k}) liefert (2) bzw. (2)' ein sehr einfaches Simula-
tionsprinzip. Man kann es als determiniertes, kombinatorisches
Verfahren auf der Grundlage der Cholesky-Zerlegung der Kova-
rianzmatrix charakterisieren. In diesem Zusammenhang sei
erwihnt, daB ¢™, j=1,...,n, gerade Realisierungen einer
N(0, 1)-verteilten Zufallsvariablen darstellen, deren Varianz

o, ist (es gilt: o, o2 1.

e) Im nachfolgenden Algorithmus wird das einfache Prinzip
der Berechnung der Realisierungen noch einmal deutlich:
—Wahlvonn, kenzundvon, € Li=1,...,k;
~ Cholesky-Zerlegung K® = (Kuxltis t))i, jot, ... « = LiLis
Ly = (lji);

)

= Ot ( ) =0, ..., n, @ N(O, 1)-Verteilung;

n
1 1
<exp (— > cf_l) — exp (— - iz)),

1 i1
- aj(t) = (Kxx(ta tj) - Z ljrar(t)> 7j = 1: EAaE] k’ te 13
Ly -1

- Cji= ]/
5 erey

n
2
j=1 n;

v k

- Realisierungen: a{(t) = m,(t) + 3} a;(t) El(jn)’
s

I=1, w51, k)

1

_k.

~ Wahrscheinlichkeiten: P(4{%?) = -
n

7. Bemerkungen zu Ergebnissen, Beispielen, Erfahrungen
und Verallgemeinerungen

In der Finleitung bezeichneten wir es als Ziel der vorliegenden
Arbeit, ein universelles, konvergentes Verfahren zur approxi-
mativen Losung des Kennwert-Analyseproblems bei nichtlinearen
stochastischen Differentialgleichungen vorzustellen. Eine weitere
Anforderung an das Verfahren bestand darin, daB es in Spezial-
fillen in effektive numerische Algorithmen umgesetzt werden
kann. Diesen Forderungen geniigt das in den Kapiteln 4, 5
und 6 entwickelte Verfahren. Es gleicht vom Typ her den klassi-
schen Simulationsmethoden (vgl. Kap. 1), unterscheidet sich
aber von diesen auf Grund seiner universellen Anlage, der Art
und Weise der Approximation und des Verzichts auf (Pseudo-)
Zufallsgeneratoren. Als wesentlich an diesem Verfahren er-
scheinen auch die allgemeinen Konvergenzaussagen und das
unter Ausnutzung des allgemeinen Ansatzes abgeleitete neu-
artige Vorgehen zur Simulation GauBscher Prozesse (vgl.
Kap. 6). Die Autoren haben in [13] gemeinsam mit D. Sohr

die Kennwertmethoden praktisch realisiert, Dazu wurde ein in
[13], Kap. 8, beschriebenes ALGOL-Programm GINT erarbeitet
und an einer Reihe von linearen, ,,schwach‘ nichtlinearen und
,stark® nichtlinearen Differentialgleichungen mit GauBschem
EingangsprozeB erprobt. Berechnet wurden dabei in der Regel

_ Korrelations- und _Verteilungsfunktjonen der - Lésungen. Die

Testl4ufe erfolgten auf einer BESM-6, und die Ergeb?isse wurden
in [13] ausfiihrlich ausgewertet. Einschrinkend mufl zunéchst
gesagt werden, daB in GINT die Approximation des GauBschen
Eingangsprozesses noch wie in Bemerkung 6a) angedeutet, d. h.
relativ uneffektiv, vorgenommen wurde und auch keine Anpas-
sung der Intervallzerlegung an den EingangsprozeB (vgl. Bem.
4¢)) erfolgte. Jedoch waren die Ergebnisse durchaus befriedigend.
In den Fillen (lineare und ,,schwach‘ nichtlineare Differential-
gleichungen), wo die Ergebnisse auch mit anderen Methoden
erhalten werden konnten (vgl. Kap. 1), zeigte sich eine gute
Ubereinstimmung bereits bei einer geringen Zahl verwendeter
Eingangsrealisierungen. Allerdings erweisen sich die speziellen
Methoden, wiez. B. Korrelations- bzw. Linearisierungsmethoden,
in ihrem Anwendungsbereich als effektiver als das dargelegte
Verfahren vom Simulationstyp. Der im allgemeinen grof3e
Aufwand bei Simulationsmethoden ist bekannt, aber bei nicht-
linearen Aufgaben im allgemeinen nicht zu umgehen. Den
groBen Anwendungsbereich der ‘Kennwertmethoden veran-
schaulichen die guten FErgebnisse bei der Behandlung einer
Transistor-Verstirkerstufe mit Demodulator und GauBschem
EingangsprozeB, die als nichtlineares Differentialgleichungs-
system 3. Ordnung modelliert wurde (vgl. [13, 17]), und bei
der Berechnung von Versagenswahrscheinlichkeiten von Bau-
werken bei zufilligen Windeinfliissen (vgl. [16]), wobei Differen-
tialgleichung und Kennwert nichtlinear waren. Zur Zeit be-
finden sich neuere ALGOL-Programme der Autoren, z. B. eine
neue Version des Programmes GINT, in der Testphase, die
bereits den in Kap. 6 dargelegten Algorithmus zur Simulation
GauBscher Prozesse realisieren. Erste gute Ergebnisse liegen
schon fiir den Fall GauBscher Zufallsvektoren und des Wiener-
Prozesses vor. Die Autoren werden iiber die numerische Er-
probung’ dieses Algorithmus, liber weitere Algorithmen fiir
andere ProzeBklassen und Vergleiche mit Ergebnissen aus der
Literatur an anderer Stelle ausfiihrlich berichten. Es sei jedoch
darauf hingewiesen, daB aussagekriftige Vergleichsergebnisse,
die ebenfalls auf Simulationsbasis erzielt wurden, nur schwer
zuginglich sind. Diese Tatsache beeintrichtigte bisher die Ein-
schitzung der Effektivitit der vorgestellten Verfahren wesent-
lich.

Erwihnt sei abschlieBend, daB das Grundprinzip des Verfahrens
auch bei anderen nichtlinearen Aufgaben mit zufélligen Para-
metern angewendet werden kann. So untersuchten die Autoren
Anwendungen auf stochastische Optimalsteuerungsprobleme
mit quadratischer Zielfunktion, linearer stochastischer Differen-
tialgleichung und Restriktionen fiir den Steuerbereich. Auch
dieses Verfahren wurde in einem ALGOL-Programm GOST
praktisch realisiert und an Beispielen mit gutem Erfolg getestet

(vgl. [18]).
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Zusammenfassung
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Kennwertmethoden fiir stochastische Volterrasche
Integralgleichungen

Im Mittelpunkt stehen numerische Methoden zur Berechnung
statistischer Charakteristiken der Losungen nichtlinearer stocha-
stischer Volterrascher Integralgleichungen. Es wird ein neues
Verfahren vorgestellt, das auf einer Approximation stochastischer
Prozesse durch Prozesse mit endlich vielen Realisierungen be-
ruht, Im Unterschied zu den klassischen Simulationsmethoden
ist das Vorgehen vollstindig determiniert. Neben allgemeinen
Konvergenzaussagen wird fiir den Fall Gaussscher Fingangs-
prozesse ein effektiver Algorithmus hergeleitet.

Bepuep Pémum u Paiinxapn Hlyaeue

BrlunclieHMe CTATHCTHYECKMX XAPAKTEPHCTHK JJA CTOXACTH-
YeCKUX BOJbTEPPOBCKMX MHTErPAJbHBbIX YPaBHEHMI

B neHTpe BHHMAaHHS HaXOASTCH UMCJEHHbE METOAM s
MOJACYEeTa CTATHCTHYECKHX XapaKTePHCTHK pelleHHil Henuiel-
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wenufi. Ilpepnmaraercs HOBHN Merojg, Oasupyiomuii Ha
anIpOKCHMAUUK CTOXACTHYECKHX IPOLECCOB NPOLEccaMH ¢
KOHEYHBIM UHCJIOM peajusaunufi. B oramdaue oT Kjaccu-
YeCKHX METO[0B MOJENHPOBAHHS 3TOT NOAXOJ HOJHOCTBHIO
rerepmunupoBad. Hapsay ¢ ofmumu yTBepsKAEHHAMH O
CXOIMMOCTH MJIsl CJIyyass BXOXHBEIX I'ayCCOBCKHMX TPOLECCOB
BBIBOANTCH 3P (PEKTUBHBI aIrOPHTM.

[15] Romisch, W.; Schulze, R.: Ein Verfahren zur numerischen
Simulation stochastischer Prozesse, ZIMM der AdW der DDR.
Berichte der Tagung Stochastische Schwingungen und Zuver-
lassigkeit Eisenach 1976. Berlin (1977) 1, S. 25-31.

[16] Schulze, R.; Rémisch, W.: Numerische Methoden fiir stocha-
stische Differentialgleichungen. Ebenda. S. 32-42.

[17] Schulze, R.; Rémisch, W.: Kennwertmethoden fiir nichtlineare
Volterrasche Integralgleichungen in stetigen stochastischen
Prozessen. VII. Int. Konf. nichtlineare Schwingungen Berlin
1975. Bd. 1/2; Abh. Akad. Wiss. DDR (1977) 4, S. 245-251."

[18] Schulze, R.; Rémisch, W.: Numerische Methoden fiir stochasti-
sche Differentialgleichungen und stochastische Optimalsteue-
rungsprobleme. VIII. IKM Weimar 1978. Berichte Bd. 2. S. 259
bis 265.

[19] Soong, T. T.: Random Differential Equations in Science and
Engineering. New York, London: Acad. Pr. 1973.

[20] Tsokos, C.P.; Padgett, W.J.: Random Integral Equations
with Applications to Life Science and Engineering. New York,
London: Acad. Pr. 1974.

[21] Wentzel, A.D.: Kurs der Theorie stochastischer Prozesse
(russ.). Moskau: Nauka 1975.

[22] Wong, E.: Stochastic Processes in Information and Dynamical
Systems. New York (u. a.): McGraw-Hill 1971.

[23] Zaanen, A. C.: Linear Analysis. Amsterdam: North-Holland
Publ. Co. 1953.

[24] Zeidler, E.: Vorlesungen iiber nichtlineare Funktionalanalysis
I — Fixpunktsitze —. Leipzig: Teubner 1976.

[25] Ash, R. B.; Gardner, M. F.: Topics in Stochastic Processes.
New York, London: Acad. Pr. 1975.

Werner Romisch and Reinhard Schulze

Calculation of statistical characteristics for Stochastic Volterra
Integral Equations

Numerical methods for the calculation of statistical character-
istics of the solutions of non-linear stochastic Volterra integral
equations are the central point of this paper. A new method is
introduced which is based on an approximation of stochastic
processes by processes with a finite number of realizations.
In contrast to the classical methods of simulation the approach
is completely deterministic. Besides general convergence tate-
ments, an effective algorithm for Gaussian input processes
is derived.

Werner Rémisch et Reinhard Schulze

Méthodes 2 indices pour les équations intégrales stochastiques
de Volterra

Létude est axée sur des méthodes numériques pour le calcul de
caractéristiques statistiques des solutions d’équations intégrales
stochastiques non linéaires de Volterra. Les auteurs présen-
tent un procédé nouveau, fondé sur une approximation de pro-
cessus stochastiques par des processus ayant un nombre fini
de réalisations. Contrairement aux méthodes de simulation
classiques, ce procédé est entidrement déterminé. Outre des
énoncés généraux sur la convergence, les auteurs dérivent un
algorithme effectif pour le cas des processus d’entrée de Gauss.
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