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8.1 Aufgabenstellung und allgemeine Begriffe

Wir stellen uns das folgende Problem:
k—mal

———
Gegeben sei eine Abbildung F' : R" x ... x R® xR — R", k Vektoren ag,...,ap_1 € R"
und eine Zahl ty € R . Wir wollen eine Abbildung der Klasse C*

x:(to—¢e,to+e) CR— R",

finden, so dass folgendes gilt:
1. Die k—te Ableitung von z erfiille

2B () = Fx(t), 2D @), ..., 2% (@), 1) (8.1)

fiir alle ¢t € (to — &,t0 + €).
2. An der Stelle tg gelte

l‘(to) = aop,
I(l)(to) = ai,
. (8.2)
5D (tg) = ap_1.

(8.1) heifit gewdhnliche Differentialgleichung k—ter Ordnung, (8.2) heiflen Anfangsbedingun-
gen fiir die Differentialgleichung (8.1) und (8.1) mit (8.2) heifit Anfangswertproblem.

Wir benutzen auch die folgende Kurzform fiir (8.1):
e = Pz, 2, .. %D p).

Im folgenden schreiben wir auch ‘DGL’ fiir ‘Differentialgleichung’ und ‘AB’ fiir ‘Anfangs-
bedingung’.

Man ist nun interessiert an den folgenden Fragestellungen beziiglich eines Differentialglei-
chungsproblems:
1. Unter welchen Bedingungen an F' existieren Losungen?
2. Wann ist eine solche Losung eindeutig?
3. Welche Eigenschaften haben die Losungen, z.B. wie hiéngen sie von den Anfangswerten
ab, wie lange existieren Sie (fiir welche Parameter ¢), gibt es periodische Losungen
(z(t) = z(t + Tp)), gibt es stabile Losungen (x(t) = const). ?
4. Wie findet man Losungen? Welche Typen von DGL lassen sich exakt 16sen, d.h. in
Termen elementarer Funktionen ausdriicken, welche numerischen Verfahren zur Losung
von DGL gibt es?

Differentialgleichungen trifft man in vielen Bereichen der Mathematik und in vielen Anwen-
dungen. Wir erinnern hier an ein Beispiel aus der Mechanik:

Die Bewegung eines Punktes im Raum wir beschrieben durch eine Kurve im R?
z:R! — R3
t +— x(t) := Lage des Punktes zum Zeitpunkt ¢.

2/(t) gibt dann die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ und z”(¢) die Beschleunigung zum
Zeitpunkt t an. Auf den Punkt wirke eine Kraft F', die vom Ort, der Zeit und der Geschwin-
digkeit des Punktes abhéingt, das heifit F = F(x,2’,t). Das Newtonsche Bewegungsgesetz
der Mechanik hat dann folgende Form

m-2"(t) = F(x(t), 2 (t),t).



Unter der Annahme, dass F, z(to) und 2’'(to) bekannt sind, versucht man, die Bewegungs-

kurve des Punktes zu bestimmen. Dies ist ein Anfangswertproblem der Form

2 (t) = %F(x(t),x’(t)i), x(to) = zo, 2'(to) = vo.

Viele weitere Beispiele aus der Mechanik, der Populationsdynamik, bei chemischen Reak-
tionen, elektrischen Schaltkreisen usw. finden Sie im 1. Kapitel des Buches von H. Heuser:
Gewdhnliche Differentialgleichungen, Teubner-Verlag Stuttgart, 6. Auflage 2009. Ich

empfehle Thnen sehr, sich dieses Kapitel anzusehen.

Beim Studium von gewthnlichen Differentialgleichungen kann man sich im Prinzip auf Glei-
chungen 1. Ordnung beschrinken, da man jede Differentialgleichung k—ter Ordnung in n
Variablen auf eine Differentialgleichung 1. Ordnung, nun allerdings in & - n Variablen trans-

formieren kann. Dieses Verfahren sei nun kurz beschrieben:

Reduktion einer Differentialgleichung k—ter Ordnung auf ein Differentialglei-

chungssystem erster Ordnung;:
k—mal

—N—
Gegeben sei eine Abbildung F': R" x ... x R" x R — R". Wir betrachten eine neue Ab-
bildung
F*:R"*" xR — R"*,
F*(y()a e 7yk—1,t) = (y17 e Yk—1, F(yOa e aykfht))?
—_——

€Rn-k

wobei y; € R” fiir alle j € {0,...,k — 1} sei.

Satz 8.1 (a) Ist x : (top —e,tp +€) C R — R™ eine Lisung des Anfangswertproblems
k—ter Ordnung

z®(t) = F(x(t),zMW(@),..., 2% D (1),1)

l’(to) = Qo

LL'/(tQ) = a1 (83)
2k (¢g) : Gk—1,

soist y:(to—¢e,to+e) CR— R

y(t) = (2(t), 2 (1),..., V(1))

eine Losung des Anfangswertproblems erster Ordnung

F*(y(t), 1) } 5.4

(ao,al, . .,ak,l).

y'(t)
y(to)

(b) Ist umgekehrt y(t) = (yo(t),..., yr—1(t)) eine Lisung von (8.4), so ist yo(t) eine
Lésung von (8.3).

Beweis: Nach Definition von F* ist y'(¢t) = F*(y(t),t) dquivalent zu

vo(t) = wi(t), 11(t) = va(t), o, Yoo(t) = vr1(t), Y1 (t) = Flyo, .., yr-1,1).



Die Behauptung folgt dann sofort durch Einsetzen:

x(t) 16st (8.3) = y(t) = (z(t),...,z*~V(t)) lost (8.4)
y(t) lost (8.4) = =(t) = yo(t) lost (8.3).

O

Bemerkung: Die gleichen Aussagen gelten, wenn F nur auf einer offenen Menge von R™* xR
definiert ist.

Beispiel fiir eine Reduktion: Sei M ein Massenpunkt an einer Feder. Das Koordinaten-
system sei so gewihlt, dass die Feder auf der z—Achse liegt und M sich in der Gleichge-
wichtslage in z = 0 befindet. Dehnt man die Feder horizontal oder driickt sie zusammen, so
wirkt eine Riickstellkraft K, die die Feder in die Gleichgewichtslage bringen will. Man stellt
fest, dass K(x) proportional zu —z ist, wobei K(z) zum Nullpunkt gerichtet ist, das heifit
K(x) = —k?z fiir k konstant und man erhilt die Schwingungsgleichung ohne Reibung:

m x” (t) = —k*x. (8.5)
Wir haben also folgende Abbildung zu betrachten

F:RxRxR — R,
k‘2
F($1,$2,t> = ——X,
m

das heifit (8.5) entspricht der DGL zweiter Ordnung x”(t) = F'(z,2’,t). Wir fithren nun
(8.5) auf eine DGL erster Ordnung zuriick

F*:RZxR — R?

. k?
F (y07y17t) = (y17F(yO7yl7t)) = (yla_gyo)

o),y (1) = (yi(t), f’fn—gyo(t)). Das heifit, (t) 16st genau dann (8.5), wenn
(yo(t),y1(t)) := (z(t),2'(¢)) folgendes Differentialgleichungssystem erster Ordnung 16st

vo(t) | _ y21(t) _ 02 1 Yo(t)
Y (t) —E 4o (t) —E 0 ) \wnt) )

Dies ist eine DGL der Form

und erhalten (y

y'(t) = A-y(t),

wobei A eine konstante Matrix ist. Solche DGL’en nennt man DGL-Systeme mit konstan-
ten Koeflizienten. Das Verfahren zur Losung solcher DGL werden wir in dieser Vorlesung

kennenlernen.

Geometrische Interpretation autonomer Differentialgleichungen

Wir betrachten jetzt einen speziellen Typ von DGL’en.

Definition 8.1 Eine DGL der Form z®)(t) = F(x(t),..., 2D (t)) heift autonom (das
heif$t, F' hingt nicht mehr von t selbst ab).

Die Losung einer solchen DGL kann man wie folgt geometrisch interpretieren.

Definition 8.2 Ein Vektorfeld auf einer offenen Menge U C R™ ist eine stetige Abbildung
X :U CR"™ — R". U heifit Phasenraum des Vektorfeldes X .



Definition 8.3 FEine C'-Kurve 7., : (—&,e) C R — U heifst Integralkurve des Vektorfel-
des X durch xg € U, falls gilt

X(Vao(t) = 7o, (t) Vte (—e,e) und
'710(0) = To.
D.h. X (74, (¢)) ist gleich dem Tangentialvektor der Kurve 7, in ¢.

Zur Erinnerung: Der Tangentialvektor an eine Kurve v im Parameter ¢ ist definiert als

R™.
h—0 h <

Die Integralkurven eines Vektorfeldes X : U C R™ — R” sind also Losungen der autonomen
Differentialgleichung
7' (t) = X(y(t)) mit der Anfangsbedingung

Die Losungen einer autonomen DGL erster Ordnung interpretiert man geometrisch als die
Integralkurven eines Vektorfeldes in seinem Phasenraum. Die Integralkurven heiflen deshalb

auch die Phasenkurven der autonomen DGL.

Beispiel 1: Wir betrachten das Vektorfeld X auf R gegeben durch
X:R — R
T — ax,

wobei a konstant sei. Dann sind die Integralkurven von X Losungen von +'(t) = X (y(t)) =
ay(t) mit v(0) = zo. Wir berechnen nun ~(t). Es gilt
7 (t)
(1)
Somit ist |y(t)| = e

= (In(|7(t)]) = @ und daher In(|y(t)]) =at+c¢, c€eR.

at at

- €, also y(t) = e - ¢ und folglich v(t) = e - 29 wegen v(0) = zo.

Beispiel 2: Wir betrachten das Vektorfeld X auf R2, gegeben durch
X :R? — R?
(x1,22) +— (x1,22).
Die Integralkurven von X durch ag € R? sind die Kurven
Yao (t) = €'a,

denn es ist 74, (0) = ap und 7, () = e*ag = X (74, (1))

Beispiel 3: Wir betrachten das Vektorfeld X auf R? gegeben durch
X:R* — R?
(x1,22) — (—x2,21)
Die Integralkurven von X durch ag = rge’*® € R? sind die Kreise
v(t) = (ro cos(t + to), ro sin(t + to)),
denn es ist
Yao(0) = (rgcosty,rosinty) = ree’® und

'yflo(t) = (—rosin(t +to),rocos(t +t9)) = X(Va,(t)).



8.2 Elementare Integrationsmethoden fiir Differential-

gleichungen erster Ordnung im R!
In diesem Abschnitt sei F': R x R — R stetig, und wir betrachten eine DGL im R! der Form

(1) = F(z(t),1).

8.2.1 Trennung der Variablen

Definition 8.4 Fine DGL mit getrennten Variablen (mit Anfangsbedingungen) ist eine
DGL im R folgenden Typs

(t t) - t

d(0) = S0 gla() 6
x(to) = wo,

wobei f : Iy CR — R und g : Iy C R — R stetig sind, g, # 0, (to,z0) € Iy x Iz und

Iy, Iy offene Intervalle.

Satz 8.2 Sei das Anfangswertproblem (8.6) mit getrennten Variablen gegeben und G eine

Stammfunktion von é auf Iy. Dann besitzt (8.6) auf einem hinreichend kleinen Intervall

J C I um ty eine Lisung. Diese ist gegeben durch

o(t) = G (Glao) + [ £5)ds).

Bemerkung: Der Definitionsbereich von x ist durch diejenigen ¢ gegeben, fiir die
t
G(zo) + /f(s) ds € Im(Q).
to

Beweis von Satz 8.2: Wir nehmen an, dass die Differentialgleichung (8.6) eine Lisung x
besitzt. Dann gilt 2/(t) = f(t) - g(z(t)). Da x stetig ist und x(tp) = xo € I, existiert ein
d > 0, so dass z(t) € I fiir alle t € (to—J,to+0). Wir integrieren die Gleichung % = f(¢)
von tg bis T'

T T T
/g(fc(t)) dt/f(t)dt.

In dieser Gleichung substituieren wir nun z = z(¢) und dx = z’(t) dt und erhalten

z(T) T
oo fo

1
G(z(T)) — G(xp) fiir G die Stammfunktion von J

Da nun é stetig ist und ohne Nullstellen, erhilt man % > 0 oder % < 0. D.h. aber, dass G
streng monoton ist und damit injektiv, so dass G=1 : Im(G) — I existiert. Damit hat man

(T) :G*l(G(xOH/f(t) ). (8.7)

T
z(T) ist definiert fiir diejenigen 7', fiir die G(zo + [ f(t)dt) € Im(G). Jede Losung der
¢

0
Differentialgleichung (8.6) hat also die Form (8.7). Man zeigt leicht, dass die in (8.7)
gegebene Funktion x die Differentialgleichung (8.6) tatséchlich 16st. O



Formales Vorgehen: Satz 8.2 rechtfertigt das folgende formale Vorgehen:

Wir setzen in (8.6) 2/(t) = 4

Seite. Danach integrieren wir links iiber x und rechts iiber ¢:

_ & 9 = f(t)dt = /

z(T)

Zo

Ist G eine Stammfunktion von ﬁ, so folgt

G(&(T)) = Glao) + / F(t)dt.

dx
g(z

und bringen alle x auf die linke und alle ¢ auf die rechte

;= /T F(t) dt.

(8.8)

(8.8) nennt man die implizite Form der Losung des Anfangswertproblems. Man 15st diese

Gleichung dann nach z(7T') auf und erhilt die explizite Losung des Anfangswertproblems.

Beispiel: Wir betrachten die DGL

2’ = tzr? mit der Anfangsbedingung z(0) = z. (8.9)

Ist xg = 0, so ist = 0 Losung auf R. Sei nun xy # 0. Wir nehmen zur Loésung die Trennung
der Variablen vor, das heifit ‘;—g = tdt. Damit ist

T
Jtdt
0

z(T)

Zo

Also ist 2(T) = ——

o 2

Diese Losung ist definiert auf
R, falls zp < 0 und auf dem
Intervall (— 5—0, \/?—0), falls
zg > 0. Das heifit, obwohl
die rechte Seite der DGL
F(z,t) = tz? auf ganz R?
definiert ist, kann man nicht
alle Losungen stetig auf R
fortsetzen. Ist der Anfangs-
wert xg > 0, so strebt die
Losung schon in endlicher
Zeit gegen oo. Ist xyp < 0, so
strebt die Losung bei t — oo
gegen einen Gleichgewichts-

zustand 0.

Y S T &
T - z(T) T

ey = 4

Zo

1
o

die Losung des Anfangswertproblems (8.9).

Lo
I
2 2
Y €T =
o 0 o t
| | -
X/—‘
To




8.2.2 Euler-homogene Differentialgleichungen

Definition 8.5 FEine (Euler)-homogene DGL ist eine DGL im R folgenden Typs

2(t) = f (9”:)> : (8.10)

wobei f: I CR — R stetig ist. Kurzform: 2’ = f(%).

Losungsmethode: Wir benutzen die Substitution u(t) = # Dann erhalten wir
-t—x 1 z\ (8.10) und Substitution 1
e et CLOBEY = 7 (F(w) =),

das heifit, 16st z(t) die Euler-homogene DGL (8.10), so 16st u(t) = @ die DGL mit ge-
trennten Variablen

1
(1) = 7(7 ()~ u). (s.11)
Wir bestimmen also u(¢) mit der Methode der Trennung der Variablen aus (8.11). Dann 15st
x(t) =t - u(t) die Euler-homogene DGL (8.10), denn

T

fw) —utu = f(3).

!

=t +u (&11)

Beispiel: Wir betrachten die DGL 2’ = 1 + § mit der Anfangsbedingung x(1) = o, und

wir suchen Losungen auf (0, 00). Dann gilt

_x(t) , ' -t—x 1 1
Somit ist w/(t) := 1, u(1) = zy zu lésen. Die Losung ist aber offensichtlich gegeben durch

u(t) = In(t) + . Folglich erhalten wir als Losung fiir 2’ = 1+ ¢, 2(1) = x¢:
x(t) = t(In(t) + zg) Vt € (0,00).

8.2.3 Die DGL der Form 2’ = f (%)

Zur Losung dieser DGL betrachten wir verschiedene Fille:
(1) Sei ¢ =y = 0. Dann gilt

v () () (),

at + Bx a+ BT t

Dies ist eine Euler-homogene DGL und mit der Substitution u = ¥ losbar.
(2) Sei @ = B = 0. Dann gilt

b
o = f (at+x+c>. (8.12)
Y Y Y
Wir nehmen folgende Substitution vor
b b
z(t) = gt—&—ffv(t)—I—E — =242y
Y Y Y Yo

(8.12) geht somit iiber in eine DGL mit getrennten Variablen



(3) Sei («, 8) # (0,0) und gelte

a b
det(a ﬂ) =af —ab=0,

das heifit die Zeilen sind linear abhéngig. Somit existiert ein A € R, so dass a = Aa und
b = AB. Als zu 16sende DGL erhalten wir

;o Mot + Br) +c
v _f( at + Bz + )

Substituieren wir durch z(t) = at + Bz, so erhalten wir

z’:a+ﬂx'=a+5f<)\z+c>.
z+

Das ist eine DGL mit getrennten Variablen.

(4) Sei nun
det [ “ ) 0.
et ( o B #*

Wir betrachten das Gleichungssystem

(8.13)

ary1+bra+c = 0
ary + Bro+v = 0.

Nach Voraussetzung existiert eine eindeutig bestimmte Losung (£, 7) des Gleichungssystems

(8.13). Wir nehmen die Substitution s =t — &, v = & — 5y vor. Dann liefert jede Losung der

DGL )
, at +bxr+c
= _— .14
v f(atJrﬂer’y) (8.14)

eine transformierte Funktion v(s) := z(s 4+ &) — n. Diese Funktion hat folgende Eigenschaft

a(s+&) +ba(s+€) +c
(aeorormerar)
f(a(s+§)+b(v+n)+c>

a(s+&) + Bv+n) +v

8.13 as + bv
o g (mri) o

V'(s) = 2'(s+€&) =

Dies ist eine DGL vom Typ (1). Lost umgekehrt v(s) (8.15), so lost x(t) = v(t — &) + 7
(8.14).

8.2.4 Die exakte Differentialgleichung

Definition 8.6 Sei U C R? offen und zusammenhdinged und P,Q € CY(U,R) zwei Abbil-
dungen mit Q # 0 auf U. Es gelte:

oP Q
— = 8.16
81‘2 81‘1 ’ ( )
Dann heifst die DGL
P(t, x(t))
() = —— 2 8.17
O =" Q) (547
exakte Differentialgleichung. (8.16) ist die Integrabilititsbedingung.
Kurzform: ' = —gg;g , % = g—g.

10



Satz 8.3 Sei ¢ : U — R eine C?—Funktion mit '% = P und 883?2 = @Q. Dann erhdlt man
eine Losung der exakten DGL (8.17) mit der Anfangsbedmgung z(to) = zo durch Auflosen

der Gleichung
¢(t, ) — ¢(to, m0) =0
nach x.
Beweis: Da %(to,%) = Q(to, o) # 0, kann man die Gleichung ¢(t,x) — ¢(tg,x9) =0 in
einer Umgebung von (¢, zo) eindeutig nach x aufldsen (Satz iiber implizite Funktionen aus

Analyis IT). Das heifit, es existiert eine C1-Funktion x : (tg —e,to +¢) — R mit x(ty) = 2
und ¢(t, z(t)) — ¢(to, xg) = 0. Differenzieren nach ¢ ergibt

09 09 o
S (ba(®) + 5 (a(t) /(1) = 0

=P(t,z(t)) =Q(t,z(1))

und wir erhalten 2/(t) = — ggiiggg Somit erfiillt die Auflssung z(¢) die DGL. a

Wir fligen einen Kommentar zur Existenz einer Funktion ¢, wie sie im Satz 8.3 benétigt

wird, an.

1. Aus der Forderung aax = P und a¢ = () erhilt man notwendigerweise die Integra-

bilititsbedingung an die DGL: g—g = Ofl 2 =2F,

2. Ist die Menge U C R? zusitzlich sternférmig, so ist die Integralilititsbedingung
g—gi = 687?1 notwendig und hinreichend fiir die Existenz einer Abbildung ¢ € C?(U,R)
mit %:Pund%:Q.
Dies sieht der mit Differentialformen und dem Lemma von Poincare vertraute Leser
(siehe Skript iiber Analysis auf Untermannigfaltigkeiten) folgendermafen ein:
Wir betrachten die 1-Form w = P(x1,22) dz1 + Q(x1,22) dre auf U. Fiir das Diffe-
rential von w gilt
oP 0Q oQ OP
di —dxa Nd —dzi Nd — — — | dx1 N dxs.
W = 92, T2 T + 91, X1 To = (am a@) X1 To
Die 1-Form w ist also genau dann geschlossen, wenn die Abbildungen P und @ die
Integrabilitdtsbedingung erfiillen. Da U sternférmig ist, gibt es dann eine (bis auf
Konstanten eindeutig bestimmte) Funktion ¢ auf U mit d¢ = w. Da
0¢ d¢

T + 7d$2,

d
¢81 0xa

ergibt der Koeflizientenvergleich mit w: aaTi = P und 8(% =Q.

Beispiel: Wir betrachten die DGL

t+1
=2t (8.18)
T+t
mit x(tp) = x¢ und tg + ¢ > 0. Wir 16sen das Anfangswert-Problem auf der sternférmigen
Menge U = {(z1,73) € R? | 71 + 22 > 0}. Die DGL (8.18) ist exakt, denn es gilt
oP 0Q

P(x1,20) =21+ 22+ 1, Q(x1,x2) =21 + 22, also 672:1:871'

11



Es gibt also eine Abbildung ¢ wie im Satz 8.3, die wir nun bestimmen. Es gilt

9¢

o (z1,22) = P(x1,20) =21+ 22+ 1 und folglich
1
2
¢($1,I2) = X1 +1‘2+1 dI1:ﬂ+l‘1($2+1)+01(1’2)
2

9¢

(x1,22) = Q(z1,22) =21 + 22 und folglich
8332

2
x
¢(x1,72) = / (z1 4 22) dagy = ?2 + z1x9 + co(x1).
Durch Vergleich beider Formeln ergibt sich
2 2
1
d(r1,22) = % + 2129 + 11 + const = 5(3:1 + 9)% 4 1 + const.

Wir haben damit die bis auf eine Konstante eindeutig bestimmte Funktion ¢ gefunden.

Nun miissen wir die Gleichung ¢(t, ) — ¢(to,z9) =0, also
1 2 1 2
§(t+f£) +t—§(t0+£ﬂo) —t():O

nach z auflésen. Wir erhalten (t + x)% = 2(t — t9) + (to + 20)? und somit

z(t) = \/(to + 20)% + 2(to — t) — t,
da x 4+t > 0. z(t) ist Losung der gegebenen DGL und der Definitionsbereich von x ist

(to + xo)?

{t€R|t0+ B)

>t}

Verallgemeinerung: Ist die Integrabilitdtsbedingung % = g—g fiir die DGL
/ P(t,x)

% nicht erfiillt, so kann die Exaktheit evtl. durch die Multiplikation mit einer
Funktion A € C1(U) erreicht werden.

Definition 8.7 Eine Funktion A\ € CY(U), X # 0 heifit integrierender Faktor (oder

Eulerscher Multiplikator) der DGL ' = —ggii; , falls

o(AP) _ 9(AQ)

8332 o 8,@1
Existiert ein solcher integrierender Faktor A, so kann man die exakte DGL 2’ = —iggig
wie oben beschrieben 16sen.
Beispiel: Sei U = {(z1,22) € R? | 21, 22 > 0}. Wir betrachten die DGL
5t + 223

Hier ist g—fz = 623 g—fl = 322, das heifit (8.19) ist nicht exakt. Aber die Funktion
A(z1,29) = 1 ist ein integrierender Faktor fiir die DGL (8.19). Somit kénnen wir die

exakte DGL 2’ = —% nach Satz 8.3 16sen.
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8.2.5 Die lineare Differentialgleichung
Definition 8.8 Fine lineare DGL ist eine DGL der Form
a'(t) = p(t)z(t) +q(t), (8.20)

wobei p,q : I — R stetige Funktionen auf einem zusammenhdngenden offenen Intervall I
sind. Ist q(t) = 0 so heifit ' (t) = p(t)x(t) homogene, lineare DGL. x’' = p(t)x + q(t) heifst
inhomogene, lineare DGL, falls q # 0.

Kurzform: ' = p(t)x + q(t).

Satz 8.4 Die Ldsungen der homogenen, linearen DGL x' = p(t)x sind die Funktionen
z(t)=c- efp(t)dt,

wobei ¢ € R konstant ist. Das Anfangswertproblem x' = p(t)x, x(tg) = xo, to € I, hat genau
eine Losung x : I — R, ndamlich
t
[ p(s)ds
z(t) =xg-eto
Beweis: Wir bestimmen die allgemeine Losung der Differentialgleichung 2’ = p(t)z. Dies

ist eine DGL mit getrennten Variablen. Wir 16sen die DGL zunéchst auf Intervallen J C I
mit x(t) # 0 fiir alle ¢ € J. Auf J gilt dann z(—(tt)) = p(t) und mit der Methode der Trennung

der Variablen folgt
d
in(lal) +C = [ = [pio)at.

also ist 2(t) = c- e/ PMd mit ¢ € R\ {0}, die allgemeine Losung der DGL auf Intervallen
J C I, auf denen x keine Nullstelle hat. Offensichtlich sind diese Losungen auf ganz I definiert
und besitzen dort keine Nullstelle. Deshalb ist die einzige Losung, die eine Nullstelle besitzen
kann die konstante Funktion x(t) = 0 fiir alle ¢ € I. Folglich ist die allgemeine Losung der
DGL gegeben durch

z(t) = cel PO

wobei ¢ € R eine beliebige reelle Konstante ist.
Ist nun zusétzlich eine Angangsbedingung x(tg) = z¢ gegeben. Dann bestimmt man damit
die Konstante c.

Sei P die Stammfunktion von p, d.h. P(t) = [ p(t)dt. Dann gilt x(ty) = ceP ) =z, d.h.

—P(to)

c=uxp-€ Daraus folgt fiir die Losung des Anfangswertproblems

P jt p(s)ds
(1) = 30 - e~ PE) PO _ g PO=Pto) _ i

Satz 8.5 Seix; : I — R eine spezielle Losung der inhomogenen DGL
' =p(t)x +q(t), ¢#0.
Dann erhdlt man alle Lésungen der inhomogenen DGL durch x = x5 + x., wobei
zo(t) = c- el PO

mit ¢ € R die allgemeine Lisung der homogenen DGL x' = p(t)x ist.
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Beweis: Seien x, und = Losungen der inhomogenen, linearen DGL. Dann 16st x — x, die

homogene, lineare DGL 2’ = p(¢)x. Somit existiert nach Satz 8.4 ein ¢ € Rmit z—x5 = z.. O

Aus diesem Satz ergibt sich die Aufgabe, eine spezielle Losung = der inhomogenen, linearen
DGL zu finden. Dafiir gibt es 2 Methoden:

1. Methode: Variation der Konstanten
Wir betrachten die Losung der homogenen, linearen DGL 2’ = p(¢)x:

z(t) = c- el PO

Wir machen den Ansatz: x4(t) := c(t)e P4 und bestimmen die jetzt von ¢ abhingende
Funktion ¢(t) so, dass x5 die inhomogene, lineare DGL 2’ = p(t)x + ¢(t) 16st. Dies ergibt
die folgende Bedingung an c(t):

pt)zs +q(t) = @ = (1) -l PO 1 e(t) - p(t) - el PO *
= (t) - el PO L p(t) . g (1),

Folglich ist ¢ (t) = q(t) - e~/ P4 ynd somit

oft) = / g(t) - e= It gy

Mit diesem c¢(t) ist
z5(t) = c(t) - e POt

eine Losung der inhomogenen, linearen DGL &’ = p(t)z + ¢(¢) (einsetzen und ableiten).

2. Methode: Spezielle Ansiitze fiir =, bei konstantem p(t) = «

(1) Ist die Storfunktion ¢(t) ein Polynom h(t) vom Grad m mit reellen Koeffizienten, so

setze fiir z4(t) ein Polynom @ vom Grad m an (« # 0).

(2) Ist q(t) von der Form h(t)-e*, h € R[t], so setze fiir z5(¢) die Funktion Q(¢)-e* (a # a)
bzw. t - Q(t) - e (o = a) an.

(3) Ist g(t) von der Form h(t) - cos(bt) oder h(t)-sin(bt), h € R[t], b # 0, so setze fiir z4(t)
die Funktion Q1 (t) - cos(bt) + Q2(t) - sin(bt) an.

(4) Ist g(t) von der Form h(t) - cos(bt) - e®* oder h(t) -sin(bt) - e, h € R[t], b # 0, so setze
fiir z4(¢) die Funktion Q1 (t)e® - cos(bt) + Q2(t)e® - sin(bt) an.

Dann setzt man den Ansatz in die inhomogene, lineare DGL ein und berechnet die Koeffi-
zienten des Polynoms Q(t) durch Koeffizientenvergleich.

Beispiel: Wir betrachten die inhomogene, lineare DGL und das Anfangswertproblem

o = tr+tet
(8.21)

z(0) = .
Die allgemeine Losung der homogenen DGL 2’ = tx ist

z(t) =c-el td =c-ert,
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Wir bestimmen nun eine spezielle Losung der inhomogenen, linearen DGL 2’ = tx + tet”
durch Variation der Konstanten. Sei zs(t) eine solche spezielle Losung, mit dem Ansatz
z5(t) = c(t)e2’. Dann gilt

’ ;2 2 t? 2 t2
xy(t) = e +cte? = tx,+tet = tee? +te' .

2 2 2 2
Folglich ist ¢/ = tet’ =% =teT = (e'7) und somit ist ¢(t) = e eine Losung fiir ¢(t) und
2

zs(t) = ¢! eine spezielle Lésung der inhomogenen, linearen DGL. Damit ist x(t) = e’ +eeT
allgemeine Losung der inhomogenen DGL. Wir bestimmen nun noch die Konstante ¢ aus
der Anfangsbedingung x(0) = z¢. Es gilt 29 = 1 + ¢, das heifit ¢ = 29 — 1. Somit ist

2 2
z(t)y=e€7 (67 + a0 — 1)

die einzige Losung des Anfangswertproblems (8.21).

8.2.6 Die Bernoullischen Differentialgleichungen

Definition 8.9 FEine Bernoullische DGL ist eine DGL des folgenden Types

2'(t) = p(t)x(t) + q(t)z ()", (8.22)
wobei a € R\ ({0} U{1}) und p,q: I — R stetige Funktionen sind.
Kurzform: o' = p(t)x + q(t)z®.
Fiir @ = 1 erhilt man eine homogene, lineare und fiir & = 0 eine inhomogene, lineare DGL.
Eine Bernoullische DGL wird durch die Substitution u(t) := x(t)1 = behandelt. Man erhélt

v o= (1-—a)r 2~

= (1-a)z™*(p(t)z + q(t)z")
= (I-a)q(t) + (1 — a)p(t)u.

(03

Fiir u(t) erhélt man also eine lineare DGL
u' = (1-a)p(t)u+(1—a)g(t).
Diese wird geldst. Dann erhélt man x(t) = u(t)ﬁ als Losung der Bernoullischen DGL.

Beispiel: Wir betrachten die DGL
1
=—-z+tyr, dh a= 3 (8.23)

Wir setzen u(t) := 2(t)2 und erhalten

1 1
v = ixféos' = —x 2 (—x+tJ/T) = a4 §t
1 1
= —= —t. 8.24
5Ut 5 (8.24)
Fiir die homogene, lineare DGL ' = f%u erhélt man nach Trennung der Variablen %“ =
—2dt und somit als allgemeine Losung u(t) = c- ezt
Um nun eine spezielle Losung us der inhomogenen, linearen DGL (8.24) v/ = —%u + %t

zu finden, machen wir den folgenden Ansatz mit einem Polynom ersten Grades als Losung:
ugs = at + b. Daraus ergibt sich

a = u, = —%us—i—%t
—3(at +b) + 3t.
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Dies hat zur Folge, dass 1(1 — a)t = 0 fiir alle ¢ und @ = —1b gilt und somit gelten mus8,
dass @ = 1 und b = —2 ist. Damit haben wir mit us(t) = ¢ — 2 eine spezielle Losung der
inhomogenen DGL (8.24) gefunden. Somit ist u(t) =t — 2 + ¢ e~ 2" ecine allgemeine Losung
der inhomogenen, linearen DGL (8.23), und wir erhalten

z(t) = (tf 24+c eiét)2

als allgemeine Losung von (8.23).

8.2.7 Die Riccatische Differentialgleichung

Definition 8.10 Eine Riccatische DGL ist eine DGL der Form

' = fo(t) 2(t)* + f1(t) () + f2(1), (8.25)
wobei fo, fi1, fo: I — R stetig sind.
Fiir fo = 0 handelt es sich dabei um eine Bernoullische DGL mit a = 2.

Die allgemeine Riccatische DGL (8.25) ist in der Regel nicht geschlossen 1osbar. Es gilt aber
die Aussage des folgenden Satzes.

Satz 8.6 Istx,(t) eine spezielle Losung der Riccatischen DGL (8.25), so sind alle Losungen
von (8.25) gegeben durch
x(t) = zs(t) + u(t), (8.26)

wobei u(t) eine beliebige Lisung der Bernoullischen DGL
u' =2 folt) zs(t) + fr(0)] ult) + fo(t) u(t)®. (8.27)
18t.

Beweis: Zunichst gilt fiir u = x — x,; die folgende Gleichung

-2 = (xta)(r—x) = (ut+2 ) (8.28)

Man zeigt nun beide Richtungen.
a) Hier zeigt man, dass, wenn z und z; Losungen von (8.25) sind, u := x — 5 eine Losung
von (8.27) ist. Es gilt
o o= 1 -1l
= for+fiz—foxl—f1a
= fo(@®—a2)+ fru
8.28
“29 g, u’ + (2 fo zs + f1)u,
d.h. (8.27) gilt.

b) Hier zeigt man, dass, wenn u eine Losung von (8.27) ist, x := x5 + v eine Losung von
(8.25) ist. Man hat

¥ =zl +

= forl + fizs + fo+ (2 foxs + f1) u+ fou?
= for? + fizs + fo + 2 forsw — 2 fors + frx — frzs + for® + fors — 2 z20 fo
= for*+ fi x+ fo,
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und somit erfiillt = x5 + u die DGL (8.25). o

Dieser Satz liefert eine Methode zur Losung einer Riccatischen DGL:
e Finde (durch Probieren oder Raten) eine spezielle Losung von (8.25).

e Lose (8.27) mit der Methode fiir eine Bernoullische DGL.
Beispiel: Wir betrachten die DGL
o =(1—-t)ax? + (2t —1)x—t (8.29)

Zunichst errdt man die spezielle Losung z; = 1. Um die allgemeine Losung dieser DGL zu
erhalten, hat man die Bernoullische DGL

v o= 21—+t -1))ut(1-u? = ut+(1—t)u? (8.30)

zu losen. Das ist eine Bernoullische DGL mit p(t) = 1, ¢(t) = 1 — t und @ = 2 in Formel

(8.22). Dazu betrachtet man die Transformation z(t) = 1. Dann ist

/ u’ 1 2
4= :—?(u—i-(l—t)u)
= —z4(t—1). (8.31)

Dies ist eine inhomogene, lineare DGL. Die Losung der entsprechenden linearen DGL 2’ = 2
ist 2(t) =cet.

Um eine spezielle Losung der inhomogenen DGL zu finden, machen wir den polynomialen
Ansatz z5(t) = at + b. Damit erhélt man wie im Beispiel aus dem vorigen Abschnitt a = 1
und b = —2, d.h. z,(t) = ¢ — 2. Somit erhélt man als

Losung von (8.31) : z(t)=t—2+ce !,
Losung von (8.30) : u(t) = F%ﬁ

und damit als Lésung von (8.29) : z(t) =xzs+u=1+ 15—24-#
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8.3 Allgemeine qualitative Aussagen iiber Differential-

gleichungen

8.3.1 Zur Existenz und Eindeutigkeit von Losungen des Anfangs-
wertproblems

Wir betrachten eine Differentialgleichung erster Ordnung im R™ mit Anfangsbedingung;:

' = F(x,t),

#(t0) — o, (8.32)

Wir wollen nun untersuchen, unter welchen Bedingungen an F' dieses Anfangswertproblem
eine Losung besitzt, bzw. unter welchen Bedingungen an F' es eine eindeutig bestimmte
(maximale) Losung z : I C R — R™ gibt. Wir betrachten zunéchst zwei Beispiele.

Beispiele:
1. Im vorigen Abschnitt hatten wir gesehen, dass fiir das AWP einer linearen DGL

!
T

p(t) z+q(t) mit p,g: I CR— R,
z(tg) = xo
genau eine Losung = : I C R — R existiert.
2. Das AWP 2/ = 2/|z| mit 2(0) = 0 hat unendlich viele auf R definierte Losungen, und

zwar die folgenden:

mit a € RT.

0 t<a,

Dies ist klar, denn es ist

it <a,

(t—a) : t>a,
Viee(t) =
|a(t) { 0
und somit z), = 2+/|x,].

AuBerdem ist z,(0) = 0. x, ist eine C'-Funktion, denn es ist

S = {Q(t—a) Dt > a,

0 :t<a.

Somit ist 2/, in ¢t = a und damit iiberall stetig.

In diesem Abschniitt wollen die folgenden Aussagen beweisen:
1. Ist F stetig, so existiert immer mindestens eine Losung (Satz von Cauchy-Peano).

2. Ist F Lipschitzstetig, so existiert genau eine Losung (Satz von Picard-Lindelsf).

Den Beweis dieser Sétze kann man auf das Studium von Fixpunktproblemen auf Riumen

stetiger Abbildungen zuriickfithren. Dies werden wir in dem néchsten Satz erldutern.
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Satz 8.7 Sei F': U C R" xR — R™ stetig, to € I C R und (x9,t0) € U. Dann sind folgende

Aussagen dquivalent:
1. Es existiert eine C'-Funktion x : I — R", die das Anfangswertproblem
' =F(x,t) , x(to) =m0 (8.33)
lost.

2. Es existiert eine stetige Funktion x : I — R™, die folgende Integralgleichung lost

z (t) = xo —|—/ F(z(s),s)ds. (8.34)

to
Beweis :

(=) Sei 2'(s) = F(x(s),s). Beide Seiten sind stetig, d.h. es existiert das Riemann-Integral

/t:x'(s)ds = /tF(x(s),s)ds

to
|

z(t) —x(to) = x(t) — zo.

(<=) Da F und x stetig sind, ist nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

die Abbildung
G:I — R”

s /ttF(a:(s),s)ds

0
stetig differenzierbar mit G’(t) = F(x(t),t). Damit ist x(¢) := z¢ + G(t) stetig diffe-

renzierbar, und es gilt 2/(t) = F(x,t) und z(ty) = xo. a

Folgerung 8.1 Sei C(I,R™) der Vektorraum der stetigen Abbildungen von einem Intervall
I C R nach R™ und Cy(I,R™) :={z € C(I,R") | (z(t),t) € U}. Weiterhin bezeichne

H: Cy(I,R*) — C(I,R"™)
r — Hx

den durch .
Hax(t) :== xo —l—/ F(x(s),s)ds
to

gegebenen Integraloperator. Dann list x € Cy(I,R™) genau dann das Anfangswertproblem

' = F(x,t), x(tg) = x0, wenn x ein Fizpunkt des Operators H ist.

Der eben bewiesene Satz zeigt, dass Fixpunktsitze zum Studium der Losbarkeit von Diffe-
rentialgleichungen niitzlich sein kénnen. Wir kennen bereits den Banachschen Fixpunktsatz,
der Aussagen iiber die Existenz von Fixpunkten kontraktiver Abbildungen in vollstngigen
metrischen Rumen macht. Wir werden im néichsten Abschnitt weitere Fixpunktsétze kennen-
lernen, die nur die Stetigkeit der Abbildung erfordern: den Brouwerschen und die Schauder-
schen Fixpunktsitze. Diese Fixpunktsitze werden zum Beweis der Existenz von Lisungen

von DGL niitzlich sein.
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8.3.1.1 Fixpunktsitze

Aus der Analysis-Vorlesung kennen wir bereits den Banachschen Fixpunktsatz (Skript
Grundkurs Analysis Kapitel 4.3, Satz 4.24). Wir wiederholen ihn hier nochmal.

Satz 8.8 (Banachscher Fixpunktsatz) Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum
und T : X — X eine kontraktive Abbildung , d.h. es existiert ein L € R, 0 < L < 1,
so dass

d(Tz,Ty) < L d(z,y) fir alle x,y € X.

Dann hat T genau einen Fizpunkt x* € X, d.h. T (z*) = z*.

Der Fixpunkt z* wurde mit Hilfe des Verfahrens der sukzessiven Approximation gefunden.
Dazu betrachtet man zu einem beliebigen Startpunkt zo € X die Folge z,, := T (z,—1),
n € N. Dann konvergiert (z,) gegen x*. Fiir die Konvergenzgeschwindigkeit gilt

1

* <
d(z*,zp,) < 1T

d(zo,x1) .

Wir benétigen nun weitere Fixpunktsétze, die auch fiir stetige Abbildungen zwischen nor-
mierten Vektordumen gelten. Dafiir mufl man sich auf bestimmte Mengen, sogenannte kon-

vexe Mengen einschrinken.

Definition 8.11 Sei E ein reeller Vektorraum. Eine Menge K C E heifit konvez, wenn
die Strecke Ty := {tx+ (1 —t)y | t € [0,1]} zwischen beliebigen Punkten x und y aus K
ebenfalls vollstindig in K liegt.

Beispiel: Kugeln in normier-
ten Vektordumen sind konvex,
wie eine einfache Rechnung un-
ter Anwendung der Dreiecksun-

gleichung zeigt.

Wir stellen nun die Frage, wann stetige Abbildungen auf konvexen Teilmengen eines nor-
mierten Vektorraumes Fixpunkte haben. Eine Antwort darauf geben die folgenden Fix-

punktsitze.

Satz 8.9 (Brouwerscher Fixpunktsatz) Sei B" := {z € R"||z| <1} C R" die ab-
geschlossene Einheitskugel im R™. Dann hat jede stetige Abbildung f : B"™ — B"

mindestens einen Fizpunkt.

Zum Beweis: Es gibt viele Beweise dieses Satzes. Einen analytischen Beweis finden Sie im
Buch von H. Heuser: Analysis 11, §228, Seiten 593-599. Dieser Beweis benutzt eine Approxi-
mation durch Polynome. Zwei andere Beweise finden Sie in der Bachelorarbeit Fizpunktsatz
von Brouwer von Christian Hund!.

Wir geben hier die Idee eines Beweises an, der die Grundidee der algebraischen Topologie

siehe http://www.math.uni-bielefeld.de/ emmrich/studenten/christianhund.pdf
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benutzt, die wir bei dieser Gelegenheit etwas erldutern wollen.

Die algebraische Topologie ist ein mathematische Gebiet, in dem Eigenschaften topologischer
Réaume und stetiger Abbildungen durch zugeordnete algebraische Groflen studiert werden.
Dabei wird jedem topologischen Raum X eine Gruppe G(X) und jeder stetigen Abbil-
dungen zwischen zwei topologischen Rdumen ein entsprechender Gruppenhomomorphismen
zugeordnet:

X topologischer Raum — G(X) Gruppe
f: X =Y stetige Abbildung +— fi.: G(X) — G(Y) Gruppenhomomorphismus

Die Zuordnung ist dabei so gemacht, dass fiir die Gruppenhomomorphismen folgende Regeln
gelten:
idy =id und (ho f), =hso f..

In der algebraischen Topologie werden verschiedene solche Zuordnungen konstruiert. Eine
davon ist z.B. die sogenannte k. Homologiegruppe Hy (X)), wobei k eine beliebige natiirliche
Zahl ist. Man kann die Homologiegruppen fiir die Einheitskugel B™ und ihren Rand, die
Sphére S™1, leicht ausrechnen. Man erhilt z.B.

H, 1(B") = 0,
H, ("' = Z.
Mit diesen Informationen kann man den Brouwerschen Fixpunktsatz dann folgendermafien

beweisen. Wir nehmen an, es géibe keinen Fixpunkt von f : B® — B™. Dann kénnen wir
die folgende stetige Abbildung g : B* — S™! definieren:

g : B" — S§n-1
x — m N S"~1 = der eindeutig definierte Schnittpunkt
des Strahls von f (x) durch z mit S™~!
Sei aulerdem
i Sl — Bn
T = x

die Einbettung, die ebenfalls stetig ist. Dann betrachtet man die folgende Verkniipfung
stetiger Abbildungen

id=goi : Sn—t SN B" AN gn—1
und geht zu den Homologiegruppen iiber

id=id, = (goi). : Hy 1 (") 2 H, y(B") 25 H, ,(S"1)

I I |
7/ 0 Z

Das heift aber nichts anderes als 0 = id = id, : Z — Z , was ein Widerspruch ist. O

Bemerkung: Der Satz gilt natiirlich auch fiir Kugeln mit beliebigem Radius.

Der nichste Fixpunktsatz ist eine Folgerung des Brouwerschen Fixpunktsatzes.
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Satz 8.10 (Fixpunktsatz fiir kompakte, konvexe Teilmengen des R")
Sei A C R™ eine nichtleere, kompakte und konveze Teilmenge des R™. Dann hat jede stetige
Abbildung f : A — A mindestens einen Fizpunkt.

Beweis: Da A kompakt ist, ist A abgeschlossen. Da A abgeschlossen und konvex ist, existiert

zu jedem x € R™ genau ein Punkt p () € A mit
Ipa (2) — @l = dist (A,2) := inf [ly — ]|
yeA

Dann ist der Projektionsoperator

pa R — A.
x +— pa(x) =: ,Lot von z auf A“
stetig. (Fiir den Beweis dieser Stetigkeit verallgemeinere man den Beweis von Satz 2.51 von
Analysis I fiir den Fall, dass A C H ein abgeschlossener Unterraum in einem Hilbertraum

ist, auf den Fall, dass A konvex ist. Siehe auch D.Werner: Funktionalanalysis, Satz V.3.2.)
Da A kompakt ist, ist A auch beschrinkt, d.h. es existiert ein r € R¥, so dass

AC B! :={xeR"||z| <r}.

Wir schrénken nun den Projektionsoperator auf die Kugel B} ein und betrachten die Ab-
bildung
H:=iofopys : B} a4 L> A <i> B,
H ist stetig. Nach dem Brouwerschen Fixpunktsatz existiert mindestens ein Fixpunkt yo €
B von H mit
Yo = H(yo) = fopa(yo).

Da das Bild von f in A liegt, folgt yo € A und somit py (yo) = yo. Damit ist aber
f (yo) = yo, d.h. yg ist ein Fixpunkt von f. a

Nun beweisen wir analoge Fixpunktsétze fiir beliebige normierte Vektorriaume F, die nicht
notwendig endlich-dimensional sein miissen, und die wir spater auf den Vektorraum der
stetigen Abbildungen E = C(I,R") anwenden kénnen.

Satz 8.11 (1. Schauderscher Fixpunktsatz) Sei E ein beliebiger normierter Vektor-
raum, K C E eine konvexe und A C K eine nicht leere, kompakte Teilmenge. Dann besitzt
jede stetige Abbildung f : K — A C K mindestens einen Fizpunkt z € A : f (z) = z.

Beweis: Sei € > 0 gegeben. Wir zeigen zunéchst die folgende
Behauptung:  Es existiert ein y. € K mit [|f (ye) — ye|| < e. (8.35)

Sei also € > 0. Wir betrachten die offene Uberdeckung
U :={K (v,e)},. - Da A kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung aus ¢/, d.h.

es existieren x1,...,z, € A, so dass
ACK (z1,6)U...UK (zp,¢).

Wir betrachten nun die konvexe lineare Hiille von z1, ...,z :

P
conv (x1,...,Lp) = {Z)\Mx“ )\MERZO, Z)‘uzl}'
p=1 w
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Die konvexe Hiille von endlich vielen Elementen eines normierten Raumes ist konvex und

kompakt (Ubungsaufgabe). Auflerdem liegt sie in einem endlich-dimensionalen Unterraum:
conv (z1,...,2,) C spang(z1,...,2,) = RI, wobel ¢ <p < occ.

Wir definieren nun die folgenden stetigen Abbildungen von A nach R:

0 e -z >
@u(JU) = . g ’
e—llz—mul : flz -zl <e
P
0= Pu
p=1
Pu
Y, = —.
! 2

Alle drei Abbildungen sind stetig, und es gilt 0 < 9, (z) < 1 und Zﬁzl Y, (x) = 1 fir
alle x € A. Die Abbildungen (v,,) sind also eine stetige Zerlegung der 1. Mit Hilfe dieser
Zerlegung der 1 definieren wir die Abbbildung

h: A — conv(zy,...,zp)
o D ()

Dann gilt die folgende Behauptung;:
Ih(z) —z|| < e fir alle z € A. (8.36)

Um dies einzusehen, betrachten wir

p
h(z) —z = Z@b#(x#—x) = Z Y (@) (3 — @) .
p=1 Cib€{l,,.,,p},
IEK(:!:“/,E)
Damit ergibt sich [ (z) — 2| < Y ¢ (2) [lzy — 2l < e
o S——

\ , <e

=1
Einer stetigen Abbildung f : K — A C K konnen wir nun die folgende stetige Abbildung

zuordnen:

hof : K25 A4 conv (r1,...,7,) C K.
Nun sind #1,...,2, € A C K und K ist konvex. Die konvexe Hiille C := conv(zy,...,x,)
ist die kleinste konvexe Menge, die z1,...,z, enthalt, somit ist C' eine Teilmenge von K.

Damit ist die Abbildung
h=ho ficonv(as,....z,) : C =conv(zy,...,xp) — C=conv(zy,...,p)

eine stetige Abbildung auf einer konvexen, kompakten und nichtleeren Teilmenge C' in ei-
nem endlich dimensionalen normierten Vektorraum. Nach Satz 8.10 existiert mindestens ein

Fixpunkt y € C von h

h(y)=y=hof(y).
Day e Cist f(y) € A. Damit folgt aus (8.36)

[ho f(y)—fWll=ly—f@l<e.

Damit haben wir folgendes gezeigt:
Fiir alle ¢ > 0 existiert ein y(e) € K, so dass ||f (y(e)) —y(e)|]] < e. Mit Hilfe dieser
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Eigenschaft konstruieren wir nun einen Fixpunkt von f. Dazu setzt man ¢ = % und erhélt

eine Folge (yn)pe; in K mit [|f (yn) —ynll < . Nun ist (f (yn)),—, eine Folge in der
kompakten, also folgenkompakten Menge A, d.h. es existiert eine Teilfolge (ynk)go=1 von
(Yn)peq mit

lim f(yn,) = 2z € A. (8.37)

Tr—00

Die Behauptung ist nun, dass z ein Fixpunkt von f ist. Man hat

[Yne =2l < lgne = F (n )|+ [ (yny,) =2
—_——— —_———

<-LF2 F28°0 wegen (8.37)

1
ng

und somit klim Yn, = 2. Die Abbildung f ist stetig, folglich konvergiert f (yn,) gegen f (z).
—00
Mit (8.37) hat man dann f (z) = z, also ist z ein Fixpunkt. ad

Der letzte Fixpunktsatz ist eine direkte Folgerung aus dem ersten Schauderschen Fixpunkt-

satz.

Satz 8.12 (2. Schauderscher Fixpunktsatz) Sei E ein normierter VR, K C E konvex
und nicht leer und f : K — K stetig. Ist

a) K kompakt oder
b) K abgeschlossen und f (K) relativ kompakt (d.h. der Abschluss cl f(K) kompakt),

so hat f mindestens einen Fizpunkt.

Beweis: a) Da K kompakt ist, ist aufgrund der Stetigkeit von f auch f(K) kompakt. Dann

wendet man den ersten Schauderschen Fixpunktsatz auf
f: K — f(K)==A C K

an.
b) Hier ist K abgeschlossen und f(K) C K. Damit gilt fiir den kompakten Abschluss, dass
clf(K) C clK = K. Nun wendet man den ersten Schauderschen Fixpunktsatz auf

f: K — cf(K)=A C K

an. O

Zum Beweis von Fixpunkten fiir den Integraloperator H aus Abschnitt 8.3.1 bendtigen wir
noch ein Kriterium fiir die relative Kompaktheit von Mengen stetiger Abbildungen, das wir

nun behandeln werden.

8.3.1.2 Kompaktheit von Mengen stetiger Abbildungen (Satz von Ar-
zela/ Ascoli)

Wir erinnern zunéchst die folgenden Ergebnisse der Analysis I Vorlesung.

1. A C R™ kompakt <= A abgeschlossen und beschrinkt. (Analysis I, Satz 2.35, Satz
2.37)

2. Sei (X, d) ein vollstéindiger metrischer Raum. Dann gilt:
A C X kompakt <= A abgeschlossen und total beschrinkt. (Analysis I, Satz 2.36, Satz 2.37)
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3. Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum und E ein endlich-dimensionaler reel-

ler normierter Vektorraum. Dann ist C(X, E) ein Banachraum beziiglich der Norm

[flloo == maxzex [ f(2)]|e-
Fiir Teilmengen des Banachraumes C(X, E') hat man das folgende Kompaktheitskriterium
M C C(X,E) kompakt <= M abgeschlossen, beschrinkt und gleichgradig stetig.

Dies ist die Aussage des folgenden Satzes.

Satz 8.13 (Satz von Arzela-Ascoli) Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum, E ein
endlich-dimensionaler reeller normierter Vektorraum und C (X, E) .= {f : X — E| f stetig}
der Banachraum der stetigen Abbildungen mit der Mazimumnorm:

1£lloo := max || f ()l -

Dann gilt: M C C (X, E) ist kompakt < M ist
e beschrankt,
e abgeschlossen und

e gleichgradig stetig, d.h.

Ve>030>0, so dass fir d(z,y) < ¢ folgt, dass ||f (x) — f(y)|| <eV f e M.

Beweis: Wir beweisen nur die Richtung (<=), da wir im folgenden nur diese bendtigen.
Den Beweis der anderen Richtung findet man in jedem Buch iiber Funktionalanalysis.

Sei also M C C (X, E) beschriinkt, abgeschlossen und gleichgradig stetig.

Behauptung: M ist kompakt.

Nach Satz 2.33 der Vorlesung Analysis I gilt aber: (X, d) kompakt = X ist separabel,
d.h. es existiert eine abzihlbare, dichte Teilmenge A := (z1,z2,...) in X. D.h., fiir M ist

Zu zeigen:

Sei (fn)52; eine Folge in M. Dann existiert eine beziiglich || - ||oc konvergente

Teilfolge mit Grenzwert in M, d.h. eine gleichméflig konvergente Teilfolge von
(fn)%ozl in X.

Sei nun (f,)52; eine Folge von Funktionen aus M.

Da M beschrinkt ist, existiert ein ¢ > 0 so, dass: || fn]|, < ¢. D.h. aber, dass || f, (z:)|| g <
| frllo < c fiir alle 4,n aus N.

Die Menge {f, (x1)|n € N} C E ist also beschrinkt in £ = R™. Damit ist aber deren
Abschluss cl{f, (z1) |n € N} abgeschlossen und beschrinkt in F ~ R™. Da nun E endlich-
dimensional ist, ist dieser Abschluss kompakt und damit folgenkompakt. Wir haben also
eine konvergente Teilfolge (f, (1), fn, (z1),...).

Dann ist ebenfalls die Folge (fy,(x2)|é € N) beschriankt in E, d.h. sie enthilt wieder eine
konvergente Teilfolge f, (2), fm, (T2),. ...

Analog existiert eine konvergente Teilfolge f,, (23), fp, (x3),... von (fy, (x3)) usw.

Man definiert nun die folgende Menge von Funktionen (mit Hilfe des Diagonalisierungsver-

fahrens):
fl = f'rL17 fQ = fm27 f.?, = fp37

Dann konvergiert die Folge (fi(x,))52, fiir alle fixierten n € N.
Wir beweisen nun die folgende
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Behauptung: Die Folge (f;)22, ist in (C(X; E), | - ||oc) konvergent.

Wegen der Vollstédndigkeit des normierten Raumes (C(X; E), || - ||oo) geniigt es
zu zeigen, dass (f;)$2, eine Cauchy-Folge beziiglich || - ||oo ist.

Dazu benétigen wir die folgenden beiden Fakten.

e Sei ¢ > 0. Da M gleichgradig stetig ist, existiert ein § > 0, so dass fiir alle x,y mit
d(z,y) <0 gilt, dass | f(z) — f(y)l| <e.

e Da X kompakt ist, existieren endlich viele Kugeln K; ..., K; vom Radius g, die X

iberdecken.

Da die Menge A := {z1,22,...} dicht ist in X, enthilt jede dieser Kugeln einen Punkt z;
aus A. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit gelte x, € K fir i =1,...,d.
Da nun die Folge (f;(xx,))22; in E konvergiert, ist sie eine Cauchy-Folge in E, d.h. es existiert

ein g (€) , so dass

i (xkz) - fj (xkz)

‘<5 Vi,j >0 (e), l=1,...,d. (8.38)

Sei nun = € X ein beliebiger Punkt. Dann existiert ein K;, mit € Kj,, d.h. d (x, a:;%) < 4.
Da M gleichgradig stetig ist hat man

I.fi(z) = filar,)| < e fir alle i € N. (8.39)
Folglich gilt nach (8.38) und (8.39) fiir ¢, > ig(e)

I1fi@) = @) < 1fi(x) = filwn Il + 1 fi@ry, ) = Fi@r )+ 1 f5(@n,) = F@)]
eEt+e+e
= Je.

IN

Das heiBt aber, dass || f; — fj||Oo < 3 ¢ fiir alle i, > ig. Damit ist (f;)2, eine Cauchy-Folge
in C(X, F) und konvergiert somit gegen ein f € C(X, E). Da nun aber M abgeschlossen
ist, liegt f auch in M. Damit hat die beliebige Folge (f;);=, eine in M konvergente Teilfolge
(fm, )32, M ist also kompakt. ad

Wir werden im néchsten Abschnitt die folgende Variante des Satzes von Arzela-Ascoli

benutzen, die wir mit dem letzten Beweis ebenfalls gezeigt haben:

Satz 8.14 (Satz von Arzela-Ascoli-2) Sei(X,d) ein kompakter metrischer Raum, E ein
endlich-dimensionaler reeller normierter Vektorraum und C (X, E) der Banachraum der
stetigen Abbildungen mit der Maximumnorm || - ||oo. Dann gilt:

Ist M C C (X, E) eine beschrinkte, gleichgradig stetige Teilmenge von Abbildungen, so ist
M relativ kompakt.

Wir haben nun alle Vorbereitungn zusammen, um die Existenz- und Eindeutigkeitssétze fiir

unsere Differentialgleichungen zu beweisen.
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8.3.1.3 Der Existenzsatz von Cauchy und Peano

Wir beweisen nun den Satz iiber die Losbarkeit des Anfangswertproblems =’/ = F(z,t),

z(to) = 0.

Satz 8.15 (Existenzsatz von Cauchy und Peano)
Sei F': U C R* xR — R" stetig, U offen und (xg,tg) € U. Seien desweiteren a,b > 0 so
gewdhlt, dass der kompakten Bereich

Q@ = {(y1) eR" xR | [y —zol| <b, [t —to] < a}
i U liegt und bezeichne

M = max ||F (y,t und
max [[F (3.)]

:= min ai
o = STk

Dann ezistiert mindestens eine Losung x : [to — 0,tg + 0] — R™

des Anfangswertproblems A U
2 = F(x,t), To+b | __
z (to) = xo, z0 -
und diese erfillt g —bl _ 0
|z (t) — xo|| < b fiir alle t € [to — 0,10 + o). | ‘ o
to— o to to+o

Beweis: Sei I := [ty — 0,t9 + o]. Nach Satz 8.7 ist die Existenz einer stetigen Abbildung
x € C(I,R™) mit

z(t) = :Eo+/ F(x(s), s)ds

zu beweisen.
Sei fi, € C(I,R™) die konstante Abbildung fy,(t) = ¢ fiir alle ¢ € I. Wir betrachten nun
die abgeschlossene Kugel vom Radius b um f,, in C(I,R™) bzgl. der Norm ||.|| :

K = {feCILR") | |f = fullc <O}
= {feCLR") | [[f() -zl <bVEeT}.

K ist konvex und abgeschlossen und es gilt K C Cy (I, R™).

Fiir den Integraloperator

H: Cy(I,R") — C(I,R")
x — Hzx wobei (Hx)(t) :9:0+/ F (z(s),s) ds,

to

beweisen wir nun der Reihe nach die folgenden Behauptungen:
1. H (K) C K fiir die konvexe, abgeschlossene Menge K,
2. H: K — K ist stetig und

3. H (K) relativ kompakt in (C (I,R"), |||/ )-
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Wire diese Behauptungen bewiesen, so wiirde aus dem 2. Schauderschen Fixpunktsatz fol-
gen, dass H mindestens einen Fixpunkt z hat, d.h. dass eine Losung © € K C C(I,R")
von
t
x(t) = xo—i—/ F(x(s),s)ds
to
existiert. Da die Losung in der Kugel K liegt, gilt ||z (¢) — zo|| < b fiir alle ¢t € I.

Beweis von 1. Fiir ¢ € K folgt ||x — f,|| = maxier ||x(t) —xo]| < b. Damit ist (z (s),s) € Q
fiir alle s € I, und somit gilt nach Definition von M, dass ||F (x(s),s)|| < M fiir alle
z € K, s € I. Daraus folgt

1Hz ~ faolloe = max |[Hz () — ol

- maXH/t F(z(s),s)ds |

tel

< max|/t IF (2 (s).5) | ds |

tel ————
<M
< M (t —
< max M (¢ —to)|
< M-o
é b7

dh. Hz € K = cl K(fz,,b).

Beweis von 2. Wir haben zu zeigen, dass H : K — K stetig ist.
Sei € > 0 gegeben. Da @ kompakt ist, ist Fjg : @ — R™ gleichmifig stetig, d.h. es existiert

ein § > 0, so dass

S .
1F (y1,8) = F (y2, )l < fiir alle (y1,7), (32, ¢) € Q mit flyr —g2f| <o (8.40)

Seien nun f,h € K = cl K(fz,,b) zwei Funktionen mit ||f — k|, < . Dann kann man die
folgende Behauptung beweisen:

|Hf—Hh|, <e (dh. H ist auf K sogar gleichméBig stetig) :

Wegen || f — h|| = maxcr || f(¢) — h(2)| < d gilt, dass || f (£) — A (t)||g. < ¢ fiir alle t € I und
somit aufgrund von (8.40)

IE(f(t),t) — F(h(t),)] gg fiir alle ¢ € 1.

Damit ist
|Hf = Hhllo = wax|Hf (t) - Hh (1)
= maxl [ F(9),9) = F(h(),9)ds |
t
< max| | [F(f(s),s) = F(h(s),s)] ds |

tel o

Damit ist 2. gezeigt.
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Beweis von 3. Es ist zu zeigen, dass H(K) relativ kompakt ist.

Wir betrachten die Menge von Funktionen
M:=H(K)={Hf|feK}cC(,R")

und wenden darauf den Satz 8.14 von Arzela-Ascoli an, der besagt: Ist M beschrankt und
gleichgradig stetig, so ist M relativ kompakt. M = H (K) C K ist beschriinkt, da die Kugel
K beschrankt ist.Wir haben also noch zu zeigen, dass M gleichgradig stetig ist.

Sei € > 0 gegeben und sei § := 7. Dann gilt fiir ¢1,¢3 € I mit [t; — 2| <0 und f € K:

IHf (t1) — Hf (t2) ||

H t1F<f<s>,s>ds—/2F<f<s>,s>ds ||

to

H tQF(f(s),s)dsH

[2)
<[PG9 s
t1 S——
€Q
to
< Mds |
t1
= |t —t1|M
< OM=c¢
Damit ist M gleichgradig stetig.
Wir haben also
H K — H(K)CK stetig
) T
abgeschlossen, konvex relativ kompakt .

Damit existiert mindestens ein Fixpunkt x € K von H und somit eine Losung der
Integralgleichung (8.34). a

8.3.1.4 Der Satz von Picard—Lindelsf

Wie das Beispiel am Anfang dieses Abschnittes gezeigt hatte, konnen mehrere, sogar unend-
lich viele Losungen eines Anfangswertproblems existieren. Daraus ergibt sich das folgende
Problem: Unter welchen Bedingungen an F' existiert eine eindeutige Losung des Anfangs-

wertproblems ' = F(z,t), x(to) = xo?

Definition. Sei F' : U C R" x R — R und U offen. F' heifit Lipschitzstetig bzgl. der

R"—-Variablen auf einer Teilmenge Q C U, falls eine Konstante Lo > 0 existiert, so dass

HF(Q’Jl,t)—F(.TQ,t)H SLQH.’El —332” V(.’I,‘l,t), (x27t) GQ. (841)

Wir wissen, dass jede stetig differenzierbare Funktion f : [a,b] — R Lipschitzstetig ist. Dies
wird verallgemeinert durch den folgenden Satz.

Satz 8.16 Sei F': U C R™ x R — R" stetig differenzierbar, W x [a,b] C U und W C R"™
eine kompakte, konvexe Teilmenge. Dann ist F' Lipschitzstetig bzgl. der R™—Variablen auf
Q:=W x[a,b].
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Beweis: Sei F = (F1,...,F,) : U C R" xR — R™ Da F € C'(U,R"), gilt fiir die

Komponenten Fj, von F':
Fy(-,t) € CH(W,R) fiir alle t € [a,b] =: I.

Nun wenden wir den Mittelwertsatz (Satz 6.6) aus Kapitel 6.1. an. Seien x1,29 € W, t €
[a,b]. Dann existiert ein £,y € Z1w2 C W, so dass

Fy(x1,t) — Fi(x2,t) = ( gradgn F (&, ), 21 — 22 ).

Damit erhalten wir

|F(e1,t) = Faa, )2 = 3 [Fular,t) — Fu(wa, )
k=1

NE

| gradgn Fi (&g, t) |12 |21 — 22?

B
Il
—

n
>
j=1

Fy

ij (5k;t)

‘ 2

2

OFy,
(R

< n? max |——
cewtel | Qx;
k,j=1...n J

(&:1)

Dieser Ausdruck existiert, da W x I kompakt und gfk stetig ist.
B

Damit ist | F(x1,t) — F(xo,t)|| < Lg ||z1 — 22l O

Satz 8.17 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard—Lindel6f)
Sei F: U C R" x R — R" stetig, U offen und (xo,t9) € U. Seien a > 0 und b > 0 so
gewdhlt, dass die kompakte Menge

Q:={(y,t) € R" xR | [ly — zo| <, [t —to| < a}

in U liegt. Bezeichne desweiteren

b
M = max ||[F(y,t und o :=min|a,— |.
mox [ (1.0 (e37)

Sei nun F zusdtzlich Lischitzstetig auf @ bzgl. der R™-Variablen. Dann hat das Anfangs-
wertproblem ' = F(z,t), x(to) = o genau eine Lisung x : [to — 0,tg + 0] C R — R"
und diese erfillt ||x(t) — xol| < b fiir alle t € [tg — o, tp + o].

Beweis: Sei I := [tg — 0,tg + o]. Wir betrachten wie im Satz 8.15 von Cauchy-Peano den
Integraloperator

H : Cy(I,R") — C(I;R")
¢
x — Hzx wobei  Hux(t) :xo—l—/ F(z(s), s)ds.

to

Wir wollen nun den Banachschen Fixpunktsatz anwenden. Dazu betrachten wir wieder die
abgeschlossene Kugel K in C'(I,R™) um die konstante Abbildung f,:

K = {pe C(I,R") | |lo(t) —xo|| <b furallete I}.

Da C(I,R™) mit der Maximum-Norm || -||« vollstéindig und K abgeschlossen ist, ist K selbst

ein vollstdndiger metrischer Raum mit der Metrik

doo (1, p2) = max 1 (t) — w2()|l-
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Wir wissen aus Satz 8.15 bereits, dass H die Kugel K in sich abbildet und dass H : K — K
stetig ist. Da jetzt die Abbildung F' sogar eine Lipschitz-Bedingung erfiillt, erhalten wir
mehr. Bezeichne L die Lipschitz-Konstante von F' auf ). Dann gilt

[Her (t) = Hes (1)

IN

’ /tt |F (p1(s),8) — F (p2(s),s)| ds’

IN

L.

o1 (5) = 2 (5)1 s (8.42)

Damit ist [[Hp1 — Hpalloo < L o |1 — 2|, d-h. H: K — K ist eine Lipschitzstetige
Abbildung mit der Lipschitz-Konstanten L - .

Nun ist H aber im Allgemeinen nicht kontraktiv, es sei denn wir verkleinern die Intervall-
Lange o so dass Lo < 1. Dies wollen wir aber nicht tun. Statt dessen umgehen wir dieses
Problem, indem wie eine andere, zu ||.||o dquivalente Norm definieren, beziiglich der H
kontraktiv ist:

Sei a € C(I,R) und « (I) C [r, s]. Dann definiert man die gewichtete Norm
[l = max | €% (1)

Fiir diese Norm gilt €”[|¢]|oc < [|¢]loo,a < €°]|¢]loo, d.h. [|.|loo und ||.||oo,a sind dquivalente

Normen. Folglich ist (C'(I,R"),|.|lco,o) €in Banachraum und K C C(I,R"™) abgeschlossen
beziiglich ||.||co,q- Also ist

(K; doo,a) mit doo,a (9017 L)02) = ”901 - 902”00,04

ein vollstdndiger metrischer Raum fiir alle o € C(I,R).
Wir betrachten diese Norm nur fiir die Funktion o mit «(t) := —L - |t — to| fir t € I.

Multiplizieren wir nun (8.42) mit e~Zl*~%l 5o erhalten wir
e Il Hepy (1) — Hes (1))

t
L e blt=tol . ‘/ elrlsmtol = Homtol |l (5) — oo (s)|| ds
to

IN

IN

t
. e-Llt—to] . ‘/ ells=tol ds | o1 — @l o o
to

—_——
—f(eHrl-)

IN

(1—e") o1 — @2ll o

Diese Gleichung gilt fiir alle ¢ € I. Setzt man ¢ := (1 — e~1?) so erhiilt man

[Hor = Hpolloo o < @ llo1 = 02l 0

mit 0 < ¢ < 1 und fiir alle @1, 2 € K. D.h. aber, dass H : K — K kontraktiv beziiglich der
Metrik duo,q ist. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat H also einen Fixpunkt z € K.
Es existiert somit genau eine Losung = des Anfangswertproblems o’ = F(z,t), z(to) = zo
mit dem Definitionsbereich I, := [tg — 0,t9 + o] und der Bedingung ||z(t) — || < b fiir
alle t € I,.

Es bleibt zu zeigen, dass diese Losung die einzig mogliche auf I, ist. Angenommen, es géibe
eine weitere Losung * : I, — R"™ des Anfangswertproblems mit x # z*. Diese Losung mufl
die Kugel K (xo,b) verlassen. Folglich existiert ein 7 mit 0 < 7 < o, so dass fiir das Intervall
I = [to—T,to+7] gilt: 2*(I;) C el K(xg,b), der Punkt z*(tg +7) oder der Punkt *(tg— )
liegt auf dem Rand der Kugel K (xg,b) und z*(¢) verliBt die Kugel ¢l K(xg,b) nach dem
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Parameter t; := tg + 7 (bzw. vor dem Parameter t; := ¢ty — 7). Wir wenden die obigen

Argumente auf das Intervall I, an und erhalten
z|r, = 21,

Insbesondere liegt dann der Punkt x(¢;) ebenfalls auf dem Rand der Kugel K (z,0), d.h. es
gilt
[l (t1) = zol| = b.

Aus der Integralgleichung fiir die Losung x folgt aber

ty
Hx(tl)f:roH:H/F( dsH<’/HF )l ds| < M-Jt;—to] = M -7 < M- <b.
Dies ist ein Widerspruch. O

Den Fixpunkt im Banachschen Fixpunktsatz erhélt man explizit durch ein Iterationsverfah-

ren. In unserem Fall liefert dies die folgende Approximation der Losung des AWP:

Folgerung 8.2 FEs seien die gleichen Voraussetzungen wie in Satz 8.17 erfillt.

Die eindeutig bestimmte Lisung x : I — R™ des Anfangswertproblems x' = F(x,t),
z(to) = xo, mit der Eigenschaft ||z(t) — xo|| < b fir alle t € I erhilt man durch folgendes
Iterationsverfahren:

Es sei (py) die iterativ definierte Funktionenfolge

wo(t) == mo
on(t) = (Hpn—1)(t) Viel.

Dann konvergiert die Folge (¢y,) gleichmdfig gegen die Losung x und es gilt folgende Feh-

lerabschdtzung:
M L™
t)— o) < ————
I=(t) - 001 < oy

wobei L die Lipschitzkonstante fir F' und M die Schranke von F auf Q) ist.

[t —to|"t  Vtel,

Beweis: Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber n:

n=0:

t
F(x(s),s)ds

to

() = zol = < M|t —to]

n—1+——n:

() = en(®)]l

[Hx(t) = Hona(1)]]

[ 1~ Fonsto ] as

o] [ o) = s

I.Vor [ -MIL™1 t
< — /|s—t0|”ds
to

n!
n

B <M‘+L*> £ = tol"™*". .

n

IN

IN

Wir wollen im Folgenden oft Aussagen iiber beliebige Anfangswerte treffen. Deshalb stellen
wir nun eine etwas stirkere Bedingung an F'.
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Definition 8.12 Sei F' : U C R™ x R — R" eine Abbildung und U offen. F heifst lo-
kal Lipschitzstetig bzgl. der R™-Variablen, falls jeder Punkt (xo,t9) € U eine Umgebung
V(zo,to) C U besitzt fiir die F|y Lipschitzstetig bzgl. der R™-Variablen ist.

Wie oben folgt wiederum, dass jede C'-Abbildung F : U C R® x R — R" lokal Lipschitz-
stetig bzgl. der R™-Variablen ist. Wir iiberlassen dem Leser die folgende Feststellung als
Ubungsaufgabe:

Lemma 8.1 FEine stetige Abbildung F : U C R" x R — R"™, U offen, ist genau dann
lokal Lipschitzstetig bzgl. der R™-Variablen, wenn F' Lipschitzstetig bzgl. der R™-Variablen
auf jeder kompakten Teilmenge K C U ist.

Aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatzes von Picard-Lindeloff erhédlt man dann:

Folgerung 8.3 Sei F' : U C R" x R — R" stetig und lokal Lipschitzstetig bzgl. der R™-
Variablen. Dann existiert zu jedem (xg,to) € U ein € = e(xg,to) > 0, so dass das Anfangs-
wertproblem x'(t) = F(x(t),t), z(to) = o auf dem Intervall [to — €,to + €] eindeutig losbar
15t.

Beweis: Betrachten () wie in Satz 8.17 und setzen ¢ := min(a, ). ad

Folgerung 8.4 Sei F : U C R™ x R — R" stetig und lokal Lipschitzstetig bzgl. der R™-
Variablen. Stimmen zwei Lisungen ¢, : I C R — R™ der Differentialgleichung «' = F(x,t)

in einem Parameter aus I tberein, so gilt bereits ¢ = 1.

Beweis: Seien ¢ und v zwei Losungen der DGL auf dem Intervall I mit o(tg) = ¥(to) fiir
eintyg €. Sei J:={tel]|e()=1(t)} C I Wir missen zeigen, dass J = I. Dies ist ein
typisches Zusammenhangsargument: Es gilt

L] J#@,datoeJ.
e J ist abgeschlossen in I, da ¢ und v stetig sind.

e J ist offen in I: Sei ¢t; € J. Nach Folgerung 8.3 existiert ein € > 0, so dass
Sﬂ\m(tl—s,tl-s-e) = 1/)|Iﬁ(t1—e,t1+e)'

Folglich ist I N (¢t —e,t; +¢) C J. Damit ist J offen in 1.

Da I als Intervall zusammenhéngend ist, folgt J = I. |

8.3.2 Die Abhingigkeit der Losung einer Differentialgleichung von
den Anfangswerten

Es sei F': U C R® x R — R” stetig und lokal Lipschitzstetig bzgl. der R™-Variablen. Mit
¥z, bezeichnen wir die (lokal) eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems

' = F(x,t), (tg) = xo. Wir untersuchen nun die Frage, wie sich die Losung ¢,, #ndert,
wenn man den Anfangswert xq variiert?

Dazu beweisen wir zunéchst eine auch fiir spitere Zwecke niitzliche Ungleichung.
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Lemma 8.2 (Gronwall-Ungleichung)
Es seien u,v : [a,b] — R stetige, nichtnegative Funktionen und es gelte
t
o(t) < C’+/v(s)u(s)d3 Ve lab],
a
wobei C' eine nichtnegative reelle Konstante ist. Dann gilt

t
[ u(s)ds

v(t) < C-e Vtela,b.

Beweis: 1. Fall: Sei C' > 0. Wir betrachten auf [a, b] die Funktion
¢

f@)=C+ /v(s)u(s) ds

a

Dann gilt 0 < C' < f(t) und v(¢t) < f(¢t) fiir alle ¢ € [a, b]. Des Weiteren folgt

F1(#) = o(t) - u(t) < f(2) - ul®).
Da f(t) > 0, folgt % = < 1n f(t) < u(t). Durch Integration erhélt man

t t
Ju(s)ds

In(f(£)) - In(f(a)) < / u(s)ds, also f(t) < fla)-eh O e

a

ftu(s) ds

f u(s) ds
Folglich ist v(t) < C-e d fiir alle ¢ € [a, b].

2. Fall: C = 0. Die Behauptung in diesem Fall lautet: v(¢) = 0 fiir alle ¢ € [a,b]. Nach

Voraussetzung ist
¢

v(t) < /v(s)u(s) ds Vte]a,b].

a

Somit gilt fiir jedes € > 0
t
o(t) < & + /v(s)u(s) ds  Vitelab.

Wir wenden das Ergebnis aus dem 1. Fall an und erhalten

t
Ju(s)ds
0 <w(t) Sz—:~eaf

fiir alle € > 0 und t € [a,b]. Lassen wir nun ¢ gegen 0 laufen, so folgt v(t) = 0 fir alle
t € la,b. O

Satz 8.18 (Stetige Abhingigkeit der Lésung von der Anfangsbedingung)
Sei F: U CR" xR — R" auf U stetig und Lipschitzstetig bzgl. der R™-Variablen mit der
Lipschitzkonstanten L. Seien (xq,to), (z3,t0) € U und

Pz » (pwg : [t0_€,t0+5] — R"

Lésungen der Differentialgleichung ©' = F(x,t) mit den Anfangsbedingungen @, (to) = xo
bzw. @us(to) = x5 . Dann gilt

16020 (£) = @ag (W) < llzo — a5l - X701 Wt € [tg — e, to +e].
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Beweis: Fiir die Losungen ., und ¢, gilt fiir alle t € [tg — ¢, + €]
t t
prn0) =0 = [ Flon(o)5)ds baw. org(t) = at = [ Floas().5)ds.
t() t[)
Daraus folgt
t
Pao (1) = (1) = (w0 — 2p) + /t (F(pa(3): ) = F(ay(s), ) ds.
0

Mit der Dreiecksungleichung und der Lipschitz-Voraussetzung an F' erhélt man

t
020 () = 2O < N =il + | [ 150y (9:8) = Flias(5), 9l ds
t
'
< N =agll+] [ L+ loan(s) = g0 ds].
0

Aus der Gronwall-Ungleichung folgt dann die Behauptung

20 (t) = Paz (B)I| < llzo — | - ™ol

(Fiir t € [to,to + €] folgt dies sofort aus Lemma 8.2. Uberlegen Sie sich, dass man die
Gronwall-Ungleichung in der hier angegebenen Form auch fiir ¢ € [tg — €,tp] benutzen
kann.) a

*

Folgerung 8.5 Es seien die Voraussetzungen von Satz 8.18 erfillt. Sei (xf,

) eine Folge von
Anfangsbedingungen, die gegen die Anfangsbedingung wo konvergiert. Sei @.« die Lisung
des Anfangswertproblems x' = F(x,t), x(to) = xz;,. Dann konvergiert die Folge (pqx)
gleichmafig gegen ., auf jedem kompakten Intervall I. := [to — &,to + €], auf dem alle
Lésungen definiert sind. Mit anderen Worten: Es existiert eine Umgebung W(xzo) C R™, so
dass die Abbildung

¢: W(wo) — (CULRY, | oo )

*

xT — P

stetig ist.

Die Losungen héngen also stetig von den Anfangswerten ab.

Wir formulieren noch einen weiteren Satz iiber die differenzierbare Abhéingigkeit von den
Anfangswerten und von Parametern, ohne ihn zu beweisen. Den Beweis findet man z.B. in
Th. Bricker: Analysis 111, Kapitel 1.2.

Satz 8.19 (Differenzierbare Abhingigkeit von Anfangswerten und Parametern)
Sei F: W xIxV CR®"xRxR"™ — R" k-mal stetig differenzierbar, 0 < k < oco. Wir
—_———

of fen
betrachten das Anfangswert-Problem

' (t) = Flz(t),t, M, A\m)
N———

:= X\ Parameter in der DGL
x (t()) = Xy

und dessen eindeutig bestimmte, lokale C'— Lésung

Lo\ - I, = (to —&,to +€) — R™.
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Dann ist @z, x k-mal stetig differenzierbar auf I, und es existiert eine Umgebung

W (20) x I(to) x VIN) C W x I x V, so dass die Abbildung

¢ W(xo) x I(to) xV(\) — R”
(Z‘*,t,ﬂ) L pr*,u(t)
(Pa+ . Losung mit x(tg) = x* und Parameter 1)
korrekt definiert und k-mal stetig differenzierbar ist.
Die Losung hingt also k-mal stetig differenzierbar von den Anfangswerten und den Parame-

tern ab.

8.3.3 Die Fortsetzbarkeit der Losung einer Differentialgleichung

In diesem Abschnitt wollen wir den mazimal moglichen Definitionsbereich der Losung einer
Differentialgleichung untersuchen. Modelliert die Differentialgleichung z.B. ein physikalisches
System oder einen Prozess, so fragen wir also nach der Lebensdauer dieses Prozesses oder

dieses Systems.

Wir setzen im gesamten Abschnitt voraus, dass F' : U C R” x R — R eine stetige und
bzgl. der R™-Variablen lokal Lipschitzstetige Abbildung auf der offenen Menge U ist. Ist
(zo,to) € U, so gibt es nach dem lokalen Satz von Picard und Lindeldf eine eindeutige lokale

Losung des Anfangswert-Problems
' = F(x,t), x(ty) = zo.
Wir betrachten nun die nichtleere Familie

F ={((ai, b)), p:i) bien

bestehend aus allen Paaren der Form

(1) I; = (a;,b;) sind Intervalle mit ¢y € (ai, b;),
(2) @i : (a;,b;)) — R™ sind C'-Abbildungen, die das Anfangswertproblem 2’ = F(x,t),

x(to) = xo 16sen.

Wir wollen nun Losungen mit verschiedenen Definitionsbereichen zusammenkleben.

Seien (I; = (a;,b;), i) und (I; = (a;,b;), ;) zwei Elemente der Losungsmenge F. Dann
sind sowohl ¢; als auch ¢; auf dem offenen Intervall I = I; N I; = (max(a;, a;), min(b;, b;))
um to definiert und erfiillen ¢;(to) = ¢;(to) = xo. Da F stetig und lokal Lipschitzstetig
bzgl. der R"-Variablen ist, stimmen die Losungen ¢; und ¢; des Anfangswert-Problems
' = F(x,t), z(tg) = zo auf dem gemeinsamen Definitionsbereich [ iiberein (siehe Folgerung
8.4). Wir setzen nun

inf{a; | i € A},

sup{b; | i € A},

S
—
8

=)
Nl
|

S
—
8

o
N
Il

und definieren die Funktion

Yz ¢ (a(z0),b(zg)) CR — R™
t — @i(t), fallst € (a;,b;)

Aufgrund des eben gesagten definiert diese Zuordnung eine eindeutige C'-Abbildung auf
(a(zp),b(x0)). Desweiteren 16st ¢, das Anfangswertproblem z’ = F(x,t), x(to) = zo auf
dem gesamten (und maximal moglichen) Intervall (a(xo), b(xo)). Dies motiviert die folgende
Definition und liefert den darauf folgenden Satz.
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Definition 8.13 Die Funktion ¢, : (a(zo),b(x0)) C R — R™ heifit die mazimale Lisung
des Anfangswertproblems x’' = F(x,t), x(ty) = xq.

Satz 8.20 (Existenz einer eindeutigen maximalen Losung)

Sei F': U C R® x R — R" stetig und lokal Lipschitzstetig bzgl. der R™-Variablen und
(zo,t0) € U. Dann ezistiert eine eindeutige mazimale Losung @z, : (a(zo),b(xo)) — R”
des Anfangswert-Problems x' = F(x,t), x(tg) = xo.

Folgerung 8.3 gibt bereits eine untere Schranke fiir die Lénge des Intervalls (a(xo),b(zo))
an. Wir interessieren uns nun dafiir, wie grof§ der maximale Definitonsbereich (a(zo), b(zo))

sein kann, insbesondere, unter welchen Bedingungen er ganz R ist.

Satz 8.21 (Satz iiber die maximale Lisung)

Sei F : U C R" x R — R"™ stetig und lokal Lipschitzstetig bzgl. der R™-Variablen. Sei
(xo,to) € U und bezeichne ¢z, : (a(zg),b(xg)) C R — R™ die mazimale Lisung des
Anfangswertproblems ' = F(x,t), x(to) = xo . Dann gilt:

Ist b(xg) < 00, so existiert zu jeder kompakten Menge A C U eine Zahl t4 < b(xg), so dass

(pao(t),t) eUNA Vi€ [ta,b(xo)).

Ist —oco < a(xg), so existiert zu jeder kompakten Menge A C U eine Zahl s4 > a(xg), so

dass
(uo(t),t) eUNA Vit € (alzg),sal.

Das heifit, ist @, nicht auf ganz R definiert, so verldsst die Kurve (¢4, (t),t) jede kompakte
Menge nach endlicher Zeit.

Beweis: Wir beweisen nur die erste Behauptung. Die 2. geht analog.

Sei also b(xg) < oo. Wir fithren einen indirekten Beweis. Angenommen, es existiert eine
kompakte Menge A C U und eine Folge (t,), die von unten gegen b(z() konvergiert, mit
(¢zo (tn),tn) € A. Da A kompakt ist, ist A auch folgenkompakt. OBdA kénnen wir voraus-
setzen, dass (@g,(tn),tn) gegen (z*,b(xo)) € A konvergiert (ansonsten gehen wir zu einer

Teilfolge iiber). Da U offen ist, kénnen wir £,0 > 0 so wihlen, dass
(K (z*,¢)) x [b(zg) — §,b(x) + 8] C U.
Wir betrachten
M := max{|[F(z,t)|| | [+ — z*|| <&, [t = b(xo)| < 0}

Da (@ue(tn), tn) —n—oo (@*,b(x0)), gilt fiir hinreichend grofe n

K (%0 (tn), %) X [tn - g,tn + g} C K(a*,€) x [b(ao) — 8, b(xo) + 0]

Nach dem Satz von Picard-Lindel6f ist die eindeutige Losung von

' = F(z,t) } (8.43)

z(tn) = P, (tn) =1 Ty

zumindest auf dem Intervall

I, ;== |t,, — min éi t,, + min éi
L 27oM )" 2’ 2M
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definiert. Da aber ¢, das Problem (8.43) 16st, ist ¢,, mindestens auf I,, definiert ist. Liegt
nun ¢, hinreichend nahe an b(zg), so ist ¢, + min ($, 557) > b(zo). Damit hétten wir die
maximale Losung ¢, aber iiber den Punkt b(z¢) hinaus fortgesetzt, was einen Widerspruch

zur Voraussetzung darstellt. m|

Als Spezialfall betrachten wir Differentialgleichungen auf einem Streifengebiet der Form
U:=R" x (a,b) C R"™! wobei —o0 < a < b < +00.

Satz 8.22 Sei F : R™ X (a,b) C R™ x R — R" stetig und lokal Lipschitzstetig bzgl. der
R™-Variablen und ., : (a(zg),b(xo)) C R — R™ die mazimale Lisung des Anfangswert-
problems ' = F(x,t), z(ty) = xo.

1. Istb(zg) < b, so gilt  Lm  |@a, (t)] = co.
t—)b($0)7

2. Ist a(xzg) > a, so gilt  lm ||pg, (¢)|| = 0.
t—a(zo)t
Beweis: Nach Satz 8.21 verlifit die Kurve (¢4,(t),t) jede kompakte Menge der Form
cl (K(0,R)) x [a(xo),b(xo)]. Da die t-Koordinate immer in [a(z),b(xo)] bleibt, verlafit
also die Kurve ¢, (t) jede Kugel um z. Die Norm ||¢z, (t)|| konvergiert somit gegen +o0c. O

Satz 8.23 Sei F' : R™ x (a,b) C R™ x R — R"™ stetig und Lipschitzstetig bzgl. der R™-
Variablen auf jeder Menge vom Typ R™ x I, wobei I C (a,b) ein kompaktes Intervall be-
zeichnet. Dann ist jede maximale Losung des Anfangswert-Problems ©' = F(x,t), x(to) = o
auf dem Intervall (a,b) definiert.

Beweis: Sei ¢, : (a(zg),b(zo)) C (a,b) C R — R™ die maximale Losung des Anfangs-
wertproblems a’ = F(z,t), z(ty) = xo.

Angenommen b(zg) < b. Nach Satz 8.22 gilt tﬁ%i(rﬁ))i Iz, (B)]| = +o0. Wir schétzen nun
die Losung ¢,, auf [tg, b(zo)) nach oben ab.

Sei L die Lipschitzkonstante von F' bzgl. der R"-Komponente auf der kompakten Menge
R™ x [to,b(zo)] C R™ x (a,b) . Dann gilt fiir alle ¢ € [tg, b(zo)]

[ (@ao (1), ) = F(0, )] < L - [[0ao (£)]]
und folglich

[E(pao (1), )] < sup [F(0, )| +L - [lpao ()| = Cr 4 L - [l (B)]]- (8.44)

t€(to,b(xo)]

=:C4
Desweiteren gilt fiir ¢ € [to, b(zo))

t t

aoll) = on(to) + / Fpr(5),5) ds = 20 + / Flior (5), 5) ds.

t() t()
Mit der Dreiecksungleichung folgt

t

t
(8.44)
oz @) < on||+/||F(<on(8),5||d8 < ||$o||+01(b($o)*to)+/L\\%o(s)lld&
to

to
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Mit der Gronwall-Ungleichung erhélt man daraus

t
Lds

/
w01 < (lzoll + C1(b(zo) —to)) e’ = (llzoll + Cublao) — to)) - X0 7t0)

fir alle t € [to, b(xo)]. Damit wire ¢, aber auf [to,b(xo)) beschrinkt und die notwendige

Bedingung m) [lzo (t)|| = +o00 kann nicht gelten. Folglich ist b(xg) = b. Analog zeigt
t To)—

li
—b(
man, dass a(xg) = a. a

Als Anwendung betrachten wir den maximalen Definitionsbereich der Integralkurven von
Vektorfeldern. Wir erinnern nochmal an die Definition der Integralkurven:

Sei X : W C R" — R" ein stetiges Vektorfeld auf einer offenen Menge W C R™. Eine
Cl-Kurve v : I C R — W heifit Integralkurve von X, wenn +/(t) = X (y(t)) fiir alle ¢ € I.
Die Integralkurven sind also Losungen einer autonomen Differentialgleichung 1. Ordnung

und wir konnen alles oben gesagte fiir die Funktion
F:U=WxRCR"xR-—R"
mit F(z,t) := X (z) anwenden.

Definition 8.14 FEin stetiges Vektorfeld X : W C R™ — R"™ heifit vollstindig, wenn alle

seine maximalen Integralkurven auf ganz R definiert sind.

Satz 8.24
Sei X : W C R® — R" ein C'Vektorfeld mit kompaktem Triger

supp X :=cl {x e W | X(x)£0} CW.
Dann ist das Vektorfeld X wvollstindig.

Beweis: Da X stetig differenzierbar ist, ist X lokal Lipschitzstetig auf W. Folglich existiert
durch jeden Punkt zy € W genau eine maximale Integralkurve +,, von X mit v, (to) = 0.
Ist X (o) = 0, so ist die auf ganz R definierte konstante Kurve ~,,(t) = x¢ offensichtlich
die maximale Integralkurve durch xg.

Sei nun X(zg) # 0. Angenommen b(zg) < +oo. Die Kurve (vy,(t),t) verbleibt fiir
t € [to,b(xg)) in der kompakten Menge supp X X [tg,b(xo)]. Denn ldge der Punkt
(Vao (1), t1) fiir ein t; € [to, b(zg)) auBerhalb dieser Menge, wire X (7, (¢1)) der Nullvektor.
Somit wire die Kurve ~,, konstant gleich dem Vektor ~,,(t1), insbesondere bis +o0
definiert. Die Kurve (4, (t),t) verbleibt fiir ¢ € [to, b(xg)) also tatséchlich in der kompakten
Menge supp X X [to, b(z0)], was aber Satz 8.21 widerspricht.

Analog behandeln wir den Fall —co < a(x). a

Weitere Beispiele und Spezialfille finden Sie in den Ubungsaufgaben.
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8.4 Lineare Differentialgleichungen im R"

8.4.1 Die allgemeine Struktur des Losungsraumes einer linearen
Differentialgleichung im R”

In Kapitel 8.2 haben wir lineare Differentialgleichungen im R! gelost. In diesem Kapitel
verallgemeinern wir dies und behandeln lineare Differentialgleichungen im R™2.

Mit R™*™ bezeichnen wir den Vektorraum der reellen n x n-Matrizen. In diesem Abschnitt
sei I = (a,b) C R ein Intervall mit —oco < a < b < 400 und

AT — RP
B:I — R

stetige Abbildungen. Dann heif3t

= Alt)x homogene, lineare DGL im R™ (,DGL-System*),
' = A(t)x+ B(t) inhomogene, lineare DGL im R™ mit Storfunktion B(t).

Ausgeschrieben sieht eine lineare Differentialgleichung im R™ also folgendermaflen aus:

(t) = A11<t)'.’171(t) + ... + Aln(t)'.’lﬁn(t> + Bl(t)

O =~
.

~

S~—

I

x;.(t) - Anl(t).-ml(t) ot Ann(t)'-xn(t) + én(t),
wobei A(t) = (Ay; (1)) und B(t) = (By(t)).

Die qualitativen Aussagen iiber Differentialgleichungen aus dem letzten Abschnitt liefern

uns nun fiir die linearen Differentialgleichungen das folgende Resultat:

Satz 8.25 Sei tg € (a,b). Dann exisiert genau eine maximale Lisung der linearen Diffe-
rentialgleichung ' = A(t)x + B(t) mit der Anfangsbedingung x(tg) = xo. Diese mazimale

Lésung ist auf dem gesamten Intervall (a,b) definiert.
Beweis: Die rechte Seite der linearen Differentialgleichung ist gegeben durch
F(z,t) = A(t)x + B(t).

Die Abbildung F' : R™ x (a,b) — R™ ist offensichtlich stetig. Da die Matrizen A(t) linear
auf dem R"™ wirken, erhalten wir

1E(z,t) = Fy, O)ll = [[A#) (2 = )l < [[AD - [l =l

wobei die Norm einer Matrix L = (L;;) durch ||L||> = Y7 LZ; gegeben ist. Seinun I C (a,b)
=1

ij=
ein kompaktes Intervall. Da die Abbildung A stetig ist, existiert das Maximum

L(I):= max |A(t)|| und wir erhalten

[1F(z,t) = Fy, )| < L(I) [l = y]|

fiir alle (z,t), (y,t) € R™ x I. Die Abbildung F ist also Lipschitzstetig auf jeder Menge der
Form R™ x I, wobei I C (a,b) ein kompaktes Intervall ist. Damit existiert nach Satz 8.20

2In diesem Abschnitt betrachten wir die Vektoren im R™ als Spaltenvektoren
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eine eindeutig bestimmte maximale Losung des Anfangswert-Problems und nach Satz 8.23

ist diese auf dem gesamten Intervall (a,b) definiert. a

Fiir die Struktur des Losungsraumes einer linearen Differentialgleichung erhalten wir

Satz 8.26 Die Menge der maximalen Losungen der linearen homogenen Differentialglei-
chung im R"

= A(t)x (%)
ist ein n-dimensionaler reeller Vektorraum V™. Die Menge der mazimalen Lisungen der

linearen inhomogenen Differentialgleichung im R™
¥ = A(t)r + B(t) ()
ist der affine Raum
A=z, + V",

wobei x5 eine spezielle Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung (**) bezeich-

net.

Beweis: Sei V := {z € C'((a,b),R") | 2’ = A(t)z} der Lésungsraum der homogenen
linearen DGL (x). V ist ein reeller Vektorraum, denn wegen der Linearitidt der DGL erhélt
man mit zwei Losungen x1 und xo von (x) und zwei reellen Zahlen A; und Ag, dass auch
A121 + Aoxo Losung von (x) ist. Wir zeigen, dass V' die Dimension n hat. Sei ¢ty € (a,b)
fixiert. Zu ro € R™ existiert genau eine Losung ., von (*) mit ¢, (tg) = ro. Wir betrachten
die lineare Abbildung
p:rg €R" — @, €V

¢ ist surjektiv, da ¢(z(tg)) = z fiir alle © € V gilt. ¢ ist injektiv, da mit ., = 0 auch
To = ©r(to) = 0 gilt. Also ist ¢ ein linearer Isomorphismus und damit dim V' = n.

Sei nun A := {z € C'((a,b),R") | 2’ = A(t)xz + B(t) } der Lésungsraum der inhomogenen
linearen DGL (xx). Wir wissen, dass eine spezielle Losung xs der inhomogenen linearen
DGL (*x) existiert. Ausserdem gilt fiir jede andere Losung = € A, dass © — z; € V und fiir
jede Losung y € V, dass x5 + y € A. Somit ist A = x5 + V™. m]

Definition 8.15 n linear unabhingige Lisungen p1,...,p, der homogenen linearen DGL

' = A(t)x nennt man Fundamentalsystem der homogenen DGL x' = A(t)x . Die Matriz
Z = (1,5 ¢n)
aus den Spaltenvektoren p; heifst Fundamentalmatriz von «' = A(t)x.

Folgerung 8.6 Sei ¢1,...,¢, ein Fundamentalsystem und Z = (@1, ..., pn) die zugehori-
ge Fundamentalmatriz der homogenen linearen DGL x' = A(t)x. Sei desweiteren x eine

spezielle Losung der inhomogenen linearen DGL
' = A(t)z + B(t). (8.45)
Dann lisst sich jede Losung von (8.45) in der Form

2(t) = ws(t) + Y cvpr(t) = (1) + Z(t)
k=1

Cn

darstellen, wobei ¢1,...,c, € R und t € (a,b).
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Wir erinnern an eine Definition aus der Linearen Algebra.

Definition 8.16 Seien ay,...,a, € R" und (a1 ... a,) die Matriz mit den Spaltenvektoren
a;. Dann heifit
W(ai,...,an) :=det(ay ... ap)

die Wronski—Determinante von ay, ..., 0.

Die Wronski-Determinante zeigt uns an, ob die Vektoren ay, ..., a, linear unabhéngig sind.
Genau in diesem Fall ist ndmlich W (ay,...,a,) # 0.

Satz 8.27 (Satz von Liouville) Sei ¢1,...,¢, ein Fundamentalsystem von =’ = A(t)x
und W(t) :=W(p1(t),...,en(t)). Ist tg € (a,b) fiziert, so gilt

ft Tr(A(s))ds
W (t) = W(to) - e ‘o

Beweis: Es gilt
e1;5(t) e11(t) - p1a(t)
p;(t) = und W (t) = det : ] :

Fiir die Ableitung von W (t) erhalten wir dann mittels der Produktregel
W'(t) = zn: det (01(t),- .-, pr-1(t), 0k (t), rr1(t), - .-, on(t)) - (8.46)
k=1
Sei C' eine konstante Matrix mit det C' # 0 und
Vi (t) == zn:goi(t) Cir , d.h. als Matrizengleichung (t1,...,%n) = (©1,...,¢n) - C.
i=1

Fiir die Ableitung gilt dann

e = > ¢ Ci = » A i Cii.
i=1 i=1 >
=Yk
(11, ... ,1y,) ist ebenfalls ein Fundamentalsystem der homogenen DGL 2’ = A(t)z, denn es

ist det(1,...,%,) =det(p1,...,pn) - det C # 0.

Wir fixieren nun ein 7 € (a,b). Aus dem Beweis von Satz 8.26 folgt, dass die Vektoren
©1(7), ..., pn(r) fiir jeden Parameter 7 € (a,b) linear unabhéngig sind. Wir setzen C :=
(er(7) ... cpn(T))fl. Damit ist (¢1(7) ... ¥n(7)) gleich der Einheitsmatrix E. Dann folgt
aus (8.46)

%(det(wl(t) ¢n(t))|t:7' = Zdet(el cee € 1/)2(7’) Ck+1 .- en)
k=1

k-te Spalte

!
1 0 Ay 00

n 0 1 Ap_15 0 --- 0
Z det| 0 --- 0 Agr 0 ---
k=1 0 -+ 0 Aprp 1 0

o
Il

Tr A(7)

0---0 A O 1

=Akk
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Da (@1(t) «.. ¢n(t) = (@1(t) ... Pn(t)) - O~ fiir alle t € (a,b), gilt

W) = Lact(pa(t), et

= %det(wl (t), e ,¢n(t))|t:_’_ .detC ™!
= TrA(r) - W(r).

Dies ist aber eine lineare homogene DGL im R! mit der Losung

j Tr(A(s))ds
W(t) = W(t()) -eto
O
Wir geben nun an, wie man eine spezielle Losung der inhomogenen linearen Differentialglei-
chung ' = A(t)x + B(t) aus einem Fundamentalsystem der zugehérigen homogenen DGL

erhalt. Wie im 1-dimensionalen Fall macht man dazu eine Variation der Konstanten.

Satz 8.28 Sei 1, ..., ¢, ein Fundamentalsystem der homogenen DGL ' = A(t)x . Dann
erhilt man eine spezielle Losung der inhomogenen DGL x' = A(t)x + B(t) durch

n

zs(t) = 3 nlt) / Wk(wééiza,l.(g):B(s), cen(s)

-5 pnl(s))

wobei Wi(01(8),...,B(s),...on(s)) die Wronski-Determinante der Matriz ist, die ent-
steht, wenn man die k—te Spalte der Fundamentalmatriz Z(s) = (¢1(8),...,pn(s)) durch
den Vektor B(s) ersetzt. Die Losung xs erfillt die Anfangsbedingung x(to) = 0.

Beweis (durch Variation der Konstanten:)

Wir setzen

y(t) == n(t) - cr(t) (8.47)
k=1

und bestimmen die Funktionen ¢ (t) so, dass y(t) die inhomogene DGL =’ = A(t)x + B(t)
16st. Dies ist genau dann der Fall, wenn

NE!

Alt)y() + B(t) = y'(t) = 2 (- cr+@n - )

1

ES
I

Il
NgE

A(t) C Pk * Ck +50k(t)c%(t)

k=1 ~—
=y(t)
also, wenn
Y wnlt) - k() = B1).
k=1
Dieses inhomogene lineare Gleichungssystem hat genau eine Losung (¢} (¢),...,c,(t)) fir

jedest € (a,b), da W(t) = det(p1(t),...,on(t)) # 0 fiir alle t € (a,b). Nach der Cramerschen

Regel kann man diese Losung berechnen durch

Wi(p1(t),...,B(t),...,on(t))
W(p1(t), .- n(t)) .

Integriert man dies von tg bis ¢, so folgt aus (8.47), dass

o (t) =

3 [ Wip1(s), . B(s),... . pn(s)
xs(t);@k(t)‘/ £ O B
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die inhomogene DGL lost. (Die Differenz von y(t) und z4(¢) ist eine Losung der homogenen
DGL). O

Eine andere Formel fiir eine spezielle Losung der inhomogenen linearen DGL finden Sie
in den Ubungsaufgaben: Ist Z (t) eine Fundamentalmatrix der homogenen linearen DGL

' = A(t)z, so ist
t

ys(t) = Z(t) | Z(to) tao + / Z(s)"'B(s)ds
to
die eindeutig bestimmte Losung der inhomogenen linearen DGL o’ = A(t)z + B(t) mit der
Anfangsbedingung ys(to) = zo.

Bemerkung:

1. Die Sétze aus diesem Abschnitt gelten auch fiir DGL in C”.
In diesem Fall ist A : (a,b) C R — C™*™ eine stetige Abbildung in die komplexen
(nxn)-Matrizen und B : (a,b) C R — C" eine stetige Abbildung in den Vektorraum
C". Wir suchen dann C'-Lésungen z : (a,b) — C™ mit

2'(t) = A(t)z(t) + B(t).

2. Um lineare DGL’en zu 16sen, mufl man Fundamentalsysteme fiir die homogene, lineare
DGL finden.

e Fiir n =1 ist dies einfach und aus Kapitel 8.2 bekannt.

e Fiir n > 1 gibt es dafiir kein allgemeines Verfahren. Fundamentalsysteme sind
nicht immer durch elementare Funktionen auszudriicken, man benutzt dann nu-
merische Methoden. Im Spezialfall von konstanten Matrizen A(t) = A existiert
aber ein Verfahren, um das Fundamentalsystem explizit zu bestimmen. Man be-

nutzt dazu die Jordansche Normalform der Matrix A.

Im néchsten Abschnitt behandeln wir dieses Losungsverfahren im Fall einer konstanten
Matrix A(t) = A.

8.4.2 Homogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Ko-
effizienten
In diesem Abschnitt bezeichnet K die reellen Zahlen R oder die komplexen Zahlen C und

|| - || eine Norm auf dem Vektorraum K. Wir betrachten auf dem endlich-dimensionalen

Vektorraum K™*" der (n x n)-Matrizen mit Eintriigen aus K die folgende Matrix-Norm:

A
[ Al := sup {W ’ x e K"\ {0} } wobei A € K"*™,

Da K"*" ein endlich-dimensionaler Vektorraum ist, ist (K™*", | - ||) ein Banachraum (siche
Analysis I*, Kapitel 2). Dariiber hinaus hat die Matrix-Norm die folgenden Eigenschaften:
Satz 8.29 Seien A und B zwei Matrizen aus K"*™. Dann gilt:

Lo || Azl < [ A]l - [le]| V2 e K™

2. ||Ao Bl < [IA]l-||B]|.
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Beweis: Die 1. Ungleichung ||Az| < ||A]l - ||z|| folgt direkt aus der Definition von ||A]|.

Desweiteren gilt

|ABz||
]

| B
]

1.
|AoB| = p{ x#O} £ sup{nAn- :wéo} — 4] -11B].

Bemerkung: Sei (A, || - ||) eine Algebra mit einer vollstdndigen Norm, die die Eigenschaft
Ao Bl <A -1IB] VA,BeA

erfiillt. Dann nennt man (A, | - ||) Banachalgebra. Viele der Aussagen im kommenden

Abschnitt gelten in jeder Banachalgebra.

Wir beschéftigen uns nun mit dem Exponential von Matrizen. Sei A eine Matrix in K™*".
Dann ist fiir jedes & € N auch A¥ € K"*". A0 bezeichne die Einheitsmatrix E,,. Wir

betrachten die Reihe E =l in K™*". Nach Satz 8.29 gilt
k=0
HA’“ IA]*
— 1 < .
KV T k!

k
‘,l konvergiert in R gegen el 4ll. Aus dem Majorantenkriterium fiir Reihen

Die Reihe
k=0

1A
k

o0
Ak
(siehe Analysis I*, Kapitel 3) folgt daraus die Konvergenz der Reihe o in K"*" und
k=0
el Al
D
k=0
Definition 8.17 Sei A € K"™*™ . Die Matriz e? := =l heifst Exponential von A.
k=0

Satz 8.30 Sei A € K"*". Die Abbildung

f:R — K®X»
t —s etd

ist differenzierbar und die einzige Lisung der folgenden Differentialgleichung in K™*":
X'(t) = Ao X(t), X(0) = E,,

Beweis: 1.) Zum Nachweis der Differenzierbarkeit von f benutzen wir das Differenzier-

barkeits-Kriterium fiir Funktionenreihen. Sei fi(t) := tk{!lk .

o fr: R — K"*" ist differenzierbar fiir jedes k € Ny.
o > 1o, /1(0) = E, konvergiert.

o fi(t) = %, und die Reihe "7 fi(t) konvergiert gleichméBig auf jeder Kugel

K(0,R), denn ||A|e®lI4l ist eine konvergente Majorante.
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Aus den Eigenschaften fiir Funktionenreihen (siehe Analysis IT) folgt damit, dass die Reihe
(&) =37, fu(t) differenzierbar ist, und fiir die Ableitung gilt

, 0 , & th—1 gk—1 s
[t = kzzofk(t) = ;AOW = Aoe”.

Diese Gleichheit hat man zuniichst auf K(0, R), und dann li8t man R gegen oo laufen.

2.) Die Differentialgleichung X’(t) = A o X(t) ist eine autonome Differentialgleichung 1.
Ordnung im Vektorraum K"’. Dabei gilt fiir F': X € K" — Ao X e K™

I1F(X) = FY) < [[Ae (X =Y)[ < [ A]l - |IX =Y,

d.h. F ist Lipschitzstetig auf K. Folglich ist die maximale Losung des Anfangswert-
Problems X'(t) = Ao X(t), X(0) = E, nach dem Satz von Picard/Lindelof eindeutig
bestimmt. a

Satz 8.31 (Eigenschaften des Exponentials von Matrizen)
Seien A, B und X Matrizen aus K"*". Dann gilt:

1. L =E,.
2. e ist invertierbar und es gilt (eA)™ = e~

3. Sind A und B kommutativ, d.h. ist AB = BA, so gilt eAT8 =e4o0ef =eBoed.

4. eXAXT = XeAX 1 fiir alle invertierbaren Matrizen X.
5. det(e?) = T4,

Beweis: Die 1. Behautung folgt direkt aus der Definition. Wir beweisen als néchstes die 3.
Eigenschaft. Dazu betrachten wir die Abbildung X (t) := e/ o e!B. Dann gilt X(0) = E,,
und fiir die Ableitung folgt nach Satz 8.30

X'(t) = et oBoet? + Aoceltoel®

:BoetAoetB—l—AoetAoetB (daAk OB:BOAk)

= (A+B)X(t)
Das hat wiederunm nach Satz 8.30 zur Folge, dass X (t) = e!(4+5)_ Das ergibt aber fiir t = 1
die Gleichung e o ef = eA+5,

Setzen wir nun B = — A, so folgt aus der 1. und 3. die 2. Behauptung;:
etoe =M =0 =F, =e ot

Sei X eine invertierbare Matrix. Dann folgt aus der Definition von e”

XeAX™ ' = lim X EN A X!
N—oo k!
k=0
N
, XAFx-1
Am > ==
k=0
N (xax-H)* ;
. _ XAX™
leéokz_o il ¢ :
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Zum Beweis der 5. Eigenschaft benutzen wir die Jordansche Normalform von A. Wir wissen
(siehe Vorlesung iiber lineare Algebra oder Algebra 1), dass man der Matrix A durch Kon-
jugation mit einer invertierbaren komplexen Matrix X ihre Jordansche Normalform J(A)
zuordnen kann: J(A) = X !0 Ao X . Beim Konjugieren bleiben die Spur und die Determi-
nate einer Matrix unverandert, d.h. es gilt:

TrA = TrJ(A)
dete? = det (eXOJ(A)OX?l) = det (X oel@o X_l) = dete’,
Eine solche Jordansche Normalform J(A) hat nur Eintréige auf der Diagonale und der oberen
Nebendiagonale. Auf der Diagonale stehen dabei die (komplexen) Nullstellen Ay, ..., A, des
charakteristischen Polynoms von A. Man sieht leicht durch Ausrechnen (Ubungsaufgabe),

dass e’(4) eine obere Dreiecksmatrix ist, auf deren Diagonale die Zahlen e, ... e* stehen.
Folglich gilt:

n
eTTA = TrI(A) = XN = H et = det e’ = det e?.

Jj=1

Anwendung des Matrizenexponentials auf die Lésung von homogenen linearen
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Wir betrachten jetzt wieder die lineare homogene Differentialgleichung im K": 2/ = Az,

wobei A = (a;;) eine konstante n x n-Martix ist. Ausgeschrieben lautet diese DGL

2i(t) = anzi(t) +...4+ a1pza(t)
2h(t) = anz1(t) +...+ agpzy(t)
() = amzi(t) +... 4 pnxn(t).
Dann gilt
Satz 8.32 Die eindeutig bestimmte mazimale Lisung des Anfangswertproblems ¥’ = Ax,
x(tg) = xo ist gegeben durch die Funktion ¢ : R — K™ mit
o(t) == elt=to) Az,

Die allgemeine Lisung von ' = Ax ist

@(cl,---ycn)(t) = et )

wobei die ¢; € K beliebige Konstanten sind.

Beweis: Wir wissen, dass genau eine maximale Losung des Anfangswertproblems auf R
existiert. Damit geniigt es zu zeigen, dass ¢4, (t) = elt=t0)Azq eine Losung ist. Nach Satz
8.31 gilt

Pao(t) = ehoe”

=const

toAxO

Satgz:§-30 @;co (t) = Ao etoe Az, = Ao Paq (1)-
S—

=e(t=t0)Ag,
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AuBerdem ist ¢, (tg) = ¥ 4xg = 29 = E,z0 = 0.

Die allgemeine Losung erhilt man fiir to = 0 und ¢ = (¢, ..., ¢,) = 2o als Anfangswert. O
Folgerung 8.7 Ist (a1,as,...,a,) eine Basis in K", so bilden die Funktionen

o1(t) == elay , po(t) :=eay , ..., on(t) = e?ay
ein Fundamentalsystem fiir die DGL o’ = Ax. a
Die Aufgaben besteht nun darin, eine Basis (a1, ...,a,) zu suchen, fir die die Funktionen
©j(t) = e*a; eine moglichst einfache Gestalt haben. Dies ist die Jordan-Basis, die die

Jordansche Normalform von A liefert. Wir werden im folgenden die noétigen Begriffe aus

der Algebra nochmal zusammenfassen.

Einschub: Die Jordansche Normalform komplexer Matrizen

Sei A eine komplexe n x n-Matrix und E,, die Einheitsmatrix.
e )\ € C heifit Eigenwert von A, falls der Eigenunterraum von A zum Eigenwert A
Ey\(A) :==ker(A — \E,) = {z € C"| Ax = Az}
ungleich {0} ist.

e gy :=dimF)(A) heiit geometrische Vielfachheit von A.

e Das Polynom x4 € C[z] definiert durch
xa(z) := det(A— zE,)

heifit charakteristisches Polynom von A.

A € C ist ein Eigenwert von A genau dann, wenn x4(\) = 0.

Dann gilt der
Hauptsatz der Algebra: Jedes charakteristische Polynom zerlegt sich in Linearfaktoren.

Sel nun

my Zahl der Linearfaktoren (z — A) in der Linearfaktiorzerlegung von x 4(z)

= algebraische Vielfachheit von .

Weiterhin definiert man
Hy(A) :=ker(A — \E,)™ den Hauptraum von A zum Eigenwert .

Dann gelten die folgenden Eigenschaften
(] dlmH,\(A) = m),
e 1 <gy<my<n,

e H)(A) ist ein A-invarianter Unterraum, d.h. A(Hx(A)) C Hx(A).
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Sei nun x4(z) = szl(z — A;)™ die Zerlegung von x4 in Linearfaktoren zu verschiedenen
Aj (0 <m; < n). Dann sind die \; Eigenwerte von A, und C" zerlegt sich in A-invariante
Unterrdume

cr = @ H,,(A).
j=1

Ist g) die geometrische Vielfachheit des Eigenwertes A, so zerlegt sich Hy(A) weiter in A-
invariante Unterrdume

H\(A) =Uio...9U0,,

die jeweils (bis auf Vielfachheiten) genau einen Eigenvektor enthalten.

Im folgenden bezeichnen wir mit ¢ die Matrix ¢ := A — AE,,.

In jedem Unterraum U,, a = 1,..., gy existiert eine Basis (ay,...,as,) mit der folgenden
Eigenschaft:

pa = 0 dh. Aai=Xar

pay = a1 dh. Aay=Xazx+a;

a3 = ag dh. Aas=X\asg+as

pas = as—; dh. Aas=Xas+as_1.

Eine solche Basis in U, nennt man Jordan-Kette zum Eigenwert A mit dem Eigenvektor a;.

Kennt man den letzten Vektor der Kette, so kennt man alle anderen Vektoren, da a;—1 = pa;

fir i =1,...,s. Die Jordankette ist also gegeben durch

572(‘15% o plas), as).

(¢* H(as),
Eine Basis von C™ aus Jordan-Ketten in den Hauptraumen heifit dann Jordan-Basis.

Sei nun A € C. Dann nennt man

A1 0 . 0
OXxX 1 ...0
D,(\) =] ¢ ¢ . .| eC” [Jordan-Késtchen®.
00 ... A1
00 ... 0 X

Sei (b1,...,b,) eine Jordan-Basis von A und B := (by,...,b,) die Matrix mit den Spalten-
vektoren b; bis b,,. In dieser Basis hat A die Form

H)q (A)

D’f’n()‘l) 0

0 e Drlgh ()\1)

B7'AB =

Dy (As)| - 0

0 o | Dy, (Xs)

Hy,(A)
Dabei sind Ag, ..., s die Eigenwerte von A, und A; hat die geometrischen Vielfachheit gy,
und die arithmetische Vielfachheit m,, = Zf;l Tij-
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Verfahren zur Bestimmung der Jordanschen Normalform:

Wichtig dafiir sind die Eigenwerte und die Jordanketten dazu.

1.

Bestimme die Eigenwerte von A, d.h die Nullstellen von x 4. Seien dies Aq,..., As.
Bestimme die Hauptrdume zu jedem Eigenwert A = \;:

Hy(A) =ker(A — \E,)™.

Betrachte die ,,Flagge* von Unterrdumen, definiert durch ¢ = A — AF,, im Hauptraum
H>\ (A)
0 C Vi:=kerp C Vo:=kerp? C...C V, :=kery",

wobei 7 := min{i | ker ¢’ = H\(A)}. Dann ist

H,\(A) =V.DV._1.

. Fixiere ein Komplement von V,._; in V.

Vr == Wr &b Vr—la

und bestimme eine Basis wy1,...,w,s von W,. Dann sind p(wy1),...,p(w.s) linear

unabhéngig und in V,._;.

. Zerlege V,._1 = W,._1 & V,_s, wobei W,._; eine Basis in der Form

Wr—1,1 = @(wrl)a cee s Wr_1,5 = So(wrs)7 Wr—1,5415 +-+5 Wr—1,p

hat.

Und so verfahren wir weiter, d.h. wir zerlegen in jedem Schritt

V=W 8 Vi,

und bestimmen eine Basis in W;, deren erste Vektoren durch Anwendung von ¢ auf die

Basis von W;41 enstehen.

Eigenunterraum
Hy(A) =W, W, 1&W, 2®... a6 Wad V.
——
=V

=Vr—2

Beispiel: r=4

Wy wq1 Wy2

Wi | p(wn) | ¢(ws2) w33 W3y

Wa | ¢*(wa) | ¢*(waz) | @(wsz) | p(wsa) | wos

wh 903(1041) 903(1042) <P2(w33) %02(11)34) <P(w25) Wie | Wit

U 1 UQ U. 3 U. 4 U5 U6 U7

In diesem Fall sieht die Jordansche Normalform von Ay, (4) folgendermafien aus:
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A100
0AXx10
00 X1
000 X
A100
0Xx10
00 X1
000 X
A 10
0 A1
00 A
A10
0 X1
00 A
Al
0 A

Beispiel 1: Wir betrachten die (2 x 2)-Matrix

(5 4)

Dann ergibt sich fiir das charakteristische Polynom x 4(\) von A

-A 1

A) = det
xa(N) e(_1_2_)\

) = AMA+2)+1 = A2 +220+1 = (A +1)2

Folglich ist A = —1 doppelte Nullstelle von y4(\), d.h es gilt:

e fiir den Hauptraum H_;(A) = C?,

.@:A+1:<_1_1)

Wir haben die folgende Flagge

0 C ketp c C* =1
|

Vi = E_1(4) = {z| pz=0}.
1 . . .
D.h. wy = ( 0 ) liegt im Komplement von V;. Es ist
CP= W, & W

I
C Wa

¢<w2><_1 i)@(—ll)'

o1

und



1 1 -1 1
Man hat also die Jordanbasis ( ) ), ( 0 ) und die Jordansche Normalform ( 0 _1 > .

Beispiel 2: Wir betrachten die (3 x 3)-Matrix

110
A=|o10],
011

und berechnen die Eigenwerte von A, indem wir die Nullstellen von x4 (\) bestimmen.

1-X 1 0
xa(z) = det(A—AE) = det 0 1-Xx 0 = (1-))3%
0 1 1-A

Somit ist A = 1 dreifache Nullstelle von x4(\). Es gilt:
e fiir den Hauptraum H;(A) = C? und

010
e p=A—-1=]1000
010

Wir haben die folgende Flagge
0 C Vi=kerp C Vo =kerp? = C?, da ¢? die Nullmatrix ist.
Wir bestimmen V; und ein Komplement dazu:

010 0 1
000 |2=0<«= zespan(| 0 |,| 0 |)=W,
010 1 0

—_———
vom Rang 1

0
V1 ist also zweidimensional und we = | 1 | liegt im Komplement von V;., d.h.
0
0 1 1
Wy=C| 1 |.AuBlerdem ist pws = | 0 | € V7 und ergéinzend dazu | 0 |.Man hat also
0 1 0
U, U,
b o—
1 1 0
Jordanketten: 0], (0 ,
0 1 0
100
Jordansche Normalform: 011
001
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Beispiel 3: Wir betrachten die (3 x 3)-Matrix

01 -1
A=]11 1 1
1 -1 2

Wir berechnen zunéchst wieder die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
- 1 -1
xa(A) = det 1 1-Xx 1
1 -1 2=
= - A1-N2-N+1+1+1 =N —-A—-(2-X)
= -A2-3A+A)+2-1-2A
= N 4+3\-31+1
= —(A=1)%
Somit ist A = 1 dreifache Nullstelle von y 4(\). Es ist
-1 1 -1
p=A-1= 1 0 1
1 -1 1
Wir haben die folgende Flagge

0 C Vi=kerp C Vo=kergp? C C3.

Es ist
-1 1 -1 -1 1 -1 1 0 1
o 2 = 1 0 1 1 0 1 = 00 0 |,
1 -1 1 1 -1 1 -10 -1
Rang 1
0 1
e Vo=span(| 1 |,| 0 ),
0 -1
1
e Wy=Cw3=C | 0],
0
-1 -1
e plwg)= | 1 | und ¢2(ws) = ,
1 1
us wfg)
° (C?’:V;g = Wy Vo =W35d Wy V.
—
=Vs
Man hat also
-1
Jordankette=Jordanbasis : 0 , 1 , 0
-1 1 0
110
Jordansche Normalform : 010
001
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Verfahren fiir die Lésung der linearen, homogenen DGL z' = Az in C"

(Bestimmung eines komplexen Fundamentalsystems)

(1) Wir bilden die Jordansche Normalform der komplexen Matrix A, d.h.
e Higenwerte bestimmen,
e Hauptridume bestimmen,

e Zerlegung der Hauptrdume in die invarianten Unterrdume U,, d.h. Jordanketten in

den Hauptrdumen bestimmen.

Sei (aq,...,as) eine Jordankette zum Eigenwert A, X = (ay,...,a,) die Matrix, die aus den
Spaltenvektoren a; besteht und U = span(as, ..., as). Dann bringt eine Konjugation mit X

die Martix Ay auf die Jordansche Normalform, d.h. es ist

A1 0 ... 0 Aai = ray
1 ...0 Aas = Xas +ay
XMApX = [ . | =D dh Aa = Xazta
00... A1 :
00...0 A Aa — Na.+ar s,

(2) Wir miissen das Fundamentalsystem ermitteln: Es ist e!4(U) = U. Auf U hat e/

in der Basis (aq,...,as) die Matrixgestalt

t2 tsfl
tLo el
01 ¢t i

© (s—2)!
X—l(etA)‘UX — X TMAX _ tD(N) At L .
00... 1 t
00... 0 1

In der a-te Spalte dieser Matrix stehen die Komponenten des Vektors e*?a, in der Basis
(a1,...,as). Es ist also
tozfl ta72
wa(t) = eta, = e - <(a — 1)!a1 + (o= 2)!a2 + ... +tag—1+ aa>
fira=1,...,s.

Diese Funktionen gehtren zum Fundamentalsystem der DGL x’ = Az, denn es galt:
n

Ist (b1,...,b,) eine Jordanbasis, so ist (¢;(t) = etAbj)le

stem.

ein Fundamentalsy-

Damit ergibt sich folgender Satz.

Satz 8.33 Sei A eine kompleze (n x n)-Matriz und (by,...,b,) eine Jordanbasis von A.

Fiir jede Jordankette (ay,...,ar) zum Eigenwert A in dieser Jordanbasis bildet man die
Funktionen
\ tafl toz72
Ya(t) =eM- ((a— 1)!a1+ (a_2)!a2+...—|—taa_1 +aa> fir a=1,...,s.

Alle so gebildeten Funktionen bilden ein Fundamentalsystem von x' = Az in C™.
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Verfahren zur Losung der linearen, homogenen DGL 2’ = Az im R"

(Bestimmung eines reellen Fundamentalsystems)

Sei A eine reelle (n x n)-Matrix. Um die lineare homogene Differentialgleichung ' = Ax zu
16sen, geht man folgendermaflen vor:

1. Man lést 2’ = Az im Komplexen (4 € R"*™ C C**™).

2. Aus den komplexen Losungen bekommt man die reellen Losungen.

Jordansche Normalform von A: Wir bezeichnen mit Z die komplexe Konjugation einer
kompexen Zahl bzw. eines komplexen Vektors z. Da die Matrix A reell ist, gilt fiir ihre
Eigenwerte und Eigenvektoren AZ = @ - T falls Az = px. D.h. man hat die folgenden
Eigenwerte:

A,...,As  reelle Eigenwerte,

ﬁl’ o ’ﬁr echt komplexe Eigenwerte.
Hyeoes U

Es treten also zwei Falle auf:

(1) Ist A ein reeller Eigenwert, so kénnen die Jordanketten durch reelle Vektoren gewihlt

werden (Aa, = Aa, +a,_1 alles reell). In diesem Fall wird das Fundamentalsystem aus
den folgenden Funktionen gebildet:

N ta—l ta—2
va(t)=e -<(a1)!a1+(a2)!a2+...+taa1+aa> fira=1,...,s.

(2) Ist (u, @) ein Paar komplexer Eigenwerte und (b1, ...,b,) eine Jordankette zu p, so ist
(b,...,b,) eine Jordankette zu 71 (da Ab, = b, +b,—1 = Ab, =1 b, + b,_1).

In diesem Fall erhéilt man also ein Fundamentalsystem aus den Funktionen

N P by_1+b
t = . “ee t —
balt) = (Gt Gt o4t 4 )

v o (g g Byy 4

t) = . o thg

) = - (Gt gt e o)
fir 8 =1,...,r. Aus diesen komplexen linear unabhingigen Funktionen kann man die
reellen linear unabhéngigen Funktionen

Re(v5(t)) und

Im(l/Jﬂ (t) ) ; 6
bilden.

Damit erhalten wir folgenden Satz.

Satz 8.34 Sei A eine reelle n X n-Matriz. Man erhdlt ein Fundamentalsystem von reellen

Lisungen der DGL x' = Az im durch die oben angegebenen Funktionen:
Do zu den Jordanketten zu reellen Figenwerten,

) } zu den Jordanketten zu den echt komplexen Figenwertpaaren (u,T).
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Beispiel 1: Wir betrachten die DGL 2’ = Az mit der (2 x 2)-Matrix

A:< (1) ;) und die DGL 2’ = Ax.

1 1
Hier hatten wir die Jordanbasis berechnet zum reellen Eigenwert A = —1: < L ), ( )

Damit erhélt man als Fundamentalsystem

1
p1(t) = e tay = et )

wa(t) = e"t(ta; + as) —t

I
o
-
Lo+
—_
N———

und damit als Losung:

Beispiel 2: Wir betrachten die DGL 2’ = Az mit der (3 x 3)-Matrix

110
A=|1010
011
1 1 0
Wir hatten die Jordanketten | O | und | 0 |,| 1 | zum Eigenwert A = 1 berechnet.
0 1 0
Man erhélt also als Fundamentalsystem
1 1 1 t
o1t)=e' | 0], pt)=¢c¢ | 0|, pst)=€"|t|0]+]1 =e'| 1
0 1 1 0 t
und somit als Losung
1 1 t

zt) = el | 0|+l 0] +e |1

Beispiel 3: Wir betrachten die DGL 2’ = Az mit der (3 x 3)-Matrix

01 -1
A=]11 1 1
1 -1 2
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Als Jordankette zum Eigenwert A = 1 hatten wir oben 0 , 1 , | 0 | bestimmt.
-1 0
Damit erhalten wir als Fundamentalsystem
1
p1(t) = €| 0
-1
1 -1 t—1
wa(t) = et |t 0o |+ 1 = ¢t 1
-1 1 1—1t
1 -1 1 gt
ps(t) = e | 2] 0 +t(1 +1 o0 = et t
-1 1 0 ~L o+t
und somit als Losung
1 t—1 g —t+1
z(t)=¢' | ¢ 0 + ca 1 + c3 t
-1 1—t ~L +t

Beispiel 4: Wir betrachten die DGL 2/ = Az mit

(00

Dann ergibt sich fiir das charakteristische Polynom xa(z) = 22 + 1. Dies hat die echt
komplexen, zueinander konjugierten Nullstellen i und —i, d.h. man hat die Eigenwerte u =
i und 7 = —i. Weiterhin ist g, = m,, d.h. man hat die Eigenvektoren zu bestimmen. Es

geniigt dies fiir p = i zu tun:

Somit hat man als komplexes Fundamentalsystem

1/)1(0 :eit ( ]1.> , d)g(t) = eiit (_11> .

Wir betrachten den Realteil und den Imaginarteil von

wf 1\ . 1 [0 - cost . sint
Pi(t) = e <1> —(Cost+131nt)<<0>+l(1>> = (—sint) +i (cost>'

=Re1(t)=p1(t)  =Im1(t)=¢p2(t)

Als reelles Fundamentalsystem erhalten wir also die Funktionen

cost sint
p1(t) = ( ) ) und  @o(t) = < ) .
—sint cost

Die reelle Losung ist



Geometrische Diskussion der Integralkurven der linearen homogenen DGL

2 = Az im R?

In diesem Abschnitt veranschaulichen wir uns den Verlauf der Losungskurven der homoge-

nen linearen Diffentialgleichung 2’ = Az fiir reelle (2 x 2)-Matrizen A bei den verschiedenen

moglichen Jordanschen Normalformen von A.

XA(A) bezeichne das zu A gehorende charakteristische Polynom und Aq, Ao seien die

Nullstellen von x4 (A).

1.Fall: Seien Aq,As reell und verschieden.
Dann existiert eine Basis (£1,&2) aus Eigen-
vektoren im R2. Die Jordansche Normalform

von A bzgl. (&1, &2) sieht dann folgendermaflen

A0
0 X/’

und die Integralkurven werden beschrieben
durch

aus

p(t) = c1eMiEy + cee™tEs.

1.1 Sei A1 < Ay < 0. Dann laufen alle Inte-
gralkurven in den Punkt (0,0). Dieser Punkt
wird Knoten genannt.

1.2 Sei Ay < 0 und XAy = 0. Dann sind die

Integralkurven

(p(t) = 016)\11551 + 0252.

Das heifit, alle Integralkurven laufen auf die
&o—Achse, parallel zur £;—Achse, zu.

1.3 Sei A\ < 0 < Ay. Dann konvergiert e*?
gegen 0 und e*2? gegen oo fiir ¢ gegen co. Der

Punkt (0,0) heifit Sattel.
1.4 Sei 0 = A1 < Ao. Dann sind die Integral-
kurven

o) = 161 + cae™??,

wobei e*?! gegen oo konvergiert fiir ¢ gegen
00. Die Integralkurven sind also Geraden, die

parallel zur £&;—Achse sind.

1.5 Sei 0 < Ay < As.

o8

<

—

31

Fall

Y

£

\\\

1.1

,\

&1

e

Fall

)

1.2

\

N

/

N

Fall 1.3



13
&1 > &1
x x
Fall 1.4 Fall 1.5
2.Fall: Seien A1 = A reell. YA

2.1 A sei diagonalisierbar, das heifit A hat A =
A1 = Ao als zweifachen Eigenwert und A hat
bzgl. der Basis der Eigenvektoren die Form

A0 13
(03) 8/

Die Integralkurven sind dann Geraden
o(t) = eMc1€y + c2&s). Wir erhalten einen
degenerierten Knoten in (0,0). Fir A < 0
laufen die Geraden auf den Knoten zu, fiir

Ky

A > 0 von ihnen weg.

Fall 2.1
2.2 Sei A nicht diagonalisierbar. Sei &; der Ei-

genvektor zu A = Ay = Ay und & der Haupt-
vektor zu A. Dann hat A die Jordansche Nor-

malform
Al
0 A

bzgl. der Basis (£1,&2). Wir erhalten dann die Z

Integralkurven

8y

o(t) = e ((c1 + tea)ér + c262).

Fir A < 0 laufen alle Integralkurven in den
Punkt (0,0) wéhrend fiir A > 0 die Kurven Fall 2.2

von (0,0) weglaufen.

3.Fall: A habe die komplexen Eigenwerte 1 = o + i und & = a — i. Dann exsitiert ein
¢ € C?, so dass A bzgl. (¢,€) die Form
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hat. Sei & = 1y + in fiir 71,72 € R2. Dann sind die Integralkurven

o(t) = e*((cos(Bt) - m1 — sin(Bt) - m2)er + (cos(Bt) - ng + sin(Bt) - m1)ca).
3.1 Sei @ = 0. Dann ist ¢ = i und die \
Integralkurven sind periodisch.
32 Ist @« < 0, so sind die Integralkurven 2

Spiralen, die zu (0,0) hinlaufen. m

3.3 Ist a > 0, so sind die Integralkurven

Spiralen, die von (0,0) weglaufen. @ x

Fall 3.1
A
Yy Yy
Uy 12
U m
Fall 3.2 Fall 3.3

8.4.3 Die lineare Differentialgleichung n—ter Ordnung im R!(C!)

In diesem Abschnitt betrachten wir die folgende DGL in K =R bzw. K =C
2 () + an 1 ()a "D (E) + .+ ag(D)z(t) = b(t),

wobei aq,...,a,-1,0: I C R — K stetige Funktionen auf einem offenen Intervall I C R
sind. Die Gleichung

() 4+ an_1 (V) + ..+ ag(t)z(t) =0 (8.48)

heifit homogene, lineare DGL n. Ordnung , und die Gleichung

(1) 4 a1 (™) + ..+ ao(t)z(t) = b(t) (8.49)

heifit inhomogene, lineare DGL n. Ordnung. Nach Satz 8.1 ist die DGL (8.48) (bzw. (8.49))

dquivalent zu einem DGL—-System erster Ordnung im R™ bzw. C". Wir setzen dazu

yi=z, p=yi=2 ,yy=yh=a", .. yp=y,_, ="V
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und betrachten die homogene lineare DGL

Y1 0 1.0 0 Y1
0 1 0
= : S : : (8.50)
0 0 0 1
y’I/’L —ap (t) ......... —(Lnfl(t) Yn
—A(t)
bzw. die inhomogene lineare DGL
0
y = At)y+ B(t) mit Bit)=| - |. (8.51)
0
b(t)
Nach Satz 8.1 ist  genau dann Losung von (8.48), wenn (z,2’,...,2(~1) Losung von
(8.50) ist. Ebenso ist  genau dann Losung von (8.49), wenn (x,2/, ..., 2("~1) Losung von
(8.51) ist.
Die Funktionen z1, ...,z : I — K sind genau dann linear unabhéngig, wenn die Funktio-
nen )
Y1 = (.131,.1?/1, (R 71‘5717 ))t
o = (e, 2}, .-, :z:,(c"_l))t

linear unabhéngig sind.

Damit kénnen wir die Sétze aus Kapitel 9.4.1 auf diesen Spezialfall anwenden und erhalten:
Satz 8.35 (1) Sei V der Lisungsraum der homogenen DGL (8.48), das heifit
V={x:1—K]|axl5st (8.48)}.

Dann ist V' ein n—dimensionaler, K- Vektorraum.
(2) Sei 1, ...,x, eine Basis von V, das heif§t ein Fundamentalsystem der DGL (8.48). ys

sei eine spezielle Losung der inhomogenen DGL (8.49). Dann erhilt man alle Losungen von
(8.49) durch

y(t) = ys(t) + Y cran(t) cx €K
k=1

Beweis: Man wendet Satz 8.26 auf (8.51) an und betrachtet die erste Komponente der

Losungsfunktion. O
Seien x1,...,2, Losungen von (8.48). Wir betrachten die zugehérigen Lésungen ¢; =
(4,2, ... ,xl(.n*l)) von (8.50). Dann heifit
I . In
W(zi,...,2)(t) == W(pr,...,on)(t) = det . . (t)
Y

Wronski-Determinante von zy, ..., x,. Aus Kapitel 8.4.1 folgt:
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1. (z1,...,2,) ist genau dann ein Fundamentalsystem von (8.48), wenn
W(xy,...,zn)(t) #0 fiir alle t € I.

2. Ist (z1,...,2,) ein Fundamentalsystem von (8.48), so folgt nach dem Satz 8.27 von
Liouville, dass

W(z1,...,20)(t) = W(z, ..., 20)(to) - e Jo 01145,

Satz 8.36 Seizxy,...,x, ein Fundamentalsystem von (8.48). Dann ist eine spezielle Losung
der inhomogenen DGL (8.49) gegeben durch

t

N [ M)
V(0) =30 [ s

to
wobei
r1 ... Tg—1 0 Zgpy1 ... 2n
R 0 2z R
Wi(b) =det | P bt
n—1 n—1 n—1 n—1
x(l ) ...z,(c_l)b(s) x;_H) Loy

Beweis: Wir wenden Satz 8.28 auf (8.51) und erhalten mit der Aquivalenz von (8.49) und
(8.51) die Behauptung. a

Der Beweis liefert eine Praktische Methode zur Bestimmung einer speziellen Losung der
DGL (8.49):

(1) Bestimmen ein Fundamentalsystem 1, ..., 2, von (8.48).

(2) Bestimmen eine spezielle Losung der inhomogenen DGL (8.49) mittels

a) Variation der Konstanten: Dazu machen wir den Ansatz:

y(t) = wu(t)en(t)

und bestimmen die Funktionen cg(t) so, dass y(t) die inhomogene DGL (8.49) 16st.
Damit die Bestimmung der ¢ (t) moglichst einfach wird, setzt man am besten y(¢) nicht
direkt in (8.49) ein, sondern die Funktion ¢ = (y,%/,...,y" 1) in (8.51). Dann erhiilt
man als Bedingung fiir die Ableitungen ¢} (t) das folgende lineare Gleichungssystem

0
n . ij
Yoere =] | mit op= : ;
k=1 0 (=1
b(t) g

das man wie iiblich 16sen kann. Integration liefert dann die Funktionen cy ().

b) Sind die Koeffizientenfunktionen ay(t) = aj konstant, so kann man bei ,einfa-
cher“rechter Seite speziellere Ansétze fiir eine Losung der inhomogenen DGL machen.
Sei p(A) = A" + a1 A"t + ...+ ap.
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b(t) Ansatz fiir z4(t)

t IV k
ety o crt”,

ert LM ]Y_ é tk
r ist m-fache Nullstelle 2 k=0 O

von p(\)

e cos(3t) Zszo cxt®
e sin(3t) Z/Ifzo cxth et gm . {cos(tﬁ) Ef@v:o épt® + sin(tp) ZkN:O dktk}
a + i ist m-fache Nullstelle
von p(A),m >0

Dabei bestimmt man ¢, und cik durch Einsetzen in die DGL und Koeffizientenvergleich.

¢) Ist der Storterm b(t) der DGL (8.49) von der Form b(t) = A1by(t) + Aoba(t) , dann
gilt:

Ist y; eine spezielle Losung der DGL mit Storterm by (t) und yo eine spezielle
Losung mit Storterm by (t), so ist y(t) = Ay1(t) + A2y2(t) eine spezielle
Losung der DGL mit Storterm b(t).

Daraus ergibt sich: Wie fiir das System ist fiir die Losung der DGL
2™ fa, ()Y 4 fagt)e = b(t)

die Kenntnis des Fundamentalsystems wichtig. Wir erkldren zunéchst, wie man ein solches
Fundamentalsystem fiir DGL mit konstanten Koeffizienten aj, erhélt und fiigen dann einige

Kommentare fiir den Fall nicht-konstanter Koeffizienten an.

I. Die homogene lineare DGL n-ter Ordnung mit konstanten reellen Koeffizien-

ten

Wir betrachten nun den Fall, dass die Funktionen a;(t) = a; reell und konstant sind.
Wie erhélt man dann ein Fundamentalsystem? Man kénnte nach dem allgemeinen Verfahren

die Jordansche Normalform von

0 1 0 0
0 0 1 0
A= z
0 O 0 1
—AQ e e e —Qp—1

bestimmen. Wir konnen hier aber einfacher anders vorgehen. Wir wissen bereits, dass das

Fundamentalsystem durch Funktionen der Form e*'tk, mit einem Eigenwert \; von A,

gegeben wird. Wir gehen nun folgendermaflen vor: Wir wollen die lineare homogene DGL

) + an_12V @) + an_ox "D (@) + ..+ agz(t) =0 (8.52)
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fiir konstante Koeffizienten ag,...,a,—1 € R losen. Wir ordnen dieser DGL das folgende
Polynom P(\) € R[)] zu

P\) := A"+ a, A" a) + ap.

P(\) heifit das charakteristisches Polynom der DGL (8.52). P(\) entspricht bis auf ein Vor-

zeichen der Determinate von A — AE,, (entwickle nach der letzten Zeile). Man erhilt auf

folgende Weise ein Fundamentalsystem:

Satz 8.37 Seien

® \i,..., A die reellen Nullstellen von P mit der algebraischen Vielfachheit m; zu A;

und

o (1,001),- -, (Lp, ﬁp) die Paare echt komplexer Nullstellen von P mit der algebraischen
Vielfachheit v; zu p; und [y,

d.h.
PO =A=A)™ (A= A)™ - A=) - A=) " e (A= pap) 7 - ()‘_ﬁp)%

und pp = oq +if; fir allel = 1,...,p. Dann ist ein Fundamentalsystem von (8.52) durch

folgende reelle Funktionen gegeben

T, (t) = e’\'t-tk" Vi=1,...,8 kj=0,...,mj — 1
t t) -t

zilql() . - cos(Bit) Vi=1,....p, ¢q=0,...,y; — 1.

Yiq (t) = e ‘Sln(ﬁlt)'t‘”

Beweis:
1.) Losung der DGL im Komplexen:

Seien Aq,..., A, die verschiedenen, komplexen Nullstellen von P(\) mit den zugehorigen
Vielfachheiten m;.

a) Behauptung:
Die Funktionen zj;, € C*(R, C) gegeben durch

xjkj(t):e’\jt-tkj ECl(R,(C) jed{l,...,r}, k; €{0,...,m; — 1}

l6sen die DGL Y aiz® = 0.
=0

Nach dem Haupsatz der Algebra gilt
Zml [Ix=x)™ e ClAl.
Jj=1

Diese Identitit gilt dann auch in C[4] als Differentialgleichung (Koeffizientenver-
gleich):

n I d
Z ldtl = H - A" (8.53)

Andererseits errechnet man

d

(% = Aj)wji(t) =k - xjp-1(t)
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fiir die Funktionen x5 (t) = e - t*. Fiir k < m; — 1 erhalten wir durch mehrfaches

Anwenden
d

(5 = M) wn(t) =0

und damit wegen (8.53)

Zalxyk)jz() firj=1,...,r, k;=0,...,m; — L.
1=0

m; — 1} sind linear unabhéngig

b) Die Funktionen {z;;, | j = 1,...,7, k; = 0,..
(Ubungsaufgabe), sie bilden somit ein Fundamentalsystem im komplexen Lisungs-

rauimn.

2.) Da die Koeffizienten a; reell sind, hat P(A) nur reelle Nullstellen Aq,...,As und Paa-
= «aq + if;. Dann bilden die

re echter komplexer Nullstellen (p1,7;), - -, (ttp, fI,)- Sei p

Funktionen

Tk, (t) = eNit . ki j=1,...,8 k;=0,...,m; — 1,
() — el g | ) '
Elm(t) = etla—ib) . ¢a I=1,....p, ¢ =0,...,y -1

ein komplexes Fundamentalsystem. Es gilt aber

Re(zq, (1) = t9 - e cos(Bit)
Im(z, (t) = % - e sin(Gt).

Damit folgt
spanc(ziq,, Z1q,) = spanc(Rezg,, Imzg, ).

Folglich haben wir mit

@i, (t) = et -tk

t) = et . t2 . cos(Bit
() = ety
Uig (t) = e -t% -sin(Gyt)

ein reelles Fundamentalsystem.

Beispiel: Wir betrachten die DGL

x”/_./,v//'i‘x/_x:t.

(1) Fundamentalsystem der homogenen DGL: Um dies zu finden, suchen wir die Nullstellen

des charakteristischen Polynoms:
PO = X=X+ A-1=A-1DN+1) = A=1DA+i)(A—1).
Wir erhalten somit als Fundamentalsystem

t

x1(t) = e

- _ it

AZ(t) - komplex.
23(t) = et
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Somit ist

xr, = et

z2(t) = cos(t) = Re(z)
x3(t) = sin(t) = Im(Zs).

Wir haben also als allgemeine Losung der homogenen DGL
z(t) = cre’ + ca cos(t) + czsin(t).

(2) Spezielle Losung der inhomogenen DGL: b(t) = ¢ ist ein Polynom ersten Grades, d.h.

wir machen den folgenden Ansatz

ys(t) = at + B.
Damit ist ¥, = a, ¥ =0, y?” = 0, und Einsetzen in die DGL ergibt « — at — 8 =, d.h

—a=1 und a=p d.h. g=-1

Somit ist die spezielle Losung ys(t) = —(t + 1), und die allgemeine Losung der inhomogenen
DGL ist
z(t) = —(t+1) + cre’ + ¢y cos(t) + cssin(t).

I1. Beispiele fiir die Losung von linearen DGL n—ter Ordnung im R! mit nicht-

konstanten Koeffizienten

Im allgemeinen ist es kompliziert, Fundamentalsysteme zu finden. Fundamentalsysteme sind
nicht immer durch elementare Funktionen anzugeben. Es gibt aber einige Tricks, von denen

wir hier noch drei besprechen wollen.

1. Die Eulersche Differentialgleichung
Wir betrachten die DGL

ant" 2™ + ap "2 4 b agta’ 4 aoz = b(t). (8.54)
mit ag,...,a, € R, a, # 0 und suchen Losungen auf (0, 00).

Satz 8.38 Durch die Substitution t = e geht die Eulersche DGL (8.54) in eine DGL mit

konstanten Koeffizienten
Z brz®) (s) = b(e®) (8.55)
k=0

iber, wobei by, € R geeignete Konstanten sind. z(s) ist genau dann Lisung von (8.55), wenn

x(t) = z(In(t)) Ldsung von (8.54) ist.
Beweis: Sei s = In(t) und z(s) := z(e®), das heifit z(t) = z(In(t)).

(1) Behauptung: Es existieren Konstanten ci; € R, so dass

k
Rz (1) = chjz(j)(s), (8.56)
j=1
wobei Ckk = 1.
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Wir beweisen dies durch Induktion iiber k.
Ist k=1, so gilt

tz'(t) =t- 2 (Int) - % =2'(s).

Damit ist der Induktionsanfang gegeben.

k ~ k + 1: Gelte nun (8.56) fiir k. Differenzieren wir die Induktionsvoraussetzung, so erhal-

ten wir
k Int
thx® () = Z iz ( g ) d.h.

j=1

a 1
EtF= a0 (1) 4tk (1) = Z k20T (s) - n und damit
j=1
k41

thHg D) = chTj_lz(j)(s) — kt*z®) (1)
j=2

L p—— i i

= > (k1 —kerg) 29 ()4 epp 2 ()= e 2M(s)
j=2
k+1

= Z 1,29 (s).
j=1

(2) Setzen wir nun (8.56) in die DGL (8.54) ein und ordnen dann nach den Ableitungen von

z(s), so erhalten wir, dass x(t) genau dann (8.54) 16st, wenn z(s) := z(e®) die Gleichung

n k
apz(s) + Zak : (Z criz P (s)) = be®) |, ost, d.h.
k=1 j=1

=:b;

n n bo
ST aker) 2 (s)+ do 2(s) = b(e).
J=1 k=j

Beispiel: Wir betrachten die DGL

2

2’ +tx' —nlr=0

und suchen eine Losung auf (0,00). Es sei dazu z(t) = z(In(¢)) und s = In(¢). Dann gilt

J(0) = 2()5,
P(1) = 2(5) 5 — () g

Dann ist

e die transformierte DGL: 2/ (s) — 2/(s) + 2/(s) — n?2(s) = 2" —n?z =0, d.h.

2" (s) —n?z(s) = 0.

e das charakteristische Polynom: P(\) = A\? — n? mit den Nullstellen \; » = 4+n. Damit

haben wir ein Fundamentalsystem fiir die transformierte DGL

zl(s) _ ens’

—ns

zo(s) = e
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e und somit das Fundamentalsystem der Ausgangsgleichung:

z1(t) = z(n(t)) = e"® =7,

i) (t) = Z9 (ln(t))

—nln(t) _ .

e

Man erhélt damit als Losung der gegebenen DGL

z(t)=c1 - t"+co-t7" c1,00 ER.

2. Die Reduktionsmethode von D’Alambert
Wir betrachten die homogene lineare DGL

an ()™ 4+ a, ()™ 4 4 ag(t)z =0,

wobei a; : I — R stetig ist fiir alle j € {0,...,n} und a,(t) # O fiir alle ¢ € I. Wenn man
bereits eine Losung von (8.4.3) kennt, so kann man das Problem auf eine DGL (n — 1)-ter

Ordnung reduzieren. Dazu folgender Satz:

Satz 8.39 (Reduktionssatz von D’Alambert) Seiz; : I — R eine Lisung der homo-
genen DGL (8.4.3) und x1(t) # 0 fir alle t € I. Mit dem Produktansatz

a(t) = a1 (t) - y(t)
geht (8.4.3) in eine DGL der Form
b (B)y™ () + bua ("D (8) + - 4 ba )y (1) = 0
iber. Substituieren wir nun z =1vy', so erhalten wir eine DGL (n — 1)-ter Ordnung
b ()2 V() 4+ ... 4 by (t)z = 0. (8.57)

Ist z1,...,2n—1 ein Fundamentalsystem der DGL (8.57), so ist

I, .’131-/21(t)dt7 N | '/anl(t) dt
ein Fundamentalsystem der DGL (8.4.3).
Beweis: Nach der Produktregel folgt fiir z = z1 - y
(R
(k) — k=v) (v)
o =3 (F)ay.
v=0

Setzen wir dies in (8.4.3) ein, so erfiillt 2:(¢) genau dann (8.4.3), wenn y(¢)

goaku) 0 (5)aty)

v=0

£ (gl )

v=0

o
I

=:by (t)
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erfiillt. Dabei gilt

i
k
(0> ar(t)2i? = 0,

n—1
da z; Losung von (8.4.3) ist. Sei nun z := 3. Dann 16st z(t) genau dann 3" b, 1(¢)2(") =0,
v=0

bot) =

k=0

n

2(t) = 21 (8) - / () dt

Losung von (8.4.3) ist.
Es ist noch zu zeigen, dass, wenn z;(t),...,2z,—1(t) linear unabhingige Funktionen sind,
auch

x1(t), xl(t)-/zl(t) dt, ..., xl(t)-/zn,l(t) dt
linear unabhéngige Funktionen sind. Seien dazu Aq,..., A\, € R. Wir betrachten die Glei-

chung

n—1

)\1$1+Z)\j$1-/zj(t)dt=0 vtel.

j=1

Teilen wir diese Gleichung durch z1(¢) (x1(t) # 0 fur alle ¢ € I nach Voraussetzung) und

differenzieren wir dann nach ¢, so erhalten wir
n—1
Z/\ij(t) =0 Vtel
j=1

und folglich \; =0, Vj € {1,...,n—1}. O

Beispiel 1: Wir betrachten die DGL
(1—t*)z" +2ta’ — 22 =0 (8.58)
und suchen eine Losung auf I C R mit £1,0 ¢ I. Dabei gehen wir folgendermaflen vor.
1. Wir erraten die Losung: x1(t) = ¢

2. Dann machen wir den Produktansatz x(t) = ¢ - y(¢) und leiten ab

8
|

y+ty,
2 = 2 +ty.

Fiir die transformierte DGL ergibt sich dann

0= (1-)2y +ty") +2t(y +ty') — 2ty , d.h.
0 = (1—t)ty" +2y.

Mit z = 3 ist nun

1—t)tz' +22=0 8.59
(

zu 10sen.
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3. Wir 16sen (8.59) mit Trennung der Variablen. Es gilt
2
r_
z = _mz, also
o1
z(t) = c-e 2 e
Durch Partialbruchzerlegung konnen wir das Integral 16sen und erhalten

9 21 1 1
T ar= [ (f- o~ Jat=(1- ).
/t(l—t?) /(t 1—t+t+1> n( t2>

Damit folgt, dass (8.59) von z1(t) = 1 — % geldst wird, und wir erhalten ein Funda-

mentalsystem von (8.58)
x1(t) =t
za(t) :t/(l— t%)dt =t +1
Folglich ist die allgemeine Losung von (8.58)
z(t) = et + ot 4+ 1)

fir 1,0 € R.

Beispiel 2: Wir betrachten die Hillsche DGL, eine vereinfachte Sturm—Liouville-DGL,
2" (t) + a(t)z(t) = 0,
wobei a : I C R — R stetig sei.

Satz 8.40 Ist p(t) eine Losung der Hillschen DGL und p(t) # 0 auf I, so hat die allgemeine
Lésung die Form

1
z(t) = ¢(t) <01 + Cz/ dt) mit c1,ca € R.
©*(t)
Beweis: Wir gehen mit dem Produktansatz x = ¢ - y vor und leiten ab

= Qy+ ey
(P//y+2@/y/+(py//.

8
|

Daraus folgt dann
"y +20"y + oy + alt)py = 0.
Da ¢ Losung der Hillschen DGL ist, folgt

2 /
<py” +2<p’y’ —0, also y// _ _iy/'

¥
Mit der Substitution z = ¢/ ist 2/ = —2(Ing)’z zu lsen. Es folgt mittels Trennung der
Variablen

Z(t) _ 672f(1n<p)’dt _ 67211“‘0(25)
- 1
o(t)*
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Damit ist

1
. o dt
» /<p(7f)2

ein Fundamentalsystem der Hillschen DGL. O

Beispiel 3: Wir wollen die Besselsche DGL
t22" ftx' + (2 —n?)x =0 firnecZ
auf (0, 00) losen. Die Losungen sind die Besselschen Funktionen.

Definition 8.18 Die Funktion

T

In(t) = %/cos(mp —tsingp) dp
0

heifst Besselsche Funktion 1. Art.

Fiir die Besselsche Funktion erster Art gelten die folgenden Eigenschaften:
1. J,(t) ist keine elementare Funktion.
2. Jp(t) ist eine Losung der Besselschen DGL.

3. Durch die Reduktionsmethode erhilt man eine weitere linear unabhéngige Losung

durch
1

pe = . _ .
Yo (t) = Jn(t) / ADE dt
Y, (t) heifit Besselsche Funktion 2. Art.

Zum Beweis dieser Eigenschaften, zeigt man zun#chst, dass

1 s
Jan(t) = f/ cos(t - sin ) - cos(2ny) dy
0

™

1

Jony1(t) = - /0 sin(¢ - sin @) - sin((2n + 1)p) de.

Damit beweist man dann die folgenden Rekursionsformeln

2J,(t) = Jn-1(t) = Jnta(t)
2n(t) = t-Jpsr(t) +t-Ju(t) firt>0,ne L.

Aus diesen Rekursionsformeln folgt dann, dass J,, die Besselsche DGL 16st.

3. Der Potenzreihenansatz

Wir betrachten die lineare DGL
2™ o ()2 4 () = b(t), (8.60)

wobei aj,b: I C R — R auf I = (to — r,to + r) in Potenzreihen um ¢y zu entwickeln seien:
aj(t) = Zajk(t_to)k Vi=0,...,n—1
k=0

b(t) = S bi(t —to)".
k=0
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Satz 8.41 Die Lisung © : I — R des Anfangswertproblems zur DGL (8.60) mit den
Anfangsbedingungen

:L’(t()) = Zo, xl(tO) :x17"'ax(n71)(t0) = Tn-1

st eine auf I konvergente Potenzreihe
(o]
2(t) = p(t —to)*.
k=0

Die Koeffizienten pyp kinnen durch FEinsetzen in (8.60) und Koeffizientenvergleich be-

stimmt werden. Sind keine Anfangsbedingungen gegeben, so bleiben bei diesem Verfahren

die po, . .., pn_1 beliebig, und die py fir k > n werden daraus bestimmit.
o0

Beweis: Wir setzen x(t) = Y pi(t —to)* in (8.60) ein und bestimmen py. Dann zeigt man,
k=0

dass mit den so gefundenen p;, die Reihe Y pi(t — to)* auf I konvergiert [zu finden u.a. in
k=0
Luhl/Wiesner III]. O

Beispiel: Wir betrachten die Hermitesche DGL

2 =2tz 4+ Az =0,

wobei A € R fest sei. Dann sind a;(t) = —2t und ag(t) = A spezielle Potenzreihen um 0 auf
R.

Wir machen den Lésungsansatz
o0
x(t) = Z prt”
k=0

mit ¢ € R. Differenzieren wir diese Gleichung und setzen sie dann in die Hermitesche DGL

ein, so erhalten wir

oo o0 oo

0 = > k(k—1pet™ > =2t kpet"™ '+ 2> ppt* = 0 Vtel
k=2 k=1 k=0
o0
und somit 0 = Z((k +2)(k + Dprro — 2kpr + Mpp)th Ve L.
k=0

Mit dem Identitéitssatz fiir Potenzreihen folgt dann

(k+2)(k+ Dppse = 2k —Npi VkeN, , dh.
_ 2%k-)
Per2 = Gk )P

Wir haben also eine Rekursionsformel fiir die Koeffizienten py. Es ist dann

—21 (1)

o(t) = po( 1+i_)\(4—)\)(8—)\)-...-(4(k—1)—)\) 2k )+

et (2k)!
L 2=N6=N\)...-(4dk—2—\
+p1<t+kz_:l( )( (2)k+1)!( ).t2k+1)
=w2[N|(t)
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die allgemeine Losung der Hermiteschen DGL, wobei pg, p1 € R.

Bemerkung:

o Ist A =4n fir n € N, so ist 21[A](¢t) ein Polynom vom Grad 2n

nn—1)-...-(n— (k-1
—1+Z e MY D)

o Ist A =4n +2 fiir n € N, so ist z3[\](¢) ein Polynom vom Grad 2n + 1

_ Zn: k4kn 1)(n—2)~...-(n—(k—1))t2k+1.
— (2k + 1)!
Die normierten Polynome
(=™ % z1[n)(t) : n=2m

(=1)™ 2 2x5[n)(t) - n=2m+1

2d™

Weitere Beispiele findet man im Buch von H. Heuser: Gewohnliche Differentialgleichungen:

e Airysche DGL: 2"/ — tz = 0 (Heuser, S. 261)

e Tschebyscheffsche DGL: (1 — t?)z” — tz + A%z = 0, A € R (Heuser, S. 266)

"—2tx + MM+ 1)z =0, A € R (Heuser, S. 266)

e Legendresche DGL: (1 —t?)x
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8.5 Anwendung: Kurventheorie im R"

[Literatur: W. Kiihnel, Differentialgeometrie, Vieweg, 1999]

8.5.1 Einleitung

Wir betrachten C*°-Kurven v : I C R — R", die regulir sein sollen, d.h. +'(¢) # 0 Vt.
Wie kann man solche Kurven unterscheiden? Dazu benutzt man zwei Grofien.

«~ Linge: 1(7) = [ Iy ()] dt.

~» Kriimmungen: Dieser Begriff ist wesentlich fiir die Beschreibung von Kurven und wird
noch zu definieren sein. Er beschreibt die Abweichung einer Kurve von einer Gerade,

einer Ebene usw.
Wann mochte man Kurven +, 4 als dieselben ansehen?

a) 4 entsteht aus v durch orientierungserhaltende Umparametrisierung

7 : I — 1 ein Diffeomorphismus mit 7/ >0

7 = qer.

b) 4 entsteht aus v durch eine eigentliche Euklidische Bewegung im R”™

F:R* — R
x — x0+ Az, mit zy € R™ fixiert (Verschiebung um ) und
A € SO(n) (Drehung).

Eine solche Euklidische Bewegung entspricht der Einfithrung eines neuen Koordinaten-
systems, in dem die gleiche Kurve beschrieben werden kann. Man sagt v ist kongruent

zu ¥ (7 &~ 4) genau dann, wenn 4 = F o~y mit einer euklidischen Bewegung F'.

(1)

To

Aus Analysis II kennen wir bereit die folgenden Eigenschaften der Bogenlénge:
1. Fiir eine umparametrisierte Kurve 4 = v o 7 gilt I(¥) = I(¥).
2. Fiir ein euklidisch bewegte Kurve 4 = o + Ay gilt ebenfalls [(§) = (7).

3. Eine Kurve heifit nach ihrer Bogenlinge parametrisiert, falls

l (7‘[S,t]) = t—s = Lénge des durchlaufenen Parameterbereiches.

Dann gilt
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e 7 ist genau dann nach Bogenldnge parametrisiert, wenn [|7/(¢)|| = 1.

e Sei~y: I — R" reguldr. Dann existiert eine orientierungserhaltende Umparame-

trisierung 7 : I —» I, so daB #4 := 5 o 7 nach Bogenliinge parametrisiert ist.

Ziel: Wir suchen ein vollstéindiges Invariantensystem fiir (auf Bogenléinge parametrisierte)
Kurven, d.h. wir suchen Gréflen, die entscheiden, ob v = 4. Bei diesen Grofien wird es sich um
(n — 1) Funktionen handeln (sogenannte Kriimmungen), die man ~ zuordnet: k{,..., k! _; :
I — R™ mit

v=06 < k] =k} firj=1,...,n—1L
Diese wurden von Frenet (1847) und Serret (1851) definiert und studiert. Man schrinkt sich
dabei auf Kurven ,,in allgemeiner Lage“ein.

8.5.2 Frenet-Kurven und deren Kriimmungen

Definition 8.19 Fine C®-Kurve v : I C R — R" heifst Frenet-Kurve (allgemein ge-
krimmt), falls die Vektoren

Y @A), A, ., YT
linear unbahdngig sind fir allet € I.

Insbesondere ist eine Frenet-Kurve reguldr und liegt nicht in einer (n — 2)- dimensionalen
Ebene des R™. Die Idee besteht nun in folgendem: Die Kriimmungen von « beschreibt man

durch die Anderung eines begleitenden Euklidischen Koordinatensystems.

e1(t) e1(s)

Wir ordnen jedem Kurvenpunkt ~(¢) ein FEuklidisches Koordinatensystem
(v(t);e1(t), ... en(t)) zu, so dab:

e die Abbildungen e; : I — R” sind C'*°,
e (e1(t),...en(t)) ist eine positiv orientierte Orthonormalbasis, d.h.
(ei(t), e;(t)) = di und
det( e1(t) ,...,en(t)) = 1.
~—— ——

als Spaltenvektoren

Dazu orthonormieren wir die linear unabhiingigen Vektoren ~'(t),...,7" *(t) nach dem
Erhard-Schmittschen Orthonormalisierungsverfahren:

)
et) =

YD O="E (1D (D,ex (1) exlt)

ej(t) =

o
[

fir j=2,...,n—1

Hv(”(t)— (Y (1),er (1)) ek(t)H
k=1

Bl(t) X ... X Bn_l(t).

[
3
—
~
~—
I
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Dabei ist x das Vektorprodukt im R", welches wie folgt definiert ist:

R" x ...x R" = R"
—_——
n—1 mal
(a1y...,ap—1) —> a1 X ... X ap—1 := der eindeutig definierte Vektor mit

det(at,...,an_1,y) ={a1 X ... X ap_1,y) Vy e R"™

Fiir das Vektorprodukt gelten dann die folgenden Eigenschaften:

® a3 X ...X ap—1 =0 genau dann, wenn (aq,...,a,—1) linear abhéngig,
® a; X ...Xap—1 L span(ay,...,ay),
e (a1,...,ap_1,a1 X ... X anp_1) ist positiv orientiert,
e Die Linge ||a; X ... X a,—1] ist gleich dem Volumen des durch ay,...,a,_1 erzeugten
Parallelepipeds.
Sind also ay,...,a,—1 orthonormale Vektoren, so ist (ai,...,an—1,a1 X ... X a,_1) eine

positiv orientierte Orthonormalbasis im R"™.

Seien nun eq(t),...,e,(t) die oben definierten orthonormalen Vektoren entlang einer Kurve
~(t). Dann gilt:

L. span(y/(t),...,79)(t)) = span(e; (t),...,e;(t)) firalletel und j=1,...,n— 1.

2. Die Vektoren (v'(t),...,79)(¢)) und (ey(t),...,e;(t)) sind gleichorientiert fiir alle ¢,

d.h. die Ubergangsmatrix hat eine positive Determinante.
3. ej: I — R"ist C*.
4. (e1(t),...,en(t)) ist eine positiv orientierte Orthonormalbasis fiir alle ¢t € I.

(e1,...,e,) mit diesen Eigenschaften ist eindeutig bestimmt.

Definition 8.20 (v(t);e1(t),...,en(t)) heifst begleitendes Frenetsches Koordinatensystem

von .

Wie édndert sich nun ein Frenetsches Koordinatensystem mit der Zeit ¢?
Sei dazu v : I — R™ eine Frenetsche Kurve und (y(t);e1(t),...,en(t)) das Frenetsche
Koordinatensystem zu . Wir betrachten dann die Funktionen

ej(t) : ICR — R" zeitliche Anderung von e;.

Wir stellen nun den Vektor €’ (¢) in der Basis (e1(t), ..., en(t)) dar:

eh(t) = Y wi(t)er(t),
k=1
dh.  wip = (€j(t), ex(t))rn.
Es gilt der

Satz 8.42 Sei (y(t);e1(t),...,en(t)) das begleitende Frenetsche Koordinatensystem einer
Frenet-Kurve ~v. Dann gilt
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e (t) o o ex(t)
—Ww12 t
= 0 0 J
/ 0 wnfln(t)
en(t) 0 0 —wo_in(t) 0 en(?)

d.h. die w;; erfiillen fiir jedes t € 1

wij(t) = —wjk(t),

wir = 0 firk>j+1.
Beweis: Da (ei(t),...,en(t)) eine Orthonormalbasis ist, gilt (e;(t),ex(t)) = J;5. Differen-
ziert man diese Beziehung nach ¢, so erhélt man
0 = (ej(t), ex(t)) + (e; (1), ex (1))

= wik(t) + wi; (1).

Weiterhin gilt, daB e;(t) € span(y'(t),...,7Y)) und damit

ej(t) € span(y”(t),. .. YUY < span(ey (), ..., ej41(t)).

Somit ist aber (e/(t), ex(t)) = 0 fiir k > j + 1. O

Definition 8.21 Sei vy : I — R" eine Frenet-Kurve. Die C*-Funktionen k; : I — R"
definiert durch
wjj+1(t)
ki(t) = 2t
! I ()]

heiffen Krimmungen der Frenet-Kurve 7.

firj=1,...,n—1

Fiir ein Frenetsches Koordinatensystem (y(t); e1(t), .. ., en(t)) einer Frenet-Kurve v gilt dann
0 k() 0 - 0
ey (t) e(t)
: —k1(t) O
= [l ®ll 0 0
' : 0 Kno(t
o O\ ey
0 - 0 —kpi(t) 0O

Dies sind die Frenetschen Formeln fiir v: I — R"™.
Es gilt

Satz 8.43 Seiy : I — R" eine Frenet-Kurve. Die Krimmungen k; : I — R" erfiillen
dann:

1. ki(t) >0 fir allet € I und firj=1,...,n—2.

2. Ist 7 : I — I eine orientierungserhaltende Parametertransformation (r' > 0) und
¥ = v o7 die Unparametrisierung von -y, so ist 7y eine Frenet-Kurve und es gilt fir
die Kriimmung von 7

k() = ki(r(t)) firj=1,....n—1.
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3. Ist F : R™ — R™ eine eigentliche Euklidische Bewegung, d.h. F(x) = xo + Az mit
xo fiziert in R™ und A € SO(n), und set ¥ = Fovy : I — R™. Dann ist ¥ eine

Frenet-Kurve, fiir deren Krimmungen gilt, dajs
kj(t) = kj(t) fur] = ].,. .. ,Rn.

Beweis: Der Beweis bleibt als Ubungsaufgabe. |

Wir beweisen nun den

Satz 8.44 (Hauptsatz der Kurventheorie) Seien ky,...,kn—1 : I C R — R"™ glatte

Funktionen mit ky, ..., kn_o > 0. Dann existiert eine auf Bogenldinge parametrisierte Frenet-
Kurve v: I C R — R™ mit den Krimmungen ki,...,kp_1.
Ist 4 eine weitere auf Bogenlinge parametrisierte Kurve mit den Krimmungen kq, ..., kyp—1,

so existiert eine eigentliche Euklidische Bewegung F : R" — R™ mit 7y = F o~.
(D.h. die Krimmungen sind ein vollstindiges Invariantensystem fir die Kongruenzklassen

von Frenet-Kurven.)

Beweis: Seien kq,...,k,_1 : I — R"™ gegeben. Wir betrachten das lineare Differentialglei-
chungssystem im R™ fiir die Funktionen €1,...,6n: 1 — R™
41 O R0 ex(t)
—ki(t) 0 . ' .
=@l 0 .o e 0
(8.61)
e\ (t) ' 0 k@)
0 oo 00 —kno1(2) 0
mit den Anfangsbedingungen e;(t9) = a; € R", wobei
(a1,...,a,) eine positiv orientierte Orthonormalbasis ist.

Aus dem Abschnitt 8.3. wissen wir:

Es existiert genau eine Losung des Anfangswertproblems (8.61) auf dem gesam-

ten Intervall I. Die Losung
(e1,...,en): ICR—R" x ... xR"
ist C*°, da die Koeffizientenmatrix C*° ist.
Weiterhin gelten die folgenden Behauptungen:
1. (e1(t),...,en(t)) ist eine positiv orientierte Orthonormalbasis.

2. Diese bestimmt eine auf Bogenldnge parametrisierte Kurve v mit dem Frenetschen

Koordinatensystem (y(t);e1(t),...,en(t)).
3. Diese Kurve ~y ist eindeutig modulo eigentlicher Euklidischer Bewegungen.

Wir zeigen
1.) Dazu betrachten wir die Funktionen f;;(t) := (e;(t),e;(t)). Diese erfiillen die DGL’en

(ei(t) (1)) + (ei(t), €j(1))

= —ki—1{eim1(t), €;(1) + kileir1(t), €5 (1)) — kj—1(ei(t), e;—1(t)) + kj(ei(t), €j41(2))
ki1 fim1(t) + ki fivn; () — ki1 fij—1(t) + K fija (t)

fi;(®)
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mit den Anfangsbedingungen f;;(to) = d;;.
Dies ist ein lineares, homogenes Differentialgleichungssystem mit Anfangsbedingungen. Es

existiert also genau eine Losung, und zwar
fi; = 0ij. (Einsetzen!)

Das heifit aber, da8 (e1(t),...,en(t)) eine Orthonormalbasis fiir jedes ¢ € I ist.
Es ist nach Wahl der Anfangsbedingung det(ei(to),...,en(to)) > 0. Nun ist
det(e1(t),...,en(t)) stetig in ¢ und I zusammenhéngend. Daher ist det(eq(¢),...,en(t)) >0

fir alle t € I, d.h. (e1(t),...,en(t)) ist eine positiv orientierte Orthonormalbasis.

2.) Sei xy € R™ fixiert. Wir betrachten die C*°-Kurve

¢
y(t) = xo—i—/ ei(s)ds Vtel.

to

Dann ist
* (to) = o,
e 7/ (t) = ey(t), d.h. v ist auf Bogenldnge parametrisiert,
e v ist C* auf I.
Die Behauptung lautet nun
(v(t);e1(t),...,en(t)) ist ein Frenetsches Koordinatensystem von 7.

Wir beweisen zunéchst die folgende Formel

j—1
I () = e;(t) - <H Mt)) mod span(ey (), ..., e;_1(t)) (8.62)
r=1
fir j = 2,...,n — 1. Dazu fiithren wir eine Induktion iiber j durch.

e Induktionsanfang: Es ist v/ = e; und damit 4" = €] = kes.
e j~j+ 1: Esist
. Y
AU (v(’))
j—1 j—1
- (o T )
r=1 =1

j—1
= ej r IMOod Span(eéy, ..., ¢€;
r=1

/

j
DGL
=" e;j1(t) - H k, mod span(eq,...,e;)

r=1

Damit ist die Formel bewiesen.
Wir haben also

a) span(v',...,7)) = span(ey,...,e;),
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b) (v,...,79) ~ (e1,...,e;) mit der Ubergangsmatrix

1 %k
ky
M = k1ko

i—1
y [
Da nun kq,...,k,_o > 0ist det M >0
c) (e1(t),...,en(t)) ist eine positiv orientierte Orthonormalbasis.

Da nun das Frenetsche Koordinatensystem durch diese Bedingungen eindeutig bestimmt ist,

haben wir 2. bewiesen.

3.) Sei 4 : I — R™ eine weitere auf Bogenlinge parametrisierte Frenet-Kurve mit den
Kriimmungen ki, ...,k,—1. Sei weiterhin (3(¢);€1(t),...,€x(t)) das Frenetsche Koordina-

tensystem zu 7.

Nun ist (€1(t),...,é,(t)) eine positiv orientierte Orthonormalbasis, d.h. es existiert ein A €
SO(n) mit
Aej(ty) = é(to) j=1,...,n.
é1 Aeq
Dann erfiillen und das DGL-System (8.61) mit der gleichen Anfangsbe-
én Ae,

dingung in ty. Dies ist klar, denn es ist
(Ae;) = Aé]
= A(—kj_1ej_1 + kjeji1)
= —kj_14ej_1 +kjAejiq.

Damit ist aber wegen der Eindeutigkeit der Losung é; = Ae; auf I.

Insbesondere gilt
V()= AY(t) = (A)())  dh  (5-Ay) =o.

Das heifit aber 5(t) = Ay(t) + ap mit ap € R™ konstant. ad

8.5.3 Berechnung und geometrische Deutung der Kriimmung in

Spezialfillen
8.5.3.1 Kurven im R?

Sei v : I ¢ R — R? eine regulire Kurve im R2. Das Frenetsche Koordinatensystem ist

dann gegeben durch

V(1)

el(t) = Tangentenvektor,
I @)l

e2(t) = Dz (ex(t)) Normalenvektor.

Dabei ist Dz die Drehung um 7 gegen den Uhrzeigersinn, d.h.

by (8 g (01) 4y, (2o ().
2 sing  cos g 10 *\y T
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Wir erhalten als Frenetsche Formel:

a0\ _ o [0 k) (@
<ea<t>>”” “”(—k(t) 0 )(w)'

Dabei heifit k£ : I — R Kriimmung von -.
Es gilt der

Satz 8.45 Sei v : I C R — R? cine regulire Kurve. Dann gelten die folgenden Eigen-
schaften:

1. Sei vy € R? fiziert, vg # 0. w(t) := <(vo,7 () sei der positiv orientierte Drehwinkel.
Dann gilt

D)
k() = mror-

D.h. die Krimmung einer auf Bogenlinge parametrisierten Kurve ist die Geschwin-
digkeit, mit der sich die Tangente der Kurve dreht.

2. Sei Tang,y := v(to) +R-+/(to) die Tangente im Parameter ty. Dann gilt in den beiden
Fillen

o k(tp) > 0: ~y liegt nahe ty auf der positiven Seite der Tangente.

o k(tg) < 0: liegt nahe tg auf der negativen Seite der Tangente.

7'(t)

Yo

3. Die Kriimmung berechnet sich wie folgt:

det(y' ()7 (t
e

Beweis: Der Beweis erfolgt analog wie die folgenden fiir Aussagen im R3. O

Als eine Folgerung aus dem S atz erhélt man die folgenden beiden Aussagen.

1. Ist k(t) = 0 so liegt das Bild von v auf einer Geraden.

2. Ist k(t) = r # 0 so liegt das Bild von 7 auf einem Kreis mit dem Radius ﬁ
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8.5.3.2 Kurven im R?

Sei v : I C R — R3 eine regulire Kurve im R3. Das Frenetsche Koordinatensystem ist
dann gegeben durch

el(t) = ”1,8” Tangentenvektor,

¥ ()= 28 (v () (8)
Iy (8) = 2B (v ()7 (D)

ea(t) = Hauptnormalenvektor,

Bg(t) = 61(15) X eg(t)
_ ()xy ()

= m Binormalenvektor.
Wir erhalten als Frenetsche Formeln:
el (t) 0 k) 0 e1(t)
es) | =IVOI [ —k@) 0 7(t) ea(t)
e (t) 0 -—7() O es(t)

Dabei heiffit £ Kriitmmung und 7 Windung oder Torsion von ~.

Formeln zur Berechnung von Kriimmung und Windung: Sei zunichst v : I — R3

auf Bogenlidnge parametrisiert. Dann ist e;(t) = +/(¢), was v' L 4" zur Folge hat. Damit

vereinfacht sich der Rest des Frenetschen Koordinatensystems und man erhélt:

er(t) = (1)
A0
() = L]
) x 2"
) = =l

Fiir die Frenetschen Formeln ergibt dies
ei(t) = 7" (t) = k(t) ex(t) mit k(t) > 0.

Daraus erhiilt man die folgende Beziehung, wegen der man 4" auch Kritmmungsvektor nennt:

k() = |7 O] (8.63)

Weiter hat man
en(t) = —key + Tes.

Daraus ergibt sich

10
= (O O x70)

und damit als Formel fiir die Windung

|7 (t) = det(v'(£),7"(£), 7" (1))- | (8.64)

Daraus erhélt man die Formeln fiir eine beliebige Frenet-Kurve.
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Satz 8.46 Fiir die Kriimmung und Windung einer Frenet-Kurve v : I C R3 — R3 gilt

e <ol
S NOIE (8.65)
Loy = B0 "), .

K2(t) - [l @O1°

Beweis: Wir parametrisieren v auf Bogenldnge um. Sei a € [ fixiert und

uw:/WM@nw

Dann ist [ : I —» I := [(I) und monoton wachsend, da I'(t) = |7/ ()| . Nun betrachten wir

die Kurve
4 : I — R? definiert durch:
@) = (@)

Dann ist

'(t) und damit
pa0ll
o)

)

~
I

7A@ =

—

d.h. v ist auf Bogenlidnge parametrisiert.
Dann ergibt sich aus Satz 8.43 fiir die Kriimmung und Windung von %

k(I(t) = K(t)
T7(t) = 7(t).
Man errechnet nun
Ol — () 10) x G700)- (02 + 3 1))

= G U0 < Ao ¢y
= ¥ @) x5 @)l
= |F"a@)l
RUO)
= k(t).

Damit ist die Formel fiir die Kriimmung bewiesen.
Fiir die Windung errechnet man zunéchst:

///(l) . (l/)B 4 35///(” 3 l/ . l// +’~}/(l) . l”l.

"

")/:

N

Damit ergibt sich
det(v’,’y",’y”') _ (l/)6 . det(ﬁ/(l),’y”(l),’?”'(l)).

Da 4 nun auf Bogenlinge parametrisiert war, ergibt sich aus (8.64)
det(v',7",7") = I1I° - 7(0) - k(1)

und somit fiir die Windung
! l//)

r) = SA0L50T)
7(U() - k(1))
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8.5.3.3 Geometrische Bedeutung von Kriimmung und Windung von Raumkur-

ven
Sei v eine auf Bogenlinge parametrisierte Kurve im R3.

Definition 8.22 Sei ey(t),ea(t),es3(t) ein Frenetsches Koordinatensystem der Kurve 7.
Dann nennt man
Binormyry := 7(t) + Res(t)

die Binormale und
EJ(t) :=~(t) + span(y'(t),7"(t))

die Schmiegebene von ~y in t.
Weiterhin definiert man den Drehwinkel der Binormalen

vty (t) := <(es(to), e3(t)).
Fiir die Schmiegebene gilt dann, dass

Es(tg) = lim ( Ebene durch ~(tg),y(to + h),v(to — h) ).

h—0*

Damit ist der Drehwinkel der Binormalen gleich dem Drehwinkel der Schmiegebene
vio (t) = <(Es(to), Es(t))-
Es gilt der

Satz 8.47 Sei v : I — R? auf Bogenlinge parametrisiert und to € I fiziert. Dann gelten
die folgenden FEigenschaften

1. Fir den nichtorientierten Winkel wy, (t) :== <(v'(to),7'(t)) € [0, 7] gilt
k(to) = wy,(to)-
D.h. k mifit die Geschwindigkeit, mit der sich die Tangente dreht.
2. Fiir den Drehwinkel des Binormalenvektors gilt
[T(to)l = v, (to).

D.h der Betrag der Windung beschreibt die Geschwindigkeit, mit der sich die Binormale
(bzw. die Schmiegebene) dreht.

Beweis: Da ||7/(t)]| = 1 gilt

2
Damit ist
=0
(to +h) (to)

) + — W

(i) = i 0T M) Znllo
— i el )
—
(8:67) ). ( 7' (to +h) —7'(to) wi,(to+h) 1 )
h—0 h 2 sin (wto(toJrh))
2

—h—olly ()l

—h—ol

= k(to).
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Fiir die zweite Aussage benutzt man die Beziehung

(20 - s st
2 2

und rechnet dann analog

viy(to) = llez(to)
| = 7(t0) e2(to)l|

|7 (to)l-

Als Folgerung aus diesem Satz ergibt sich:

7 = 0 genau dann, wenn das Bild von v in einer Ebene liegt( d.h. EY(¢y) dreht
sich nicht).

Das ist klar, denn man hat

T=0 < e3(t) =const =y
= (Y(t),es(t)) = 0= (y(t),v0)’
<

(v(t), vo) = const.

= Ebenengleichung

Beispiel: Die einzigen Kurven mit konstanter Kriimmung und Windung sind Stiicke von
Geraden, Kreisen und Schraubenlinien.

Q’_‘/Zﬂ'b

N Schraubenlinien sind definiert durch

~(t) = (acost,asint,bt) mit a,b € R.

v(t)
Dann gilt
a4
~ 7 ) = =% und 7t = —

a2+b2 _a2+b2'

Welche Interpretation hat das Vorzeichen der Kriimmung?

Wir betrachten die Schmiegebene in ¢

E(t)

~(t) + span(es (t), e2(t))
= hlg{)l*( Ebene durch v(t),y(t + h),v(t — h))

Es gilt:

o Ist 7(tg) > 0, so durchstoBt die Kurve v in ¢t = ¢y die Schmiegebene F(tg) von der
negativen zur positiven Seite.

e Ist 7(tg) < 0, so durchstéBt die Kurve v in t = ¢y die Schmiegebene E;(tg) von der
positiven zur negativen Seite.
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+ Seite

~
N

N Tg(to) <0
\ — Seite

'

Dazu Dbetrachten wir die Kurve ~(t) in einem fixierten Koordinatensystem

(v(to); e1(to), e2(to), es(to)) und die Taylorentwicklung von v um ¢o:

(t —to)? (t—t9)3

Y(t) = (to) = 7'(to)(t = to) +"(to) +9"(t0) +0((t—t0)?)

z(t)er(to) + y(t)ea(to) + 2(t)es(to)-

Damit ist
7' (t) = ei(t) da~y auf Bogenlinge parametrisiert ist,
V' = et
= E(t)ea(t)
V() = K (t)ea(t) + k(t)es(t)

= K(t)ea(t) + k(1) (—k(t)ex (t) + 7(t)es(t))

Macht man nun einen Koeffizientenvergleich vor es(tp), so erhilt man:
t—to)?
2(0) = bto) 7(00) - L 4 0 (11— 107
~——

>0
Ist nun
7(tp) > 0, soist z(t) <0 falls ¢t < tg
und z(t) <0 falls ¢ > ¢,
d.h. ~ lduft von — nach +,
T(to) <0, so lauft v von + nach —.
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8.6 Wiederholungsfragen zur Priifungsvorbereitung

Die folgenden Fragen fassen den in Kapitel 8 behandelten Stoff zusammen. Sie sollen die Vor-
bereitung auf die Analysispriifung erleichtern. Sie sollen in der miindlichen Priifung nachwei-
sen, dass Sie den Stoff dieses Kapitels verstanden haben und ihn so sicher beherrschen, dass
Sie einzelne der behandelten Themen zusammenhéngend darlegen kénnen. Dazu gehoren
klar formulierte Definitionen (die man ggf. durch Beispiele und Gegenbeispiele illustrieren
kann), die Beweise bzw. Beweisideen zu den formulierten Aussagen und die Erlduterung
von Bezgen zu anderen Themen der Vorlesung. Auflerdem sollten Sie den Vorlesungsstoff
auf die Losung von Aufgaben anwenden konnen (wie in der Ubung behandelt bzw. in den

wochentlichen Hausaufgaben gestellt wurden).

1. Was ist eine gewohnliche Differentialgleichung? Wo treten solche Gleichungen auf (Bei-
spiele)?

2. Erlautern Sie den Reduktionsprozess einer Differentialgleichung k. Ordnung auf eine
Differentialgleichung 1.0Ordnung.

3. Was versteht man unter der Integralkurve eines Vektorfeldes? Wie héngt dieser Begriff

mit gewohnlichen Differentialgleichungen zusammen?

4. Erlautern Sie die elementaren Integrationsmethoden fiir folgende Klassen von gewohn-
lichen Differentialgleichungen 1.0rdnung mit einer Variablen:
-Differentialgleichung mit getrennten Variablen
-Euler-homogene Differentialgleichung
DOL o' = f ()
-Exakte Differentialgleichung

-Lineare Differentialgleichung
-Bernoullische Differentialgleichung

-Riccatische Differentialgleichung

5. Welche Kriterien fiir die Kompaktheit von Teilmengen eines vollsténdigen metrischen
Raumes kennen Sie. Formulieren Sie insbesondere den Satz von Arzela-Ascoli (Kom-
paktheitskriterium fiir Teilmengen des Banachraumes der stetigen Abbildungen ei-
nes kompakten metrischen Raumes in einen endlich-dimensionalen normierten Vektor-

raum) und erldutern Sie die Beweisidee.

6. Formulieren und beweisen Sie die Beziehung zwischen gewthnlichen Differentialglei-

chungen und Integralgleichungen.

7. Erldautern Sie die Aussagen und Beweisideen der Fixpunktsitze von Banach, Brou-
wer und Schauder. Wo werden diese Sdtze in der Theorie der Differentialgleichungen

angewendet?

8. Was wissen Sie iiber Existenz und Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems
fiir eine gewohnliche Differentialgleichung (Satz von Cauchy-Peano, Satz von Picard-

Lindelsf)? Erldutern Sie die Beweisideen.

9. Was wissen Sie iiber die Abhéngigkeit der Losung einer gewthnlichen Differentialglei-

chung von den Anfangswerten bzw. von Parametern?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

8.7

Definieren Sie den Begriff der maximalen Losung einer gewohnlichen Differentialglei-
chung. Erldutern Sie deren Existenz. Nennen Sie Eigenschaften der maximalen Losung

fiir spezielle Klassen von Differentialgleichungen.

Wie sieht die allgemeine Struktur des Losungsraumes einer linearen gewohnlichen Dif-
ferentialgleichung im R™ aus (Beweis)? Was ist ein Fundamentalsystem einer linearen
homogenen Differentialgleichung? Wie erhélt man aus dem Fundamentalsystem des
homogenen Teils einer linearen DGL eine spezielle Losung der inhomogenen linearen
DGL?

Definieren Sie den Begriff des Exponentials einer Matrix (oder allgemeiner des Ex-
ponentials eines Elementes einer Banachalgebra) und nennen Sie seine Eigenschaften
(mit Beweis).

Geben Sie die allgemeine Losung einer homogenen linearen Differentialgleichung mit
konstanten Koeffizienten mittels des Exponentials der Koeffizientenmatrix A an (Be-
weis). Leiten Sie daraus die spezielle Form des Fundamentalsystems her, die man aus

der Jordanschen Normalform von A erhélt (im komplexen und reellen Fall).

Erldutern Sie das Losungsverfahren fiir lineare Differentialgleichungen héherer Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten im R'. Diskutieren Sie den Spezialfall harmonischer
Schwingungen mit einem Freiheitsgrad.

Welche Losungsverfahren kennen Sie fiir lineare DGL hoherer Ordnung mit nicht-
konstanten Koeffizienten im R' (Eulersche Differentialgleichung, Reduktionssatz von

d’Alambert, Potenzreihenansatz).

Was versteht man unter den Kriimmungen einer Frenetkurve im R"™?. Formulieren
und beweisen Sie den Hauptsatz der (lokalen) Kurventheorie. Welche Sitze aus
der Theorie der gewohnlichen DGL werden dabei angewendet?. Erlautern Sie die
geometrische Bedeutung von Kriimmung und Windung von ebenen Kurven und von
Raumkurven.

Weitere Literatur zur Vorlesung
V.I. Arnold: Gewdhnliche Differentialgleichungen. Springer-Verlag, 2. Auflage, 2001
H. Ammann: Gewohnliche Differentialgleichungen. De Gruyter Lehrbuch, 1994
H. Heuser: Gewohnliche Differentialgleichungen. Vieweg + Teubner Wiesbaden 2009

E. Kamke: Gewohnliche Differentialgleichungen, Losungen und Lésungsmethoden.
Teubner-Verlag Stuttgart, 1983

W. Walter: Gewohnliche Differentialgleichungen. Springer-Verlag, 7. Auflage 2000
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