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Worum geht es in der Vorlesung “Differentialgeometrie I”’?

Im Grundstudium wurden die Differential- und Integralrechnung im R" und auf Un-
termannigfaltigkeiten des R™ behandelt. Fir die Differentialgeometrie bendtigen wir
eine allgemeinere Klasse von Radumen, die differenzierbaren Mannigfaltigkeiten. Man-
nigfaltigkeiten sind abstrakte Mengen M, die man lokal um jeden Punkt durch n
reelle Koordinaten beschreiben kann. Lokal verhalten sie sich also wie Euklidische
Raume. Solche Mengen treten natiirlicher Weise z.B. als Nullstellenmengen von Ab-
bildungen oder als Mengen der Aquivalenzklassen bei Aquivalenzrelationen auf. Bei-
spiele fiir Mannigfaltigkeiten sind Flichen im R?, wie regulidre Quadriken, das Mo-
biusband oder Rotationsflichen. Aber auch die klassischen Gruppen oder die Menge
aller k-dimensionalen Unterrdume des R" sind Mannigfaltigkeiten. Nach dem Einbet-
tungssatz von Whitney ist jede differenzierbare Mannigfaltigkeit diffeomorph zu ei-
ner Untermannigfaltigkeit eines reellen Vektorraumes R, so dass es geniigen wiirde,
Geometrie und Analysis auf Untermannigfaltigkeiten zu betreiben. Meist ist es aber
einfacher und geniigt, ein Objekt als abstrakte Mannigfaltigkeit zu betrachten ohne
seine (oft recht aufwendig hinzuschreibende) Einbettung in den RY zu kennen. Dies
ist z.B. der Fall, wenn die Objekte durch Verklebungen entstehen oder als Orbitraume
von Gruppenwirkungen, die unter anderem in der Physik eine grofie Rolle spielen.

Die Vorlesung ist eine Einfiihrung in die Grundlagen der Riemannschen Geometrie auf
Mannigfaltigkeiten. Wichtige Fragen, die wir kldren wollen, sind:

e Wie definiert und berechnet man man den Abstand von Punkten, die Linge von
Kurven oder das Volumen von Teilmengen von Mannigfaltigkeiten?

e Wie beschreibt man Kriimmungen der Objekte?

e Welche globalen Eigenschaften der Mannigfaltigkeiten kann man aus den lokalen
(wie z.B. den lokal definierten Krimmungen) ablesen? Kann man durch lokale
Messungen die Gestalt der Erde oder des Kosmos erkennen?

e Wie kann man entscheiden, wann die gleichen geometrischen Verhéltnisse auf
zwei gegebenen Mannigfaltigkeiten vorliegen?

e Kann man Mannigfaltigkeiten bzgl. gewisser topologischer oder geometrischer
Eigenschaften klassifizieren? D.h. kann man entscheiden, wieviel "verschiedene"
Mannigfaltigkeiten es gibt und diese durch spezielle Invarianten charakterisie-
ren?

Die in der Vorlesung behandelten Konzepte der Riemannschen Geometrie sind grund-
legend fiir die mathematische Modellierung physikalischer Prozesse. Sie spielen unter
anderem eine entscheidene Rolle in der Allgemeinen Relativitédtstheorie.
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Kapitel 1
Topologische Raume

In diesem Abschnitt werden wir zunéchst einige Grundbegriffe aus der Theorie der
topologischen Raume zusammenstellen. Insbesondere sollen die speziellen Eigenschaf-
ten von Hausdorffschen topologischen Rdumen mit abzéihlbarer Basis besprochen wer-
den. Als spezielle Literatur zu diesem Kapitel eignen sich die folgenden Biicher

e Engelking, General Topology,

e K. Janich, Topologie, Springer Verlag 1990.

e E. Ossa, Topologie, Vieweg Verlag 1992.

e C. Kosniowski, A first course in algebraic topology, Cambridge Univ. Press 1980.

e P. Gunther, Grundkurs Analysis Bd. II, Teubner-Verlag Leipzig 1973.

e L.A. Steen, J.A. Seebach, Counterexamples in Topoplogy, Dover Publ. Inc. N.Y.
1995.

e Skript zur Analysis I (WS 2000, Dozentin Prof. Baum), Kapitel 2.

1.1 Definition und Beispiele

Es sei X eine nichtleere Menge. Mit P(X) bezeichnen wir im folgenden die Potenzmen-
ge von X, d.h. die Menge aller Teilmengen von X.

Definition. Sei X eine nichtleere Menge. Ein Mengensystem 7 C P(X) heif3t Topologie auf X,
falls die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

1. (T1)O, X €.
2. (T2) Die Vereinigung beliebig vieler Mengen aus 1 liegt wieder in T.

3. (T3) Sind U,V € 7, so liegt auch der Durchschnitt UNV in 1.

D.h. das Mengensystem 7 ist abgeschlossen gegeniiber beliebigen Vereinigungen und
endlichen Durchschnitten. (X, ) heifit topologischer Raum. Die Mengen U € T nennt

man die offenen Mengen des topologischen Raumes (X, T).

5
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Beispiel 1. DISKRETE TOPOLOGIE

In dieser Topologie ist jede Menge offen: 7 := P(X)
Beispiel 2. ANTIDISKRETE TOPOLOGIE

In dieser Topologie gibt es nur zwei offene Mengen: 7:= {0, X}
Beispiel 3. DIE VON EINER METRIK ERZEUGTE TOPOLOGIE

Zur Erinnerung: Eine Abbildung p : X x X — R heif3t Metrik auf X, falls
fir alle x,y, z € X gilt

. pla,y) >

y) >0
e p(z,y) = ply, z)
o px,2) < plz,y) + ply, 2)

und p(z,y) =0z =y

Sei p eine Metrik auf X. Wir betrachten das folgende Mengensystem:
7, ={UCX |VeeUIe>0:K(z,e):={ye X |px,y) <e}CU}

7, ist ein Topologie auf X:

Da (T'1) und (72) per Definition unmittelbar klar sind, bleibt zu zeigen, dass
mit zwei Mengen U und V' auch ihr Durchschnitt in 7, liegt.

Sei dazu z € U N V. Dann gibt es zwei Zahlen ¢; > 0 und 2 > 0, so dass
K(z,e1) CU und K(x,e2) C V. Dann folgt aber K (z, min(e1,£2)) CUNV.

7, heiflt die von p erzeugte Topologie auf X.

Definition. Ein topologischer Raum (X, T) heifit metrisierbar, falls es eine Metrik p
gibt, so dass T = 7, gilt.

Natiirlich ist nicht jeder topologische Raum metrisierbar.

Ein Beispiel hierfiir ist die antidiskrete Topologie 7 := {0, X}, wobei X mindestens
zwei Elemente enthalt.

Angenommen, eine 7 erzeugende Metrik p wirde existieren. Fiir zwei verschiedene
Punkte z,y € X ist dann 0 < p(z,y) =:¢. Dann ist y ¢ K(z, §). Es gibt dann also eine
weitere von X und () verschiedene offene Menge K (z,5). Somit ist (X, {0, X}) nicht
metrisierbar.

Die diskrete Topologie 7 := P(X) wird durch die diskrete Metrik p; induziert:

pi: X xX — R

(,y) = 0,z=y
Pa\T,Y Ca 1 ,I?éy

Da fiir diese Metrik {z} = K (z, 1) gilt, ist jede einpunktige Menge offen. Aus (7'2) folgt
dann 7,, = P(X).

Die metrischen Rdume bilden eine echte Teilmenge der Menge der topologischen Riu-
me.

Spéter wird bewiesen, dass jede differenzierbare Mannigfaltigkeit metrisierbar ist.
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Beispiel 4. DIE AUF TEILMENGEN INDUZIERTE TOPOLOGIE

Sei (X, 7) ein topologischer Raum und A eine Teilmenge von X. Wir betrach-
ten das Mengensystem

Ta={VCA|IUeT:V=UnNA}

74 heiBt die auf A induzierte Topologie. 74 ist tatsdchlich eine Topologie,

denn:

e )=0NA, A=XnNA
.{‘/i}iej,‘/iGTA — ‘/;':UimA, mitUZ'ET
UW:U(UiﬂA):(UUi)mA
i€l el el
——
=Uer
o Vi,VoEeTy — V1/2=U1/2ﬁ14, mitUl/QET
VinVa=U1NnA)N{UNA) = (U NUz;)NA
——

=Uer
Beispiel 5. DIE PRODUKTTOPOLOGIE

Seien (X, 7x) und (Y, 7v) topologische Raume. Wir betrachten das folgende
Mengensystem auf X x Y:

TXthz{ACXXY|A:U‘/Z’XUi; V;'ET)(,UiE’Ty}
iel

Txxy heiBt die von 7y und 7y induzierte Produkttopologie. Die Topologie-
Eigenschaften folgen aus den Vertauschungsregeln fir x, U und N.

Beispiel 6. DIE FAKTORTOPOLOGIE

Seien (X, 7) ein topologischer Raum, Y eine Menge und f : X — Y eine
surjektive Abbildung. Wir betrachten das folgende Mengensystem auf Y

T ={ACY| YA et}

77 ist eine Topologie auf Y - die durch f induzierte Faktortopologie.

Verifizieren der Topologieeigenschaften:

e ) erp,denn f[7HD):=0€eT

eYersdenn fTH(Y)=Xer

elUicers, i€l = Y Ui U) =Uie; [ U) €T = U, Ui €
N—_——

(Ska
Tf

e Uyt = [fHUNU)=frU)Nf )er = UNUse
—_— Y
Tf cT (S
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Faktortopologien werden insbesondere auf Mengen von Aquivalenzklassen betrachtet.
Wir erinnern nochmal an die Definition einer Aquivalenzrelation:

Sei X eine Menge und R C X x X eine Menge von Paaren. Wir schreiben kurz = ~ y
falls (z,7) € R. R bzw. ~ ist eine Aquivalenzrelation, falls gilt:

Reflexivitit Vo e X : 2z ~ z.

Symmetrie Vo, ye X: x~y = y~uw.

Transitivitat Vz,y,z€e X: o~y AN y~z = x ~ 2.

Fir z € X ist [2] := {y € X | 2 ~ y} die durch = definierte Aquivalenzklasse. X /. :=
{[z] | = € X} ist die Menge der Aquivalenzklassen bzgl. ~. Die Projektion auf die
Aquivalenzklassen ist:

7 X — X /o

x —  [x]
Wir versehen eine solche Menge von Aquivalenzklassen X /. immer mit der durch =
induzierten Faktortopologie.
Es folgen nun einige konkrete topologische Rdume
Beispiel 7. DER EUKLIDISCHE VEKTORRAUM R"

R™ sei immer mit der von der Euklidischen Metrik induzierten Topologie
versehen

plr,y) = llz —yll =

Beispiel 8. DIE SPHARE S™

Die Sphére im R”*! vom Radius
Sy i={z e R"™ | ||z]| = r}

sei immer mit der induzierten Topologie des R" ™! versehen. S™ := ST sei die
Sphire vom Radius 1.

Beispiel 9. DER N-DIMENSIONALE TORUS T™

Der n-dimensionale Torus 7" := S x --- x S c R?" sei immer mit der Pro-
—_———

n—mal

dukttopologie versehen.

Den 2-dimensionalen Torus 72 kénnen wir bijektiv auf einen Rotationstorus
72 im R3 abbilden:

T2 := {((2 + cosv) cosu, (2+ cosv)sinu, sinv) | u,v € R}
Die Abbildung ¢ : T2 — 772 ist gegeben durch

o((e™,e™)) = ((2 + cosv) cosu, (2 + cosv)sinu, sinv).
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Beispiel 10. DER REELL-PROJEKTIVE RAUM RP"

Wir betrachen S” mit der Aquivalenzrelation V z,y € S" 1z ~y <= 2 =

+y.
RP™:= 8" /.
ist der n-dimensionale reell-projektive Raum versehen mit der Faktortopo-
logie.
T S" — RP"
= (20,21,...,&,) +— [x]=[ro:x1:...: 2]

Beispiel 11. DER KOMPLEX-PROJEKTIVE RAUM CP"

Wir betrachen
S+l — {z:=(20,...,2n) € cntl | \z0|2 4+ -+ |2’n\2 =1}

mit der Aquivalenzrelation V z,w € S*"t! : z ~w = I A€ C: [\ =
1 A z=)\w.
(CPn — S2n+1 /N

ist der n-dimensionale komplex-projektive Raum versehen mit der Faktor-
topologie.

T S+l ., Ccpr

z2=10(20,21,---y2n) — [2]=lz0:21:...: 2]

Beispiel 12. DER QUATERNIONISCH-PROJEKTIVE RAUM HP"

H ist der Schiefkérper der Quaternionen.

H ~ C2 ~ R*
q=x0 + 2118 + 22) + 3k — (20 + 210, X2+ 231) — (20, T1, T2, T3)
Wobei i? = j2 =k?=—-1undi-j =k.§:= x9 — 210 — x2j — x3k und damit
q> :=q-7
Wir betrachen

S ={g:=(q0,-+»¢) €H" [ |qo]* + - + [gnl* = 1}
mit der Aquivalenzrelation
Vg,§€S4"+3:g~g = JpeH: |p=1A q=pz
HP" := §4n+3 /|

ist der n-dimensionale quaterionisch-projektive Raum versehen mit der Fak-
tortopologie.

Beispiel 13. DAS MOBIUSBAND (MOB)

Wir betrachten Q = [0,1] x [0, 1] C R? mit der Relation

z,y) = (z,w) oder
(x,y) ~ (Z?w) = z,y) = (0,y) und (z,w) = (1,1 — y) oder
(z,w) = (0,w) und (z,y) = (1,1 — w)

—~ o~
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dann ist
Méb=@Q /~

Beispiel 14. DER TORUS T2, DIE KLEINSCHE FLASCHE K2 UND DER RP?

Q Zylinder Torus T2
- " A A - " A
Q Mob K?
> \ Y > | Y
Q Mob RP?
> | Y > | Y

Jede zweidimensionale, kompakte und zusammenhisngende Fliche /2 (ohne Rand)
setzt sich aus 52, T?, RP?, K? zusammen. (~ algebraische Topologie)

Definition. Sei (X, ) ein topologischer Raum.

e Eine Teilmenge U C X heifit Umgebung von x € X (Bezeichnung U(x)), fallsx € U
und U € 1.

e Sei A C X. Ein Punkt © € A heifst innerer Punkt von A, falls es eine Umgebung
U(x) C Agibt.

e Eine Teilmenge A C X heifit abgeschlossen, falls X \ A offen ist.
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Definition. Sei (X, ) ein topologischer Raum, A C X.

e int(A) :={x € A |z ist innerer Punkt von A} heifit Inneres von A.

o cl(A) := X\ int(X \ A) heiffit Abschluss von A.

o 0A:= X\ (intAUint(X \ A)) heifst Rand von A.

Satz 1.1. Sei (X, ) ein topologischer Raum, A C X. Dann gilt

1. int(A) = UUoffencA U
D.h. int(A) ist die grofite offene Menge, die in A liegt.

2. CZ(A) = ﬂACFabgesch,l. F
D.h. cl(A) ist die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthdlt.

z € c(A) < Jede Umgebung von x schneidet A.
3. 0A =cl(A) \ int(A)
x € 0A <= Jede Umgebung von x schneidet sich mit A und mit X \ A.
Der Beweis lauft genauso wie fiir metrische Rdume.

Definition. Sei f : X — Y eine Abbildung zwischen topologischen Rdumen.

f heift offen (bzw. abgeschlossen), falls gilt:
Ist U C X offen (bzw. abgeschlossen), so ist auch f(U) CY offen (bzw. abgeschlossen).
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1.2 Topologische Raume mit abzihlbarer Basis

Definition. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. 3 C 7 heifit Basis von (X, 1), falls je-
de nichtleere, offene Menge die Vereinigung von Mengen aus [3 ist.

Beispiel 15. BASEN VON TOPOLOGISCHEN RAUMEN

1. Sei (X, p) ein metrischer Raum.
B:={K(z,e):={ye X |p(z,y) <e}|reX, ccR"}

ist eine Basis von (X, 7,).

2. Eine Basis der Produkttopologie (X x Y, 7x«y ) ist:

B:={UxV |U C X offen, V C Y offen}.

Definition. Ein topologischer Raum (X, 1) heif3t topologischer Raum

mit abzdhlbarer Basis (erfiillt das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom), falls es eine Basis (3 von T mit ab-

zdhlbar vielen Elementen gibt.

Wie hingen die metrischen Rdume mit den topologischen Rdumen mit abzéihlbarer Ba-
sis zusammen?

Definition. Ein topologischer Raum (X, 7) heifit separabel, falls es eine abzihlba-
re, dichte Teilmenge A C X gibt (d.h. cl(A) = X).
Bemerkung

Es gilt: (X, 7) hat eine abzahlbare Basis = (X, 7) ist separabel. (UA)

Satz 1.2. Die Menge der metrischen Rdume, die auch topologische Riume mit abzdhl-
barer Basis sind, ist gleich der Menge der separablen metrischen Riume.

{metrische Rdume} N {top. Riume mit abzihlbarer Basis}
= {separable metrische Raume}

Den Beweis dieses Satzes iiberlassen dem Leser als Ubungsaufgabe.

Beispiel 16. ABZAHLBARE- UND NICHT ABZAHLBARE BASEN

1. R": pB={K(z,e)|ze€Q", € Qt} ist eine abzdhlbare Basis.
2. Sorgenfrey-Linie
R: p={la,b)| —o0<a<b< oo} isteine Basis von

TSorg = {0} U{U C R | U ist Vereinigunghalboffener Intervalle}

(R, Tgorg) ist nicht metrisierbar und hat keine abzihlbare Basis.

3. (R,P(R)) ist metrisierbar (diskrete Metrik) und hat keine abzdhlba-
re Basis (denn jede einelementige Menge ist offen).

4. (R,7 = {0,R}) ist nicht metrisierbar und hat eine abzéhlbare Basis.
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Satz 1.3. Es gilt

1. Sei (X, 7) ein topologischer Raum mit abzdhlbarer Basis, A C X, dann hat auch (A, 7T4) ei-
ne abzdhlbare Basis.

2. Seien (X,7x), (Y, 7y ) topologische Riume mit abzihlbaren Basen, dann hat auch (X x
Y, Txxy) eine abzdhlbare Basis.

3. Habe (X, T)eine abzihlbare Basis und sei f : X — Y surjektiv und offen bzgl. 7, dann hat (Y, 1) ei-
ne abzdhlbareBasis.

Beweis:

1. Sei 8x = {U1,Us,...} eine abzédhlbare Basis von X.
Ba={UiNAUNA,...} CTa

Behauptung: (34 ist eine Basis von 74.
Sei V C A offen, V # (). Dann gilt

JUer:V=UnNA.

Da (3 eine Basis von (X, 7) ist, gilt: U = | U;. und damit

1€ICN
V:(UUZ-)QA:U(UZ»HA).
i€l el Eﬁ'A

2. Sei Bx eine abzdhlbare Basis von (X, 7x ) und By eine abzéhlbare Basis von (Y, 7v)., =
Bxxy ={U xV | U € Bx, V € By} ist eine abzdhlbare Basis von X x Y.

3. Sei Ox eine abzidhlbare Basis von (X, 7). Da f offen ist, gilt
5 B = {f(U) | U € Bx}.
By ist abzéhlbar und eine Basis von 7¢, denn:
Ver, V£ = f(V)er

D.h.
AU epx,iel: L V)=JU
el
damit ist
FUtv) =V = F)
el Gﬁvf

und 3 ist eine Basis von 7.

Beispiel 17. TOPOLOGISCHE RAUME MIT ABZAHLBARER BASIS

e R™ mit der Euklidischen Topologie, S™ mit der induzierten Topologie und 7™ mit der Pro-
dukttopologie haben nach Satz 1.3 abzéhlbare Basen.
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e RP" und CP™ haben nach Satz 1.3 abzéhlbare Basen, da die Projektio-
nen offen sind (UA).

o Das Mobiusband und die Kleinsche Flasche haben abzihlbare Basen.

Im allgemeinen iibertragt sich bei der Faktortopologie die abzdhlbare Basis nicht.
Gegeben sei R mit der Standardtopologie.
x~y= (x=y V z,y €Z)

dann hat X /.. keine abzdhlbare Basis.

Eigenschaften von Raumen mit abzihlbarer Basis

Definition. Sei (X, 1) ein topologischer Raum und (x,,),en eine Folge in X. (x,,)nen konvergiert ge-
genx € X (v, == x, limp ooty = ), falls fiir jede Umgebung W (x) ein ng € N exis-
tiert mit x, € W(x) Vn > no.

Lemma 1.1. Sei (X, 7) ein topologischer Raum mit abzdhlbarer Basis und sei © € X.
Dann existiert eine Folge von Umgebungen {V,,},, . von x mit den folgenden Eigenschaf-
ten:

1. Vyi CV, fiirallen
2. Ist W eine beliebige Umgebung von x, dann existiert ein ny € N, sodafs V,,, C W.
3. Sei {z,} so, dass z,, € V,, fiir alle n, dann konvergiert x,, gegen .

Va1

J
Va

Beweis:

1. Sei § eine abzihlbare Basis von (X, 7) und

Blx) ={Uep|xzeU}.
Dann ist §(z) = {Uy, Us, ...} abzdhlbar.

V() := ﬂ U, ist eine Umgebung von z.

i=1

Es gilt: V,,41(z) C V,,(z), womit 1. erfiillt ist.
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2. Sei W(x) eine beliebige Umgebung von x. Dann gilt: W (z) = (J,¢; U; mit U; €
B. Da x € W(x) gilt, existiert ein Index i, mit 3(x) > U;, = U,, fiir ein ny € N.
Damit ist

ng
Voo () = (Ui C Uny = Ui, € W ().

i=0
3. Sei x, € V,,(z) beliebig gewahlt, n € N, z.z. z,, —> a:
Sei W (z) eine beliebige Umgebung von z. Dann existiert ein ny € Nmit V,,,(z) C
W (x), sodass
Ty, € Vi (2) C Vio(x) C W(z) V> ng
und damit geht

n— oo

Ty — X

Bemerkung

Lemma 1.1 gilt fiir Rdume mit abzédhlbarer Umgebungsbasis (1. Abzéhlbarkeitsaxi-
om).

Definition. Eine Umgebungsbasis fiir (X,7) von x € X ist ein Mengensystem (3, C T
mit x € U YU € 8, und fiir jede Umgebung W (x) existiert ein U € 3, mit U C W(z).

Satz 1.4. Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Dann gilt:

1. Seien A C X und (z,,)nen eine Folge in A mit x,, "—> x € X. Dann gilt = € cl(A).

2. Habe (X, 1) eine abzdhlbare Basis und sei A C X. Dann gilt: Ist x € cl(A), so exis-
tiert eine Folge (x,)necy in A mit x, "—3 .

Beweis:

1. Sei (2,,)nex eine Folge in A mit z,, "= = € X. Nach Satz 1.1 gilt:

c(A) = ﬂ F
ACFabgeschi.

g.z.z. x € F fiir jede abgeschlossene Menge F', die A enthéilt.
Angenommen dies gilt nicht, d.h. es existiert eine abgeschlossene Menge Fy mit A C
Fyund z ¢ Fy. = X \ Fj ist eine offene Umgebung von z € X.
= z, € X\ Fy Vn>ng
= x,€FyVn>ng =z, €A Vn>ng
Das ist ein Widerspruch.

2. Seiz € cl(A). Sei (V,,(x)) eine Folge von schrumpfenden Mengen (aus Lemma 1.1). Nach Satz 1.1 gilt V,, (.
A # 0 V¥V n € N. Wihle nun beliebige z, € V,(z) N A, n € N. Nach Lem-
ma 1.1 gilt z, == z.
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Folgerung
Sei (X, ) ein topologischer Raum mit abzdhlbarer Basis, A C X. Dann gilt:

A ist abgeschlossen.
<= Ist (z,)nen eine Folge von Punkten in A4
und gilt z, =3 z € X, so liegt = in A.

Beweis:
e (=): (gilt in jedem topologischen Raum)
Sei A abgeschlossen, d.h. A = ¢l A. Mit Satz 1.4 (1) folgt die Behauptung.
e (<) Seix € cl A. Nach Satz 1.4 (2) existiert eine Folge (z,,),en in A mit

T, — T

Dann ist nach Voraussetzung x € A, also clA = A.

Satz 1.4 und die Folgerung gelten i.a. nicht.
Beispiel 18. GEGENBEISPIEL
Sei
X =R, 7a,:={R\ A| Aist abzéhlbar} U {0}
Dann ist (R, 745-) ist ein topologischer Raum. (UA)

abzahlbar

e A C Rist abgeschlossen bzgl. 7, <= A = { R

e Sei B C R, dann gilt

cl(B) = R , falls B iiberabzahlbar
| B , sonst

e Sei (z,)nen eine Folge in (R, 7,4p.) , dann gilt

n—oo
T, — TER <= zx,=2 Vn>ng,

denn U(z) :=R\ {z, | x, # z} ist eine offene Umgebung von z, und da
Ip n;o)o x
gilt, gibt es ein ng € Nmit z,,, € U(z) ¥V m > ny.

== T, =2 VYm>ng

e A= (0,1) C Rist nicht offen und nicht abgeschlossen, denn c/(A4) = R.
1 € cl(A) 1aBt sich nicht als Grenzwert einer Folge in A = (0, 1) darstel-
len.

e A erfiillt auch nicht die Folgerung aus Satz 1.4.

= (R, 7us.) hat keine abzéhlbare Basis.
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1.3 Stetige Abbildungen und Homéomorphismen
Definition. Seien X und Y topologische Raume.

e Eine Abbildung f : X — Y heifst stetig,falls die Urbilder offener Mengen of-
fen sind,
d.h.ist U C Y offen, soist f~1(U) C X offen.

o f: X — Y heifit folgenstetig, falls gilt:

Wenn x, == xin X konvergiert, so gilt f(z,) "—> f(z)inY.

Beispiel: Sei (X, 7) ein topologischer Raum, f : X — Y surjektiv.
Dannist f: (X,7) — (Y, 7¢) stetig. 74 ist die feinste Topologie mit dieser Eigenschaft
Aquivalente Kriterien

Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. f: X — Y ist stetig
2. Das Urbild jeder abgeschlossenen Menge ist angeschlossen.
3. flc(A) Cc(f(A) VAC X

4. Sei By eine Basis der Topologie von Y. Dann ist das Urbild von B € (y in X offen,
fir alle B € Sy.

5. Fir alle x € X und jede Menge B € [y mit f(z) € B existiert eine Umge-
bung V(z) von z mit f(V(x)) C B.

Satz 1.5. Seien X, Y topologische Raume.

1. f:X — Y iststetig. = f ist folgenstetig.

2. Sei X ein Raum mit abzdhlbarer Basis (es reicht abzdhlbare Umgebungsbasis). Dann gilt:

f: X — Y ist folgenstetig. —> f ist stetig.
Beweis:

1. Sei f stetig.
Z.z.Ist (z,),en eine Folge in X mit z,, "3 =, so gilt f(z,) — f(x).
Sei U(f(x)) eine beliebige Umgebung von f(z). Da f stetig ist, ist
FHU(f() c X
eine offene Umgebung von = € X. Dann gilt z,, € f~(U) fiir alle n > ny.

= flzn) € fF(fTHU) CU Yn>mng
= f(zn) = f()
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2. X habe eine abzéihlbare Basis und f : X — Y sei folgenstetig.
Annahme: f ist nicht stetig.

D.h. es existiert ein 2 € X und eine Umgebung U(f(z)), so dass fiir alle Umge-
bungen V (x) gilt:
f(V(x)) ¢ U

. Sei (V,,(z))nen die schrumpfende Familie von Umgebungen aus Lemma 1.1. Dann exis-
tiert fur jedes n € Nein z,, € V;,(x) mit

flan) U

Va1

Mit Lemma 1.1 gilt also z,, — z und

n—oo

flan) /= f(2).

Dies ist ein Widerspruch zu der Voraussetzung, dass f folgenstetig ist.

Beispiel 19. FOLGENSTETIG IMPLIZIERT I.A. KEINE STETIGKEIT!

Im Allgemeinen gilt:

f ist folgenstetig. #= f ist stetig.

Seien X = (R, 745, ), wobei
Tavz = {R\ A | A abzdhlbar} U {0}

Y = (R,TH)

die reellen Zahlen mit der euklidischen Topologie, Id : X — Y die identi-
sche Abbildung. Jede Abbildung

f: X —Y
ist folgenstetig, da

Tabz

T, —3 1 <= x,=2Vn>ng.
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Daraus folgt dann
flzn) = f(x) Vn>ng bzw.  flz,) = f(z)
Id : X — Y ist nicht stetig, denn
U:=(01)cCcY

ist offen in der euklidischen Topologie, aber Id~!(U) = U C X ist nicht of-
fen bzgl. 7,..

Satz 1.6. Es gilt

1. Seien f: X — Y und h: Y — Z stetig. Dann ist auch
hof:X — 27
stetig.
2. Ist f: X — Y stetigund A C X, soist auch f|s: (A, Ta) — Y stetig.

3. Seine X und Y topologische Riume und X x Y mit der Produkttopologie verse-
hen. Dann gilt:
Pr: X XY — X

(z,y) =

Dy: X XY — Y
(z,y) — y
sind stetig.

Eine Abbildung f : Z — X x Y ist stetig genau dann, wenn p, o f und p, o
f stetig sind.

4. Seien X und Z topologische Rdume und f : X — Y surjektiv. Eine Abbildung g :

(y,7¢) — Z ist genau dann stetig, wenn go f : X — Z stetig ist

Beweis:
zu 4. (=)
Sei g stetig. Da f : X — (Y, 77) stetig ist, folgt, dass
gof: X —2
stetig ist.
(«):
Seigo f: X — Z stetigund U C Z offen. Dann ist (go f)~1(U) C X offen.
— Yy (U)) = (9o f)"(U) Cc X ist offen.

= g 1(U) CY istoffen in der Faktortopologie.
= g ist stetig.
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Definition. Eine Abbildung f : X — Y heifst Hombomorphismus, falls [ bijek-
tiv ist und f und f~! stetig sind.

Zwei topologische Raume X und Y heiflen homdéomorph, falls es einen Homoomorphis-
mus f: X — Y gibt.

Zwei Teilmengen A C X und B C Y heiffen homéomorph, falls (A,74) und (B,7p) ho-
moomorph sind.

Bemerkungen

e Man unterscheidet homoomorphe topologische Rdume nicht, da sie die gleichen to-
pologischen Eigenschaften haben.

e Sei f: X — Y bijektiv und stetig. Dann gilt:

f ist ein Hom6omorphismus
< f ist offen (bzw. abgeschlossen)
<= weitere Kriterien spater

Beispiel 20. DIE STEREOGRAFISCHE PROJEKTION

S™\ {(1,0,...,0)} ist hom6omorph zu R".
Onp 5"\ {(0,0,...,0,1)} — R" = {z € R"™ | z,,,, = 0},

wobei ¢, . () der Schnittpunkt der Geraden durch den Nordpol (0,0, ...,0,1)
und z mit der Hyperebene

R™ = {x € R"" | z,,; = 0} Cc R**!

ist.

¢y ist ein Homdomorphismus, denn

@Np(x) = @NP((xlv"ﬂx"H‘l)) = (1—3&1’1—:&1“""’1—2:1#1)
ur@) = ot (W um) = e (2 202, 20, ylP - 1)

(> =97 +---+v2)

Also sind ¢, ,, und ¢} stetig.
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Beispiel 21. DER RP™ ALS QUOTIENT DER S

RP" ist homdéomorph zur Menge aller Geraden durch 0 im R”*! mit der fol-
genden Topologie:

X =R"™\{0}, v~y <= FAER: z=)\y.

X/.. ist die Menge aller Geraden im R"! durch 0 versehen mit der Faktor-
topologie.
RP*"=S5"/. — X/~
[x] — L(z)=R-z

Dies ist ein Homéomorphismus.
Beispiel 22. DER CP™ ALS QUOTIENT DER §2"+!

CP™ ist homdomorph zur Menge aller komplexen Geraden durch 0 in C**!,

Y =C""\ {0}, z~w <= INe€C: 2

Aw.

Y/. ist die Menge aller komplexen Geraden in C" ™! durch 0 versehen mit der Fak-
tortopologie.
CPr=8"+1/, — Y/
[z] = Lc(z)=C-z

Dies ist ein Homoomorphismus.

Information

1. Saiz tiber die Invarianz der Dimension
Sei R™ homoéomorph zu R (beide versehen mit der euklidischen Topologie). Dann gilt n =
m.

2. Satz iiber die Invarianz des Gebietes
Seien U,V C R™ homoomorphe Teilmengen. Dann gilt: U ist offen (zusammen-
hiangend) < V ist offen (zusammmenhéngend).
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1.4 Hausdorff-Raume (75-Raume)

Definition. Ein topologischer Raum X heifst Hausdorff-Raum (13-Raum), falls es zu je-
dem Paar verschiedener Punkte x,y € X offene Umgebungen U(x) und V (y) gibt, die sich nicht schnei-
den.

Beispiel 23. HAUSDORFF-RAUME

1. Metrische Rdume sind 75-Raume.
Sei (X, p) ein metrischer Raum, =,y € X mit z # y. Dann gilt p(z,y) =:

e>0.

Dannist K(z,§) N K(y, §) = 0.

2. Nicht jeder T>-Raum ist metrisierbar: (R, 7sorg) Sorgenfrey-Linie!
B={la,b)| —c0o<a<b<oo}

ist eine Basis von 7,o,.

= (R, 7sorg) ist T3, hat aber keine abzéhlbare Basis und ist nicht me-
trisierbar.

(Beweis: UA)

3. (X,7 ={X,0}) ist nicht Ty, hat aber eine abzihlbare Basis.

4. (R, 74p.) ist nicht T3 und hat keine abzéhlbare Basis.
Es gilt sogar, dass sich alle offenen Mengen schneiden, denn seien X, X, €
Tabz \ {0}, so gibt es abzidhlbare Teilmengen A;,A; C R mit X; =
R\Al, Xy = R\AQ und es gllt XiNXy = (R\Al)ﬂ(R\Ag) =
R\ ( AjUAs ) #0.
——
abzahlbar

lsiehe auch Bsp. 16 auf Seite 12



KAPITEL 1. TOPOLOGISCHE RAUME 23
Elementare Folgerungen

1. In einem 75-Raum sind alle einelementigen Mengen abgeschlossen.
Beweis:
Seix € X.Z.z. X\ {«} ist offen.
Seiy € X\ {z}, d.h. x # y. Dann existieren Umgebungen U(z), V (y) mit
Ulz)nV(y) =0

. Demnach ist V(y) C X \ {z} und somit X \ {z} offen und {x} abgeschlossen.

(Bemerkung: Wir haben nur die T3 -Eigenschaft benutzt: x # y = Es existiert Ei-
ne Umgebung V(y) mit z ¢ V(y).)

O

2. Sei X ein Ty-Raum. Dann ist der Grenzwert jeder konvergenten Folge eindeu-
tig bestimmt.

Beweis:

Angenommen es gibt eine Folge (x,,),cn mit

n—oo n—oo
Ty — zund x, — Yy, T £y

Da X T, ist, gibt es Umgebungen U(z), V (y) mit U(z) NV (y) = 0.
Da (z,)nen gegen x und y konvergiert, gibt es ein ng € N mit
xn € U(x), z, € V(y) ¥ n > no.

Das ist ein Widerspruch zu U(z) NV (y) = 0.

Bemerkung

Im allgemeinen ist der Grenzwert einer Folge nicht eindeutig, z.B. konvergiert in (X, 7 =
{X,0}) jede Folge gegen jeden Punkt.

Satz 1.7. Es gilt:
1. Seien f,h : X — Y stetige Abbildungen und Y ein T>-Raum. Dann ist {z €
X| f(z) = h(z)} C X abgeschlossen.
2. Sei X ein Ty-Raum, A C X. Dann ist auch (A, 7|4) ein To-Raum.

3. Seien X und Y Ty-Rdume, so ist auch X x Y versehen mit der Produkttopolo-
gie ein To-Raum.

4. Sei X ein beliebiger topologischer Raum, f : X — (Y,7y) surjektiv und of-
fen und sei
D={(z,y) e X x X[ f(z) = f(y)} C X x X

abgeschlossen. Dann ist (Y, 7y) ein Ty-Raum.
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Beweis:

1. Esist zu zeigen: A := {z € X| f(z) # h(z)} C X ist offen.

Sei x € A. DaY ein T3-Raum ist,
existieren offene Umgebungen U(f(z)) und V(h(x)) mit

U(f(z)nV(h(z)) =0

Da f und h stetig sind, ist W := f~1(U)Nh=1(V) C X offenundz € W.Es gilt W C
A, denn sei z € W, so folgt f(z) e Uund h(z) € V
Da aber UNV = (), muss f(z) # h(z) sein und somit 2z € A. Also ist A offen und X \
A={ze€ X | f(z) = h(x)} abgeschlossen.

2. Sei (X, 7) ein Th-Raum, A C X.
Seien x,y € A,z # y. Da X Ty ist, existieren offene Mengen U(x) C X und V(y) C
X mit U(z) NV (y) = 0.

Dann gilt:
(U@)NnA)N(V(y)nA)=0
— ——
offen in 74 offen in 74
3. Seien (z,y), (z,w) € X x X verschieden. OBdA z # z.

Da X ein T>-Raum ist, existieren offene Umgebungen U(x), V(z) mit U(z)NV(2) =
(. Damit ist

UE)xY)N(V(z)xY)=0
und U(x) x Y ist eine offene Umgebung von (z,y) € X x Y und V(z) x Y ist ei-
ne offene Umgebung von (z,w) € X x Y.
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4. f: X — Y ist surjektiv.
Seien also f(z), f(z) € Y zwei beliebige, verschiedene Punkte von Y.

Wir suchen Umgebungen beziiglich der Faktortopologie, die f(z) und f(z) tren-
nen. Da f(z) # f(z) gilt, ist (z, z) kein Element von D.

Da D abgeschlossen ist, ist (X x X) \ D offen. Folglich existiert eine Umgebung
U(x) xV(z) C (X x X)\' D
von (z, z), wobei U(z) und V(z) in X offen sind, und es gilt
Ul)nV(z)=10

.Da f: X — (Y,7/) eine offene Abbildung ist, gilt f(U), f(V) C Y sind of-
fen bzgl. ;.

Weiter gilt: f(z) € f(U), f(z) € f(V) und f(U) N f(V) = 0, denn angenom-
men, y € f(U)N f(V), so existieren ein v € U und ein v € V mit f(u) = y =
f(v). Dann gilt aber (u,v) € D und (u,v) € UxV. Dies widerspricht der Wahl von U x
V C (X x X)\D.

Beispiel 24. WEITERE BEISPIELE FUR HAUSDORFF-RAUME

e R™ S™ T RP™ und CP" sind nach Satz 1.7 T>-Raume. Durch direk-
tes Ausrechnen lisst sich beweisen, dass auch Mob und K2 T,-Raume sind.

e Der folgende Faktorraum ist nicht 75:
X=Rx{0})URx {1}) =R x {0,1} Cc R?

mit der Topologie, die von Sx = {U x {0},V x {1})|] U,V in Roffen} er-
zeugt wird.Auf X fithren wir eine dquivalenzrelation ein, die die bei-
den Geraden fiir « < 0 “verklebt”.

r=vy, s=t fir z > 0,
x=y, s,t€{0,1} firz <0.

(z,t) ~ (y,8) <= {

(0,1)

-~
— 0

-

(0,0)

In X/. ist der Grenzwert einer Folge (z,,, Y )nen mit

n—oo

x, — 0

nicht eindeutig. X/ ist also nicht T5.
X/~ hat eine abzdhlbare Basis.
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1.5 Kompakte und
folgenkompakte toplologische Raume

Definition. Sei (X, 1) ein topologischer Raum und A C X. A heifst kompakt, falls es zu je-
der offenen tiberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung gibt, d.h.

Ac U U,, U, offen
ael
= Ja,...apel: AcC Ul U,,.

A heifit folgenkompakt, falls jede Folge (x,,)nen von Punkten aus A eine in A konvergen-
te Teilfolge enthdlt.

Bemerkung

Es gilt: A ¢ R" ist kompakt < A ist abgeschlossen und beschrinkt. (Satz von Heine-
Borel)

Satz 1.8. 1. Sei X ein Ty-Raum, A C X kompakt. Dann ist A ist abgeschlossen.

2. Jede abgeschlossene Teilmenge eines kompakten topologischen Raumes ist kom-
pakt.

3. Sei f: X — Y stetig, A C X kompakt, so ist auch f(A) kompakt.
4. Seien X,Y kompakte topologische Riume, dann ist auch X xY kompakt.

5. Sei X ein topologischer Raum mit abzdhlbarer Basis. Dann gilt:

X ist kompakt < X ist folgenkompakt
(Fiir “=" ist das erste Abzdhlbarkeitsaxiom notig und fiir “<—" das zweite.)

Bemerkung

e Es existieren kompakte topologische Rdume, die nicht folgenkompakt sind.

e Es existieren folgenkompakte topologische Rdume, die nicht kompakt sind.

Beweis:
Die Beweise von 1.) - 4.) laufen genauso wie fiir metrische Raume.
zu 5.):

(=) Sei X kompakt. Sei weiter (x,,),cn eine beliebige Folge in X. Gesucht ist eine kon-
vergente Teilfolge.

Betrachte

F,, = cl{xm, Tmi1, Tmi2, ...}

Es gilt F{ D F;, D F3 D ... und F; ist abgeschlossen fiir alle i € N.

Behauptung (| Fn, # 0.

m=1
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Angenommen ﬁ Fo=0 = X=X\Nr_1Fn=Unr_(X\Fp).

m=1 ——
offen

Da X kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung
N N
X = &\ Fu) = X\ () F)-
i=1 i=1
Damit ist

N N
ﬂ F; =0, aber es gilt ﬂ F; = Fuax(m,,...my) 7 0 (Widerspruch)
1=1

i=1

Folglich existiert ein z € (] F,.

m=1

Nun wéhlen wir schrumpfenden Umgebungen (V,,(z))>2, aus Lemma 1.

‘/7H»l

Daz € cd{zm,Tm+1,--.} = Fyy ¥m € N, gilt nach Satz 1.1
Valx) N {zm, Tmi1,...} Z0 Yn,meN.
Also konnen wir die folgende Teilfolge wéhlen:
Tn, € Vi(x)N{z1,22,...}

Ty € ‘/é(x)ﬂ{xn1+laxn1+27"'}

Tny € Vg(l‘) N {$n2+17 Tny+25 - }

Die Teilfolge (z,,,) en von (z,,)nen konvergiert nach Lemma 1 gegen z.

(<) Sei nun X folgenkompakt. Behauptung: X ist kompakt.

e Man kann aus jeder iiberdeckung eine abzéhlbare Teiliiberdeckung auswahlen, da X ei-
ne abzihlbare Basis hat:

X = U U;, U;offen — U, 148t sich als Vereinigung von Basismengen darstellen.
iel

Damitist X = |J W wobei die IV, Basismengen sind.
keKCN
Nun wéhlen wir zu jedem k£ € K C N ein U;(;y mit W, C Uyy,.

X={J Uw

ke KCN
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e Man kann aus jeder abzihlbaren Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung aus-
wéhlen:

oo
Sei X = W, W, C X offen. Angenommen, die Behauptung gilt nicht. Dann

1=1
existiert zu jedem m € N ein

s

zm € X\ (| ) W)).

j=1
(m)men 1st eine Folge in X. Da X folgenkompakt ist, existiert eine konvergen-
te Teilfolge

n
xmjjioa: EXZUWi-

i=1

Also existiert ein ng € W,,, mit x € W,,,. Dann ist x € W,,, Vi > iy und
T, € U W; ¥ m; > ng, my,
j=1

Das ist ein Widerspruch zur Wahl von z,,!

Beispiel 25. BEISPIELE FUR KOMPAKTE RAUME

S™, T™ RP™ CP", Mob und K? sind laut Satz 1.8 kompakt.

Satz 1.9. Sei f: X — Y stetig und bijektiv, X kompakt und Y Ts. Dann ist f ein Ho-
moomorphismus.

Beweis: [ ist bijektiv und stetig. Es geniigt zu zeigen, dass f abgeschlossen ist.

Sei A C X eine beliebige abgeschlossene Teilmenge. Da X kompakt ist, ist auch A kom-
pakt und damit auch f(A), weil f stetig ist. In einem 75-Raum ist aber nach Satz 1.8 je-
de kompakte Menge auch abgeschlossen. Also ist f(A) abgeschlossen und somit f ein Ho-
moomorphismus.

O

Man kann jeden topologischen Raum durch Hinzufiigen eines zusétzlichen Punktes kom-
paktifizieren.

Definition. Sei (X, ) ein topologischer Raum.

Sei witerhin oo ein zusdtzlicher Punkt mit co ¢ X.

Xoo = XU {00}
TU{(X \ A)U{oc}| A C X abgeschlossen und kompakt}

Too -

Satz 1.10. Es gilt:

1. (X, Too) ist ein topologischer Raum.

2. (Xoo, Too) ist kompakt.
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3. 7 ist die von X, auf X induzierte Topologie, d.h.

(Too)x =T
Ist X nicht-kompakt, so ist X C X, eine dichte Teilmenge.
Beweis:

1. (X, 7o) ist ein topologischer Raum (UA)

2. (X, Too) ist kompakt.

Denn sei
Xeo=JUi , Uié€rw
iel

Dann existiert ein iy € I mit co € U;,. Nach Definition von 7., gilt
Ui, = (X \ A) U {oo}

wobei A C X kompakt und abgeschlossen in X ist.

Da A kompakt ist, existiert endliche Teilitberdeckung von A C U;, U...UU;, i; €
1. Somit ist
X C U; UUiU...UUZ'n
~—~ —————
=(X\A)U{oo} DA

3. 7= (Too) x:

(a) SeilU € (7)x. = 0 E€T,: U=XNO.
l.Fall Oer = Uer.
2.Fal: 0= (X\A)U{x} = U=0NnX=(X\A)NnXistoffenin X.
= Uer.

b) Seiler. — UertCroundU C X,alsoU =UNX.
= U € (Too)x-

4. Sei X nicht-kompakt.
Behauptung: X C X, ist dicht.

Es genitigt zu zeigen, dass X nicht abgeschlossen ist, denn
X#cd(X) = d(X)=X0=XU{x}

Angenommen, X = X \{co} ist abgeschlossen. Dann ist {co} C X, offen und lésst sich we-

gen der Definition von 7., darstellen als
{oo} = (X'\ X) U {oo}
mit X C X kompakt und abgeschlossen beziiglich 7. Das ist ein Widerspruch.
O

Definition. (X, 7) heiffit 1-Punkt-Kompaktifizierung von X. oo heifit der unend-
lich ferne Punkt.
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Beispiel 26. BEISPIELE FUR 1-PUNKT-KOMPAKTIFIZIERUNGEN

1. S" =R
2. 52 =CP' =2 Cy
3. SI~RPI >R,

Wobei “~” homéomorph meint.

Bemerkung

30

(Xoo, Too) st ein Th-Raum mit abzédhlbarer Basis. <= (X, 7) ist 7> mit abz&hlbare Ba-

sis und lokal-kompakt.(UA)

Definition. Ein topologischer Raum (X, ) heiffit lokal-kompakt, falls es zu jedem x €

X eine Umgebung U(x) € T gibt mit clU(z) ist kompakt.
Beispiel 27. BEISPIELE FUR LOKAL-KOMPAKTE RAUME

1. X ist kompakt. = X ist lokal kompakt.
2. Der euklidische Raum R" ist lokal-kompakt, aber nicht kompakt.
3. (R, 74.) ist nicht lokal-kompakt 2.

Tab: = {R\ A | Aabzdhlbar} U {0}

Behauptung: R ist weder kompakt noch lokal-kompakt beziiglich 7. .

(a) Seien A, :=={z € Z|z<r},reR.

R=J®R\A4,)
reR '
offen

Angenommen, es existiert eine endliche Teiliiberdeckung, dann ist

n

R = U (R\ 4,,) =R\ (ﬁ A,,) #R Widerspruch!
=1 =1
#0

Damit ist (R, 745, ) ist nicht kompakt.

2siehe auch Bsp. 18 auf Seite 16
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(b) Sei z € R. Jede Umgebung von x hat die Form R \ A, wobei A ab-
zéhlbar ist. Dann ist

cd(R\ A) =R,
da R\ A iiberabzéhlbar ist. Also ist /(R \ A) ist nicht-kompakt und
damit (R, 744.) ist nicht lokal-kompakt.

Wir wollen nun noch beweisen, dass topologische Raume (X, 7) die 7> sind, eine ab-
zdahlbare Basis haben und lokal-kompackt sind, auch parakompakt sind.

Definition. Sei U = {U,}qcs offene tiberdeckung von X. Eine Familie offener Men-
gen V = {Vi}seca heifit lokal endliche Verfeinerung von U, falls

1. V ist eine offene iiberdeckung von X, d.h. X = UBGA Vs.
2. V ist eine Verfeinerung von U, d.h.fiir alle V3 € V existiert ein U, € U mit Vg C U,.
3. Vistlokal endlich, d.h.zu jedem x € X existiert eine Umgebung W (z), die sich nur mit end-

lich vielen Mengen aus V schneidet.

Ein topologischer Raum heifit parakompakt, falls jede offene Uberdeckung eine lokal-
endliche Verfeinerung besitzt.

Satz 1.11. Sei X ein lokal-kompakter, topologischer Raum mit abzdhlbarer Basis. Dann ist X pa-
rakompakt. Genauer: Zu jeder offenen iiberdeckung

U= {Ua}ael
existiert eine hochstens abzdihlbare lokal-endliche Verfeinerung

V = {Vs}per

mit clVg ist kompakt fiir alle V3 € V.

Bemerkung:

Dies benutzt man zur Konstruktion einer Zerlegung der 1.

Beweis:

1. Behauptung: Es existiert eine abzihlbare Basis 3 von X, so dass c/U kompakt ist fiir al-
le U € 5.

Sei ' eine abzdhlbare Basis. Zu jedem z € X wihlen wir eine offene Umge-
bung U(z) mit kompaktem Abschluss, das ist moglich, da X lokal-kompakt ist.

B ={Wep@|WcU(z) fireinze X}cCp
ist abzdhlbar, da 8" abzéhlbar ist.
Be={Vvnw|Vep wepg'}
Es gilt:

(a) [ ist abzihlbar
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(b) (VW) C (W) C cl(U(z)) und cl(U(x)) ist kompakt.
———

abgechlossen

= cl(V NW) ist kompakt.

(c) (3 ist eine Basis, denn:
SeiU Cc X offen — U= |J V; (7 isteine Basis.)

V,ep’
X=Jv@= {J m
zeX Wies”

nach Definition von " gilt

v=unx =(JwvinCUJ
Viep’ wieg”

= Jw; nwy)
kT
€p
Somit existiert zu jedem lokal-kompackten topologischen Raum mit abzihl-
barer Basis eine abzdhlbare Basis 8 mit ¢/(U) ist kompakt fiir alle U € §.

2. Behauptung: Es existiert eine Folge kompakter Teilmengen (4,)52, in X mit

(8) A, CintA,

O X = A,
=1

n

Sei § = {W7,Whs, ...} eine abzahlbare Basis von (X, 7), so dass cIW; kompakt ist fiir al-
le i € N. Wir betrachten die kompakten Mengen

B, ::OClWi n=12,...

i=1
o0

Dann gilt: B, C Bp41 VneNund X = |J B,.
n=1

Wir definieren nun (4, ),cy induktiv.

Ao Zzw

B, ist kompakt und B; C Uf; W; ist eine offene uberdeckung. Folglich exis-
tiert eine endliche Teiliiberdeckung B; C W;, U...UW,,. Wir definieren

k
Al = Cl(Wil U...u Wik) = U ClWij.
j=1

A; ist kompakt und B; C W;, U...UW;, Cint(cl(W;, U...UW;,)).

:int(Al)

Induktionsvoraussetzung: Es existieren kompakte Mengen A4, ..., A; so dass
B;UA,_| CintA; i= 1,... k.

Konstruktion von Ay 1:
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Bj11 U Ay, ist kompakt und wird von g = {W;}$2, tuberdeckt. Dann existiert ei-
ne endliche Teiliiberdeckung By U Ay C W;, U...UWj,.

Ak+1 = Cl(le u...u le)

Wie beim Induktionsanfang folgt dann, dass Ay, kompakt ist und By U Ay C
intApy1. Da X =2 B, gilt, folgt X = J.7 | A,.

3. Sei U eine beliebige offene Uberdeckung von X. Wir konstruieren die gesuchte lo-
kal endliche Teiliiberdeckung V

Sei wieder (3 die Basis aus Schritt 1 und bezeichne ¢/ die folgende Verfeinerung von I
U:={W c X| W €  und es existiertMenge U € Y mit W c U}

Dann ist / eine abzihlbare Verfeinerung von U so dass cl(W) kompakt ist fiir al-
le W € U. Wir miissen aus I noch eine lokal-endliche Verfeinerung machen.
Wir betrachten die Ausschopfung (A, )22 ; von X durch die kompakten Mengen aus Schritt 2.

Api1 \ int(4,) ist kompakt, da eine abgeschlossene Teilmenge einer kompak-
ten Menge kompakt ist. Int(A,,42) \ A,—1 ist offen.

AnA’Z
An+1

Es gilt weiter:
An+1 \mt(An) C Znt(AnJrQ) \ A,_q.

Sei

Uan =Uq N (int(Ans2) \ An—1), Us €U.

Dann ist fiir fixiertes n € N U, := {Uam| Uq € u } eine offene iiberdeckung von A,, ;1\
int(Ay). Daletztere Menge kompakt ist, existieren endlich viele Mengen V,, ..., V,, €
U,, die den “Ring” A,11 \ int(A,) uberdecken.

Fir

VI:{ann ‘TL:].,Q,,]n:]-vaﬂn}

gilt nun:

(a) V ist eine offene iiberdeckung von X, da (A,,) eine Ausschopfung von X ist.

(b) V ist eine Verfeinerung von ¢/, da V eine Verfeinerung von / und { eine Ver-
feinerung von U ist.

(¢) cl(Vy,) ist kompakt, da V,,, C U, € U und clU,, kompakt ist.
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(d) V ist lokal-endlich, denn:
Ist z € X, so existiert ein n € Nmit x € A,, C int(A,+1) und int(A4,+1) ist ei-
ne offene Umgebung von z, die sich nur mit endlich vielen Mengen aus V schnei-
det, ndmlich
Vi | k<n+2,5,=1,....pk}
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1.6 Zusammenhingende und bogenzusammenhéingen-
de Mengen in topologischen Riaumen

Definition. Ein topologischer Raum (X, 1) heifit zusammenhdngend genau dann, wenn kei-
ne offenen, disjunkten, nichtleeren Mengen U,V € X mit X = U UV existieren.

(X, 7) heiffit bogenzusammenhdangend genau dann, wenn fiir alle x,y € X eine stetige Ab-
bildung w : [a,b] C R — X mit w(a) = x, w(b) = y existiert. w heifst Weg von x nach y.
A C X heifit zusammenhdangend (bogenzusammenhdngend) genau dann, wenn (A, 74) zu-
sammenhdngend (bogenzusammenhdngend) ist. D.h. A C X ist zusammenhdngend <~
es existieren keine offenen Mengen U,V C X mit

e ACUUV
e ANUNV)=0

e ANU #£0, ANV #0.
Beispiel 28. EINFACHE BEISPIELE

1. Kugeln im R” sind zusammenhéingend.

2. A C R ist zusammenhéngend. <= A ist ein Intervall (offen, halbof-
fen, abgeschlossen).

3. Konvexe Mengen im R" sind bogenzusammenhéngend.
Beispiel 29. DIE SORGENFREY-LINIE (R, 70r,)

Eine Basis der Topologie? 7,,,, ist: 3 = {[a,b)| — 0o < a < b < oo}.

Behauptung: Aist zusammenhingend bzgl. 7.,y <= A= {z}.D.h. (R, 7s0rg) ist to-
tal unzusammenhéngend.

Beweis:

(«): Eine einelementige Menge ist nach Definition zusammenhéngend, da sie nicht in zwei dis-
junkte Mengen zerlegbar ist.

(=): Ein Intervall [a, b) ist offen und abgeschlossen, denn:

[a.0) =R\ ( |J [a)u |J [bn)

a>neEZ b<nezZ

offen
Sei T' C R zusammenhéngend und = € T.
U=[zx,z+e)CR

st offen fiir alle ¢ > 0,
V=R\[r,z+2) CR

ist offen, da [z, z + ) auch abgeschlossen ist. Es gilt dann

UNV =0 und damit UNV NT = 0.
3siehe auch Bsp. 16 auf Seite 12
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Da T zusammenhingend und z € TN U ist, muss TNV = () gelten.
= TNR\[z,z+¢))=0 Ve>0.

= T Clz,z+¢e) Ve>0.

= T ={z}.

Satz 1.12. Es gilt

1. Sei f: X — Y stetig, A C X zusammenhdngend (bogenzusammenhdngend).
= f(A) C Y ist zusammenhdngend (bogenzusammenhdingend).

2. Sei A C X bogenzusammenhdngend. —> A ist zusammenhdngend.
Beweis:

1. In 2 Teilen:

(a) Sei f: X — Y stetig, A C X zusammenhéingend.

Angenommen f(A) ist nicht zusammenhéngend. —> Es existieren offe-
ne Mengen U,V C Y mit f(4) CU UV und

fANUNV =0, fANU#AD, fANVA£D

Damit sind f~1(U), f~1(V) C X offen, da f stetig ist, und es gilt AN f~1(V)N
f~Hu) =0.
Weiter ist A C f~H(U) U f~H(V), AN f~HU) #0, Anf~H (V) #0.

Also ist A nicht zusammenhingend

(b) Sei A bogenzusammenhingend. Dann existiert fiir alle z,y € A eine steti-
ge Abbildung w : [a,b] — X mit Imw C A4, w(a) =z, und w(b) = yn und

f owist ein Weg von f (z) nach f (y) in f (A)

2. Sei A bogenzusammenhéngend.

Angenommen A ist nicht zusammenhéngend. Dann existieren disjunkte Men-
gen U,V C X mit

ACcUUV), AnNU#0, ANV #£D, AnNUNV = 0.

Seiz € ANU und y € ANV. Da A bogenzusammenhingend ist, existiert eine ste-
tige Abbildung w : [a,b)] — A C X mit w(a) = z, w(b) = y. Da [a,b] C R zusam-
menhéngend ist, ist auch w([a,b]) C X zusammenhéangend.

Es gilt aber
z € w([a,b)NU # 0, y € w([a,b])NV # 0, w([a,b]) C UUV und w([a, b])NUNV) = 0.

Das ist ein Widerspruch.
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Beispiel 30. BOGENZUSAMMENHANGENDE RAUME

1. R*, S™ T" RP" CP", Mobiusband und Kleinsche Flasche sind bogen-
zusammenhingend und somit auch zusammenhéngend.

2. Nicht jede zusammenhéngende Menge ist bogenzusammenhingend.
Beispiel: “Floh und Kamm”
Sei X ¢ C, X = AU B wobei

A={i} =Floh  B={0,1]}uU {% +iy| y € [0,1],n € N} = Kamm

Dann ist X C C ist zusammenhéngend aber nicht bogenzusammen-
héngend.

Satz 1.13. Sei (X, 1) ein topologischer Raum.

1. Sei A C X zusammenhdngend. Gilt fiir BC X A C B C clA, so ist auch B zusam-
menhdngend.
Insbesondere ist der Abschluf3 jeder zusammenhdngenden Menge zusammenhdn-
gend.

2. Seien A; C X,i € I beliebig viele zusammenhdngende Mengen, wobei je zwei die-
ser Mengen einen nichtleeren Duchschnitt haben. Dann ist

A::UAi

icl

zusammenhdngend.
Beweis:

1. Angenommen B ist nicht zusammenhingend. Dann existieren offene Mengen U,V C
X mit
BcUUV, BNUNV =0und BNU #£0, BNV #0

Da A C B ist, gilt auch
AcCcUUV, AnNUNV =90

Behauptung: ANU # dund ANV # (. (Das wire ein Widerspruch.)

Angenommen ANU = . Dann ist A C X\U
——
abgeschlossen

= dACd(X\U)=X\U
— BCdACX\U = BnNU = () Widerspruch
— ANU #0und analog ANV #(
2. Angenommen A = |J A; ist nicht zusammenhéngend.
i€l
Dann existieren offene Mengen U,V C X mit A C U UV und

ANU#D, ANV 0, AnNUNV =0

Sei ¢ € I beliebig. Dann ist A;,, C U UV. Da A;, zusammenhingend ist, gilt
Ay NU = 0 oder A;, NV = 0 (beides kann nicht gelten, da 4;, CU U V).
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Alsoist A;;, C UNAoder 4;,, C VNA. Da jeweils zwei Mengen A,, A, einen nicht-
leeren Durchschnitt haben, gilt entweder A;, CUNAVie€l oder A; CVNAVic€
I,denn (UNA)N (VN A)= 0. Damit ist

A=JAcUnAoder ACVNA
iel

Das ist Widerspruch zur Voraussetzung: UN A # 0 und ANV # (.

Definition. Sei (X, ) ein topologischer Raum, x € X. Die Menge

C(z) = U A
Azsh
r€eA

heifst die durch x bestimmte Zusammenhangskomponente von X.

Bemerkungen

1. C(z) ist zusammenhingend nach Satz 1.13.
2. C(x) ist die grofite zusammenhangende Menge, die = enthélt.

3. Sind z,y € X, so gilt entweder C(z) = C(y) oder C(z) N C(y) =

0
Angenommen C(z) NC(y) # 0, so folgt mit Satz 1.13, dass C'(z) UC(y) zusammen-
hiangend ist. C'(x) U C(y) enthélt aber x und y. Damit ist

C(x)UC(y) Cc C(z)und C(z) UC(y) C C(y)
D.h. C(z) = C(y).

4. Damit zerlegt sich X in seine Zusammenhangskomponenten:

X = cw
rzeX

= U_C’(xi) (disjunkte Vereinigung)

Satz 1.14. Jede Zusammenhangskomponente von (X, 1) ist abgeschlossen.

Beweis:

Sei z € X, C(x) die Zusammenhangskomponente, die = enthélt. Dann ist ¢/C(x) nach
Satz 1.13 zusammenhéingend und enthélt . Es gilt also

cC(z) C C(z) C cC(x)

und damit C(z) = clC(z), d.h. C(x) ist abgeschlossen.



Kapitel 2

Differenzierbare
Mannigfaltigkeiten

2.1 Definition und Beispiele

Definition. Ein topologischer Raum M heifSt n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit,
falls gilt:

1. M ist ein Th-Raum mit abzdhlbarer Basis.
2. M ist lokal euklidisch, d.h. zu jedem x € M existiert eine Umgebung U(z) C M,
die homdomorph zu einer offenen Menge des R" ist.

Bemerkung:

1. Eine topologische Mannigfaltigkeit ist lokal kompakt, da der R" lokal kompakt
ist. Somit ist nach Satz 1.11 aus Kapitel 1 jede topologische Mannigfaltigkeit
auch parakompakt.

2. Die Zahl n ist eindeutig bestimmt und heiffit Dimension von M. Die Eindeutigkeit
folgt aus dem Satz iiber die Invarianz der Dimension: Seien U C R" offen, V c R™
offen und U homéomorph zu V, so gilt n = m.

3. Sei M eine topologische Mannigfaltigkeit. Dann gilt:
M ist zusammenhidngend. <= M ist bogenzusammenhéngend.

(UA) Hinweis: Es geniigt zu zeigen, dass eine zusammenhingende Mannigfaltig-
keit auch bogenzusammenhéngend ist. Sei o € M fixiert und

F := {y € M | 3stetiger Weg von z( nach y} C M

Zu zeigen ist nun, das F’ offen und abgeschlossen ist.

39
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Bezeichnungen und Definition:

e Sei M™ eine n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit und z € M. Dann exis-
tiert eine Umgebung U(x) C M und ein Homéomorphismus

p:U(x) — 00ffen CR"

(U, ¢) heillit Karte um z € M, und ¢ = (21, ...,z,) heilen lokale Koordinaten um
reM.

e Seien (U,p = (x1,...,2,)) und (V9 = (y1,...,y,)) Karten auf M mit VN U # 0.
Dann ist
Ypop lip(UNV) —p(UNV)

ein Homéomorphismus und heift Karteniibergang von (U, ¢) nach(V, ).

e Koordinatentransformation:

LP(UQV) 9 (x17"‘71’n) = (yl(‘rlv"',wn),"';yn(xla"'v*rn)) ::w0@71($17""xn)

Die topologischen Mannigfaltigkeiten sind die Grundobjekte, auf denen wir Geometrie
und Analysis betreiben wollen. Dazu benétigen wir einen Differenzierbarkeitsbegriff.
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Man konnte z.B. eine Funktion f : M — Rin z¢ € M differenzierbar nennen, falls fiir
jede Karte (U, ¢) um =z
foe ' :UCR*—R

in p(z0) differenzierbar ist. Dabei tritt jedoch folgendes Problem auf:

Seien (U, ), (V,v) zwei Karten um x, dann gilt:

fo ™ =fop lo(poy™h).

Ist f o ¢~ ! differenzierbar, dann braucht f o ¢y~! jedoch nicht differenzierbar zu sein!
Damit die Differenzierbarkeit von f sinnvoll erklart werden kann, fordern wir, dass
@ o1y~ ! fiirr alle Karten differenzierbar ist.

Definition. Eine Familie A = {(Uy,, ¢a}acr von Karten der topologischen Mannigfal-
tigkeit M™ heifit C*-Atlas auf M" (0 < k < c0), falls

1. M= |J U,
acl

2. Firalle (U, ), (V,¥) € AmitU NV # () sind die Karteniiberginge
YoypTlipUNV) —y(UNV)
C*-Abbildungen.
Zwei C*-Atlanten A und A auf M™ heiffen dquivalent, falls AU A ein C*-Atlas auf M
ist. [A] ist die durch den Atlas A bestimmte Aquivalenzklasse von Atlanten.

Definition. Ein Paar (M,|A]) aus einer n-dimensional topologische Mannigfaltigkeit
M und einem C*-Atlas auf M heifst n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit. [A] heifit auch
Ck-Struktur auf M und ist durch die Angabe von A € |A] eindeutig bestimmt.

Ein Atlas A auf der C*-Mannigfaltigkeit (M,[A]) heifit zuldssig, falls A € [A] (d.h.
A ~ A). Eine Karte (U, o) auf (M, [A]) heifit zuldssig, falls AU{(U, )} ~ A.

Bemerkungen:
1. Jede topologische Mannigfaltigkeit ist eine C°-Mannigfaltigkeit. Die C°-Struktur
auf M" ist eindeutig bestimmt, da alle C°-Atlanten fquivalent sind.

2. Auf einer topologischen Mannigfaltigkeit konnen verschiedene C*-Strukturen exis-
tieren, falls & > 1.
Sei M =RY A = {(R,p1 =id)}, Az = {(R,¢2)}, wobei ps(z) = z3. A; und A,
sind C*-Atlanten auf M aber A; % A, denn

propy: R — R
y = Yy

ist in O nicht differenzierbar.
Information zur Existenz von C*-Strukturen

1. Existiert auf jeder topologischen Mannigfaltigkeit eine C'*-Struktur? Nein!
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e Fiir alle n > 10 existieren n-dimensionale topologische Mannigfaltigkeiten,
die keine C'-Struktur haben. (1. Beispiel Kervain 1960)

e Fiir n < 4 existiert aufjeder n-dimensionalen topologischen Mannigfaltigkeit
eine C''-Struktur.

2. Ist M™ eine topologische Mannigfaltigkeit und A ein C*-Atlas auf M, so ist A
auch ein C!-Atlas fiir alle [ < k.

3. Es gilt auch die Umkehrung: Sei (M, [A]) eine C*-Mannigfaltigkeit, £ > 1. Dann
existiert fiir jedes [, k < [ < oo, ein C'-Atlas A mit A ~c« A. D.h. (M, [A]) ist eine
C'-Mannigfaltigkeit. Insbesondere hat jede C''-Mannigfaltigkeit A/ einen zul#ssi-
gen Atlas, der eine C*°-Struktur auf M liefert.! ()

Vereinbarungen

e Wir betrachten im folgenden nur noch C°°-Mannigfaltigkeiten.
Nach (x) ist dies keine Einschrankung gegeniiber C*, k > 1.

Mit einer differenzerbaren, bzw. glatten Mannigfaltigkeit ist nun immer eine C°°-
Mannigfaltigkeit gemeint!

e Wir lassen oft die Angabe der Atlanten weg.

Satz 2.1. Sei N ein topologischer Raum, M" eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit
mit dem zuldssigen Atlas Aund f: N — M ein Homéomorphismus. Sei

Ap ={(f7(U), 00 NI (U,p) € A}.

Dann st (N, [Af]) eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit. [A;] ist eindeutig bestimmdt.

Beweis:

e fist ein Homoomorphismus und damit ist N 75 und besitzt eine abzihlbare Basis.

e N ist lokal euklidisch, denn zu jedem = € N existiert eine Karte (U, ¢) € A um
flz)e M.
d.h. (f71(U),p o f) ist eine Karte um z.

e Karteniiberginge:

Seien (f~1(U),¢o f), (f~'(V),¢ o f) Karten um z, dann ist
Wof)o(pof) i =vop ™ :pUNV) —4(UNV)
nach Voraussetzung k-fach stetig-differenzierbar.

e Sei A~ Aauf M, soistA; ~ Af, da die gleichen Karteniibergiéinge auftreten.

IWhitney: Annals of Math. 37 (1936), 645-680
Munthres: Elementary Differentail Topology
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Beispiel 31. TRIVIALE BEISPIELE FUR MANNIGFALTIGKEITEN

1. Der R" ist eine n-dimensionale C>°-Mannigfaltigkeit mit einem Atlas

A= {(R",id)}.

2. Der C" ist eine 2n-dimensionale C'°°-Mannigfaltigkeit mit einem Atlas
A ={(C", ¢)}, wobei

(p(zla .. '7Z7l) = (xhyla s 7'rn7yn)

mit z; = x; + y;.
Beispiel 32. DIE SPHARE S™ ALS MF

Die S™ ist eine n-dimensionale C'°°-Mannigfaltigkeit? mit einem Atlas aus
zwei Karten: der Projektion aus dem Nordpol ¢ und ¢g5, der Projektion aus

dem Siidpol.
en:S"\{NP} — R"
(xl,...7xn+1) — (1,§}n+17"'7 177;»:+1>
ps:S"\{SP} — R"
(1, Tpy1) = 1+fzi+1""v 1+§Z+1>

Fir die Karteniibergéinge gilt:

ps oy 1 on(S"\{NP,SP} — ps(S"\ {NP,SP}

—E"\(0) —En\(0)
Tl

enopg' i R*\ {0} — R\ {0}
R P

Dh. A={(S"\{NP},on),(S™\ {SP}, ps)} ist ein C>-Atlas.
Beispiel 33. DER REELL PROJEKTIVE RAUM RP"™ ALS MF

Der reell-projektive Raum R P" ist eine n-dimensionale C'*°-Mannigfaltigkeit?,
denn:

e RP" ist ein T>-Raum mit abzihlbarer Basis.

e Der RP" ist homéomorph zur Menge aller Geraden R - z, € R"*! im
R"*! versehen mit der Faktortopologie.

R"“\{O}/N r~y<=R-z=R-y

Die Mengen U, := {/x1,...,2,) € R*"* | z; A0} miti=1,...,n+1sind
offen im R™ \ {0}, und

7 :R™"\ {0} — R™"1\ {0}/ =RP"

2siehe auch Bsp. 8 auf Seite 8 und Bsp. 20
3siehe auch Bsp. 10 auf Seite 9 und Bsp. 21 auf Seite 21

43
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ist eine offene Abbildung. D.h. U; := =(U;) C RP™ ist offen fiir i =
1,...,n+1und

n+1
RP" = | U;
i=1
Definition einer Kartenabbildung auf U;: Da
T Ti—1 Tit1 T 1
[X1:. . i Tp] =[— UL R in N ft
ist
pi:U; — R"
. . T Ti—1 Tit+1 Tn41
[SCl PR -:Cn—i-l] [— (?1,, ;Z y ;7 ,...,77;1_ )
bijektiv. Und da
~ XTj— X xr
(pi($17...71'n+1) — (%7...7 ;i177;_:1,...,72j1)

stetig ist, ist auch ¢; stetig. Die Umkehrabbildung
gp;l R — U,
(ylv"'ayn) = ﬂ((yla'"ayi—lalayia"'vyn))

ist stetig, da 7 stetig ist. Damit ist der RP" eine n-dimensionale topo-
logische Mannigfaltigkeit.

e Nun zur C*°-Struktur:
A= {(Ul,@z) |i: 1,...,n+1}
bildet einen C°°-Atlas, denn fiir i < j ist

pjop; i oi(U;NU;) — ¢;(U;NT;)

R»N{z;_1#0} =R»N{z;#0}
mit
-1
Y5 0 Q; (Zla"'vzn)
= @i(m(z1,..,zi—1, 1,200, Zj—1 .., %2n))
~—~—
j-te Stelle
_ (271 Zi—1 1 Zj—2 zj Zn )
- Zj_10 Y Zjo10 zj—10 T zjo10 )z )z

eine C*°-Abbildung. Analog folgt dies auch fiirr ¢; o @;1.
Der RP™ ist also auch eine n-dimensionale C°°-Mannigfaltigkeit.

Beispiel 34. OFFENE UNTERMANNIGFALTIGKEITEN

Sei (M, [A]) eine n-dimensionale C*°-Mannigfaltigkeit und B C M eine offe-
ne Teilmenge von M. Dann ist B mit dem Atlas

Ap = {(BNU,¢|pnv) | (U,p) € A}

eine n-dimensionale C'*°-Mannigfaltigkeit.

Die Gruppe der invertierbaren (n x n)-Matrizen ist z.B. eine offene Unter-
mannigfaltigkeit des an’ denn

Gl(n,R) = (det) " (R\ {0}) C Mg(n,n) = R™

und die Determinantenfunktion ist stetig und R \ {0} ist offen.

44
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Beispiel 35. PRODUKTMANNIGFALTIGKEITEN

Seien (M™, [A]) und (M™,[A]) C>°-Mannigfaltigkeiten. Auf M x M definie-
ren wir einen Atlas durch:

Ay =AU x Vo x0) | (U,g) € A, (V) € A}

Damit ist (M x M, [A v« 7)) eine C>°-Mannigfaltigkeit.
Zum Beispiel ist
T =81 x...x 8§t
n-mal
eine C'°°-Mannigfaltigkeit.

Beispiel 36. UNTERMANNIGFALTIGKEITEN

Sei (M, [A]) eine C*°-Mannigfaltigkeit der Dimension N und
McM

eine beliebige Teilmenge. M heifit n-dimensionale Untermannigfaltigkeit
von M, falls fiir jeden Punkt z € M C M eine zulissige Karte (U, ) von
M um z existiert, so dass

eUNM)=opU) N {241 = =an =0}

Jede n-dimensionale Untermannigfaltigkeit M C M ist eine n-dimensionale
Mannigfaltigkeit mit dem Atlas
U, ) ist eine zulidssige Karte mit
Aps = (U N M, lunm) () &
P(U N M) = o(U) N {tnss = - = o = 0}
Die Karteniibergénge sind C*°, da sie die Einschrankungen der Karteniiber-
ginge von zuldssigen Karten von M auf den Unterraum R” sind.
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2.2 Differenzierbare Abbildungen,
Diffeomorphismen

Definition. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und
F:M—N

eine Abbildung. F heifst C*-Abbildung (0 < k < o0), falls fiir alle zuldssigen Karten
(U, ¢) von M und (V,) von N mit F~*(V)NU # 0 gilt, dass

poFop i pUNF (V) — ¢(V)

eine C*-Abbildung ist. 1) o F o ¢! heifit Kartendarstellung oder
Koordinatendarstellung von F.

Ck(M, N) bezeichnet die Menge aller C*-Abbildungen von M nach N und C*(M) den
Vektorraum aller C*-Abbildungen von M nachR. Mit der Multiplikation

(f - h)(x) = f(x) h(z) Vo e M
ist C*¥(M) sogar ein Ring.

Satz 2.2. 1. Seien (M,[An]) und (N, [An]) Mannigfaltigkeiten. Es geniigt, die Dif-
ferenzierbarkeit der Kartendarstellungen einer Funktion f : M — N fiir alle
Karten aus Ap; und Ay zu iiberpriifen.

2. Seien f € C¥(M,N)und g € C*(N, P), soist go f € C*(M, P).
Beweis:

1. Ubungsaufgabe!

2. Dies folgt unmittelbar aus
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da die Verkniipfung von glatten Abbildungen im R" bekanntlich auch glatt ist.

Definition. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten.

1. F: M — N heifit C*-Diffeomorphismus, falls F bijektiv ist, F € C*(M,N) und
F~t e CF(N,M).

2. M und N heiflen diffeomorph, falls es einen C°°-Diffeomorphismus von M nach N
gibt.

3. Dif f(M,N) bezeichnet die Menge aller C°°-Diffeomorphismen von M nach N.

Satz 2.3. Es gilt:

1. Sei M eine C™-Mannigfaltigkeit und ¢ : U — U eine zulissige Karte. Dann ist
p ein Diffeomorphismus zwischen den entsprechenden offenen Untermannigfaltig-
keiten.

2. Sei f : M — N ein Homoomorphismus zwischen den topologischen Riumen und
sei (N, [A]) eine C*°-Mannigfaltigkeit. Dann ist

[+ (M [Af]) — (N, [A])

ein Diffeomorphismus.
Beweis:

1. U ist eine Mannigfaltigkeit mit einer zulassigen Karte (U, ¢). U ist eine Mannig-
faltigkeit mit einer zulédssigen Karte (U' ,id). Die Kartendarstellung von ¢ ist:

idopoyp t =id
und damit glatt.

2. Die Kartendarstellung von f ist:
pofo(pof) t=pofof oyt =poy!

und damit auch glatt.

Bemerkungen [Diffeomorphietypen von Mannigfaltigkeiten]
e Auf einer Mannigfaltigkeiten kénnen nicht Aquivalente C*°-Atlanten existieren,
meistens sind sie jedoch diffeomorph.

e Auftop. Mannigfaltigkeiten der Dimension n < 3 exsitiert nur ein Diffeomorphie-
typ.
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e Jede zusammenhingende 1-dimensionale Mannigfaltigkeit ist diffeomorph zu S*
oder R.

e Im Fall n = 2 kennt man alle glatten zsh. Mannigfaltigkeiten.

e ImFalln=3

e Ab n > 4 exsistieren mehrere Diffeomorphiestrukturen, z.B. 28 auf S”.

e Fiir n > 5 exsistieren hochsten abzidhlbar viele Diffeomorphistrukturen. Ist M™
dariberhinaus kompakt, so existieren hochstens endlich viele Strukturen.

e Mit der “Yang-Mills-Theorie” (ca. 1984) kann man auf dem R* iiberabzéhlbar viele
Diffeomorphiestrukturen nachweisen. Fur n # 4 besitzt der R™ jedoch nur einen
Diffeomorphietyp.
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2.3 Der Tangentialraum und das Differential einer
glatten Abbildung

Bevor wir uns mit dem Begriff des Differentials fiir glatte Abbildungen auf Mannigfal-
tigkeiten befassen, noch ein paar Erinnerungen an die Analysis:

e Fiir eine differenzierbare Abbildung f : R” — R™ ist

df, : R = T,R" — R™ = T}, R™

v %f(x+tv)|t:0

e Sei M C RY eine Untermannigfaltigkeit, = € M. Der Tangentialraum im Punkt
x ist
T.M:={veRY |Iy: I CR— M :~(0) =z, (0) = v}.

Fiir eine glatte Abbildung f : M ¢ RN — M c RE (C°°-Abbildung gilt hier

dfy : TeM — Ty M
v="1"(0) %fﬁ(tmt:o

Definition. Sei M™ eine glatte Mannigfaltigkeit, x € M. Zwei glatte Kurven v, § : I C
R — M mit v(0) = 6(0) = x heiffen dquivalent (Bezeichnung: v ~ ¢), falls fiir jede
zulassige Karte (U, ¢) um x gilt:

(9 07)'(0) = (¢29)'(0).
Dies ist unabhdngig von der Wahl der zuldassigen Karte.

Ein Tangentialvektor in x € M ist eine Aquivalenzklasse von Kurven durch x.

T, M = {[y] | v ist Kurve durch =}

ist der Tangentialraum an M im Punkt x.

Satz 2.4. Der Tangentialraum T, M ist ein reeller Vektorraum mit der Operation:
A+ uld] = A poy +p-pod)

fiir \, u € R, [v],[0] € T, M, wobei (U, ) eine zuldssige Karte um x mit ¢(x) = 0 ist.
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Beweis: Die Kurve
e (A poy+p-pod)
ist eine Kurve durch z da
P N 9oy (0) +p-9od(0)) = T A p(z) + - p(x))
= ¢ (A 0+p-0)
=9 H0)=z
Die Definition ist unabhéngig von der Wahl der Vertreter v € [y] und § € [0]. Weiter-

hin ist die Definition unabhingig von der gewahlten Karte (U, ¢), denn sei (U, 1) eine
weitere Karte mit ¢ (z) = 0, so gilt:

(poy M (A-Yoy+p-10d)(0) = diporp™)o (E(A-pory(t)+u-vod(t),_,)

Il
=
—~
©
o
<
—_
~—
o
>~
<
o
2
—~
=
_|_
=
—
<
o
(%)
~
=
~—
~—

D.h.
e "N poytp-pod) ~ T (A hoy + - pod).

Bemerkung:

Sei M"™ C R" eine Untermannigfaltigkeit, so ist die Abbildung:

T,M — TUMF )
V] — ~'(0) e RY

ein linearer Isomorphismus.
Vereinbarung:

Fiir Untermannigfaltigkeiten //” C RY benutzen wir immer die Realisierung
T,M = TVMPM = {5/(0) | 7 : T — M, A(0) = 2} C RV.

Wir benutzen auch fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten fiir die Tangentialvektoren die
formale Bezeichnung +/(0) := [v].

Beispiel 37. TANGENTIALRAUM AN DER SPHARE

Wir betrachten die n-dimensionale Sphire S™, x € S". Es gilt:

T,8" = {v € R"™ | (2,0)gn+1 = 0},

denn sei vy : (—¢,e) — S™ eine Kurve mit v(0) = z, so gilt:

(v(#),7(8)) = L.

Und damit ist
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F ). (®)=0 = 2(7(0),7(0))
= 2(z,7'(0))
=0

Damit ist “C” gezeigt. Die Gleichheit folgt dann aus Dimensionsgriinden.
Definition. Sei f : M — N eine C*°-Abbildung, x € M.

dfx . TxM — Tf(w)N
] = [fen]
Y(0) = (fo7)(0)
heifst Differential von f in x. Sei v € T, M, so ist v(f) := df,(v) die
Richtungsableitung von f in Richtung v.

Bemerkung

1. Die Definition von df, ist korrekt, d.h. aus vy ~, ¢ folgt f oy ~y(,) f o d, denn sei
(U, ) eine zulédssige Karte um = und (V, ¢) eine zulédssige Karte um f(z), so gilt:

ofop loypon)(0)

(

d(tho foo™) @) (wor)(0)

2 Ao f o)) (0 6)(0)
(o fop~topod)(0)

= (Yo fo0d)(0)

(Yo fon)(0)

e 1l

~

2. Sei M C M eine Untermannigfaltigkeit und F : M — N eine C°°-Abbildung.
Dann st f := F|p : M — N eine C*°-Abbildung und es gilt:

dfm = nglew]M fur allexz € M

3. Sei N C N eine Untermannigfaltigkeit. Dann ist f : M — N C N genau dann
glatt bzgl. der Untermannigfaltigkeitsstruktur, wenn

f:M—N
C® ist. Dies folgt aus der Gleichheit der Differentiale.

Satz 2.5. Es gilt:

1. Die Kettenregel: Seien f : M — N und h: N — M C*°-Abbildungen, so gilt:
d(ho f)o = dhy(y) o dfs.
2. Ist f: M — N eine glatte Funktion, so ist
dfy : Ty M — Ty )N

eine lineare Abbildung der Vektorrdume.
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Beweis:
1. Nun aus
df dhg ()
ergibt sich
d(ho f)z[v] = [h(f o)
= dhy@)[f o]
= dhf(x)dfazh/]

2. Z.z.ist, dass fir [],[0] € T, M, \,p € R

df:(A[y] + pld]) = Adf[v] + pdfz[d].

52

Sei (U, ) eine Karte um z mit ¢(z) = 0 und (V) eine Karte um f(z) mit

¥(f(z)) = 0, dann folgt aus der Linearitat fiir Differentiale auf dem R™:

dfs AV + pld]) = dfe([p™'(X- oy +p-pod)])
[fop ™ (A poy+p-pod)
= [ oo fop Aoyt p-pod)

= (1 )ood(pofop (A -poy+pu-pod)(0)

linear =A-(¢07)"(0)+p-(p08)’(0)

(dy 1)o(/\ d(dﬂ foe™Holpoy)(0)+
- d(y “Holped)'(0))

= (d~ )( (d} fo)(0)+u-(Pofo

= [ Ao foy+pu-pofod)
= Adth]“‘“dﬁc[ﬂ

Folgerung

1. Ist f : M — N ein Diffeomorphismus, = € M, so ist
dfy : TyM — Ty N
ein linearer Isomorphismus, denn
dlp,y =d(flof), = dff_(i) o dfy

und
dlry N =d(fo fﬁl)f(g;) =dfs 0 dff_(i)

2. Ist f : M — N eine C'*°-Abbildung und

dfy : Ty M — Ty N

5)'(0))

ein linearer Isomorphismus, dann ist f ein lokaler Diffeomorphismus.

(Satz iiber den lokalen Diffeomorphismus)
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Die kanonischen Basen in T, M
Sei M™ eine n-dimensionale C°°-Mannigfaltigkeit, © € M.

Sei (U, p = (z1,...,2,)) eine zulédssige Karte um =z € M, dann wird

-(z) = [p (p(x) +te;)] € T, M
= Lo (p(x) + te:))|,_,
= ook (lplw) + ted)

= dyp(ei)

fir alle i = 1...n zu einem Tangentialvektor in T, M.
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Satz 2.6. Es gilt:

1. Sei M™ eine n-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit, v € M und sei (U, p = (z1,...,Zy))
eine zuldssige Karte um x € M, dann bilden die Tangentialvektoren

0 0

(@)

eine Basis in T, M. Sie heif$t kanonische Basis .
(Insbesondere ist dim T, M = n.)

2. SeiveT,Mund

dessen Basisdarstellung. Sei weiter v = [y] und
Yoy = 717‘7771 Z’Wez
die Koordinatendarstellung von v beziiglich einer geeigneten Karte (U, ), dann
gilt
Beweis:
1. Eine zulédssige Karte um x ¢ : U C M — ¢ (U) C R" ist bekanntlich ein Diffeo-
morphismus, ¢ € Diff (U, (U)). Ihr Differential wird damit zu einem Isomor-

phismus. Und da Isomorphismen Basen in Basen tberfiihren, folgt die Bahaup-
tung aus

dipq <£ji (56)) = dip, (Aol () = e

2. Aus der Linearitat des Differentials folgt einerseits

dow (v) = dis <Ze ) = gsid% (52 @) - e,

=1

und andererseits gilt

dp. (v) = [por] =(poy) (0)=(1(0),.,7 (0 Z% ;.

Kurve im R™

Satz 2.7. [Transformationsformeln fiir kanonische Basen]

1. Seien (U,o = (z1,...2p)), (V,¥0 = (y1,...,yn)) 2wei zuldssige Karten um x €
M,dann Transformieren sich die kanonischen Basisvektoren auf folgende Weise:
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2. Sei f: M — N eine C*°-Abbildung, (U, = (x1,...,x,)) eine zuldssige Karte um
x € Mund (V,y = (y1,...,yn)) eine zuldssige Karte um f(z) € N, dann gilt:

@ (@) = 3 2ehe e (o m) g (F(2)

a=1

Beweis:

1. Esgilt

o (1) = (dp™")p(a) ()
dp= oo™l (i)
A3y © AW 0 9™ )iy ()

n -1
Wty <Z(8%)(fx>()>
= 3 25 e () Uy, (ea)

(o -1 o
= 3 2% oy wy) 52 (a)

2. Ubungsaufgabe (analoge Rechnung)
O

Wie in der Linearen Algebra betrachtet man auch hier den Dualraum eines Vektorrau-
mes.

Definition. Der duale Tangentialraum in x € M ist definiert als

T*M :={L:T,M — R | L ist linear}

Sei (U, ¢ = (21, ...,2,)) eine zulédssige Karte um x € M. Fir das Differential der glatten
Koordinatenabbildung z; : U ¢ M — R, y— z;(y) gilt:

D.h. (dz;), ist eine lineare Abbildung von 7, M nach R. Somit gilt:

(das)s € TXM

Satz 2.8. Die Linearformen ((dz1)s, ..., (dzy),) bilden eine Basis in T M, die dual zur
kanonischen Basis ( 8‘;1 (z),. Bi( )) von T, M ist.

Beweis: Es gentigt zu zeigen, dass (dz;), (%(m)) = 0;; gilt:

(dz)s (@) = (dzi)a (de~(e))
=d (I’Z o Sﬁil)w(m) (6]‘)
= d(Il)gp(x) (ej) = (ej)i
= ;5
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Durch leichte Rechnung zeigt sich nun daraus, dass Dualbasen ein dhnliches Transfor-
mationsverhalten zeigen wie die Kanonoschen Basen aus Satz 2.7.

Satz 2.9. Seien (U,p = (1,...,2y)) und (V,v» = (y1,...,yn)) zuldssige Karten um
x € M. Dann gilt

(dy,)s = azi:l <W) (@1, 2n)(da)e.

Bemerkungen

e Vergleicht man die Indizies der Ubergangsmatrizen, so bemerkt man, dass die
Transformationsmatrix der Dualbasen genau der Transponiert-Inversen der Trafo-
Matrix der Kanonischen Basis ist.

e Man bezeichnet die Vektoren des Dualraumes auch als Covektoren. Diese trans-
formieren sich per Definition also covariant. Die Vektoren des Tangentialraumes
transformieren sich dagegen kontraviant.
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2.4 Vektorfelder und Fliisse

Definition. Sei M" eine C*°-Mannigfaltigkeit und TM := U T, M die disjunkte Ver-
zeM
einigung aller Tangentialrdume. Eine Abbildung

X M—TM

heifst glattes Vektorfeld auf M :<—

1. X(z) € T,LM VYzeM
2. Sei A ein zuverldssiger Atlas von M, (U, = (x1,...,x,)) € Aund fiirx € U

X(@) = Y &lw) o (@)
i=1 '

die Basisdarstellung von X, so gilt

& e C(UR) firallei=1,...,n.
Bemerkungen

e Die Forderung 2.) ist unabhéngig vom zuléssigen Atlas.

e Sei (U, = (21,...,2,)) eine zulédssige Karte, dann sind a%i € X(U) die kanoni-
schen Basisfelder auf U C M.

X(M) bezeichnet die Menge aller C*°-Vektorfelder auf M und ist ein Modul iiber dem
Ring der glatten Funktion:

X, YeX(M) = X+Y e€X(M),
XeX(M), feC® M) = f-XeX(M),

wobei X + Y und f - Y punktweise definiert werden.

Satz 2.10. Sei M™ C RY eine Untermannigfaltigkeit und X eine Abbildung:
XM — TM
r +— X(z)€T,McCRY

Dann gilt:

X ist ein glattes Vektorfeld auf M <= Die Abbildung X : M — RV ist glatt.

Beweis: Sei (U, h) ein Karte von RV, d.h. U C R ist offen,

h:U—UCcRN
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ist ein Diffeomorphismus und
RUNM)=Un(R" x {0}).

Dann ist (U N M, ¢ = hlynn) eine Karte von M™. Fir kanonische Basis dieser Karte
gilt bekanntlich:

0 d
8xi(z>47 ﬁz

(o~ (p(@) + tes)) =0 = - ((x)) = d, (3)

1. (=):S8ei X € X(M)und X = ) ¢',2 die Basisdarstellung von X auf U N M. Mit
i=1 ‘
& e C=(U) ist

_ < 0 _
Xopri=) Lop™hs fro¢
i=1 Nl _

2p—1

= oz, (T1,000s Tn)

als Verkniipfung von C°°-Abbildungen ( ¢~ 1 ist ein Diffeomorphismus ) glatt.
Und da dies fiir jede Karte gilt, ist

X:M—RN
glatt.
2. («<):Sei X : M — R” eine C*°-Abbildung. Da
X(@) = £ &) @) = ¥ €@)dgy, )
= dip, () (€ (x)es)
ist
dp. (X (x)) = (§'(2),...,€"(x))

als Verkettung von glatten Abbildungen auch glatt, insbesondere sind die ¢’ :
U — R damit C*°-Abbildungen.

Definition. Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit, X € X(M), f € C>°(M,R™).
Dann heifit die Abbildung X (f) € C°°(M,R™) definiert durch

X(f)(z) :==dfe(X(2)) € TpyR™ =R™

Richtungsableitung von f nach dem Vektorfeld X.

Folgerungen

Aus den Eigenschaften des Differentials folgt fur X € X(M), f,g € C*(M):

L (X+Y)(f) = X(f)+Y(f)

2. X(f+9)=X(f)+X(g)
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3. X(f-g9)=f X(g)+g- - X(f) (Produktenregel)

4. Sei (-2, ..., s2) die kanonische Basis von (U, ¢),

Oxq1’ ) Oxy,

X = Z fia%i die Basisdarstellung von X auf U, dann ist

X() =Y () = e M2 gy,

Insbesondere gilt

0 Ifopt
(n=Ae),,

5. Fiir eine Abbildung

X: M — TM
z — X(z)eT,M

gilt:

X ist ein glattes Vektorfeld. «— X(f) € C*(M,R)V f € C™(M,R).
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Definition. Seien XY € X(M), (U, = (21,...,z,)) eine zuldssige Karte und X =

> £ a%i, V=3 nia%i die Basisdarstellungen auf U. Das Vektorfeld

X¥]i= SO0~ V(€)oo

i=1

heifst Kommutator von X und Y.

Bemerkung
Der Kommutator ist unabhéingig von der Kartenwahl.

(Dies kann man mit den Transformationsregeln direkt ausrechnen.)

Definition. Sei
F:M—N

eine C*°-Abbildung und X € ¥X(M), Y € X(N). Man sagt X und Y seien F-verkniipft,

falls

Y(F(x)) = dFy (X (x))
Bemerkung

Im Allgemeinen ist dF'(X) kein Vektorfeld!

Satz 2.11. [Eigenschaften des Kommutators]

1. [X,Y] = —[X,Y] (Schiefsymmetrie)
2. DX + Y, Z) = NX, Z] + ulY, Z] (linear in jeder Komponente)

3. [[X,Y],Z) + [[Y, 2], X] + [[Z, X],Y] = 0 (Jacobi-Identitct)
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4. Seien f,g € C*(M).
[fX,9Y] = flX, Y]+ [X(9)Y — gV (f)X
5. Sei f € C*(M,R™). Dann gilt fiir die Richtungsableitung
(X, Y](f) = X(Y(f)) = Y (X(S))

6. Sind X1,Xy € X(M),Y1,Ys € X(N) durch eine glatte Abbildung FF : M — N
verkniipft, d.h. es gilt

Y, (F(x) = dFo(X, () §=1,2.
Dann sind [X1, X2] und [Y1,Y3] auch F-verkniipft:
dF, ([X1, Xol(2)) = [Y1, V2| (F(x))
7. Sei M C RY eine Untermannigfaltigkeit, dann kann man X € X(M) als C>-
Abbildung X : M — RY. auffassen, und es gilt:
(X, Y] = X(Y) - Y(X)

wobei X (Y) die Richtungsableitung ist.
Beweis:

e 1. bis 6. sind Standartaufgaben (Ubungsaufgaben).

e zu7.:Sei M C RY eine Untermannigfaltigkeit. Die Karten auf M entstehen durch
Diffeomorphismen des RY. Sei h: U ¢ RN — U c RY ein solcher Diffeomorphis-
mus mit h(U N M) = U N (R” x {0}), dann ist (U N M, ¢ = h|yna) eine Karte von

M. Mit der Kanonischen Basis %(I) = ag’; (p(z)) € RN | i=1,...n. ergibt sich

nun eine Darstellung:

.0 L0
X=2 €om Y=2"5,

Nach der Produktregel fiir Richtungsableitung gilt

X(¥) - ¥(x) = Y (X( Y+ X ()
V()  — €Y (o )
= 3 (0o —Y€ng X - (g)
[X,Y]

Es gilt:

> (X G ~€v o) = 5 (1 ) ~ €7 5 ()

% 1,9

|
g
7N
o)
S|l
<.
S
S
o)
S|
<
N
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denn:
g, 0 _ 0 Ot
87%2% T) = 87% ( oz, )e(x))
~~ ~~
VF Fkt part. Abl
829071

¢~ 1 ist eine C°°-Funktion zwischen reellen Ridumen und mit dem Lemma von

Schwarz ergibt sich

828071
Sn,r, (F(@)
0o 0
axi(gj)(ff)
N~
VF Fkt

O

Definition. Sei M" eine C*>°-Mannigfaltigkeit, X € X(M), I C R ein offenes Intervall

um 0 € R. Eine glatte Kurve
vyl — M"

heifst Integralkurve von X durch x € M, falls

o () =X(y(t) Vtel
Beispiel 38. BEISPIELE FUR INTEGRALKURVEN

e Sei M = R". Die Integralkurve von X durch z € R" ist die Losung
einer autonomen gewohnlichen Differentialgleichung mit Anfangsbe-
dingung.

o M =52
X(2y.7) = (—y0.0) = X €X(5?)

Die Integralkurven von Xsind die Breitenkreise.

V() =X((1) = () =—(t), %) =7(t) und ¥4(t) = 0.

= ~3(t) = const und (ﬁ) — (0 —1> (71)
72 1 O Y2
— 7oy .. cos(t + tg)
Y2 —sin(t + to)

Durch die Anfangsbedingungen +(0) = (xo,%0,%0) = po ist dann die
Integralkurve an X durch p, € S? eindeutig bestimmt.

Y(t) = (y/1 = 28 cos(to + t),1/1 — 28 sin(to + t), 20),

wobei (zo, yo) = \/1 — z3(costg, sintp).
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Durch Ubertragung des Satzes iiber Differentialgleichungen im R" erhilt man:

Satz 2.12. Sei X € X(M™).

1. Zu jedem x € M existiert eine eindeutig bestimmte maximale Integralkurve
XL, CR— M
von X durch x. Hierbei meint maximal, dass der Definitionsbereich maximal ist.
2. Sei W ={(t,z) e Rx M|t € I,} C R x M. Dann gilt:

e W C R x M ist offen.
e Die Abbildung

6 WCRxM — M
(ta) = ¢u(z) = (1)
ist C*°.
o Ist (t,x) € W und (s,p(x)) € W, so folgt (t + s,x) € W und ¢ps14(x) = ¢ 0

Pi(z)).
Ps+t()
#t(x) f
/
T M

Der Beweis lduft analog zum R” indem man Karten nutzt*.

Definition. Sei X € X(M). Die Abbildung

6 WCRxM — M
(t,x) — ¢ulx) =) (1)

heifst Fluf3 des Vektorfeldes X.

oy

L LTI

proy

M

4siehe: Gromoll-Klingenberg-Meyer: Riemannsche Geometrie in Gréfen (Anhang)
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Die Kurve ~ wird vom Flul3 ‘'mitgerissen’.

Definition. Ein Vektorfeld X € X(M™) heifst vollstindig <= Alle maximalen Inte-
gralkurven X von X durch x € M sind auf R definiert.

Ist X € X(M) vollstandig, so ist der FluB} ¢, von X ein Diffeomorphismus fiir alle ¢t € R:

¢o:RxM — M
(t.x) — 7 (1)
oM — M
x = dua) =75 (1)

Es gilt:
@10 P = Prys, Po = id.

{¢+} C Diff (M) ist eine einparametrische Untergruppe von Diffeomorphismen definiert
durch das vollstindige Vektorfeld X.

Satz 2.13. Sei X € X(M") und

Yo i Iy = (a,b) CR— M
die maximale Integralkurve von X durch x, b < co. Dann gibt es zu jeder kompakten
Teilmenge A C M ein ¢ > 0 so, dass

vo(t) ¢ A Vte (b—eg,b).

(D.h. eine nicht auf ganz R definierte maximale Integralkurve verldfit jeden kompakten
Bereich in endlicher Zeit.)

Beweis: Angenommen die Behauptung stimmt nicht.

n—oo

Dann existiert eine Folge (¢, )neny C I, mit t,, — b und 7,(¢,) € A. Da A kompakt ist,
ist A auch folgenkompakt. D.h. es existiert eine in A konvergente Teilfolge von {~,.(t,)}.

OBdA konvergiere v, (t,) gegen p € A. Nach Satz 2.4 gilt

(0,p) € W = Definitionsbereich des Flusses ¢ von X.
AufBlerdem ist W offen. Somit existiert eine Umgebung von (0, p), die in W liegt:
(=0,8) x U(P) C W.

Fiir hinreichend grofle n gilt dann

b—t, < éund v,(t,) € U(p)

Sei 3 : (tn, — d,t, + ) — M definiert durch

B(t) = @t — tn, V2 (tn)),
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dann ist ¢(t — t,,v.(t,)) fir alle t € (¢, — d,t, + ¢) definiert. Und da ¢(¢,,, x) und ¢(t —
tn,v:(tn)) existieren, existiert nach Satz 2.4 auch

G(tn +t—tn,x) = ¢(t,x) fur alle t € (¢, — 0, ¢, + ).

Dies ist eine Verldngerung der Integralkurve v, auf das Intervall (a,t, + §) und ein

>b
Widerspruch zur Maximalitét von v, auf (a,b).

Folgerung und Definition

Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit und X € X(M) ein Vektorfeld. Mit

suppX :=cl{z € M|X(z) #0} C M

bezeichnen wir den Tréger von X.

Ist der Trager kompakt, so ist X vollstdndig. Insbesondere ist jedes C°°-Vektorfeld auf
einer kompakten Mannigfaltigkeit vollstandig.

Beweis: Sei x € M, v, : [, C R — M die maximale Integralkurve von X durch x. Z.z.
I, = R.

1. Fall: z € M \ suppX.
Auf M \ suppX ist X =0.
= 7,(t) =z Vt € Rist die maximale Integralkurve von X durch z.

2. Fall: x € suppX.
= 7.(I;) C suppX, denn auBlerhalb von suppX sind alle Integralkurven kon-
stant. Mit Satz 2.12 folgt I, = R.

Satz 2.14. Seien X,Y € X(M), v € M.
Seien ¢, : Wy ={x € M |t € I,} — M die durch den Fluss von X definierten lokalen
Diffeomorphismen. Dann gilt:

X Yl) = 5 (@00 w¥ (@(0)))

t=0

Beweis: Sei z € M fixiert und (U, ¢ = (x1,...,2,)) eine zulédssige Karte um = € M

"0 .0
X=2 85, Y=y,

seien die Basisdarstellungen von X und Y auf U, dann gilt:
(6 ((2)))

(dd—t) g, (x) (
461,001 (5% (@1(2)))

I
%

M=

(do—t)g, ()Y (¢1(2))

<.
I

W (6n(2)) :
P | 5 on(0-00ua) o)

k=1

—~

Satg 2.7
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Wir benutzen die Taylorentwicklung entlang von Integralkurven. Mit h € C*°(U), y €
U folgt
h(¢e(y)) = h(y) +t - dhy (X (y)) + o(t?),

denn sei f(t) := h(¢:(y)), dann ist

und mit der Kettenregel gilt:

§(0) = 5065z = Aoy (5 (Gu(w)lemo) = dhy (X))

und

J(0) = h(do(y)) = h(y).

Sei jetzt speziell h = z;, € C*°(U) die k-te Koordinate von (U, ¢), dann ergibt sich

n

= wp(y) —t- dog(3 € (y) 32 () + o(t?)

— aly) €)1 o)
— 2 (a0 0W) = G~ 5 ()W) +o(?) VyeU

Te(p-e(y)) = arly) —t - dzp(X(y)) + o(t?)
(

und es folgt

(d6—1) gy ) (Y (@1(2)) = 3 1P (91(a)) [@-k—t-8_(&’“)(@(@%@?)} 2 () erm

Insgesamt erhilt man

AoV @@ty = 2 (E WG]y 01— (@) 2 (€)@)) 5 (@)
d

- 3 W) (e (@)

=3 Y(E)(@) g2 (@)
= 3 [X0)(@) - Y (E)@)] A )
X,

J
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Satz 2.15. Sei F : M — M ein Diffeomorphismus, X € X(M) mit dem Fluss {¢}. Sei

F.X € X(M) definiert durch

mit dem Fluss {¢!**}. Dann gilt

1 ¢ oF=Fog

2. X=FX < Fo¢f=¢) 0F

Beweis:

dFp-1(3)(X(F~(2)))
dF, (X (z))

1. z.z. Die Kurve 7(t) = F(¢{(x)) ist die Integralkurve von F,X durch F(x), denn

diese ist eindeutig bestimmt.

e Als Anfangswert haben wir (0) = F(¢{ (z)) = F(x).

e Fiir die Ableitung ergibt sich

V() =

P (F(6 (2)))

4
d

= dFy v (567 @)

—~
*
=

2. Sei X = F, X. Mit 1.) folgt

~—_————
=X (47 (=)

dF¢7tX(z) (X(d)g( (.’1?)))
(BX)(F(67 ()
—

=~(t)

¢ o F = Fogy.

Sei umgekehrt ¢;X o F = F o ¢;. Durch ableiten nach ¢ erhilt man:

& (oF (F(2)))
— X (F@)
= X(F )
&b X(F(6¥ (@)
= X(F(x))
e X=FrX

Z(FoodlX(z))

dFyx o) (597 (7))

dFyx () (X (97" (2)))
FX(F(¢7(x)))

F.X(F(z)) VzeX

F ist ein Difffeomorphismus

O

Satz 2.16. Seien X,Y € X(M) Vektorfelder auf M mit den Fliissen {¢;*} und {¢Y}.

Dann gilt:

o 0 ¢Y = ¢Y 0 XV s,t aus dem Def.bereich < [X,Y]=0.
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Beweis:
e (=): F := ¢%, ist ein lokaler Diffeomorphismus. Nach Satz 2.15 gilt wegen F o
¢Y = ¢Y o FauchY = F.Y. D.h.

Y(z) = (F.Y) ()
= dFp-1()(Y(F~!(x)))
= (d¢2}) px (o) (Y (7 ()

und damit ist

X, Y](@) 2% L (d6X,) o5 (o) (Y (6 (2)))

i t=0
- E(Y(x))’tzo
= 0.
e (<):Sei[X,Y]=0auf M.Da
¢§o¢f :¢§(O¢§:¢§+t
ist
(62).X(p) = X(6(p))
und es folgt
0 = (¢")([X,Y](2))
S (6X), X, (61).Y](2)
= [X,(¢7).Y](2)
Satz 2.14 ((d¢X )¢X(z ((st)()* :c) ))|
_ (A6%,) o (a) (D7) yx - (Y(¢_t S ))))) oo

m‘& &\m S @.‘

S (( (4
L(d(¢X, o X ¢XA@< @X. @) _,
L (d(X, ) ) (Y (6X (2)))

Somit ist die Kurve d(¢X,)yx 1) (Y (¢ (2))) = ((¢X,).Y)(x) konstant, und es gilt

(6%,):Y)(2) = ((¢5)+Y)(2) = ¥ (z)

Aus Satz 2.15 folgt nun die Behauptung.

T=t

Vektorfelder und Lie-Algebren

Definition. Eine Gruppe G heifst Liesche Gruppe falls sie eine C°°-Mannigfaltigkeit
ist, so dass die Abbildung G x G — G, (g,a) — g-a~! glatt ist.

Sei G eine Liesche Gruppe. Dann sind die Gruppenhomomorphismen

Linkstranslation
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Rechtstranslation
rg:G — G

a — a-g

Diffeomorphismen.

Beispiel 39. BEISPIELE FUR LIE-GRUPPEN

e (R", +)

o (C*=C\{0},)

o (T =81 x8' ")

e Sind G und H zwei Liesche Gruppen, so ist G x H mit dem komponen-
tenweisen Produkt eine Liesche Gruppe.

e Gi(n,R) C M(n,R) = R™ ist eine offene Untermannigfaltigkeit und
eine Liesche Gruppe.

e Jede abgeschlossene Untergruppe von Gi(n,R) ist eine Liesche Gruppe.
(O(n), Sp(n), U(n),...)

Definition. Ein Paar (V,[, |) heifit Lie-Algebra , falls V ein reller Vektorraum ist und
[,]:V xV — V folgende Eigenschaften erfiillt:

1. [, ] ist schiefsymmetrisch.
2. [, ] ist linear in beiden Komponenten.
3. Es gilt die Jacobi-Identitit

X, Y], 2] +[IV, 2, X] +[[Z,X],Y] =0 VYX,Y,Z€V.
Beispiel 40. BEISPIELE FUR LIE-ALGEBREN

1. X(M) mit dem Kommutator von Vektorfeldern ist eine (co-dimensionale)
Lie-Algebra.

2. M(n,R) mit [A, B] := Ao B — B o A ist eine Lie-Algebra.

3. R3 mit dem Vektorprodukt [v, w] := v x w ist eine Lie-Algebra.

4. Sei (M?",w) eine symplektische Mannigfaltigkeit. Dann ist C°° (M) mit
der Poisson-Klammer {f,g} = w(s — grad(f),s — grad(g)) eine Lie-
Algebra.

Definition. Sei G eine Liesche Gruppe. Ein Vektorfeld X € X(G) heifit linksinvariant
falls (1)« X = X fiir alle g € G, d.h.

(lg)+ X (lga) = (dlg)a(X(a)) = X(g-a) = X(lga) Va,g €.

Bemerkung

Der Kommutator [X, Y] zweier linksinvarianter VF ist auch linksinvariant, denn sind
X,Y € X(G) linksinvariant,
so ist nach Satz 2.11

(Ig)«[X, Y] = [(Ig) X, (Ig) Y] = [X, Y]
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Definition. Die Lie-Algebra einer Lieschen Gruppe G ist der Vektorraum aller linksin-
varianten Vektorfelder von G mit dem Vektorfeld-Kommutator.

g=LA(G)
bezeichnet die Lie-Algebra von G.
Bemerkung
Die Abbildung
g — T.G
X — X(e)

ist ein Vektorraum-Isomorphismus, da X(g) = (dl;).(X(e)) gilt. Somit ist dim(g) =
dim(G) und man kann g mit 7, G identifizieren. Die Lie-Klammer auf 7. G wird definiert
durch

[v,w] := [V, W](e) v,w e T.G,
wobei V(g) := (dly).(v) und W(g) := (dl,).(w).
Beispiel 41. DIE LIE-ALGEBRA VON Gl(n,R)

Sei G = Gl(n,R). Dann ist die Lie-Algebra von G die Menge der n x n-
Matrizen mit dem Matrizenkommutator.

g=M(n,R) [A,B]:=AoB—-BoA
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2.5 Immersionen, Einbettungen

und Submersionen

Definition. Sei f : M — N eine C*°-Abbildung. Dann heiflt f:
Immersion <= df, : T,M — Ty )N ist eine injektive Abbildung fiir alle v € M.
Submersion :<=> df, : ToM — Ty, N ist eine surjektive Abbildung fiir alle v € M.

Einbettung <= [ ist eine injektive Immersion und f : M — f(M) C N ist ein
Homdoomorphismus bzgl. der auf f(M) durch N induzierten Topologie.

Beispiel 42. IMMERSION,EINBETUNG U. SUBMERSION

1. Die Abblidung
f:R — R?
t o= (3 —4t,t% —4)
ist eine Immersion.
2. Die Abbildung
f:RP? — R*
[x:y:2] — (yz,22, 2y, 2% + 2y° + 32?)
ist eine Einbettung. (Ubungsaufgabe)
3. Die Hopf-Faserung:
m:8% — CP! =52
(21,22) — [Zl IZQ]
ist eine Submersion. (Ubungsaufgabe)

4. Nicht jede injektive Immersion ist eine Einbettung.
Die Abbildung f : R — R? mit f’(t) # 0 ist keine Einbettung.

f®)

Satz 2.17. Sei f : M — N eine injektive Immersion und M kompakt. Dann ist f eine
Einbettung.

Beweis: f : M — N ist stetig. Somit ist auch f : M — f(M) C N stetig bzgl.
der durch N induzierten Topologie. Fixiere auf f(M) die durch N induzierte Topologie.
Dannist f : M — f(M) bijektiv und stetig. Da M kompakt ist und f(M) T3 ist (da N
T, ist), folgt aus Satz 1.9, dass f : M — f(M) ein Homéomorphismus ist. D.h. f ist
eine Einbettung.
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Lemma 2.1. [Erinnerung an die Analysis II]
1. Sei G C R™ offen,
f:GCR" —R"

glatt und
dfm : TIRH — Tf(z)Rn

ein Isomorphismus fiir ein x € G. Dann ist f ein lokaler Diffeomorphismus um x.
D.h. es existiert eine Umgebung U (x), auf der f ein Diffeomorphismus ist.(“Satz
tiber den lokalen Diffeomorphismus”)

2. Sei G C R"™ eine Umgebung von 0 € R™ und f : G C R™ — R" eine glatte
Abbildung mit f (0) =0

(@) Ist m < n und dfy injektiv, dann existiert eine Karte (U, g) um 0, sodass
gof(u)=i(u),

wobei i : R™ — R™ mit i (u) = (u,0) die Einbettung bezeichnet.

(b) Ist m > n und dfysurjektiv, dann exisitert eine Karte (U, h) um 0, sodass
foh=m,

wobei T : R™ — R"™ die kanonische Projektion bezeichnet.

Beweis:

1. Siehe Analysis II
2. Zu
(a) Nach Voraussetzung gilt

Ofi -
" <8xj(0)> i=1,...,n -

j=1....m

OBdA seien die ersten m Zeilen dieser Matrix linear unabhingig. Fir die
glatte Abbildung

F : G X R’!L—Tﬂ C R’VL - Rn
(u,v) = f(u)+(0,0)

Ofi
dFy= | 9% © 0
* In—m

Dieses Differential ist injektiv, denn

det(dFy) = det (gfi@)) i=1,..., 70

.Tj ., m

gilt

j=1....m
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(b)

D.h. dFy : ToR" — TyR" ist ein Isomorphismus. Dann existiert also eine
Umgebung W (0) C R, so dass

F|W(0) :W(0) — F(W(0)) =U
ein Diffeomorphismus ist. Mit g := (F|w )~ : U — W(0) ist (U, g) eine
Karte um 0 € R" mit
go F‘W(O) (u7 U) = ldW(O) (u7 U) = (uv U)'

Fir v = 0 ergibt sich g o f(u) = (u,0) = i(u) fiir alle v aus einer Umgebung
von 0 € R™.

Sei m > n. Nach Voraussetzung gilt:

Ofi _
" (33:]-(0)) i=1,...,n -

j=1....,m

OBdA seien die ersten n Spalten dieser Matrix linear unabhéingig. Fiir die
glatte Abbildung

F:GxR™ — R"xR™ "™ =R"™

= (Ur,...,un) — (fu),tnt1,- -, Um)

dFy= 50
0 Ip—p

Das Differential ist wieder injektiv, da

B dfi
det(dFy) = det (axj (0)> i=1...n #0

i=1...,n

gilt

D.h. dFy : T)R™ — ToR™ ist ein Isomorphismus. Dann existiert also eine
Umgebung W (0) C G, so dass

ein Diffeomorphismus ist. Mit h := (F|w )" : U — W(0) ist (U, h) eine
Karte um 0 € R™ mit
Foh(u) =idy(u) = (u).

Somit ergibt sich aus der Definition von F':

foh(u)=n(Foh(u)) =n(u) fir alle u € U.

Ubertragung auf Mannigfaltigkeiten

Satz 2.18. Sei f: M™ — N™ eine glatte Abbildung, v+ € M und

dfw : TIM — Tf(m)N

ein Isomorphismus. Dann ist f ein lokaler Diffeomorphismus um v € M, d.h. es existiert

eine Umgebung U(z), so dass

flo:U— f(U)

ein Diffeomorphismus ist.
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Beweis: Man wihle eine Karte (U, ) um z und (V,¢) um f(z) und wende das obige

1

Lemma aufy o foyp™' an.

O

Satz 2.19. Sei f : M™ — N™ eine Immersion. Dann existiert zu jedem x© € M eine
Umgebung U(x) C M, so dass f : U(xz) — N eine Einbettung ist.

Beweis: Sei (U, ) eine zulissige Karte um = € M mit $(z) = 0 und (V, ) eine zuléssi-
ge Karte um f(z) € N mit ¢)(f(x)) = 0. Nach Voraussetzung ist d(v o f o 1), injektiv.
Mit dem obigen Lemma existiert also eine Koordinatentransformation g auf 1}(‘7), SO
dass

go(ofod (@) = (2,0)=i(a) YieUcgU).

Sei U := ¢~ *(U), und ¢ := @|y, dann ist (U, o) eine Karte um z € M. Die Karte (V1))
um f(z) sei definiert durch

Yi=got, Vi=v Hg@(V)naH(D)).
D.h. f hat die Kartendarstellung v’ o f 0 ¢~! =i auf U. Somit ist
flv :U— N

eine Einbettung.

Satz 2.20. Sei f : M™ — N" eine Einbettung.

Dann ist f(M) C N eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit und die Abbildung
f+M— f(M)

mit der Untermannigfaltigkeitsstruktur auf f(M) ist ein Diffeomorphismus.

Beweis: Nach Satz 2.19 existiert der folgende zuléssige Atlas auf M:

-AM = {(Ua 50)

(U, p) ist eine Karte um x € M und es xistiert eine
Karte (V,9) um f(x), so dass ¢ o f o o=t =i auf p(U)

Insbesondere gilt:
YV N (M) =p(V) N {zmp = = 2n =0}

D.h. f(M) ist eine Untermannigfaltigkeit von V.

f: M — N ist eine Einbettung, d.h. f : M — f(M) ist ein Homéomorphismus bzgl.
der induzierten Topologie auf f(M).

Analog zu den Satzen 2.1 und 2.3 folgt, dass

Ason) = {(fU), 00 1) | (U,p) € A}
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ein Atlas auf f(M) und die Abbildung
f : (Ma -AM) - (f(M)v-Af(]\/[))

ein Diffeomorphismus ist.

Es bleibt zu zeigen, dass Ay ein Atlas ist, der durch Untermannigfaltigkeitskarten
entsteht.

Sei (f(U),po f~') € Apary und (V, 1) eine Karte um f(z) mit
pofop =i

auf p(U), dann folgt

o fop t =i aufyp(U)
= fop ™ =yt aufyp(U)
= o f' = Ylvaran

—— N ,

cA UMF
e CAYMI

Definition. Sei f : M™ — N" eine glatte Abbildung, m > n.
y € N heifst reguldrer Wert von f, falls

dfy : Ty M — Ty N
surjektiv ist fiir jedes x € f~1(y).

Satz 2.21. Sei f : M™ — N" eine glatte Abbildung, m > n und y € N ein reguldrer
Wert von f. Dann ist
B:=f"'y)cM

eine m — n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M.

Beweis: Wir betrachten die von M auf B induzierte Topologie und konstruieren Un-
termannigfaltigkeitskarten auf B. Sei z € B C M und (U, §) eine zuléssige Karte von
M um z mit ¢(z) = 0. Sei weiter (V, 1) eine Karte auf N um f(x) mit ¢)(f(z)) = 0. Laut
Voraussetzung ist

dfy : Ty M — Ty )N

surjektiv. Somit ist auch
d(’(/} (e] f (e] (;5_1)0 . T()Rm — ToRn
surjektiv. D.h. es existiert eine Karte (W (0), h) mit W (0) C 3(U), so dass

Yofop toh|w =mnlw.
——

:;4/;*1

Die Karte U := @(h(W)), ¢ := h~! o |y ist eine Untermannigfaltigkeitskarte um z €

B c M, denn
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¢ '(w) € B
= flo™Hw)) =y
= Yo fop Hw) = m(w) =0
d.h p(UNB) = ¢U)Np(B)
= Wne(B)
= oU)N{z1="-- =2, =0}

Satz 2.22. [Einbettungssatz von Whitney (1936)]°
Sei M™ eine glatte Mannigfaltigkeit. Dann existiert eine Einbettung
f: M"— R
Insbesondere ist jede glatte Mannigfaltigkeit M™ diffeomorph zu einer Untermannigfal-
tigkeit des R?" 11,

Beispiel 43. UNTERMANNIGFALTIGKEITEN

1. Der Graph einer glatten Abbildung f : M" — R™
B := graph(f) .= {(z, f(z)) e M xR™ |z € M}

ist eine n-dimensionale Umtermannigfaltigkeit von M™ x R™.
Betrachte dazu die glatte Funktion
F:M"xR™ — R™
(x,y) — F(z,y) = f(z) -y
Es gilt B = F~1(0) und 0 ist ein regulidrer Wert von F.

2. Rotationsfldichen
Sei f: (a,b) C R — R glatt mit f > 0.

M? = {(z,y,2) € R’ | 2? + 3 = f(2)*}
ist eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R3.

3. Gleichungsdefinierte Untergruppen von Gl(n,R)

On):={AeGi(nR)|A A" =1,} C Gi(n,R) c R”

ist eine @-dimensionale Untermannigfaltigkeit der GI(n,R). Be-
trachte dazu die Funktion
F:Gl(n,R) — {symmetrische n x n-Matrizen} = R™5
A - A-A

O(n) = F~1(I,) und I, ist ein regulédrer Wert von F.

5Ein Beweis steht in M.Hirsch: Differential Topology, Springer 1976
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2.6 Tensorbiindel und Tensorfelder

Als Vorbereitung wiederholen wir zunéchst einige Begriffe aus der Algebra, die wir im
folgenden benutzen werden.

2.6.1 Tensorprodukt von Vektorriumen

Im folgenden bezeichne K den Vektorraum der rellen oder der komplexen Zahlen. Alle
Vektorriume, die wir hier betrachten, seinen Vektorrdume iiber dem Korper K.

Wir betrachten Vektorraume Vi, V5, ..., V, der endlichen Dimension
n; = dimg V; < co. Diesen Vektorrdumen werden wir einen neuen Vektorraum

Veahe...eV,

der Dimension n; - ... n, zuordnen, das sogenannte Tensorprodukt von Vy,...,V,.

Definition. Eine r-lineare Abbildung t : Vi x ... x V,, — W in einen Vektorraum W
heifst tensoriell, falls die folgende Universalitiatseigenschaft erfiillt ist:

Zu jeder r-linearen Abbildung f : Vi x ... x V. — H in einen Vektorraum H existiert
genau eine lineare Abbildung hy : W — H so dass hy ot = f gilt.

V1><...><V7.4t>W
hy
f
H

Satz 2.23. Es existiert eine tensorielle Abbildung
t:VixVox...xV,— W.

Diese ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. D.h. seien die Abbildungen t : Vi x
XV, — W und ¥: V4 x ... xV, — W tensoriell, so existiert ein Vektorraum-
Isomorphismus ¢ : W — W so dass ¢ ot =t gilt.

Beweis:

Eindeutigkeit: Aus der Universalititseigenschaft folgt, dass eindeutig bestimmte linea-
re Abbildungen h; : W — W und h; : W — W mit der Eigenschaft h; ot = ¢ und
h: ot =t existieren.

Dann gilt (h.h;)t = t. Andererseits gilt nattrlich auch idy o t = ¢. Wir betrachten das
Diagramm
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\ { idw hioh;

Aus der Eindeutigkeit in der Universalitéatseigenschaft folgt:
ZdW = ht o h{.
Analog zeigt man h; o hy = idy;,.

Existenz: Es gibt verschiedene Moglichkeiten, eine tensorielle Abbildung von Vi,... V.,
zu realisieren.® Wir betrachten hier die folgende: Mit V" bezeichnen wir den dualen
Vektorraum zu Vj, dh. V* := {L : V; — K| L linear}. Wir betrachten nun den
Vektorraum

W:={L:Vx...xV—K | L r-linear}

und die r-lineare Abbildung

tZV1><...><‘/;~ — W

('Ula cee 7vT) — L(vl,...,u,\)v
wobei L, .., € W folgendermaBen definiert ist:
Ly,,.., UT)(O'l, o) =t (w) -0 (vy) (07 € Vj*)

Wir zeigen, dass die Abbildung ¢ : V1 x...xV,, — W tensoriell ist. Sei dazu (a;1, . . ., ajn,)
eine Basis im Vektorraum V;. Dann sind die linearen Abbildungen

(L(alpl,“.,arm) | Ps € {1,...,715})

eine Basis im Raum der Abbildungen W. Seinun f:V; x ... x V., — H eine r-lineare
Abbildung. Dann definieren wir

hf(L(alply"'yanT)) = f(alpl yen 7a7'Pr) (*)

und setzen h linear auf W fort. Dann gilt offensichtlich iy ot = f und hy ist eindeutig
bestimmt, denn () mul wegen hy ot = f gelten.

Wir fiithren folgende Bezeichnung ein:

Definition. Seit: V) x ... x V,, — W eine tensorielle Abbildung
Der Vektorraum Vi ®...QV, := W heifit Tensorprodukt von Vi, Vs, ..., V,. Weiterhin sei

tVix..xV. L vie... oV

(v1y..,0p) — 11 ® ... Qv :=1t(v1,...,0,)

Der Vektor v, ® ...Q® v, heifit das Tensorprodukt der Vektoren v, ..., v,.

8Eine andere Realisierung des Tensorproduktes findet man in FW. Warner: Foundations of differentiable
Manifolds and Lie groups.
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Wihlen wir die Realisierung des Tensorproduktes aus Satz 2.23, so gilt
Ne...oV,={L:Vx...xV— K| L rlinear}

und

V1 & ... Q0 U, 1= L(Ul,«~~7vr)'
Nach Definition gilt

Vi@V, =spang{v; @ --- v, |v; €V;,j=1,...,n}.

Da die Abbildung ¢ r-linear ist, hat man fiir das Tensorprodukt von Vektoren die fol-
genden Rechenregeln:
L A1 ®..00,)=01®...00_10M,;Qujy1 ®...00v (AekK).

2. M®...Qu;_10(V;+w;)QV;j11Q. . .QU, =01 Q. . .QUHV1®. . . QV;j_1QW;QVj11®. . . @V,

Insbesondere erhilt man die folgende Basisdarstellung fiir Tensorprodukte von Vekto-
ren:

Sei (ajl,...,ajnj) eine Basisvon V; ,j =1,...,r. Dann ist
(a1p1®...®awr ‘ pj€{17...,nj})
eine Basisvon V1 ® ... ® V..

n7 y . . .
Ist v; = 21 &'Piay,. die Basisdarstellung von v; € Vj, so ist
pj=

VR @u =Y EP P, ® . @ ayy,

die Basisdarstellung von v; ® ... ® v,.. Dies zeigt, dass
dimg (V1 ®...0V,)=n1-...-n, .
Satz 2.24. Seien Vi,...,V,,W und W endlich-dimensionale Vektorriume. Dann gilt
1. Vi®@..@V¥e@W={L:Vyx...xV, — W | Lr-linear}
Insbesondere ist: V* @ W = Homg(V, W)
2VeaW=WwWeV
3. VeWeW=VeWaW)=VaWeW
4 VW)=V e W*

Beweis: Die Behauptungen 2), 3) und 4) sind klar. Man schreibt den Isomorphismus
mittels Basen direkt hin oder benutzt die Universalitdtseigenschaft.

Zu 1.): Fiir einen endlich-dimensionalen Vektorraum V gilt:
v = gy ¢p(0) =0o(v) furceV*
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Nach Definition und Satz 2.23 ist dann

We..VIeW={L:V; x...xV, xW"— K| L ((r+1)-linear}

Der Vektorraum auf der rechten Seite ist isomorph zum Vektorraum

{L:Vix...xV, — W | L —linear}.

Dieser Isomorphismus wird beschrieben durch L — L mit

n

f’(vla"'avr) = ZL(vlvu-avraO—j)aja

j=1

wobei (ai,...,a,) eine Basis von W und (¢',...,0") die dazu duale Basis in W* ist.

Definition. Sei V ein n-dimensionaler Vektorraum.

TCEOWV) =V*®...0V'eVe...V

r-mal s-mal

heifst Vektorraum der (r,s)-Tensoren iiber V (oder der r-fach kovarianten und s-fach
kontravarianten Tensoren iiber V.

Speziell gilt:
TEO(V) = v
TOY(WV) =V
TON(V) = K
T(T’S)(V) = {L:Vx...xVxV*"x...xV* — K| L multilinear}
r-mal s-mal
TOO(WV) = {L:V x...xV — V| L multilinear}
0
r-mal

(siehe Satz 2.24).

Aus den Tensorprodukten iiber V kann man eine Algebra bilden,
die Tensoralgebra iiber V.

(V) := Z T (V) (Menge aller endlichen Summen)

r,s>0
Das Algebrenprodukt ist gegeben durch:
T(r,s)(v) « T(f,é)(v> &) T(r-‘,—f‘,s-‘ré)(v)
(L,L) — L®L

wobei

(L®L)($1,,.,,xr+f,y1,...7ys+s) = L($17-~-a$r,y1,-~~ys)

T s+1 s+35
'L(xr+1a"'axr+f7y yeer Y )
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mitz; €V, yf € V*.
Ist (ai,...,a,) eine Basis von V und (¢!,...,0") die dazu duale Basis von V*, so ist

("®..®0"®a;, ®...0a;, | ixr€{l,...,n},5€{l,...,n})

eine Basis von T("9) V.

Sei nun a; = Y, bija; ein Basiswechsel in V. Fiir die Cobasen im Dualraum V* ergibt
sich damit

. ,
o, = E biloy
!

Dabei bezeichne b den i-l-ten Eintrag der zur Matrix B = {b;;} inversen Matrix.

Ein Basisvektor aus 7("*) transformiert sich dann aufgrund der Multilinearitit wie-
folgt:

L L
o ®...Q0" ®aj1/®...®aj/
_ i1ly 1 irlp Sl
= Yol . @y bilel @ 3 b e, @@ 3 b e,
l1 lr

lr+1 lT‘+a
i1l il l Iy
= 20" b by b (0 ® RO R, ®...®a,,,)
— ., —

r-fach covariant s-fach kontravariant

Alternierende Tensoren

Im Vektorraum der k-fach kovarianten Tensoren iiber V' existieren 2 wichtige Unter-
raume, der Vektorraum der alternierenden bzw. der der symmetrischen Tensoren. Sei

Ty =v*@... .0V = "V*
—_————
k-mal

Definition. Eine multilineare Abbildung L : V x ... xV — K heifst alternierend
wenn L(...,v,...w,...)=—L(...,w,...,v,...) fiir alle v,w € V gilt. Der Vektorraum

A*(V*) == {L:V x...xV — K | L multilinear und alternierend}
—_——

k-mal

heifst Vektorraum der alternierenden k-Formen aufV.

Aus den Vektorrdumen der alternierenden k-Formen kann man ebenfalls eine Algebra
machen. Dazu betrachten wir die folgende Abbildung

A ARV x AN(VF) — AFFH(V)
(w,0) +— wACo

definiert durch

1
(WAo) T,y Tpgr) = I Z SENT - W(Tr(1), -+ s Tr(k)) * O(T(log1)s - -+ Trr(lotl))
C O mESkn

= Z sgnr - w(xﬂ(l), N ,xﬂ(k)) . O'(Jjﬂ(k+1), ‘e ,xﬂ(kJrl))

TESK 41
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In diesen Formeln bezeichnet S; die Gruppe der Permuationen der Zahlen 1,... k.

Die (k+1)-Form wAc heillt das alternierende Produkt, Dachprodukt oder wedge-Produkt

von w und o.

Bemerkung

Manche Autoren multiplizieren in der Definition von w A o noch zusédtzlich mit ﬁ

Satz 2.25. Das alternierende Produkt hat folgende Eigenschaften:

1. who=(-1)*oAw, w e A*(V*),0 € A{(V*)

2. (WAo)An=wA(cAn)
3. WAO=w®o—0Quw
4. Seien o',...,cF € V* vy,...,vx € V. Dann gilt
(c' No? A...AG") (v1,...,v5) = Determinante der Matrix (0" ()i 1
5. Ist (o',...,0™) eine Basis von V*, soist (c* A... Ao |1 <iy <...<ip<n)

eine Basis von A*(V*). Insbesondere gilt fiir einen n-dimensionalen Vektorraum V

dim AFV* = (Z) fiir k<n=dimV und A*V*=0 firn>k

Fir k =0setzen wir A°V* =K und M w:=X-w=wAM\ fiir A € A°V*, w e A*FV*,
Die Algebra
(A(V*) =S ARV, /\)
k=0

heif3t Algebra der alternierenden Formen iiber V.

Symmetrische Tensoren

Definition. Eine multilineare Abbildung L :V x ... x V — K heifst symmetrisch,
wenn L(...,v,...w,...)=L(...,w,...,v,...) fiir alle v.w € V gilt. Der Vektorraum

S*V*) == {L:V x...xV — K| L multilinear und symmetrisch }
—_——

k-mal

heifst Vektorraum der symmetrischen k-fach kovarianten Tensoren iiber V.

Aus den Vektorrdumen der symmetrischen Tensoren kann man ebenfalls eine Algebra
machen. Dazu betrachten wir die folgende Abbildung

o: SH(V*) x SHV*) — S (V)

(w,0) — woo
definiert durch
1
(woo) @y, .., Tpyr) := m Z W(Tr1ys - Tr()) - O(Tr(hg1)s - s Tr(htl))
’ TESK 41

Der (k + )-Tensor w o o heiflit das symmetrische Tensorprodukt von w und o.
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Satz 2.26. Das symmetrische Tensorprodukt hat folgende Eigenschaften:

1. woo=o0ow
2 (woo)on=wo(son)
3. woor=1(w®o+olw)

4. Ist (o!,...,0") eine Basis von V*, soist (c'1o...00%" | 1<i; <iy<...<i,<n)
eine Basis von S*(V*). Insbesondere gilt:

dim S*(V*) = <” R 1)

k

Fiir & = 0 setzen wir S°(V*):=Kund A\oT =X-T =To\ fir A € SO(V*) =K, T ¢
Sk(V*).
Die Algebra

(S(V*) = isk(v*)p)
k=0

heif3t Algebra der symmetrischen, kovarianten Tensoren iiber V.

Man kann Tensoren mittels linearen Abbildungen von einem Vektorraum auf einen
anderen tibertragen.

Sei f:V — W eine lineare Abbildung. f induziert eine Abbildung auf den kovarian-
ten Tensoren
TR0 — @Fr L TR0y — gk
T —  f'T mit
(o, .. 08) =T(f(v1),..., f(u), v; €V

/*T heifit der durch f aus 7T induzierte Tensor. f* heif3t die induzierte Abbildung auf
den Tensorprodukten.

Ist f: V — W sogar ein Isomorphismus, so kann man allgemeiner die folgende Kon-
struktion machen: Wir betrachten die duale Abbildung f*: W* — V* zu f:

(ffo)(v) =o(f(v), ceW veV

Dann induziert f eine Abbildung

fTrOw — Ty
T — f*T

wobei

P10y 0%) = T 1) f) P70 f7H0%) vy € Vigd €V
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2.6.2 Tensorbiindel und Tensorfelder auf Mannigfaltigkeiten

Definition. Sei M" eine glatte Mannigfaltigkeit, K = R oder K = C. Ein Tripel
(E, 7, M) heifst glattes Vektorbiindel vom Rang r tiber M, falls

1. E ist eine glatte Mannigfaltigkeit, = : E — M ist glatt.

2. E ist lokal-trivial, d.h. zu jedem x € M existiert eine Umgebung U(x) C M und
ein Diffeomorphismus ¢y : 7= (U) — U x K", so dass ™ = pry o ¢y.

3. Die “Fasern” E, := n~!(x) C E sind K-Vektorrdume und die Abbildungen
GUe =praodule, : Ex — K"

sind Vektorraumisomorphismen.
Bezeichnungen:

e F heifit Totalraum des Biindels.

m heifft Projektion des Biindels.

M heifst Basis des Biindels.

(U, o) heift Biindelkarte bzw. lokale Trivialisierung.

A= {(Us,¢v,) | a € I,(Ua, ¢u, ) Biindelkarten, M = |J,,.; Uas} heifit Biindelatlas.

Beispiel 44. BEISPIELE FUR VEKTORBUNDEL

1. Sei U C M offen, (FE,w, M) ein Vektorbiindel iiber M.
Dann ist (E|y := 7~} (U), 7|y, U) ein Vektorbiindel iiber U.

2. (M x K", pry, M) ist ein triviales Vektorbiindel.
Beispiel 45. DAS TENSORBUNDEL UBER M

Sei x € M. T, M ist der Tangentialraum an A im Punkt z und 7 M der
Kotangentialraum an M in z.

T3 (T, M) ::(é) TIM® ® .M

Sei (U, ¢ = (z1,...,2,)) eine zulédssige Karte von M. Dann ist

(821(33), - ain(x)>

eine Basis in T, M und ((dz1),, ..., (dz,).) ist die duale Basis in T M. Somit
ist

0
axj 1

()@ - ® (z)

{(dl‘il)w(g...@(dxir)w@ oz, i, Jk 6{1,...,71}}

s
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eine Basis in 7 (T, M).
Abkiirzend schreibt man auch dz’ ® % I="(i1,. %), J=(J1,---,7s)-

TN = | ) TC(T,M)
xeM

7 TEOM — M
T (T,M)>B ~— =z

Insbesondere ist

TOOM = T*M = |J T*M das Kotangentialbiindel und
zeM

TOYM = T = |J T,M das Tangentialbiindel.
zEM

Satz 2.27. Das Biindel der (r,s)-Tensoren 1 := (T"%) M, 7, M) ist ein glattes Vektorbiin-
del vom Rang n"** iiber M.

Beweis:

1. erster Teil der Definition von lokalen Trivialisierungen von T:

Sei A) ein zuléssiger Atlas auf M, (U, ¢ = (x1,...2,)) € Ay Dann ist

0
{(dz")s @ aTCJ(l‘) |1, J}

eine Basis in 7("%) (T, M).
Die Bijektion

~ _ nrts

by T HU) — p(U) xK
sei definiert durch

T(ns)(TxM) > By = (w1(2), ..., 20 (), (BIJ)LJ) zeU,
wobei B, = Y, ; Bfdxl ® 52— (x).
2. Definition der Topologie auf T"*) M:

Sei A, ein zulassiger Atlas auf M. © ¢ T%) M heift offen, falls

. (ONT U)) C R xR

offen ist fiir alle zuldssigen Karten (U, p) € Aj,. Dies definiert unabhéngig von
der Wahl des zulissigen Atlas eine Topologie auf 7% M, die T2 ist und eine
abzihlbare Basis hat, da M und R* diese Eigenschaften haben.

3. T("%) M ist eine glatte Mannigfaltigkeit:
Die Kartenbereiche des Atlas

Ap = {(77_1(U)7¢(U,g0)) I (U7 90) € AM}

iiberdecken ganz 7("*) M und die Abbildungen ¢, sind Homéomorphismen.
Somit ist 7("*) M eine topologische Mannigfaltigkeit.
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Seien (U, ¢ = (21,...,22)), (V.00 = (y1,-.-,Yn)) € Ay mit UNV # (), dann ist der
Katreniibergang

S(vap) © ¢A>(_U1W) L o(UNV) xRV — pUNV) xRV

(Jcl,...,a:n,ag) — (wogp’l(xl,...,x”),bf)

glatt. Dies folgt einerseits aus der Glattheit von 1o~ ! und zum anderen aus dem
Koordinateniibergang von a7 nach bX. Aus den Sétzen 2.7 und 2.9 folgt nédmlich

I J 9
> aydr’ ® ET:
I,J

e toy)s (" op),
Iz:]aﬂ (Z Saamkl ldyk1®...®; ( 61_»80)1 86>

kl Js yls

“Loqh); e
_ %;a{,a(wamklw“ ""'a(waxj:p)ls (dajK ®...8 %)
b
und d.h
plisls e~ oth)iy . AN o), O o), o AW o), ol
Fsekr T 0x, Oz, Oxj, Ox;j, 7

Diese Abbildung ist offensichtlich glatt.
4. w:T"M — M ist glatt:
Betrachte die Kartendarstellungen von 7. Seien (U, ), (V,v) € Aypy.
Yomo qg(*Ul’(p)(xh consxnyal) = por(Y al(da?), ® %(x)

7
= ()
= 1/}0 (p_l(l‘l,. . .,.I‘n)

1 o o~ ! ist glatt und somit ist auch = glatt.
5. lokale Trivialisierung von (T M, 7, M):
Seix € M und (U, ¢) € Ay eine Karte um z.

r+s o xid rts
—

Sy = (7L X id) 0 by : 7 H(U) "L (U) x R™ U x R"

sei eine Bundelkarte iiber U. Es gilt:
(@) é(v,) ist nach Definition ein Diffeomorphismus.
(b) priogwe =7

Und die Abbildung

prao ¢(U,go)|rl(m) : Wﬁl(»’ﬁ) — RV

B, =Y aj(dz’), ® %(CL‘) = (a})
J

ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen.
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Spezialfille

1. Das Tangentialbiindel TM™ ist eine 2n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit mit
folgendem Atlas:

Sei (U,¢) € Am, ¢ = (1,...,2,). Sei weiter t, € T, M, t, = i | fiaz_ ().

(Z;(U,<P)(t$) = (zq (), .. (), €8 €
(TM,n, M) ist ein glattes Vektorbiindel vom Rang n.

2. Das Kotangentialbiindel 7% M ist eine 2n-dimensionale glatte Mannigfaltigkeit
mit folgendem Atlas:

Sei (U, ) € Ay, ¢ = (x1,...,2,). Sei weiter L, € Ty M, L, =3 | ni(dz"),.

S,y (L) = (w1(2), - s 20 (T), 015+ - 1)
(T*M,n, M) ist ein glattes Vektorbiindel vom Rang n.
3. Analog zu Satz 2.27 zeigt man, dass
k -k
AM =] \T;M)
xeM

eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n + (}) ist, so dass (A" M, 7, M) ein
glattes Vektorbiindel vom Rang (}),
das Biindel der (alternierenden) k-Formen ist.

Basen fiir die lokale Trivialisierung:

{(dzi))e A A (das)o | 1 < iy < -+ < ip < n}

4. Die Menge

SEM = | ) STy M)
zeM

ist eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n + ("*7'), so dass (S*M, 7, M)

n+l]§71> ,

das Biindel der k-fach kovarianten Tensoren iiber M ist.

ein glattes Vektorbiindel vom Rang (

Basen fiir die lokale Trivialisierung:
{(dziy)g 0o (dry)e |1 <idyp <o i <n}
Definition. Sei ¢ = (E, 7, M) ein glattes Vektorbiindel. Eine glatte Abbildung
s:M —F

mit mo s = idy heifit glatter Schnitt des Biindels §. Mit I'(E) wird die Menge aller
glatten Schnitte von ¢ bezeichnet. (T'(E) = C*°(M,E) = C*(E))
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Bemerkung

I'(E) ist ein C*°(M)-Modul:

I'(E) 3 81,82 — s1+s2€(E
(51 + 82)(x) := s1(x) + s2(x)
C®(M) xT(E)> (f,s) — f-sel(E)
(f-s)(z) = f(z)-s(z)

Definition. Sei (E,n, M) eine Vektorbiindel vom Rang r, s1,...,s. € I'(E|y), U C M
offen, so dass (s1(z),...,s,(x)) fir alle x € U eine Basis in E, ist. Dann nennt man
(81,...,5r) eine lokale Basis in (E, 7, M) iiber U.

Bemerkungen

1. Ist ¢y : = 1(U) — U x K" eine Biindelkarte und (a4, ..., a,) eine Basis in K", so
sind s; : U — E definiert durch

si(x) = (;Aﬁl;l(x,ai), xelU
(i =1,...,r) eine lokale Basis von F uber U.
2. Ist (s1,...,s,) eine lokale Basis von F tuber U, so definiert

pu ' (U) — UxK"
reU, E,3v — (x,&,...,€")

wobei v = "7, £'s;(z) ist, eine Biindelkarte von E iiber U.

Satz 2.28. Sei (E, 7, M) ein glattes Vektorbiindel und s : M — E mit mos = idy
gegeben. Sei U = {U,} eine offene Uberdeckung von M, (s, , .-, 5a,) eine lokale Basis
von E tiber U, und sy, =Y i, £ sq,. Dann ist s € T'(E) genau dann, wenn

M eC®U,) i=1,....7rVU, €U

Den Beweis iiberlassen wir als Ubungsaufgabe.

Folgerung

1. Ist (U, = (21,...,2,)) eine zuldssige Karte und

de' @ 52U — T M|y
T (dxf)_t@%(x)

Dann ist (dz! ® %)LJ eine lokale Basis von 7% M {iber U.

2. Sei B: M > x + B, € T"*)(T,M) gegeben. Dann ist B € I'(T("*) M) genau dann,
wenn B € C>(U) fiir alle I, J, wobei

0
B, = B (z)(dz")y ® — ().
Iz; ! 8xJ

Insbesondere gilt: X(M) = T'(TM).
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Definition. Ein glattes Tensorfeld von Typ (r,s) r > 1, s = 0,1 ist eine Abbildung

C>®(M) ,s=0

B.’{(M)XXZ{(M)—>{%(M) e

die C>™(M)-multilinear ist, d.h.
B(...,fl 'X1+f2'X2,...) :fl B(,Xl,)+f2B(,X2,)
fiir alle X1, X5 € %(M) fi,f2 € COO(M)
X(13) (M) bezeichnet die Menge der (r,s)-Tensorfelder iiber M. X(™*) (M) ist ein Modul
itber C>°(M).

Beispiel 46. BEISPIELE FUR TENSORFELDER

1. Die Induzierte Riemannsche Metrik

Sei M c RY eine Untermannigfaltigkeit.
(M) ={X € C*(M,R") | X(z) e T,M Yz M}

Die induzierte Riemannsche Metrik g : X(M) x X(M) — C*°(M) ist
definiert durch
9(X,Y)(z) := (X(2),Y(z))p~.

g ist ein symmetrisches (2, 0)-Tensorfeld.

2. Sei M = R3. Dann ist

B : X(R3) x X(R?) — X(R?)
(X,Y) — XxY
(X xY)(x) :=X(z) xY(x)

ein (2, 1)-Tensorfeld.
3. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Dann ist der Kommutator

[,]: (M) xX(M) — X(M)
(X)) —» [X,Y]
kein Tensorfeld, denn [fX,Y] = f[X,Y] - Y (f)X.

4. Sei (U,¢ = (x1,...,2,)) eine zuldssige Karte. dz; € X(U) ist definiert
durch

(dz;)(X) = & e C=(U) fur
X@) = L E@)dk@ acU

(dri(X))(z) = (dzi)(X(x))
Definition. Seien B; € X9 (M) und By € X220 (M).

Dann ist das Tensorprodukt By ® By € %(7'1+"270)(M) von By und Bs definiert durch

(Bl ® BQ)(le e ~aXr1+r2) = Bl(Xla s 7X7“1) : BQ(Xthl? s vXT1+T2)
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Beispiel 47. TENSORPRODUKT FUR KANONISCHE BASISFELDER

Sei (U, p = (z1,...,x,)) eine zuléssige Karte, und bezeichne

0 I4J
=<1 1=
mit Reihenfolge
dann ist mit dz;, ® --- @ dz;, € x(r,0) (U)

0 0

— ., =) =6t
ale’ ’8(Ejr) 7

(dzi, @ - @ dax;,)(
und damit
(dai, @ - @dwg, ) (X1,. .., Xp) = €0 gl
wobei X; = > gf%,
a=1 <

Satz 2.29. [Lokalisierungssatz fiir Tensorfelder]

Sei B € X(M) und (X1,...,X,), (X1,...,X,) Vektorfelder auf M mit X;(z) = X;(z) fiir
i=1,...,r. Dann gilt

B(X1,...,X,)(z) = B(X1,...,X,)(z).

Beweis: Sei (U,p = (1,...,2,)) eine zuldssige Karte um x € M. Sei f € C*°(M) mit
f(@) =1, supp(f) C U. Seien Y3,...Y,, € X(M) definiert durch

fw) 2= ,yeU
Vity) = { W) 2= )
0 , sonst
Dann ist . N
fXi=D 7Y, fXi=) &7,
j=1 j=1
und somit

B(Xy,... Xo)(a) = f(@) B(Xe..... X))
— (FPB(X1,.... X))
— B(fXu,..., [ X)) ()

n

B(Y €91Y,,..., 3 €9Y;)(a)

Ji=1 Jr=1
= Z Eljl ...fTJ'TB(le,. A/ﬁ)) (x)
J1seesJr=1
= X €)@ B ) (@)
MAREEER) Jr=

aus f(2)X;(z) = f(x)X;(z) folgt jedoch £ (z) = £i (z), d.h.
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n

B(Xy,....X))(x)= Y. &Y (2) - (x)B(Y;,,....Y;,) ()

JiseensJr=1

Analog rechnet man dies firr B(X,..., X »)(x) und daraus folgt dann die Behauptung.
O

Folgerung

Ein Tensorfeld B € X(™*) (M) 148t sich auf eine offene Teilmenge U einschriinken. By €
x(")(U) ist definiert durch

By(Xi,...,X,)(z) == B(X1,..., X,)(z),

wobei 2 € U, X, € X(U), X; € X(M) mit X;|y = X,. Ist insbesondere (U, =
(x1,...,2,)) eine zulassige Karte und B € X("0) (M), so ist

,,,,, =1
ot €x (0 (U)

wobei B;,..;, € C*(U) definiert ist durch B;, ;, = By(32>—,..., 52).
i1

) Oz,
Satz 2.30. Es existiert eine bijektive Beziehung
XEI(M) e TTE(M)) (s =0,1)
B +— (M>xzw B, € T")(T,M))
fiir v; € T, M wahle X; € X(M) mit X;(z) = v;
B, (v1,...,v.) :=B(Xy,...,X;)(x)
B «— (M>x~ B,)cT(T")(M))
wobei
B(Xi,...,X)(x) = Bu(Xi(z),...,X.(x))

Definition. Sei ¢ : M — N eine glatte Abbildung und B € X0 (N). Dann induziert
dies ein Tensorfeld ¢*B € X0 (M) durch

(¢*"B)(X1,..., X;)(2) := Byz)(doz(X1(2)), ..., do(Xr(2))) X; € X(M)
¢* B heifit induziertes Tensorfeld.
Eine k-Form auf M ist ein alternierendes (k,0)-Tensorfeld

w:XM)x - xX(M)— C®(M)

k-mal
mit den Eigenschaften

o wist C°(M)-linear
e w(...,X,....Y,..)=—w(...,Y,.... X,..)
QOF (M) bezeichnet den Modul der k-Formen iiber M.

Bemerkung

Es gilt Q*(M) ~ (A" M).
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2.7 Die “Zerlegung der 1” auf einer glatten Mannig-
faltigkeit

Die “Zerlegung der 1” hat eine zentrale Bedeutung fiir die Analysis und Geometrie auf
Mannigfaltigkeiten. Grof3en, die man im R" kennt, kann man dadurch auf Mannigfal-
tigkeiten “zusammenkleben”, zum Beispiel das Integral oder Skalarprodukte.

Definition. Sei M eine C°°-Mannigfaltigkeit, A ein zuldssiger Atlas auf M. Eine ab-
zdhlbare Familie { f,,}52, von nichtnegativen Funktionen f, € C* (M) heifit Zerlegung der 1

zu (M, A), falls

1. Fiir allen € Nist suppf, := cl{z € M | f,(x) > 0} kompakt und in einer Karte-
numgebung von A enthalten.

2. Die Familie der Mengen {supp f,}5>, ist lokal endlich, d.h. zu jedem x € M exis-

n=1

tiert eine Umgebung U (z) so dass U(x) Nsupp f, # 0 nur fiir endlich viele n € N.

3.3 fulz)=1 VaelM.
n=1
Bemerkungen

e > fnp ist nach 2.) eine C°°-Funktion, da fiir alle x € M die Summe auf einer

n=1
Umgebung U(x) endlich ist.

e Ist eine Familie von Mengen (A4,)52,, A, C M, lokal-endlich und K ¢ M kom-
pakt, so schneidet sich K nur mit endlich vielen Mengen aus (A,,)5°

n=1-
Beweis: Da zu jedem = € M eine Umgebung U(z) C M mit U(z)N A, = 0 fir fast
alle n € N existiert und K ¢ M = |J,,, U(x) gilt, gibt es endlich viele Mengen
U(x;) mit

K CcU(z)U---UU(xm)

Jedes U(z;) schneidet sich nur mit endlich vielen Mengen aus (A,)52; und somit
gilt das auch fiir K.

O

Ziel dieses Abschnittes ist es, zu zeigen, dass zu jeder Mannigfaltigkeit A/ und jedem
zulédssigen Atlas A eine Zerlegung der 1 existiert.

Lemma 2.2. Sei M eine glatte MF, U C M offen und K C U kompakt. Dann existiert
eine nichtnegative Funktion f € C> (M) mit

flx > 0und supp f C U.
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Beweis:

1. Behauptung: Fir jedes x € U existiert eine Umgebung V(z) C U und eine nicht-
negative Funktion f, € C*°(M), so dass f,(z) > 0 und suppf, C V(z).

Wihle eine Karte (V(z),¢) um 2 mit ¢(x) = 0 und V(z) C U. p(V(z)) C R™ ist
eine Umgebung von 0. Wihle ein € > 0, so dass cl(K(0,¢)) C o(V(z)).

—U/¢ fall
p(t) :== { € ,fallst >0 ist eine C>°-Funktion auf R.

N 0 Lfallst<0

fo € C°(M) wird definiert durch

_ ) pE = llel?) ,fallsy € V(z)
h@%_{ 0  fallsy € M\ V(z)

Es gilt: f.(z) = p(e®) > 0 und suppf, C ¢ (cIK(0,¢)) C V(z) C U.

2. Konstruktion von f:

Seixz € K C U. Wahle f, € C*°(M) wiein 1). W(z) := {y € M|f.(y) > 0} ist eine
offene Teilmenge von M.

cdW(z) =suppf, CV(z)CU  (x)

K c |J W(z). Da K kompakt ist, existiert endliche Teiltiberdeckung:
zeK

KcW(x)U...UW(z,)
Sei nun
f=fo,+. ...+ fo, €CZ(M)

dann gilt:

e f ist nichtnegativ.

o flx >0, daes zu jedem = € K ein x; gibt mit x € W(z;) und f,,(z) > 0 und
fzj(z) > 0fiir i # j.

und
suppf =cl{y € M|f(y) >0} =cl(W(x1)U...UW(z,))

(%)
=cdW(z)U...UcdW(z,) CU

O

Satz 2.31. Sei M eine C°-Mannigfaltigkeit und A ein zuldssiger Atlas. Dann existiert
eine Zerlegung der 1 zu (M, A).

Beweis:

1. Sei A = {(Ua,¥a)}taca. OBdA kénnen wir annehmen, dass & = {U,}aca eine
abzdhlbare, lokal-endliche Uberdeckung und clU, kompakt ist, denn nach Satz
1.11 existiert zu U/ eine solche Verfeinerung.
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2. Behauptung: Es existiert eine offene Uberdeckung W = {W,}aeca von M mit
cdW, C U,,.

Zu r € M existiert ein a(r) € A mit 2 € U,(,). Wir wihlen eine offene Menge
O(x) mit clO(x) C Uy(y). Dies ergibt eine offene Uberdeckung © von M. Nach
Satz 11 aus Kapitel 1 existiert eine abzihlbare, lokal-endliche Verfeinerung N =
{Ny}rex von O, d.h.

(@ M= | N
KREK

(b) Ny C O(x) C Uyy) fiir ein z € M.
(¢) {Ny}rek ist lokal endlich.
(d) ¢IN, C clO(z) C Uy(y) flir ein z € M.

Seia € Afix. J, :={x € K | cIN, C Uy}

{N,} ist lokal-endlich, d.h. fiir alle x € M existiert eine Umgebung U(x), die sich

nur mit endlich vielen N, schneidet. clU, ist kompakt und clU, C |J U(z). Also
reM
gibtes zy,..., 2y € M mit clU, C U(z1)U...UU(zy,). Dajedes U(z;) sich nur mit

endlich vielen N,, schneidet, schneidet sich auch clU, nur mit endlich vielen N,..
= J, ist endlich.
Seinun W, := |J N,. W, ist offen.
KEJ
W = {W,}aea ist eine abzédhlbare Uberdeckung von M.

AW, = cl ( U NK) = U ¢IN,, C U,

KEJq KEJo

Auflerdem ist cI/W,, kompakt, da c/W,, C clU, ist und clU, nach 1. kompakt ist.

3. Definition der Zerlegung der 1:
Wir wenden das Lemma 2.2 auf c/(W,) C U, an.

Es existiert eine nichtnegative Funktion g, € C°°(M) mit g, |uw, > 0 und suppg, C

Uy. Sei g := > ga. g existiert und ist eine C°°-Funktion, da {U,} eine lokal
a€A
endliche Familie von Mengen ist und g, aufBlerhalb von U, verschwindet, d.h.

>~ 9alu(a) ist fiir jedes x € M eine endliche Summe.
aEN

g(xz) > 0 fiir alle z € M, da zu jedem = € M ein o € A existiert mit + € W, und
go > 0 auf clW, und gg > 0 fiir 8 # «.

for=2% e 0>(m)
g
Es gilt:

(@) fo >0, suppfo = suppga C U,
(b) {suppfa}aca ist lokal endlich, da {U, }.ca lokal endlich ist.

EA:ga
aE

a = :1
© > fo="=

acA

Damit wird {f, }aca zu einer Zerlegung der 1 von (M, A).
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Aus dem Beweis ergibt sich die
Folgerung

Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit. Dann existiert ein abzdhlbarer zuldssiger Atlas

A == {(Uav @a)}aGAv

sodass

1. {U,}. ist eine lokal-endliche Uberdeckung von M.
2. U, ist kompakt fiir alle o € A.

3. Es existiert eine Zerlegung der 1 {f,}aeca zu (M, A) mit suppf, C U,.

Satz 2.32. Sei M eine C>°-Mannigfaltigkeit, U C M offen, K C M kompakt und K C U.
Dann existiert eine nichtnegative Funktion f € C°°(M) mit f|x =1 und suppf C U.

Beweis: Wir wihlen einen Atlas A = {(U,, ¢u)}aca aus der Folgerung, so dass ent-
weder U, C U oder U, C M \ K. Das ist moglich, da U und M \ K offen sind. (Man
schneidet die Kartenbereiche eines beliebigen Atlas .4 mit U und M \ K.)

Sei {fa}taca eine Zerlegung der 1 zu A, suppf, C U, und
A:={aeA|suppfo N K # 0}

A ist endlich, da {suppf,} lokal-endlich und K kompakt ist, denn zu jedem z € K
existiert eine Umgebung U(z), die sich nur mit endlich vielen suppf, schneidet, und
KcU(z)U...UU(zpm).

Nach Wahl des Atlas A gilt: « € A = suppf, C U, C U, denn fiir « € A kann
suppfo C U, C M \ K nicht gelten. Fir

fi=> fa€C®(M)
oz€1~\

gilt dann:

1. £>0

2. flg =1, dafiir alle z € K und o € A aus f,(z) > 0 folgt, dass « aus A ist, d.h.

flx =Y falx =1

acA

3. suppf = |J suppfs CU.
a€el
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2.8 Orientierbare Mannigfaltigkeiten

Zur Erinnerung
Orientierung eines Vektorraumes V mit Dimension n.

Sei dazu
B (V) = Menge der Basen in V.

Wir fithren darauf eine Aquivalenzrelation ein:
a=(ay,...,an) ~b=(b1,...,by) <= det My >0,
dabei bezeichne M, ;, die Ubergangsmatrix von a nach b.

Definition. Eine Orientierung in V ist eine Aquivalenzklasse von Basen

(a1,....an)] € B(V),_

Bemerkungen

~

o Es exsistieren genau 2 mogliche Orientierungen von V, da card B(V),, = 2.

e Mit Oy wollen wir eine Orientierung von V bezeichnen. Sei dann das Paar (V, Oy)

vorgegeben, so wollen wir a € B (V) /~ Dositiv orientiert nennen, falls a € Oy .
Anderenfalls heil3t a negativ orientiert.

Beispiel 48. BEISPIELE FUR ORIENTIERUNGEN VON VR

1. Die Orientierung Og~» = [(ey,...,e,)] des R"”, wobeie; = (0,...,0, 1 ,0,...,0),

i-te Stelle
heif3t positive Orientierung des R™.

2. Im R? sind (a1, az) € Oz <= ¢ € (0,27, wobei

as
/5

ay

3. Im R3 sind (ay,a2,a3) € Ogs genau dann, wenn sie die “rechte Hand
Regel” erfiillen:

as

a

Und nun wollen wir den Begriff der Orientierung auf Mannigfaltigkeiten
ubertragen.
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Definition. Sei M" eine C*°-Mannigfaltigkeit. Eine Orientierung von M ist eine Fami-

lie von Orientierungen der Tangentialrdume
On = {01, M} pens

mit folgender Eigenschaft:

Zu jedem x € M existiert eine zuldssige Karte (U, = (x1,...,2,)), sodass fiir deren
kanonische Basis gilt:

0 0 .
(8901 (y),. ., Oz, (y)> € Or,u fiiralle y € U

M heifit genau dann orientierbar, wenn eine Orientierung O, exsistiert.

Sei (M, Oyr) eine orientierte MF. Eine zuldssige Karte (U, o = (x1, ..., x,)) heifSt positiv orientiert

bzw. negativ orientiert, falls

(66351( )seees (9in (y)> € Og,u fiiralley € U
bzw.
(8 (y),,a(y)> ¢ Or,um fiiralley € U
0z, o,
Bemerkung
Sei (U, = (x1,...,2,)) eine zuldssige Karte und sei ¢~ := (—x1, 29, ..., 7,), dann gilt:

(U,¢) ist positiv orientiert <= (U, ) ist negativ orientiert
Beispiel 49. BEISPIELE FUR ORIENTIERBARE MF

e R C" und graf (f) mit f : Uren C R™ — R™ sind orientierbar, da
man sie durch eine einzige Karte uiiberdecken kann.
e 5! ist orientierbar, denn fiir v (t) = (cost,sint) ist Oz, 51 = [y (¢)] eine

Orientierung.

Satz 2.33. M™ ist genau dann orientierbar, falls ein zuldssiger Atlas A auf M exsisitert,
sodass fiir alle Karten (U, ), (V,¢¥) € Amit UNV £ gils:

det (D (Wo gfl)m)) > 0firallexcUNV

Beweis:

(=): Sei Oy eine Orientierung von M. Nach Definition existiert nun um z € M eine
zuléssige Karte (U,, ¢..), sodaf

0 0 .
<8x1 Y) s, 87% (y)> S OTyM fir alle y € U,

Betrachten wir nun den Atlas A = {(Us, ¢z)},c ;- Sei daraus (Uy, ¢,) und (U, p,) mit
U,NU, # 0, dann ist mit = € U,NU, und der der Transformations formel fiir kanonische
Basen

D(pyoer')y) = M) (@) 0
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Da aber nach Vorraussetzung (U,, ¢.) und (Uy, ¢,) positiv orientiert sind, gilt

det‘)ﬁ< o

o) () 70 O

Damit haben wir einen Atlas mit den gewiinschten Eigenschaften gefunden.

(«): Sei z € M und A der besagte Atlas. Sei weiterhin (U, ) € A eine Karte um =z,

dann definieren wir 5 5

Wegen (x) und (*x) ist dies korrekt definiert und damit bildet

On = {01y M} pens

eine Orientierung von M.

Folgerung

Seien M und N orientierbar, so ist auch M x N orientierbar. Denn seien (Uys x Uy, om X ©N)
und (Vi X Vv, ¥pr x ¢n) aus dem Produktatlas A/« , so gilt

D <(¢1 X P3) 0 (p1 X @2)_1) = (D (%g@; ) D (wz(i 7)) ) :
2

Damit wird z.B. der n-Torus 7" = S! x ... x S! orientierbar.

Satz 2.34. Eine n-dimensionale MF M" ist genau dann orientierbar, falls eine n-Form
w € Q" (M) mit der Eigenschaft

wy #0 Ve e M

existiert.
Beweis:
(«<): Sei w die besagt n-Form, so existiert fiir jedes © € M eine Basis (a1 (z),...,a(x))
in T, M mit w, (a1(x),...,a,(x)) # 0. Sei (by(z),...,b,(z)) nun eine weitere Basis dieser

Art, so gilt bekanntlich aufgrund der Schiefsymetrie von w,,
wg (a1 (x), ..., an(x)) = det (sm(ai)(bj)) wy (b(x),...,b,(x)) > 0.

D.h. die Definition

Orym = [(a1(z),.. ., an(x))]
ist korrekt. Wir zeigen nun, dass Oy := {Or, 1}, ), €ine Orientierung von M bildet:

Sei z € M und (U, ¢) eine zuléssige Karte um = und U zusammenhéngend. Aufgrund
der Stetigkeit ist dann entweder

0 0
wy<axl(y),...,axn(y)>>0 Vy € U,
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oder 5 p

Im ersten Fall ist realisiert (U, ¢) die Orientierung, im zweiten ist es dagegen (U, p ™).
(=): Hier benutzen wir die Zerlegung der 1 :

Sei A = {(Ui,¢i)},c; ein abzéhlbarer Atlas aus positiv orientierbaren Karten und
{fi};c; eine Zerlegung der 1 zu A mit supp f; C U;. Zu jeder Karte ¢; = (21,...,7,)
definieren wir w; := dx1 A ... A dx, € Q(U;) und betrachten

w::Z fiwi .
el cQ(M)

Zu zeigen ist nun, dass w, # 0 fur alle z € M:

Sei (a1 (z),...,an (2)) € Or, M, dann ist (w;), (a1 (x),...,a, (z)) > 0 fir jedes z € U;
und ¢ € I. Da nun

fi (@) - (wi), (a1 (x),...,an (x)) > 0, aber Z fi=1,

icl

exsistiert ein j € I mit f; > 0, sodass

wy (a1 () ,...,an (x)) >0

Dies erlaubt nun folgende
Definition. Sei (M™,O),) eine orientierte Mannigfaltigkeit.
Eine n-Form w € Q" (M) mit
wy (a1 (x),...,a, (x)) > 0 fiir alle [(a1 (z),...,a, (2))] € Or,m

heifst Volumenform von (M.Ou).

Satz 2.35. Sei M" eine Hyperfliche des R"*!, d.h. M ist eine n-dimensionale UMF von
R™"*+, dann gilt:

M ist genau dann orientierbar, falls ein stetiges Einheitsnormalenvektorfeld existiert

p:M” — RO
z — p(x) e N,M = (T,M)*

wobei ||u ()] = 1.

Da N,M = (T,M)"ein ein-
dimensionaler Unterraum ist,

existieren dort nur 2 Vektoren

der Lange 1.
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Beweis:

Sei Onr = {O1, M}, €ine Orientierung auf M, dann wéhlen wir ein i (z) € N, M mit
| (2) || = 1, sodass

(Ul, vy U, (33)) S ORnJrl.
——
€01, m
Damit ist p (z) eindeutig bestimmt, denn mit einem weiteren (wy,...,w,) € Op,a er-
gibt sich
My w 0
0 < det (91, 4) = det ( 0’ . ) = det (M (y,p0), () (%)

Stetigkeit von u:

Fiir eine positiv orientierte Karte (U, ¢) ergibt sich aus den Eigenschaften des Vektor-

produktes
() = %(x) X ... X 8’(x)
I35 (@) x ... x 52 ()

Diese Abbildung ist stetig.

(<):Sei pu : M — R""! ein stetiges Normalenfeld, so definieren wir
O = (V1. v)] <= (v1, ..., 05, 1 (2)) € Opnta.

Wegen Aussage (x) ist die Definition korrekt. Nun zur Orientierung:
Sei (U, ) eine zulédssige Karte und U zusammenhéngend. Aufgrund der Stetigkeit der

Determinanten ist

0 0
(5 ) 5 ) 0)) € O Wy €T,

oder 5 5
(52 )i g ). 0)) # O Wy €T,

Im ersten Fall realisiert (U, ¢) die Orientierung, und im zweiten Fall (U, ¢7).

Folgerungen

1. 57 ={z € R""!|||z|| = r} ist orientierbar:

157 = (weR | e =0) L. )
somit ist p(z) = ¥ ein Ein- v

heitsnormalenfeld plz) =

2. gleichungsdefinierte Hyperflachen sind Orientierbar:

Sei f : U c R""! — R eine glatte Abbildung und 0 € R ein regulidrer Wert von
f, dann bildet
M":= f~1(0) c R
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eine Hyperfliche mit T,M = {v e R"™| (v,grad f (z)) = 0}. Sei namlich v ein
Weg auf M mit v (0) = z und ' (0) = v € T, M, so gilt

0=f(v(0) = [for]=dfs(v)=(grad f (),v) = 0.
Damit ist dann N, M =R - grad f (z) und

L gradf (@)
1) = Tgrad f ()]

3. Das Mébiusband ist nicht orientierbar:

Marmalan am sin MSoiushand

Das Normalenfeld ist nicht stetig!
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2.9 Integration auf Mannigfaltigkeiten

Eine Integrationstheorie exsistiert auf jedem Mafraum (X, A, 1) mit Menge X, o- Al-
gebra A und MaB ;. Welchen Maflraum nimmt man nun fiur Mannigfaltigkeiten?

Definition. Sei M™" eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Teilmenge A C M heisst messbar
(Nullmenge), falls fiir alle Karten (U, @) eines zuldssigen Atlanten Ay die Menge o (U N A)
lebesque-messbar (Lebesque-Nullmenge) ist.

Diese Definition ist korrekt, da beide Begriffe invariant unter C'*-Abbildungen sind.

Die Menge der messbaren Teilmengen bilden eine o-Algebra, das Maf3 darauf definiert
man indirekt.

Wir wollen nun erklidren, was man unter dem Integral uiber eine n-Form w versteht.
Dazu setzen wir voraus, das M™ eine orientierte Mannigfaltigkeit ist.”Wir bezeichnen
dann

QF (M) ={we QM) |suppw = cl {z € M|w, # 0} ist kompakt}

die Menge der n-Formen mit kompaktem Tréger, und
A (M) ={weQ(M)|wy (a1,...,a,) >0 Y(ai,...,an) € Or,a}

bzw.
Q" (M) ={weQ(M)|w:(a1,...,an) <0 V(ai,...,an) € Op,ar}

als Menge der positiven bzw. negativen n-Formen. Zur Abkiirzung schreiben wir kurz

Qp - (M) := Q@ (M)u QL (M)UQ™ (M)

Unser Ziel ist nun die Definition von
/w mit w € Qo 1 (M)
A

Definition. Sei w € Qo+ (M), A C M"™ messbar und enthalten in einer positiv-
orientierten Karte (U, p). Das Integral von w iiber A ist dann definiert durch

I : /w = / (wy o<p_1) d\".
A

e (A)

Dies ist das Lebesque-Integral der stetigen Abbildung w, o o~ ! iiber der Lebesquemenge
¢ (A) im R"™, wobei w,, aus der lokalen Darstellung von w in U

wU:w¢dx1A...Adx"

0 ) = s (oo ()

kommt. (D.h. man integriert die lokalen Koeffizienten der Form w iiber dem Koordina-
tenbereich von A.)

"Fiir nicht-orientierbare Mannigfaltigkeiten, siche “Sulanke/Wintgen: Differentialgeometrie und Faser-
biindel”
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Satz 2.36. Die Definition 2.9 (1) ist korrekt, d.h. sie ist unabhdangig von der gewdhlten
Karte.

Beweis:

Sei A C Uund ¢ = (21,...,2,) und ¢ = (y1,...,y,) zwei positiv-orientierte Kartenab-
bildungen auf U. Fiir die lokale Darstellung von w gilt dann die Transformation

w=wedzri A...Ndx, = det (D (w o go_l)w(z)) cwydyy AL A dyy,

bzw.
0 0

Y A -1 9 9
ww(x)—w<axl,...,6$n>—det(D(woap )%"(f”))w<8y1"“’8yn)

Wy
daraus folgt jedoch

wyop P =detD (ujogpl) cwyopto (z/;o<p1> . (%)
T T

Auf den Diffeomorphismus T : ¢ (U) — ¢ (U) wenden wir nun die Transformations-

()

formel fiir Lebesqueintegrale an:

/ (wypop™t)dA" = / (wpoy ™t oT) . |det DT

—_——
T ((P (A)) e(4) >0 da orient.
N—

P (A)

® / (ww o ga_l) d\"

w(A)

I.A. liegt A jedoch nicht vollstédndig in einem Kartenbereich! Dies motiviert folgende

Definition. Ist w € Qo+ (M), A C M"™ messbar und n = {(Ua, o)} ein abzdhlbarer,

positiv-orientierter Atlas auf M mit Zerlegung der 1 {f.} ., dann sei
I : / W= / fa w
A €A AT,
—_———
nach Def.2.9

Bemerkungen

o Istw e Qf (M), so summiert man tiber endlich viele Summanden.

o Istwe O} (M),sogilt [ fo-w>0bzw. [ fo-w<O0fiiralleacA.
ANU, ANUq

Satz 2.37. Die Definition 2.9 (1) ist korrekt, d.h. sie ist unabhdngig von den gewdhlten
(n,{fa}). Falls Ain einem Kartenbereich liegt, stimmt sie mit der Definition 2.9 iiberein.
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Beweis:

1. Unabhéngigkeit vom Atlas und der Zerlegung der 1:
Sei ) = (Vg,v¢3), {gs} ein weiterer positiv-orientierter Atlas mit Zerlegung der 1,
dann ist
supp (fagsw) C Ua NUp

und damit
Yo farw =20 D95 farw
/ / 3

X ANU, * ANU,

endl. Sum.

B / fags-w = (+)

@ B ANULNUs

Nun vertauschen wir die Summenzeichen. Dabei sei darauf hingewiesen, das fiir
ein fixiertes 8 nur endlich viele f,gs nicht verschwinden, da der Tréger von gz
kompakt ist. Es ergibt sich also

XX [ g

¢ ANU.NUg

(%)

endl. Sum.

> [ Stagaw

B ANUg \Ot y
=1

Z/gﬁ'w

B AnU,

2. Ubereinstimmung der Definitionen:
Sei A C U in einem Kartenbereich einer positiv-orientierten Karte (U, ¢). Zu zei-

/%w—ld,\":z / fo-w

gen ist nun, dass

0(A) Y ANU,
Es gilt nun (ANU,) C A C U, d.h wir kénnen fir [ f, -w die Definition 2.9
ANU,
verwenden:
> / farw =3 / (forwp) oo™ ldA"
@ ANU, Y »(ANUL)
B T e
\/" p(ANU)
endl. Sum.
= / (Zfaogp 1) Wy o~ )d/\n
»(A) N—————

=1
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Satz 2.38. Sei w € Qp - (M).

1. Rechenmethode der Integralberechnung

Aus A = AgU ;2| A; mit Nullmenge Ay und paarweise disjunkten, L-messbaren

A; ergibt sich
/ w=¥" / w
Y =14

D.h. man zerlege A in disjunkte Teilmengen A;, die in Kartenumgebungen liegen

und berechne [ w mit I (Definition 2.9). Die Nullmengen kann man weglassen.
A;

2. Mittelwertsatz
Sei x € M, f € C*° (M) und w die Volumenform auf M, dann ist

J [

U.
z)= lim =
fa) =l S

U;

wobei limy, _, ,} bedeutet, dass U; C o~ (K, (¢(x))) zsh. mit ¢; — 0.

3. Verhalten unter Diffeomorphismen

Sei ® : M™ — N™" ein orientierungserhaltender Diffeomorphismus, d.h. mit
(€1, en) € Or,pr ist (dPz(e1),...,dPs(en)) € Ory,, N, SO folgt

/@*w = / w
A ®(A)
wobei natiirlich A C M messbar ist, und w € Qf . (M).

4. Verhalten bei Orientierungsdnderung von M

(M, Opy) sei eine orientierte Mannigfaltigkeit und
—M = (M, -0 = {_OTIJW})

die Umkehrung der Orientierung in jedem Tangentialraum, dann gilt
o)
A ZA

Beweis:

Fiir 1.) wendet man das Integral I, an und auf [ Anv,, fow die entsprechenden Eigen-
schaften des L-Integrals im R".

3.) und 4.) folgen aus der Transformationsformel fiir das L-Integral im R"™ (Vgl. Beweis
von Satz 2.36).

Zum Abschluss dieses Abschnitts noch 2 Bemerkungen:
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Sei R (M) := {A C M| Aist messbar}. Dies ist eine o-Algebra auf M und fiir jedes
w € Oy - (M) ist

fo : R(M) — R
A — / w
A
ein signiertes MaB. Ist dann f : M — [0, co] R-messbar, so gilt

[ran=[ 1
M A

Dadurch erhilt man eine Integrationstheorie auf M mittels n-Formen.
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2.10 Der Satz von Stokes

Der Zentrale Satz in der Integrationstheorie ist der Satz von Stokes :

Satz 2.39. Sei M"™ eine Mannigfaltigkeit mit Rand OM und sei w € Qg; (M), so gilt

A[dw:/w

oM

Diesen Satz wollen wir nun im Folgenden beweisen. Dies stellt lediglich eine Wieder-
holung zum Grundkurs “Analysis IV” dar, da alle Beweise analog zu denen aus der
Theorie der Untermannigfaltigkeiten des R™ gefiihrt werden.

Zuerst werden wir auf den Begriff der “berandeten Mannigfaltigkeit” eingehen. Danach
wollen wir wichtige Eigenschaften des Differentials einer k-Form wiederholen, bevor
wir dann im Anschlufl den Satz von Stokes beweisen.

2.10.1 Mannigfaltigkeiten mit Rand

Wir bezeichenen mit
R} = {z e R"|z, > 0}

den “oberen” Halbraum mit induzierter Topologie.

Definition. M" ist eine glatte Mannigfaltigkeit mit Rand: <

1. M™ ist ein top. Raum mit Ty- Eigenschaft und abzdhlbarer Basis.

2. Es exisitiert eine offene Uberdekung U = {Ua} pep von M und Homéomorphismen

goa:Ua—>UaCR’fr

3. pao <p51 sind C>°-Abbildungen.

o(@)n

Die Menge
OM = {xz € M|es ex. Karte (U, ) mit ¢(x), = 0}

bezeichnen wir als Rand vonM.
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Die Menge
int M = {x € M|es ex. Karte (U, ) mit ¢(x), > 0}

alles Inneres von M.

Es ist nun klar, das nur einer von diesen zwei Fillen eintreten wird. Denn sei z €
(OM Nint M), dann gibt es zum einen eine Karte

p1: U0 — U CR"
mit z € U; und ¢(z), > 0, und eine Karte
g : Uy — 02 C ]Ri

mit z € U und ¢(z), = 0. Damit ist ¢, (U; NU3) offen in R” , ¢ (U1 NU2) C R%
jedoch nicht, da ¢, (r) € OR’. Das Bild der offenen Menge ¢; (U; N Us) sollte unter
dem Diffeomorphismus ¢ o gpfl jedoch auch offen sein. Es gilt also

OMNintM =0
Aus der Konstruktion erkennt man leicht, dass es sich bei int M um eine n-dimensionale

Mannigfaltigkeit ohne Rand, und bei 0M um eine (n — 1)-dimensionale Mannigfaltig-
keit ohne Rand handelt.

Ist nun M orientiert, so induziert dies eine Orientierung auf OM:

Definition. Sei (M",O,,) eine orientierte Mannifgaltigkeit mit Rand OM + (). Sei wei-
terhin x € OM, w = [y] mit v(0) = z und

vi (=00 — M
dann heisst
Oonr := {Or,om = {(v1,- -, vn-1) | (w,v1,...,0n-1) € Om}}ocom

die von O,y induzierte Orientierung auf OM.

2.10.2 Das Differential einer i-Form.

In Abschnitt 3 haben wir bereits das Differential einer glatten Funktion definiert. Dies
war die folgende Abbildung, die jeder Nullform (=Funktion) eine 1-Form zuordnet

d: C®(M) — QY(M)
f  — df wobei df(X) := X(f)

Die lokale Darstellung von df beziiglich einer Karte (U, = (z1,...,z,)) ist gegeben
durch . .
df = df A Zi(f)dxi.
P aIl i—1 (3':131

Wir definieren jetzt das Differential auf den k-Formen fiir & > 1, das jeder k-Form eine
(k + 1)-Form zuordnet.
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Definition. Die Abbildung
d: QF M) — QY (M),
w —  dw

sei definiert durch

k

dw(Xo,.. ., Xp) = S (~1)X, (w(XO,...,)?j,...,Xk))
7=0

+ Y () Pu([Xa, Xg], Ko, Xar o Xp, o Xa).
0<a<p<k

(Dabei bedeutet der "Hut” auf einem Eintrag X;, d.h. )A(Z-, dass das entsprechende Vek-
torfeld weggelassen wird.)

d heifst Differential auf dem Raum der k—Formen, dw heifit Differential von w.
Als Spezialfille erhilt man beispielsweise fiir das Differential von 1- bzw. 2-Formen
1. Sei w € Q!(M) eine 1-Form. Dann gilt
dw(X,Y) = X(w(Y)) - YV (w(X)) —w([X, Y]).
2. Sei w € Q?(M) eine 2-Form. Dann gilt

dw(X,Y,Z) = X(w(Y,2)) = Y(w(X,Z)) + Z(w(X,Y)
—w([X,Y],2) +w([X,Z],Y) — w(]Y, Z], X).

Satz 2.40. [Eigenschaften des Differentials]

1. Die Abbildung d: QF(M) — QF+Y(M) ist korrekt definiert und linear.

(@) Sei w € QF(M) und (U, = (x1,...,2,)) eine Karte auf M beziiglich derer
w die lokale Darstellung w|y = > ;wrdz’ habe. Dann gilt fiir die lokale
Darstellung von dw

dw|y = Zdw, Adat.
I

(b) dlwAo)=dwAho+ (—1)deg°’w A do.
(¢) ddw =0 fiir alle w € QF(M) und k > 0.
(d) Ist F: M — N eine glatte Abbildung und w € QF(N), dann gilt

d(F*w) = F*dw.
Beweis:

1. Nach Definition ist d offensichtlich linear. Die Schiefsymmetrie von dw folgt aus
der Schiefsymmetrie der k-Form w bzw. des Kommutators [+, -]. Die C*°—Linearitat
von dw folgt aus den Rechenregeln fiir den Kommutator aus Satz 2.11. Man be-
nutzt dazu z.B. die Regel

[fX Y] =X, Y] =Y ()X

Also ist dw € QF1(M).



KAPITEL 2. DIFFERENZIERBARE MANNIGFALTIGKEITEN 109
2. Die k-Form w habe die lokale Darstellung
wly = Z wrdz?.
I

Nach 1.) ist dw eine (k + 1)-Form, besitzt also eine lokale Darstellung der Form

— 9 9 J

(J=1<jo<...<jr<n)

k ~
Des L0 9 5 B ;
= -1 .. e .
Z: l[z( ) ox;j, (w <(8ij’ "ox;, T O, 4o +9,

wobei [%, 3%7] =0 benutzt wurde. Es folgt durch Vertauschen der Differentiale

lé(aia )

dw|y ~dxj, Adx!

|
||k M

3. Wir diirfen oBdA w = fdz! und ¢ = gdz’ annehmen, da d linear und eine lokale
Operation ist. Dann folgt durch die bereits bekannten Rechenregln fiir Differen-
tialformen

d(fda" A gdz?) = d(fgdax’ A dx?) Z d(fg) A da' A da?
(g df + f dg) Adx! Adx? = df ANda! Agdx? + dg A f da’ A da?
df Ndx' Ao+ dg Aw A da! E (dw) Ao+ (—1)%9“w A do.

dlw A o)

IS

4. Wir beweisen die Behauptung zunéchst fur £ = 0. Sei dazu f € C*°(M). Dann
gilt nach Definition des Differentials und unter Benutzung der Eigenschaften des
Kommutators aus Satz 2.11

d(df)(X,Y) "L X(df (V) - Y(df (X)) - df (X, Y])
= X(Y(f) - Y(X(f) - [X,Y] (/)
= 0.

Seinun k > 1 und w € QF(M) eine k-Form mit der lokaler Darstellung w =
>, wrdz! . Dann gilt

dw) 23" d(dw! Ada') =3 [d(dw) A da” — dwr Ad(daT)] .
I

Daw! € C*(M) und dx! = dz;, A ... A dx;, ist, folgt d(dw) = 0 aus dem Fall k =0
und unter Anwendung von 3.).

5. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber den Grad von w.

Sei k = 0 und f € C>(N) = Q°(N). Dann gilt (F* f)(z) = f(F(z)). Also folgt

d(F* ) (v) = d(f o F)o(v) E (df) p(a) (dFu(v)) = (F*df ). (),
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dh. d(F*f) = F*df.

Wir setzen nun voraus, dass die Behauptung bereits fiir k-Formen bewiesen ist
und schlieBen auf (k+1)-Formen. Sei also w eine (k+1)-Form. Wie oben durfen wir
0oBdA annehmen, dass w = fdx” gilt, wobei .J ein geordneter Multiindex .J = (1 <
Jjo < -+ < jr < n) ist. In der folgenden Rechnung bezeichnet I den Multiindex
I = (jo < -+ < jr-1). Dann erhalten wir aus den schon bekannten Rechenregeln
und der Induktionsvoraussetzung

d(F*w) = d(F*(fdz”))
d(F* [(fdxjy A ... Ndxj,_,) Adzj,])
(F*(fdz") N F*dx;,)

(F*(fdz")) A F*dxj, + (—1)*F*(fdz") A d(F*dx;,)
(d(fdz")) A F*daj, + (—1)"F*(fdx') A F*(ddxj,)
“(d(fda") Adzj,) Z FH(d(fda’ Aday,)).

=

1l
o

~

=
|
*

IEE
b

2.10.3 Der Satz von Stokes fiir Differentialformen

Satz 2.41. [Satz von Stokes]

Sei M" eine n-dimensionale orientierte Mannigfaltigkeit, OM der Rand von M, versehen
mit der induzierten Orientierung und w eine (n — 1)-Form mit kompaktem Triger auf

M. Dann gilt
/dw :/ w (%)
M oM

Beweis: Sei A = {(U,, p.)} ein Atlas auf M und {f,} eine Zerlegung der 1 zu .A. Dann
istw =) faw, wobei die Summe endlich ist, da suppw kompakt und die Familie der
Trager {suppf. } lokal endlich ist. Da die linke und rechte Seite von (x) linear in w sind,

/ d(faw) = faw
M oM

gilt. Deshalb konnen wir, um (x) zu beweisen, 0BdA annehmen, dass der Trager supp w

geniigt es zu zeigen, dass

in einem Kartenumgebung U von M liegt.

Wir werden nun () durch direktes Ausrechnen beider Integrale beweisen.

1. Berechnung von [, dw:

Sei (U, = (x1,...7y,)) eine positiv orientierte Karte mit p(U) C R’}. Beziiglich
dieser Karte ist w durch

—~ B IR B
_§ i(@)dzy A ANdxg AL A day, it w; = — e, —
w w X1 X X mi w. w (8]31 8.7;1- aaj">

gegeben. Wenden wir das Differential darauf an, so ergibt sich
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n

dw = ZdwiAdxl/\.../\da:i/\.../\dxn
i=1
n

1o —
= Z —(w;)dzj ANdzy A codey Ao AN day
=1 533]- J
- .0
= Z(—l)’_lax_(wi)dxl Ao Ndz"

i=1
= (dw)pdxi A... Ndzp.

Durch Einsetzen und Umformen des Integrals erhalten wir

/dw:/dw
M U

= /(dw)woga*ld/\n

e (U)

n . 8 3
Z(—l)l ' / E(%) o tdA,
i=1 v

e (U)

En:(—l)i_l/.../ (/ aaxi(wioap_l)(x)dxi) dacl...jx\i...dxn,
=1 R R \R

(C))

wobei die letzte Identitét aufgrund des Satzes von Fubini gilt. Da suppw C ¢(U),
konnten wir beim letzten Schritt den Integrationsbereich iiber ganz R™ ausdeh-
nen. Nun unterscheiden wir zwei Fille.

(a) Ist i < n, so gilt

= 09 (@) dos = [0 717, =0,

da supp w; kompakt ist.
(b) Falls i = n ist, so gilt

(k) = /000 %(wn o N(x)dr; = —w(e  (z1,...,2,_1,0)).

Daraus folgt
/ dw = (_1)n/ Wn (<P_1($17~-~733n—170)) dAn—l(-rla---vxn—1)~
M Rn—1

2. Berechnung von [, w:

Da suppw C U, ist suppw|on C OMNU. Ist (U, = (21,...,z,) eine Karte auf M,
so ist

(UNOM,pluvnom = (T1,.. -, Tn-1))

eine Karte auf 0M, da der Rand durch z,, = 0 charakterisiert ist.
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Sei w,, € T,, M wie in Definition ??. Die folgenden Basen von 7). M in einem Rand-
punkt x € OM sind gleichorientiert:

(v s @)~ (@ ) ()
~ (@b g (@ (1" o))

da die Vektoren %ﬂ(z) und w, nach Definition in verschiedene Richtungen be-

ziiglich T,,0M zeigen, v(z) nach auflen und a%n(w) nach innen. Also ist die Karte
(UnN oM, plunanm) des Randes positiv orientiert, falls n gerade ist und negativ

orientiert, falls n ungerade ist.

Die lokale Darstellung von w|ynsas bzgl. der Randkarte ist

n
u)|UnaM = Zwidl‘l A ANdxg NN dxn|Ur‘]8M =wpdri A ... A dmn_l,

i=1

denn fiir jeden Tangentialvektor a%j(x) e, OM,j=1,...,n—1,ist

(dmz((.f%(x» ~0

(a) Sein gerade. Dann ist

/w = / wpdri A ... Ndr,_1

oM UnoM
= wnOSOfl d)\n—l(xla-"axn—l)
e(UNOM)
= / W, ((pfl(xl, ey Ln—1, O)) dA’VL—l(:I;17 ey l‘n—l)-
Rn—1

(b) Ist n ungerade, so ist
/ w:—/ Wn, ((p_l(xl,...,mn_l,O)) dhp—1(21, .o, Tp—1).
oM Rn—1

Damit ist die Behauptung [, dw = [,,, w bewiesen.



Kapitel 3

Grundbegriffe der
(semi-)Riemannschen
Geometrie

Idee von B. Riemann (1954): Man kann alle geometrischen Objekte (Langen, Fliachen-
inhalte, Volumen, Winkel, Kriimmungen) durch ein einziges algebraisches Objekt aus-
driicken, der sogenannten “Riemannschen Metrik” g € I'(S?(M)), einem symmetri-
sches nichtausgeartetes (2,0)-Tensorfeld auf M:

g:rxEMw— g, : T, xT,M — R,

dabei ist g, ein Skalarprodukt auf 7, M.

3.1 Riemannsche und pseudo-Riemannsche
Metriken

Definition. Sei M™ C°°-Mannigfaltigkeit. Eine Metrik auf M" ist ein symmetrisches,
nichtausgeartetes (2,0)-Tensorfeld g : X(M) x X(M) — C*°(M) auf M mit konstantem
Index, d.h.

g:xeEM— g, :T,MxT,M—R

und g, ist fiir jedes © € M eine symmetrische, nichtausgeartete Bilinearform mit Nor-
malform

-1

_lk

11

1n
Die Zahl k soll konstant bleiben und heifst Index von g . (k,n — k) heifst Signatur von g.

113
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e Ist Index g =0, d.h. g, ein positiv-definites Euklidisches Skalarprodukt auf T, M,
so heifst g Riemannsche Metrik

e Ist Index (g) = 1, so heifit g Lorentz-Metrik ( Lorentz-Metriken benutzt man in der
Relativitdatstheorie )

e 1 <k<n-—1,so heifst g pseudo-Riemannsche Metrik

e k beliebig , dann heifit g semi-Riemannsche Metrik

Definition. Ist g eine Metrik auf M™, so heif3t (M, g)

e Riemannsche Mannigfaltigkeit < g Riemannsche Metrik

e Lorentz-Mannigfaltigkeit < g Lorentz-Metrik

e pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit < g pseudo-Riemannsche Metrik

e semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit < g beliebige Metrik

Definition. Sei g eine Metrik auf M, dann heifst

o v € T, M heiffit zeitartig < g, (v,v) <0
e v € T, M heifit isotrop (lichtartig) < g,(v,v) = 0,Yv # 0

e v € T, M heifst raumartig < g,(v,v) >0

Lokale Darstellung einer Metrik:

Sei (U, ¢ = (x1,...,x,)) eine zulédssige Karte, dann ist

gu = Z gijdr; @ drj = Zgijdxi odx;
1,j=1 i,j
mit 5 5
gij(x) = g(@(x)’ 87]-(33))

Die Funktionen g;; € C*°(U) heilen lokale Koeffizienten der Metrik beziiglich (U. ¢).

Da g, nichtausgeartet und symmetrisch, ist die matrix (g;;(z))}';_; symmetrisch und
invertierbar. Die dazu inverse Matrix bezeichnet man mit (g% (z))} _; .

Es folgen nun Beispiele von Metriken.

Beispiel 50. METRIKEN IM R"

Sei (, ), q eine nichtausgeartete symm. BLF vom Index p auf R". Ein Vektor-
feld auf R" ist eine glatte Abbildung

X € C®(R",R")

und somit ist
gp,q(X,Y)(I) = <X(x)ay(x)>p,q
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eine Metrik vom Index p auf der Mannigfaltigkeit R"™.
Lokale Darstellung von g, : Sei (a1, ...,a,) ONB von (R”9,(,), ,), d.h.

<aiaaj>p7q - { !

0;; furi>p
Fir eine Karte auf dem R" : ¢(z) = (z1,...,2,) mit 2 = ) z;a, gilt dann
52-(x) = a; und daraus folgt
9ij(x) = (ai, a;)pq = €i0ij  Wobeie; = { 711 iziz ii
und damit ist
Gpg = —das — ... — dxfy + d$,2,+1 t.oF dxin wobei d} = dz; o dx;.

Das Paar (R", g, ,,—1) heiBit Minkowski-Raum

Beispiel 51. INDUZIERTE METRIKEN

Sei (M, j) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und f : M — M eine Immer-
sion, dann heif3t

[fg=:9

die induzierte Riemannsche Metrik auf M

Sei (M, §) eine pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit und f : M — M eine
Immersion so dass fiir alle x € M

df o (Tu M) C Ty M

ein nichtausgearteter Unterraum ist, (d.h. gy, ist auf df, (7, M) nichtaus-
geartet), dann ist

g:=f"g

eine Metrik auf M und heif3t induzierte semi-Riemannsche Metrik

e Sei (R?,g11) und M = R. Die Abbildung f : M — R?,z — (z,z) ist
eine Einbettung. Aber jeder Vektor df(, ,)(v) ist isotrop und deshalb ist
f*g1.1 = 0. Keine Metrik!

e Sei speziell M C M eine Untermannigfaltigkeit und (M, j) eine semi-
Riemannsche Mannigfaltigkeit, sodass fiir alle z € M T, M C T,M ein
nichtausgearteter Unterraum ist. Dann ist

9= Jlx(myxx
eine semi-Riemannsche Metrik auf M.

e Ist M C RY eine Untermannigfaltigkeit des reellen Vektorraumes R”
und (, )g~ das Standardskalarprodukt von RY. Dann gilt X(M) C C>=(M", RY).

g(X,Y)(z) = (X(2),Y(z))gny X,Y € X(M)

ist Riemannsche Metrik auf M". Diese heifit induzierte Riemannsche Metrik der
Untermannigfaltigkeit M c RY.
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Beispiel 52. ROTATIONSFLACHEN IM R3

Wir betrachten die Mannigfaltigkeit

M? = {f (u,v) = (71 (v) cosu,y1(v) sinu, y2(v)) |v € (a,b),u € R}
mit einer Kurve
7= (n,72): (a,b) CR — R?

mit den Eigenschaften v, (v) > 0 und % # 0.

M2
M? c R3 ist eine 2-dim. UMF. Sei
D = (ug— m,up + 7,0, — €, + €),
dann ist
(U = f(D),QO = f_1|D = (um))

eine Karte um f (u,, v,).

Fur die kanonischen Basis ergibt sich damit

% (flu,v)) = % (u,v) = (—v1 sinu,y; cosu, 0)

und of
3y f(w0)) = = (u,0) = (1 (v) cosu, 41 (v) sinw, j2(v)) -

Die Koeffizienten der lokale Darstellung der induzierten Metrik ergeben
sich dann aus

(9i5 (f(u,v)))

Il
VR

Es ist also

. 2
9f(u,w) = 72(v)du2 + H’Y(U)” dvz

Beispiel 53. PRODUKT-METRIKEN

Seien (M, g), (N, h) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten mit den Projek-
tionen
m:MxN-—-Mundm: M x N — N

Wir definieren eine Metrik » € X290 (M x N) durch
ri=m g+ m5h.

Dies ist eine Metrik auf M x N mit Index (r) = Index (g)+ Index (h) und
heifit Produkt-Metrik.

Nun ist jedoch
T(?c,y)(M X N) ~ T, M x TyN
(% ((dﬂ'l)(z,y) (U), (d772)(:v,y) (U))

v1 V2
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und damit
T(z,y) (V1 + V2, w1 4 w2) = go(v1,w1) + hy(v2, w2).
Deshalb benutzt man auch folgende Schreibweise:

r=g+h
Beispiel 54. WARPED-PRODUCT-METRIKEN

Seien (M, g), (N, h) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeiten und
feC>®(M),f>0
Wir definieren folgende Metrik auf M x N
ri=mig+ (fom)irh,

oder in Kurzform
r=g+f°h,
wobei
P (e, (V1 + V2, w1 + wa) = go(vi,w1) + f(2)hy(va, w2)

Diese semi-Riemannsche Mannigfaltikgeit M x; N := (M x N,r) heif}t
warped product.

Viele kosmologische Modelle (4-dimensionale Mannigfaltigkeiten, die die
Einstein-Gleichungen der ART erfiillen: Ric — %R g = T) sind warped pro-
ducts.

M=1Ix;F

Dabei ist (F, g) eine 3-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeiten kon-
stanter Schnittkrimmung, /,;;., C R ein Intervall und f € C°°(I). Fir die
Metrik ergibt sich

r=—dt* + f%g.

Satz 3.1. Auf jeder C>°-Mannigfaltigkeit M™ existiert eine Riemannsche Metrik.

Beweis:
Sei A = {Ua,, ¥a)}aca abzidhlbarer Atlas mit Zelegung der 1 {f,}oca. Wir betrachten

die induzierte Riemannsche Metrik

o = @h(, )rn € X2O(U,)

auf U, C M. Da sup fo C U, ist fogs € 239 (M) ein symmetrisches Tensorfeld auf M.
Die Fortsetzung

9= forga € XEO(M)

acA

ist symmetrisch und existiert, da {sup f,,} lokal endlich ist.
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gz ist positiv-definit: Fir v € T, M, v # 0 gilt

00(0,0) = 3 fal(@)ga, (v,0) = 0,

acl

wobei
A={acAlzcU,}.

Da ) f, =1, existiert ap und f,,(z) > 0, sodass
aEA

gz (v,v) > 0.
Damit ist g eine Riemannsche Metrik auf M.
O
Metriken mit Index ¢ = k > 0 existieren nicht immer. Dazu braucht man zusétzlich

topologische Bedingungen an M.

Satz 3.2. Auf M" existiert genau dann eine pseudo-Riemannsche Metrik der Signatur

(p.q), wenn
TM =& @nf,

debei sind &P und n? Vektorbiindel vom Rang p und q.

Die Aufspaltung TM = £ & n? hat topologische Konsequenzen — Stiefel-Withney-
Klassen, Chernklassen. Fiir Lorentz-Metriken gilt speziell

Satz 3.3. Sei M™ eine C°°-Mannigfaltigkeit. Dann sind folgende Bedingungen dquiva-
lent:
1. Auf M existiert eine Lorentz-Metrik

2. Es existiert ein nirgends verschwindendes Vektorfeld X € X(M) (X(z) # 0,Vz €
M)

3. M ist nicht-kompakt oder M ist kompakt und die Eulersche Charakteristik X(M)
ist Null.

(Beweis: — O’Neill: Semi-Riemannsche Geometrie, S. 149).

Wir erinnern an den schon aus Analysis IV bekannten

Satz 3.4 (Igelsatz). Auf der Sphdire S*" existiert kein nirgends verschwindendes Vektor-
feld.

Aus Satz 3.3 folgt nun, dass auf $?" keine Lorentz-Metrik exsistieren kann.
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3.2 Langen, Winkel und Volumen
in semi-Riem. MF

Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit dem Problem der Volumen- und Langendefini-
tion einer semi-Riem. Mannigfaltigkeit (M, g) beschiftigen.

3.2.1 Léangen von Kurven in M/

Definition. Sei v € T,,M, dann heift

[llg == V/gz (v, )|

die Lange des Vektors vin (T, M, g).

Definition. Sei (M, g) eine semi-Riem. MF. und v : I} 1cr0an € R — M eine glatte
Kurve auf M. Dann heif3t

1) = [0l de
I
Léange von v in (M, g).

Bemerkungen:

e Ist M" C RY eine UMF mit induzierter Metrik. Dann ist fiir eine glatte Kurve

vila, ) CR— M
b
I(7) = / 0

die aus der Analysis bekannte Linge.

R dt

e Fiir eine pseudo-Riem.-MF kann die Lénge einer nicht konstanten Kurve auch
null sein, da fiir isotrope Kurven stets ||¥|| = 0 gilt. ( Das Licht bewegt sich in der
Reletivitiatstheorie auf isotropen Kurven. )

Eigenschaften der Linge

1. Seiv: I C R — M eine glatte Kurve und 7 : J — I eine Parametertrafo (d.h. 7
ist ein Diffeomorphismus). Sei dann

Ji=~vor:J —M Umparametrisierung von ~y

so gilt
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,da

~
—
N
N~—
I

JROI
J

{/nonYunbﬁ
J

ez [y (o) det () 0] de
7(J)

K yor) (r1 T !
& /Wuw ) o O]

= 1

2. Eine Kurve 7 : I = [a,b] C R — M heifit nach Bogenlénge parametrisiert, falls

17 (@) [l = 1.

Fiir eine nach Bogenlédnge parametrisierte Kurve v gilt dann

H7)=‘/H7@Hbﬂ
I

— [
T
=b—-a

3. Eine Kurve v : I € R — M heiBt regulér, falls 4 £ 0 fir alle t € 1.

Behauptung: Jede regulédre, nirgens isotrope Kurve v : I ¢ R — M ist nach
Bogenliange parametrisierbar, d.h. es exisstiert eine Umparametrisierung 4 = ~vyor
mit || (¢) [l = 1.

Beweis: Sei v : [a,b] — M reguléar und nirgens isotrop. Wir betrachten die
Abbildung

l:[a,b] — M
t
t — L (Van) :/Ilﬁ(t)\lgdt

dannist ' (¢) = || (¢) || > 0. Wegen dieser strikten Monotonie existiert eine Um-
kehrabbildung
T = l_l [07 l (’Y)] - [a’7 b} .

Es gilt nun

’

Hyer) @y = 15 (= ®)) g I7(®)]
1

= |7 (7 (#)) Hgm
=1

D.h. 4 = v o 7 ist nach Bogenlénge parametrisiert.
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Definition. Eine Kurve v : I = [a,b] — M heifit stiickweise glatt, falls v stetig ist und

eine Zerlegung
a=tg<t1 <...<t,=0b

existiert, sodass die
Yi = V[t tiga] - [tivti-‘rﬂ — M

fiirallei =0...n glatte Kurven sind.

Die Punkte ~ (¢;) heilen Ecken von ~.

Die Eigenschaften 1-3 bleiben erhalten.

3.2.2 Volumen in semi-Riem. Mannigfaltigkeiten

Im letzten Kapitel haben wir die Integration von k-Formen auf Mannigfaltigkeiten
besprochen. Nun wollen wir dies auf den Begriff des Volumens ausdehnen. Wie man
aber am Beispiel des (R", (, )z~ ) sehen kann, ist der Volumenbegriff stark an die Metrik
gebunden!

Wir suchen nun eine spezielle, der Metrik g angepalite positive n-Form auf M™.

Definition. Sei (M™, g, Oys) eine orientierte semit-Riem. Mannigfaltigkeit und (vy,...,v,)
eine positiv-orientiete Basis in T, M mit dualer Basis (n1,...,n,) aus T M. Dann be-
zeichnen wir

dM, = \/| det (g (vi, v5)) Im A ... Ay
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Bemerkungen:
e dM, ist unabhéngig von der gewéhlten Basis. Denn sei (aq,...,a,) eine weitere
positiv-orientierte Basis mit dualer Basis (o, ..., 0,) und Ubergangsmatrix v; =

A;rayg, so ist nach Voraussetzung det A > 0. Dariiberhinaus gilt

9z (0, v5) = go (Airar, Ajiar)
= AirAjig. (ag, ar)
= AiAlgs (ar, ar)

= Y Ay 0o (an, @) Afj.
k l

In Matrizenschreibweise heif3t das

{92 (visv)}y; = A {ga (ak, )}y - AT

Andererseits ist
o1 N...Noy = (det A)m Ao Ay

Fuar dM, ergibt sich damit

\/| det (g (vi,0)) LA o A = \/| det (A)? - det (go (ar, ar)) | (det A) " oy AL Aoy

= V| det (gz (ar, @) [o1 A ... Aoy

e Die Abbildung x — dM, ist ein glatter Schnitt in A" M, denn sei (U, p = x1,...,%,)
eine positiv-orientierte Karte, so gilt fiir deren kanonische Basis

it = i (2 01,2 )

dri A ...Ndxy,

€Ceo(U)
e Ist (e1,...,e,) eine positiv-orientierte ONB aus 7. M und (o4, ...,0,) deren Dual,
so gilt
dM, (e1,...,en)=1=01 A... Aoy (e1,...,€n),
d.h.

dM, =01 N...No,

Dies erlaubt nun folgende
Definition. Die n-Form dM, € Q" (M) mit
dMgy : . — dM, € A" (T; M)

heifst Volumenform von (M, g, Ou).

Lokale Darstellung der Volumenform:

Ist (U, = (21, ...,2,)) eine positiv-orientierte Karte und g;; (z) = g, (8‘3 (z), % (x))
seien die Koeffizienten der Metrik, dann ist

dMIU =4/ |d€t (gij)|dl‘1 A...Ndx,
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Definition. Sei (M", g, Oy) eine orientierte semi-Riem. Mannigfaltigkeit
und A C M eine mefibare Teilmenge, so heifit die Zahl

Voly (A) := / dM,
A

das Yolumen von Ain (M",g,0Ou). (Im Fall n = 2 entspricht dies dem °Fldcheninhalt’.)

Bemerkungen:

o Fir (M,g) = (R™, (,)gn) ist Vol, (A) = A" (A), dem Lebesque-MaR} auf R".
e Vol, ist unabhingig von der gewéhlten Orientierung, denn fiir —M = (M, —Oy)
ist
d(M) = —dM

/Ad(—M):—/dM:/dM

—A A

und damit

e Man kann das Volumen auch fiir Teilmengen von nichtorientierbaren Mannigfal-
tigkeiten definieren:

Sei A ¢ M meBbar, so ist

A= UAa wobei A, paarweise disjunkt, und A, C U, Karte

Dann fixieren wir eine Orientierung auf U, womit

Voly (Aq) = / v,
Aa

und wir setzen
Voly (A) =Y Vol, (Aq)

Beispiel 55. OBERFLACHEN VON GRAPHEN

Seih : U,;s., C R? — R eine glatte Abbildung. Fiir M? = graph (h) C R3
mit induzierter Metrik gilt dann

oh \? oh \?
VOlg (M) = / \/1 + <8U1) + (81@) du1 dUQ
U

denn in der inversen Karte f (uy,us) = (u1,ua, h(u1,u2)) mit f(ug,u2) = x

hat man

0

_ _9f _ Oh
e () = By (1) = 1,0 = (1.0 52 () )

und 9 af oh
s (%) = df (uy us) (e2) = Dy (u1,ug) = (0, 1, Ty (U17U2)) .
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Fiir die Koeffizienten der Metrik ergibt sich dann

5 = ({50 @) 5 @)

2
1+ (8u1 (u17u2)) (98:1 (U17U2) gu}; (ul,ug)

2
IR (ur,ug) - 2 (ur,ug) 1+ ( (U17u2))

und es folgt

oh 2 oh 2
det (g5 () = 1+ <8u1 (U1»u2)> + (8@ (Uhuz)) .
Setzen wir dies ein, so erhalten wir

Voly, (M) = / dM,
M

/ \/det (gij (x)) dur A dus

F()

/ \/det (91 (f (u1,uz))) dA?

f=HfU))
oh [ on 2
= /\/1—|—<au1(U1,U2)> +(auQ(ul,u2)) duy dus.
U

Beispiel 56. OBERFLACHEN VON ROTATIONSFLACHEN

Hier ist bekanntlich?!

M? = {f (u,v) = (71 (v) cosu, 7 (v) sinu, 72 (v))},

wobei 71 > 0 und 4 (v) # 0. Fur die Metrikkoeffizienten ergibt sich mit

z = f(u,v)
o [ 0
%<)< 0 wmw)

det (gi; (2)) =7 (v) - 17 () |I*.

Fiir das Volumen erhalten wir nun

und daraus folgt

27 b
Vol, =//m 1 (0) lldudo

bzw.

Volg (M) =27 [ 71 (v) - [|7 (v) ||du dv

e

siehe Beispiel 52 auf Seite 116
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3.2.3 Der Schnittwinkel von Kurven in semi-Riem. Mannigfal-
tigkeiten

Im Folgenden sei (M, g) eine semi-Riem. Mannigfaltigkeit.

In einem Vektorraum mit Skalarprodukt beliebiger Signatur kann man erkldren was
’senkrecht’ bedeutet, Winkel existieren aber nur im euklidischen Fall.

Definition. Seien v, w € T, M, dann heifit v orthogonal zu w (v L w) falls
gz (v,w) =0
Bemerkungen

1. Ist (M, g) eine Riemannsche MF, so kann man den Schnittwinkel beliebiger Tan-
gentialvektoren u,v € T, M definieren. Fiir ein positiv-definites Skalarprodukt
gilt bekanntlich die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

|92 (u, ) | < [lul - [|o]]

und daraus folgt dann

Dieser Winkel @ =: Z (v, w) heiit Schnittwinkel von u und v in (M, g).

2. Sei (M, g) eine Lorentz-MF.
(a) Sind v, w € T, M zeitartig, so gilt
|92 (v, w) [ = [|o]] - [|w]]

Beweis:

OBdA seien v und w linear unabhingig und es gelte

w=av+w wobei w L v.
Damit folgt
gz (w,w) = g, (av 4+ W, av + ) = a’g, (v,v) + g, (0, W) (%)
Da v zeitartig ist und der Index von g nur 1, muss @ raumartig sein, d.h. es
gilt
gz (W, W) > 0.
Wir erhalten nun
gz (v, w)2 = a2gw (’U,’U)2

—~
*
=

(991 (wa ’LU) — gu (W, 117)) gz (v, U)
= o (0, w) gz (v,0) — g (W, W) g (v, V)
————— e —

<0 <0 >0 <0

>0
> Gz (w’ w) gz (v, U)

= ol flw]?
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O

Damit gilt also
g: (vw) |
o]l - flwll

und es existiert genau ein « € [0, 0o) fiir das

9z (Ua ’LU)

cosha = .
[[v]l - flw]]

Dieses o heil3t hyperbolischer Winkel zwischen v und v.

(b) Ist v € T, M isotrop, so gilt v L v.

Definition. Zwei regulire glatte Kurven v : I — M und 6 : J — M schneiden sich
in xg € M orthogonal, falls

2o = (to) =5 (to) und ¥ (to) L & (to)

Sei (M, g) Riemannsch. v und § schneiden sich im Winkel « € [0, 7], falls

zo =7 (to) =8 (t0) und a=2(3(t),d(t) = Lay (7.6).
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3.3 Isometrien und konforme Abbildungen

Definition. Seien (M,g) und (M , g) semi-Riem. Mannigfaltigkeiten. Eine Abbildung
f: M — M heifst Isometrie, falls

1. f ist ein Diffeomorphismus.
2. ffg=g.
Ist dies der Fall, so nennen wir (M™, g) und (M " g) isometrisch.

f*g = g heil}t ausgeschrieben:

9() [dfz (v), dfe (W) = gz (v, w) (%)
damit ist also df, : T, M — Tf(w)M eine lineare Isometrie der Vektorraume.

Definition. Eine C*°-Abbildung f : M™ — M" heif3t lokale Isometrie, falls

fg=g

Aus () erkennt man unmittelbar, das mit f*§ = g das Differential df injektiv sein mufl
und aus Dimensionsgriinden demnach bijektiv. Der Satz iiber die Umkehrabbildung
liefert dann eine lokale Diffeomorphie.

Definition. Eine C>®-Abbildung f : M™ — M™ heift konform, falls
f*g=0%g wobei 0 € C* (M), 0 >0
Insbesondere ist f damit ein lokaler Diffeomorphismus.

Es folgen nun einige Beispiele.

Beispiel 57. HOLOMORPHE FUNKTIONEN

Sei f: U C C — C eine holomorphe Funktion und ¢ (,) = (, ).

Behauptung: Ist f' (z9) # 0, so ist f lokal konform auf U = {z € U| f' (z) # 0}
mit o2 = det (D).

Der Beweis bleibt als Ubungsaufgabe.
Beispiel 58. MOBIUSTRANSFORMATION

Wir betrachten die 1-Punkt-Kompaktifizierung von C: C,, = C U {co}. Sei

weiterhin
ab
A:( >€GL(2;(C),
c d

so definieren wir die Mobiustransformation

Fy:Cyho — Cq
az+b
—

cz+d

a
00— —
c




KAPITEL 3. GRUNDBEGRIFFE DER (SEMI-)RIEMANNSCHEN GEOMETRIE 128
Mit
HT :={z+iyeC|y >0}
und der Metrik
1
2

g+ = (d:c2 + dyg)

bezeichenen wir die Poincare-Halbebene (H™, g+ ).

Behauptung: Sei A € SL (2;R), so ist

Fa: (H+79H+) - (H+79H+)

eine Isometrie.

Der Beweis bleibt als Ubungsaufgabe.
Beispiel 59. STEREOGRAPHISCHE PROJEKTION

Wir betrachten die Kartenabbildung?

on: S"—{NP} — R"
2 +—— Schnittpunkt des Graphen durch NP
und z mit R” = {z € R""!| z,,,; =0}

NP

Behauptung: ¢ ist ein konformer Diffeomomorphismus mit

2
N 1+ |en (. 2,
e = (LI OIY
~—

induzierte riem. Metrik

Der Beweis bleipt als Ubungsaufgabe. (Man berechne

1
1—$1

onN (1, Tpy1) = (1, ,Zn)

und

@El (ylv"‘vyn) = (2y1772yn7“y||2_1)

1
1+ [ly[?

Definition. Ein Diffeomorphismus f : (M,g) — (]\Zf ,g) zwischen zwei semi-Riem.
Mannigfaltigkeiten heif3t

e ldngentreu <= ly (v) =15 (f (7)) fiir alle Kurven v : I — M,

2siehe auch Bsp. 20 auf Seite 20 von Kapitel 1



KAPITEL 3. GRUNDBEGRIFFE DER (SEMI-)RIEMANNSCHEN GEOMETRIE 129

e volumentreu :<— Volg (A) = Vol (f (A)) fiir alle mefbaren A C M

e orthogonalititserhalten <= Yo,w € TpyM mit vlw gilt dfy (v) Ldfy (w).

Seien g und g Riemannsch, so heifsit f
o winkeltreu <= Ly (7,0) = Ly (f (7), f(0)) .
Seien g und g pseudo-Riemannsch, so heifst f

e typerhaltend :<— YV € T, M zeitartig (raumartig) ist df, (v) zeitartig (raumaritg).

Satz 3.5. Sei f : (M,g9) — (M ,g) ein typerhaltender Diffeomorphismus zwischen
semi-Riem. Mannigfaltigkeiten, dann gilt

1. f ist eine Isometrie <> f ist ldngentreu,

2. fist konform < f ist orthogonalititserhaltend,

3. fist ldngentreu < f ist konform und volumenerhaltend.

Sind g und g Riemansch, so gilt

4. fist konform < f ist winkeltreu.

Beweis:

’

(f() @) llgdt

S
X
—~
=2
=
Il
—

b
J 17,0 G0

b
= [ Vs (@ GO dry (0)

b
[V Fine Ao

b b
Y [ o Gl o= [0 e
= 1

= g (7)

(<) : Sei f langentreu. Da g und f*g symetrische Bilinearformen sind, geniigt es
zu zeigen, dass
(f*9), (v,v) = gz (v,v) YveT,M

da
1

9z (U,’LU) = 5(91 (Uav)+gw (w,w)—g(v—w,v—w))
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Sei also v : (—¢,¢) — M eine Kurve mit v (0) = z und 4 (0) = v. Wir setzen

Luy:@hmmDZ/M@Nﬂt

und

mw:@wwmﬁmzjwumdwmw

Nach Vor. ist L (t) = L (t). Differenziert man nun nach ¢ in ¢t = 0, so folgt

’

17 @) llg = 11 (f o) @) g

bzw.
|92 (0,0) | = [(f*9)x (v,0) |.
Da f typerhaltend ist, folgt daraus die Behauptung.

2. (=) : Seien v,w € T, M mit v_Lw, so gilt

95y (dfz (v) ,dfi (v) = (f*9), (v,w) = 0%gs (v,0) =0

(<) : Sei f orthogonalitiatserhaltend. Wir fixieren eine ONB (e, ..., e,) von T, M.
Dann ist

und wir setzen
(f9), (eivej) = gf(a) (dfe (ei),dfz (e5)) (%)
= 5ij6iaz'2 ({E) mit o > 0

Wir zeigen nun

o1(@)=...=0,(z)=0(x).
Es gilt namlich

9z (ei — €4,€6; + Eiej) = €€ —€i€; = 0.

Demzufolge ist nach Voraussetzung auch

dfw (ei — ej) Ldfw (Gjei + 61'6]‘)
und damit

0 = (f*g)x (ei — ej, €j61' —+ eiej)

= Gf(x) (dfz (€:) — dfs (ej) . €5dfy (€;) + €df (€5))

= ejeiag (x) — eiejaf (x)

R AGRLAD

Durch lineare Fortsetzung von (x) folgt nun die Behauptung.

3. f langentreu <= f ist konform und volumentreu.
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(a) Sei (u.p = (x1,...,x,)) eine Karte von M mit der durch ¢ definierten Orien-
tierung O); und damit (U’ =fU),¢=poft=(y,... 7yn)) eine Karte auf
M mit der durch ¢ definierten Orientierung. Dann ist f : U — U ein ori-
entierungserhaltender Diffeomorphismus. Nach Definition uberfiihrt df die
kanonischen Basen ineinander, denn

U (ai <m>) = df, (Aol (e)) = d(fow™),, (o)

Fiir die kanonischen n-Formen folgt dann

0 0

= f*(dyi A ... Ndyn) (ail(x),... 2 x)).

Damit ist also
ffldyi Ao Ndyy) =deg Ao AN dy, 3.1)

Behauptung: f ist volumentreu < f*dU = dU Y (U, )

i («):

Vol, (A) = / au

A
Vér. / f*dU
A

A

(3.1) _

= /\/gf(x)dxl A ANday
A

- / \/‘gfm,a*l "

p(A4)

= / Vigad\"

B(f(A))

= /\/Edyl/\.../\dyn

f(A)
= /dU:Volg(f(A))
f(A)

ii. (=) : Fir die n-Formen f*dU und dU existiert genau ein A € C*° (M) mit
f*dU = X - dU.

Fir alle z € M gilt nun aber nach dem Mittelwertsatz der Integralrech-
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nung

U [ f*dU
— = lim Kelo)

dUu e—0 f dU
K (x) Kc(x)

I Vaoff (dyiA...Ndyn)

by [ du
K. (x)

| VgofdziA...ANdy,

e—0 f dU
K. (x)

I Vio(fopt)dA"
_ iy 2@

e—0 f dU
K. (x)

f Wd)\n
i SUGE@)
e—0 f dU
Kc(z)

dU
. (K@) . Volg (f (Kc(x)))
= lim 2By
e [ dU 0 Voly (K. (x))
K. (z)

(b) Zum Beweis von 3. :

i. (=) : Ist f langentreu so gilt f*§ = g und somit ist f konform. W&hlt
man nun alle Karten wie in (a), so gilt auch

G(f(x) = \/det {Qf(z) (é)ayl (y)’(;zj(y)) }ij

= \/det {éf(a;) (dfx <ail (@) » dfe (56% (x))> }ij
- \/det{f*g}ij = \/det {9}

= Vg ()

Ist A meBbar und liegt o0BdA in einer Kartenumgebung U, so folgt

/dU: /\/ﬁdylA.../\dyn

f(4) f(4)

VgogTtdA"

@(f(A))

[ Vaeneeax
©(A)

/dU

A

Also ist f auch volumenerhaltend.
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ii. («<):Sei f*§=0% -gund f*dU = dU fir alle Karten (U, ¢). Sei weiterhin

(e1,...,en) eine positiv-orientierte ONB in 7,.U bzgl. g, dann ist
b
o ()

eine positiv-orientierte ONB in Tf(i)f] bzgl. §. Und es folgt

(1dfz (e1) .-+

o da, <en>)
(f*dU)x(el,...,en) = dUpa) (dfs (1), dfy (€n))

= o" (Z‘) . dﬁf(m) (g(lx)

b

dfm(el),...,g(x)

i)

Damit ist also
fdU = o™ - dU

Nach Voraussetzung gilt dann jedoch ¢" = 1.

4. Analog zu 2.

Information:

Satz von Nash.? Sei (M", g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann ist M isome-
trisch zu einer UMF M c RY mit Induzierter Metrik.

Definition. Sei B € X% (M) ein (r,0)- Tensorfeld und X € X (M) ein Vektorfeld und
®, : M — M die durch den Fluf von X definierten lokalen Diffeomorphismen, dann
heifst das (r,0)-Tensorfeld

d .
(LxB), i= 4 (B{B), iz € TCOM

die Lie-Ableitung von B nach X.

3Ann. of Math 1956, 63, S.20-63
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Definition. Sei (M, g) eine semi-Riem. Mannigfaltigkeit. Ein Vektorfeld X € X (M)
heifst

e Killing-Vektorfeld :<—= Lxg =10

e konformes Vektorfeld :<—= Lxg=\-g

Schreibt man z.B. die Bedingung fiir ein Killingfeld aus, so erhilt man

(Lxg), (v,0) = 5 (@), lizo

= 2 (gm0 (X (6(0), X (5(0) o

9 (X O00) X 00) = gay ) (X (), X (3()
h—0 |h|

8 (0) ~ e (XG0, X (5())
h—0 |h]

=0

fur alle v = [y] und w = [0] aus T, M.

Satz 3.6. Sei (M, g) eine semi-Riem. Mannigfaltigkeit und X € X (M) mit Fluff {®,},
dann gilt

1. X ist ein Killingfeld. <— ®, : U; C M — &, (U;) C M sind Isometrien.

2. X ist ein konformes Vektorfeld <— &, : Uy C M — &, (U;) C M sind konforme
Abbildungen.

Beweis:

1. (<) :Seixz € M. Fur alle |t| < e ist € U;. Nach Voraussetzung ist dann
(®9), =9. VIt <e

und damit

d *
(Lxg), = o (®79), lt=0 =0

(=) : Sei x € Uy. Zu zeigen ist (¥} g), = g». Dazu nutzen wir die Eigenschaft
(I)s—‘,-t = <I>S O q)t
und betrachten die Abbildung

(@), : TeVM — TEOM ()
Beyw) +— (®1B),

Nach Voraussetzung ist

d (o
0= (LXQ)@(m) T ds (((Dsg)(bt(x)) |s=0-
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Wenden wir darauf () an , so folgt

d * *
0 = (), ©(P9)a, (2))ls=0
(‘I’t*+sg)z
d

= — ¢* T
= (@39), |

d.h. (®7g), ist konstant auf (—¢,¢) und damit folgt
(¢:g)m = 0z

2. («):Esist (®;g), = o7 (z) g, fiir alle ¢ fiir die ®; definiert ist. Damit folgt

d . d
(LXQ)T = it (‘I’tg)z lt=0 = o (Uf (x)) lt=0 - Ju
—

A=)
(=) : Sei z im Definitionsbereich von ®; und gelte
(Lx9)g, ) = d% (P59) 3, () ls=0 = A (Pt () - 9, ()
Wir benutzen wieder die Abbildung von (x) :

%(((I);fk)x °© (‘I’zg)@(m)ﬂtzo =A@ (5)) - (PF)y 921 ()

(¢Z+sg)w

Damit ist d
7 (219),) = A(®: () - (2F9), -
——
h(t)
Aus der DGL 1/ (t) = A (t) h (t) folgt dann

j AP (x))ds
0

(®79), =¢ (®59),
——

::o’f(x) 9

und somit ist ®; konform.

O

Satz 3.7 (Eigenschaften der Lie-Ableitung von Tensorfeldern). Seien B;, B € X("0) (M)
Tensorfelder, f € C™ (M) und X,Y € X (M), so gilt

1. Lx(f-B)=X(f)-B+f-LxB

2. LX (Bl ® BQ) = (LxBl) ® BQ + Bl ® (LxBQ)

3. (LxB)(X1,...,X,) = X (B(Xy,...,X,)) — éB(Xl,...,[X,XZ-],...,XT)

K2

4. [Lx,Ly] = Lixy
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Den Beweis iiberlassen wir als Ubungsaufgabe.
Folgerung
Sind X, Y Killing-VF (konforme VF), so ist [X, Y] auch ein Killing-VF (konformes VF).

Beweis: Essei Lxyg=A-gund Lyg = p - g. Aus Satz3.7 folgt dann

4.

Lixy19 2 [Lx,Lylg
= Lx (Lyg) — Ly (Lxg)
= Lx(p-g)— Ly (A-9)

Bemerkungen

e Rill(M,g) ={X € X(M)| X ist Killing-Vektorfeld} ist eine Lie-Algebra.
Isom (M,g) = {f € Diff (M)] f ist Isometrie} ist eine Liesche Gruppe mit Lie-
Algebra
Rill, (M, g) ={X € Rill(M, g)| X ist vollstandig}

e conf(M,g) ={X € X(M)| X ist ein konformes VF} ist eine Lie-Algebra
Conf(M,g) = {f € Diff(M)] f ist konform} ist eine Liesche Gruppe mit Lie-
Algebra

conf.(M,g) ={X € conf (M,g)| X ist vollstandig}

und es gilt
1
dim Rill, (M", g) < 5" (n+1)

dim conf. (M",g) < % (n+1)(n+2)
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3.4 Kovariante Ableitungen und der
Levi-Civita-Zusammenhang einer

semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit

Im Euklidischen Raum weil man, wie man Vektoren entlang von Kurven parallel ver-
schieben kann. Wir wollen dies jetzt auf Mannigfaltigkeiten verallgemeinern. Dazu
benoétigt man ein Konzept, mit dem man erkldren kann, was die Parallelverschiebung
von Tangentialvektoren sein soll.

Betrachten wir dazu zunéchst die Parallelverschiebung im R™ nochmals genauer:

v(Z) € T,,4)R™ = R™ Parallelverschiebung von v € T,R" entlang v <= v(t) = v =
const. <= v'(t) =0

e 7(t) kiirzeste Kurve zwischen = und y im R" <= ~/(¢) parallel verschieben ent-
lang (1)

Wir miissen allgemein erkliren, was die Ableitung von VF entlang Kurven ist. Dazu
verallgemeinern wir zunéchst die Richtungsableitung im R™ und betrachten dazu die
Menge der Vektorfelder X(R") = C*°(R",R") = I'(TR") mit der Abbildung

V: X®R") x X(R") — X(R"),
(X,Y) — VxY = X(Y)
Richtungsableitung von Y : R — R"
nach VF X.

Diese Abbildung ist

e additivinY,
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o erfiillt die Produktregel in Y, d.h. Vx (fY) =X (/)Y + f - (VxY),
e und sie ist tensoriell in X, d.h. Vi x 1ox,Y = f-Vx, Y +g-Vx, Y firalleY ¢
X (R™) und f,g € C= (R™).

Desweiteren hat sie die Eigenschaften:

o X ((Y1,Y2)gn) = (Vx Y1, Yo)p, +(Y1, VxYo)pn
o VxY —VyX =[X,Y]
Definition. Sei M" eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Zuordnung

V:iX(M)xX(M) — X(M)
(X,Y) — VxY

heifst kovariante Ableitung (=affiner Zusammenhang) von Y nach X (auf M) , falls

1. Vx(Y1+Ys) = VxY1 + VxYs (additivin Y)

2. Vx(IY) = X(f)Y + fVxY (Produktregel)

3. VxY tensoriellin X, d.h. Vix 1¢x,Y = f-Vx,Y +g-Vx,Y fiiralleY € X(M)
und f,g € C>(M).

Beispiel 60. KOVARIANTE ABLEITUNGEN

1. Fur R” = M™ ist wie oben gesehen VxY = X (V) eine kovariante Ab-
leitung.

2. Sei M™ C R" eine UMF, dann ist (VxY) () := projp, ,; X(Y)(z) eine
~——

ERN
kov. Ableitung auf M.

3. Sei V eine kov. Ableitung und B € X(31)(M), dann ist V = V + B mit
VxY =VxY + B(X,Y)

ebenfalls eine kov. Ableitung.

Da eine glatte Mannigfaltigkeit M diffeomorph ist zu einer UMF M c RY
existieren also immer oo viele kov. Ableitungen.

Lemma 3.1. Sei V eine kov. Ableitung, U C M offen und Y1,Y2, X € X(M) mit Y|y =
Yalu, so ist
Vx,Y1 =VxYs

auf U.

Beweis: Sei z € U fix und f € C*(M) mit f(z) = 1 und supp f C U. Dann ist f -
(Y7 — Y2) = 0 auf M und mit der Produktregel folgt

0=Vxf-Y1-Y2)=X(f)(V1 —Y2) + [ (Vx¥1 - VxY3)
Im Punkt z gilt nun aber f(z) = 1 und Y;(z) = Y2(x), sodass
0= (Vx11)(z) = (VxY2) ().

Daraus folgt aber die Behauptung.
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O
Folgerungen

1. (VxY) ist eindeutig durch X (z) und Y|y bestimmt, und zwar fiir beliebig kleine
offene Umgebung U(z) C M. Wir setzen damit

(VXY) (a:) = Vx(z)y

2. Man kann die kov. Ableitung V* auf M zu einer kov. Ableitung auf offenen Teil-
mengen U C M einschrinken:

VU x(U)x 2(U) — X(U)
(X,Y) — (VYY) (2) = (VM?) (z)

wobei X,V € X(M) mit X|y = X und Y|y =Y

Wir bezeichnen im Folgenden VY und V* mit dem gleichen Symbol V.

Definition. Sei (U, = (x1,...,x,)) eine zuldssige Karte auf M, dann heiflen die Funk-
tionen I'}; € C>°(U), fiir die

r*
51 6.23] Z 9 8xk

lokale Koeffizienten von V bez. (U, p).

Wegen der Eigenschaften 1.) - 3.) ist V eindeutig bestimmt, wenn man die {T'};} fiir
einen Atlas Ay kennt. Sei ndmlich X = > ¢'2- und ¥ = ZW% fiir eine Karte
(U, = (21,...2,)), so folgt dann

igiv ) Y

> eV e )
J

i,5=1

Z(Zgzn]rk _'_Zgz k:)aa

k=1 \i,j=1

VxY

Beispiel 61. KOVARIANTE ABLEITUNG IM R"
Sei M = R" und VxY = X(Y). Fiir die Karte (R",» = id) mit ;2- = ¢, folgt
veiej =€ (6]') =0,

da e; ein konstantes VF ist. Es gilt also I'}; = 0.
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Definition. Sei v: I C R — M eine C*°-Kurve. Ein VF entlang -~ ist eine Abbildung
X:ICcR — TM
t — X(t) e T,Y(t)M

die ‘glatt’ ist, d.h. fiir jede Karte (U, ) mit U N~ (I) # 0 sind die Koeffizienten £(t) in
der Basisdarstellung

glatte Funktion in t.
Wir setzen

X, (M) := Menge der Vektorfelder entlang
Bemerkung

X (t) ist i.A. nicht zu einem VF auf M fortsetzbar.

Behauptung: Sei~y : I C R — M reguldr und X € X,(M), dann existiert fir alle ¢, € 1
ein ¢,, > 0 und Vektorfeld X,, € X(M) so dass

Xy () =X (1) V|t —to] < eyt €L
D.h. man kann X in diesem Fall lokal zu einem Vektorfeld auf M fortsetzen.

Beweis: Nach Voraussetzung ist v eine Immersion, und damit lokal eine Einbettung.
Es existiert also eine Teilmenge I;, C I so dass

vl ~~y(,) =K cM

ein Diffeomorphismus zur UMF K C M ist. Damit existiert auch eine Karte (U, ) von
M mit p(KNU) = (21,0,...,0) und wir setzen

X ((pfl(xl,....,xn)) ::X(gp*l(xl,o,...,O)).
d

Satz 3.8. Sei (M, V) eine glatte Mannigfaltigkeit mit kov. Ableitung und v: I C R —
M eine C*°-Kurve in M. Dann existiert eine eindeutig bestimmte Zuordnung

\Y
X (M) — X, (M)
VX
X -

mit folgenden Eigenschaften:
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1. %(X1+X2):Vj§1+vj§2
2. 3(f-X)=[f'X+f- %X firalle f € C>(I).
3. Ist X € X(M) mitf((fy(t)):X(t) vt € I C I dann ist

VX > =

% € X, (M) heifit kovariante Ableitung von X € X, (M) entlang ~

Beweis:

1. Eindeutigkeit: Angenommen % und 1.) - 3.) sind gegeben. Sei (U, ¢ = (z1,...,z,))
zulassige Karte mit U N y(I) # @, und I C I ein Teilintervall mit v(I) C U, dann

ist .
=Y &)
i=1

) tel

::Xi(t)
Aus 1.) und 2.) folgt nun

n

X X;
Vd—t Z(g X+§Zv )

i=1

und mit 3.) folgt weiter

VX,
dt

) .
t) = Vi =— Vtel
( ) A(t) o,
Setzen wir nun ¢ oy = (v1,...,7,) auf I, so erhalten wir

S = 3 (t)aij(v(t))

VX, ~ ) ~

& ® = 3 0o g a0) el

YE (1) = (5;; )+ 36 W (0T (V(t))) 2 wel
k=1 i,

und damit ist YX ist eindeutig durch die lokalen Koeffizienten {T'¥;}von V be-

dt
stimmt.

2. Existenz: Sei (U, = (z1,...,,)) Karte mit v (I)NU # (. Wir definieren %X (t) Vt €
I durch (x)

n

T ()= (&; 0+ L6070 6 (t))) S (1),

k=1

Direktes Nachrechnen zeigt, dass Y2X(t) die Eigenschaften 1.) - 3.) erfiillt. (x) ist
damit auch die Lokale Darstellung von VX (t).
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Beispiel 62. KOVARIANTE ABLEITUNG ENTLANG KURVEN IM R"

Sei M =R" und VxY = X (V). Fiir X € %, (R") gilt

und damit ist

_ ko_
o O = ;5;@ (t)er  (daly;=0)
= X'(t)
Definition. Sei (M, V) eine glatte Mannigfaltigkeit mit kov. Ableitung und v: I CR —

M eine glatte Kurve. Ein VF X € X, (M) heifit parallel verschoben entlang -, falls

VX
—=0
dt

In lokalen Koordinaten ist diese Bedingung dquivalent zu

(5%+Z(V’—i€ﬁf’j )) =0 k=1,....n

0.
Beispiel 63. PARALLELVERSCHIEBUNG IM R"

Sei M =R"und VxY = X(Y). Z € X, (R")ist genau dann parallel verscho-
ben, falls

Z
VdT =7'(t)=0<= Z(t) = const.

Satz 3.9. Sei(M,V) eine glatte Mannigfaltigkeit mit kov. Ableitung und ~ : [a,b] C
R — M eine glatte Kurve, dann gilt

1. Ist v € Ty)M, so existiert genau ein entlang ~y parallelverschobenes VF X, €
Xy (M) mit X,(a) = v.
2. Die Abbildung
Py DM — Typ)M
v — X, (b)

heifst Parallelverschiebung entlang -, ist ein linear Isomorphismus der Tangentia-
ldume und unabhdangig von der Parametrisierung von .

Beweis:

1. Die DGL % = 0 hat in lokalen Koordinaten die Form
§(t)=DB(t)-£(1),

wobei & (t) = (&1 (1),...,& (t)) " und B () € Mg (n,n). Sei &(a) vorgegeben, dann
existiert (lokal) genau eine Losung des AWP auf dem ganzenDefinitionsbereich
von B*. Uberdeckt man durch Karten v ([a, b]), so erhélt man sukzessive die Lo-
sung des AWP auf den Teilintervallen. Und damit folgt die Behauptung.

4siehe Analyis 3: Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindeloff
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2. PY ist
e linear, da DGL linear:
Xav-i—ﬁw(t) = O‘Xv(t) + ﬁXw(t)

erfilllt DGL und AWP

e bijektiv: Wir lassen ~ riickwérts durchlaufen:
7 () = —tb—a) tel01]
Dann ist X~ (¢) := X (b —t(b — a)) parallel entlang v und es gilt
X (1)=X(a) und X~ (0) = X(b)
sodass
va ’ P'yv* = ddr, M
’P,YV_ O’P,),v = idTA/(u)M
o Mit
Ys)=(7(s))  7(s0) =a,  7(s1)=0
ist X (s) := X (7(s)) Parellverschiebung von v € T, (ayM entlang 7.
g

Satz 3.10. Sei M™ C RNeine UMF mit kanonischen kov. Ableitung VxY = projppr (X (Y))
und v : I C R — M eine Kurve. Dann gilt:

Ein Vektorfeld Z : 1 C R — RY auf M entlang ~ ist parallelverschoben. <= Z'(t) €
N,Y(t)Mn C RN vVt e 1.

Beweis: Sei (U, = (x1,...,x,)) Karte mit v (¢) € U, dann ist in einer Umgebung von
v (£)

Z@ axl (t)

und damit

VZ Zf ) + & (t) v(t)aixi
Def. Z et (1)) + & (1) projr. , ar (W(t)<aii)>

— proipa, (Z &0 5 0OV 160 5 (520 <t>))

pI'OjT yoM | gt <Z fz 81‘1 ))

Z(t)

= PTOJ'TW)MZ/ (t).
Und daraus folgt
Z'(t) =0 <= Projr. , ar (Z'(t))=0 Vtel
— Z'(t) e NyyM" CR Vtel.
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O
Beispiel 64. PARALLELVERSCHIEBUNG AUF DER S?

Betrachten S? mit kanonischer kov. Ableitung VxY = proj;¢. X (V).
Wir betrachten die halben Grofikreise. Fiir ¢ € [0, 7] sei

v (t) = cos(t)es +sin(t) ey
72 (t) = cos (t) ez + sin (t) ea

Fiir die Parallelverschiebungen PY : T,5* — T_.,S?, j € {1,2}, folgt dann

PY (v) = =P, (v) mitv e TS

wobei T¢S? = span (e1, e2). Denn es gilt

o ’Y1 (t) = —sin (t) e3 + cos () e; ist parallel entlang v, mit v; (0) = ey, da
() == (t) LTy, (1)S?
o v, (t) = —sin (t) e3 + cos (t) ey ist parallel entlang v, mit 74 (0) = es.
X1 (t) = eqg ist || VF entlang v, und X; (0) = e3 , da X (¢) Lv; (¢) und
X1 () =
o X, (t) = ey ist || VF entlang v; mit X5 (0) = e;.

Sei dann v = vyiey + voes € T¢S?, so folgt
,P,Z (’U) = vaX (61) + UQP’Z (62)
= —vie; + vgeg
und

vaz (v) = vﬂ%v2 (e1) + UQP,YVQ (e2)

= V1€1 — V2€2
Hierbei hingt die Parallelverschiebung also vom Weg ab!

Bemerkung

Der Begriff der kov. Ableitung und der ||-Verschiebung sind dquivalent: Seien X,Y €
X(M) und ~ Integralkurve von X durch z, sodass

Dann ist
(Vx¥) (@) = 5 (PF0 OV (1) li=o
€T M

Sei (M™, g) semi-Riemannsche MF, dann existieren verschiedene kov. Ableitungen. Wol-
len wir solche kov. Ableitung V finden, fir die die Parallelverschiebungen

Py TyyM" — Ty M"

(pseudo)-orthogonale Abbildungen sind, d.h. Lidngen und Winkel von Vektoren bleiben
invariant.
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Satz 3.11. [Fundamentallemma der Riemannschen Geometrie]

Sei (M™, g) semi-Riemannsche MF. Dann existiert genau eine kor. Ableitung V auf M"
mit

1. X(g(V,2))=9(VxY,Z)+ g(Y,VxZ) (metrisch)
2. VxY — Vy X = [X,Y] (torsionsfrei).

Diese kov. Ableitung V heifit Levi-Civita-Zusammenhang von (M™,g) und ist gegeben

durch die Koszul-Formel:

(x)  29(VxYY) = X (9(Y,2))+Y (9(X,2)) - Z(9(X,Y))
—ﬁ—g([X,Y],Z)—i—g([Z,X},Y)+g([Z,Y],X).

Beweis:

1. Existenz: Die Formel (x) definiert eine metrische und torsionsfreie kov. Ableitung.
UA.

2. Eindeutigkeit: Sei V metrisch und torsionsfrei, dann gilt

(@) X (g(Y,2) <" ¢(VxY,Z) +g(Y,VxZ)

(b) Y (9(X,2)) me:” 9(VyX.2Z) + g(X,VyZ) & g(VxY.Z) + g([V.X], Z) +
9(X,Vy2)

© Z(g(X.Y)) =g(VzX,Y)+g(X,VY) 'L g(VxZ,Y)+g (1Z. X),Y)+g (X, Vy Z)+
9(X,[Z2,Y])

Daraus folgt dann aber die Koszul-Formel (x).

O

Satz 3.12. Sei V der Levi-Civita-Zusammenhang einer semi-Riemannschen MF (M", g)
und seien {I‘ -} die lokalen Koeffizienten von V

n

Vit = L

Dann gilt: Ffjist symmetrisch in (i,j) und
0 0
_ ke
(%) = ZQ ( (gje) + B, (gie) — 92, (gij)) ;

wobei g;; = g (a%p %)die lokale Koeffizienten der Metrik sind und ¢** inverse Matrix
2U Gij.

n

Beweis: Wir setzen Vaa 7 Z ”W in die Koszul-Formel (*) ein und benutzen

{8%1" aix]l = 0. Dann ist

o 0 0 0 0
2g (Va, > = oz, (9ip) + Tx] (9ip) — EI (9i5)

o, &rj axp P

n
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Multiplizieren wir dies mit 5~ g?* , so folgt
P

0 0 1o}
[ tp , Y y
2155 ;g (3% (95p) + oz, (9ip) oz (91;)) .

p

Definition. Die {Ffj} aus (xx) heiflen Christoffel-Symbole von (M™", g).

Satz 3.13. Sei V der Levi-Civita-Zusammenhang der semi-Riemannschen MF (M", g)
, 7 la,b] € R — M eine glatte Kurve und X,Y € X,(M) parallelverschiebende VF
entlang ~, dann gilt

Gy(t) (X (1), Y () = gy(a) (X (a) Y (a))  VE€E[a,b]

Insbesondere ist PX : Ty@yM — Tyu)M eine (pseudo)-orthogonale Abbildung, d.h.
Lingen und Winkel von Vektoren bleiben invariant.

Beweis: V ist eine metrische kov. Ableitung, und mit der Definition von X folgt

d VX VY

G 00 (X O ) =00 (TG 0.7 0) a0 (X0, 5 0) XY < %, (01),

Da nach Voraussetzung X und Y parralele Vektorfelder sind, verschwindet die rechte
Seite der Gleichung.

O

Satz 3.14. Sei M™ C RY eine UMF mit induzierter Riemannscher Metrik g. Der Levi-
Civita-Zusammenhang von M" ist dann gegeben durch

VXy :pT‘OjT]V[X (Y)

Beweis: Die Richtungsableitung im R" ist bekanntlich metrisch und torsionsfrei. Fiir
Y,Z € X(M")mit X (Y) = projp,, X (Y)+projy,, X (V) folgt dann aber aus TM L, NM

RN

X(g(Y,2)) (Projrp X (Y), Z)gn + (Y, projry X (2))

9(VxY,Z)+g(Y,VxZ2)

und
VxY —VyX = projp,, (X(Y)-Y (X))
= projry | [X,Y]
———

tangential

= [XvY]

Eine kovariante Ableitung V auf M kann man auch auf Tensorfelder fortsetzen.
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Definition. Sei B € X("0 (M) ein (r,0)-Tensorfeld und X € X(M). Das Tensorfeld
VxB e 20 (M) mit

(VxB)(X1,...,X,) ::X(B(Xl,...,XT))—ZB(Xl,...,VXXi,...,XT)

heifsit kovariante Ableitung von B nach X.

Damit ergeben sich folgende Eigenschaften:

1. Vx (Bl+BQ):val+VXBQ
2. Vx(fB)=X(f)B+f-VxB
3. Vx (B1 ® By) = VxB; ® By 4+ By ® VxBa

Satz 3.15. Sei (M, g) eine semi-Riem. Mannigfaltigkeit, dann gilt:

1. V ist ein metrische kovariante Ableitung auf M <— V,=10

2. Ist V torsionsfreie kov. Ableitung auf M, dann gilt

(Lxg) (Y, Z2) = (Vxg) (Y, Z) + g (Vy X, Z) + g (Y, VzX)

3. Ist VEC der Levi-Civita-Zusammenhang auf (M, g), so folgt

(Lx9) (Y, Z2) =g (V¥“X,Z) + g (Y, VZX).

Insbesondere gilt:

X ist Killing-VF < ¢ (Vi“X,Z) +g(Y,VE°X) =0 VY,Z € X(M)

und

X ist ein konformes VF <= 3\ € C* (M) mit g (V§“X,2)+g (Y,VE°X) = X\g (Y, Z) VY, Z € X(M)

Beweis: Nachrechnen mit Definition von V, und UA iiber Lie-Ableitung.
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3.5 Die Kriimmungen einer
semi-Riemannschen Mannigfaltigkeit

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit den Kriimmungsgréf3en einer semi-Riemannschen
Mannigfaltigkeit befassen. Dazu fithren wir im erten Teilabschitt die grundlegenden
Definitionen ein. Danach wollen wir uns mit zwei speziellen Klassen von Mannigfaltig-
keiten beschiftigen, den Mannigfaltigkeiten mit konstanter Schnittkriimmung und da-
nach mit den sogenannten Einstein-Mannigfaltigkeiten. Am Ende dieses Teilabschnitts
wollen wir dann eine kleine Einfithrung in das mathematische Modell der Allgemeinen
Relativititstheorie (ART) geben.

3.5.1 Definitionen

Sei M eine C*°-Mannigfaltigkeit mit kov. Ableitung V. Auf (M", V) betrachtet man 2
Tensorfelder:

Definition. Das (2,1)-Tensorfeld TV € XV (M)
TV(X,Y):=VxY —VyX — [X,Y]
heifit Torsion von V.
Das (3,1)-Tensorfeld RY € X3V (M)
RY(X,Y)Z :=VxVyZ—-VyVxZ—-Vixy|Z

heifst Kriimmung von V.

Die Abbildung RY (X,Y) : X(M) — X(M) heifst Kriimmungsendormorphismus.

Bemerkung

1. Die tensoriellen Eigenschaften rechnet man leicht nach (aus jeder Komp. kann
man Funktionen herausziehen).

2. TV und RV (-, -)Z sind schiefsymmetrisch.

3. Ist V der Levi-Civita-Zusammenhang einer semi-Riemannschen Mannigfaltig-
keit, dann ist TV = 0 (torsionsfrei).

Definition. Sei (M™, g) eine semi-Riemannsche MF, V Levi-Civita-Zsh. Der Kriimmungstensor von (M™, g)

ist das (4,0)-Tensorfeld R € X0 (M):
R(X,Y,ZW) = g(R(X,Y)Z,W)

Spéater werden wir feststellen, dass R ein MaB fiir die Abweichung von der Geometrie
des R"ist.

Satz 3.16. Der Kriimmungstensor einer semi-Riem. MF hat folgende Eigenschaften:

1. R ist schiefsymmetrisch in der 1. und 2. und in der 3. und 4. Komponente:

R(X,Y,Z,W) = -R(Y,X,Z,W) = —R(X,Y, W, Z)
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2. R(X,Y,Z,W) =R(Z,W,X,Y)

3. Es gilt die 1. Bianchi-Identitdt:

RIX,Y, Z,W)+R(Y, Z,X,W) +R(Z,X,Y,W) =0

4. Es gilt auch die 2. Bianchi-Identitdt:

(VxR)(Y,Z,UV)+ (VyR)(Z, X,U,V)+ (VZzR)(X,Y,U,V) =0
Beweis:

1. Die Schiefsymmetrie in der 1. und 2. Komponente ergibt sich aus der Def., da
RY(X,Y) schiefsymmetrisch ist.
R(X,)Y,Z,W)=-R(X,YYW,Z2) = R(X,Y,Z,Z)=0 VZ
(da b(z,w) + b(w,z) = 2(b(z + w,z + w) — b(z —w,z — w))
R(X,Y,Z,2) = g(VxVyZ-VyVxZ-Vixy % Z)
Ve X(g(Vy 2,2)) — 9(Vy 2,V xZ) = Y(9(Vx 2, 2)) + g(Vx Z,Vy Z)
—[X.Y)(9(Z, 2)) + 9(Z,Vixv1Z)
= XY(9(2,2) - X(9(Z2,VyZ)-YX(9(Z,Z))
+Y(9(2,Vx2)) - [X,Y](9(Z,2)) + 9(Z,Vix v Z)
= —9(VxZ,VyZ)—g(Z,VxVyZ)
+9(VyZ,NxZ)+9(Z,VyVxZ) = g(Z,Vxy1Z)
= -R(X,Y,Z, 2) ~1).
2. R(X,)Y,Z,W) = R(Z,W,X,Y) VX,Y,Z, W € X(M): Benutzen Schiefsymme-
trie und 1. Bianchi-Identitat
R(X,Y,Z,W)+R(Y, Z,X,W) = R(Z, X,Y,W)
R(Y,Z,W,X) +R(Z,W,Y,X) = R(W,Y, Z, X)
R(ZW,X,Y)+R(W,X,Z,Y) +R(X,Z,W,Y) =
RW. XY, Z)+R(X,Y,W,Z) + R(Y, W, X, Z)

Summiert man diese Gleichungen, dann folgt
2AR(X, Z,W,Y) + RW,Y, Z,X)) =0 = R(X,Z,W,Y) = R(W,Y, X, Z)
3. 1. Bianchi-Identitdt:
RY(X,Y)Z+RY(Y,Z2)X =RV (Z,X)Y =
= VxVyZ —VyVxZ —Vxy)|Z +VyVzX =VzVy X —Vy 71X
+VzVxY = VxVzY - VizxY
= Vx([Y.Z]) = Vyz21 X +V = Y[Z, X] - V|z x]Y

+Vz([X,Y]) = Vix v Z
=  [X,V.Z]]+[Y.[Z X]|+ [Z [X,Y]]

(Jacobi-Identitét fiir den Kommutator von VF ~ Satz 2.11, Kapitel 2).
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4. 2. Bianchi-Identitit: UA. (direkte Rechnung)

O

Sei nun (M", g) eine semi-Riem. MF, © € M und v,w € T, M linear unabhéngig, dann
definieren wir

Qm(vaw> = ga:(vﬁv)gw(w7w) _gz<v7w)2

e ( 9o (0,0) go (v, w) ) .

gz (w,v) gu(w,w)
Offensichtlich gilt

1. Sei v = (v1,v2),w = (w1,ws) eine Basis eines 2-dim UR £ C T,M und M =
{M}, ,, dann ist
(%) Qu(v1,v2) = Det(M)*Qy (w1, w2)
(Trafo-Formel fiir BLF)

2. E C T, M ist bez. g, nichtausgearteter 2-dim UR <= Q. (vi,v2) # 0 V Basen
(121, 1}2) von E.

Definition. (M", g) semi-Riemannsche MF, R € X*:)(M) Kriimmungstensor von (M, g)
x € M und E C T, M nichtausgearteter 2-dim UR.

RI(U7 w7 w? U)

Qx(v,w)

wobei E = span(v,w) heifit Schnittkriimmung von (M.q) in © € M in Richtung E C
T,.M.

KE(x) =

Bemerkung:

1. Kg(z) ist korrekt definiert (d.h. unabhingig von Wahl der Basis (v, w) von E)
Dies folgt aus (*) und da R in (1,2) und (3,4) schiefsymmetrisch ist, d.h. Zahler
und Nenner transformieren sich mit det(M?).

2. Ist (e1,e2) ONB von (F, g,) und g,(e;, e;) = d;;¢; = £1, dann ist
Kp(x) =€ -€-Ra(er, e, e2,€1)

Satz 3.17. Sei (M", g) eine semi-Riem. Mannigfaltigkeit.
Der Kriimmungstensor R von (M™, g) ist durch die Schnittkriimmungen Kg(x) mit x €
M und E C T, M 2-dim. nichtausgeartet, eindeutig bestimmt.

Beweis: Wir fithren folgende Bezeichnung ein: Sei V reeller VR mit dim V' > 2, dann
sei

S? (A*V*) = {Be T®OV | B schiefsymmetrisch in (1,2) und (3,4),
und  B(v,w,z,y) = B(z,y,v,w)}
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Sei (,) nichtausgeartete BLF auf V. Da R ein (4,0)-Tensorfeld ist, das die 1. Bianchi-
Identitét erfiillt und R, € S?(A%*TM) Vx € M, geniigt es, folgendes zu zeigen:

Seien R, R € S2(A2V*) (4,0)-Tensoren, die die 1. Bianchi-Identitét erfiillen und gelte

R(l'vyvyax) 2 R(l'vyay»x)

Ke = Q(z,y) =Kp = Q(z,y)

fiir alle nichtausgearteten UR E = span(z,y) C V. Dann ist R = R.

1. Nach Voraussetzung gilt R(X,Y.Y, X) = R(x, y,y,x), falls z,y linear unabhéingig
und E = span(z, y) nichtausgearteter UR.
R(z,y,y,2) = R(z,y,y,2) Vy,yeV:
Da R(z,y,-,-) schiefsymmetrisch, kann man 0BdA annehmen, dass x, y linear un-
abhingig sind (sonst 0 = 0). Sei F = span(z,y) 2-dim und ausgeartet. Wir zeigen:
es existiert Folge y,, € V,y, — v, so dass E,, = span(z,y,) 2-dim, nicht ausgear-
tet: E = span(z,y) ausgeartet = (,) ist definiert. Wahle ein v € V mit folgender
Eigenschaft:

(z,z) =0: veV sodass(z,v) #0
(z,x) <0: veV mitv,v) >0
(z,xz) >0: veV mit{v,v) <O0.

In allen 3 Fillen gilt dann Q(z,v) < 0. Sei y,, := y + +v, n € N, dann folgt

Q@,yn) = (2, 2)(Yn Yn) — (T, Yn)
= o) () + po0) + o))
2
- () + 2w
= Q)+ () ) — (@) e 0))
1 , 1

—ﬁ(x,v) + E(v,vﬂx,x)

- QWM+$Q@@+ZQ%@%@—@@@M)

w)=0 1 2
Q(z,y) ?Q(%U)_,_f.b;éo
n n

fir »n hinreichend grof. Damit ist span(z,y,) = E, nichtausgeartet falls u > v.
Und nach Voraussetzung folgt dann

R(2,Yn,Yn,T) = R(2,Yn, Yn, )

bzw. fur y, — y
R(z,y,y,7) = R(z,9,y, )

2' R('x’ y?y7 Z) = R(m’y7 y’ Z) vx7y7z e V:
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Mit 1. folgt
Rz +z,y,y,x+2) = Rlx+zy,y,x+2)
R(z,y,y, %) + R(z,y,y,2) = R(z,y,y,2)
= R(z,y,y,2)
= R(z,y.y.2) + R(z,y,y.2)
= R(z,y.y.2) + R(z,y,y,2) + R(z,9,9,2)

Da R, R € S*(A2V*) folgt dann aber
R(z,y,y,2) = R(z,y.y.2) Va,y,z

3. R=RF:
Mit 2. ist
R(z,y+w,y+w,2) = Rz,y+w,y+w,z)
und damit
R(z,y,y,2) + R(z,y,w,2) = R(z,w,w,z)+ R(z,w,y,2)
= R(x.y,y,z)
= R(z,y,w,2) + R(z,,v,2) + R(z,w,y, 2).

Jetzt setzen wir
f(z,y,w,2) == R(z,y,w,z) — R(z,y,w, z)
= R(w,x,y,2) — R(w,z,y,z)
= flw,z,y,2)
und erhalten weiter
[y, w,) = fw,2,y,) = fly,w,z,)

Damit ist f invariant gegen zyklische Vertauschungen der vorderen 3 Eintrage.
Aus der 1. Bianchi-Identitat folgt dann

3f(x7y’w7z) = f(x7y7w7z) +Jv(zJ7,LU7':1:72;) +f(w7l'7y,2) = O
und daraus ergibt sich
R(z,y,w,2) = R(x,y,w,z) Va,y,w,z€V.
O

Satz 3.18. Sei F': (M, g) — (M, j) eine Isometrie zwischen semi-Riem. MF, V,V Levi-
Civita-Zsh. von (M, g) bzw. (M, §) und R, R die Kriimmungstensoren, dann gilt:

1. Vapx)dF(Y) =dF (VxY) X,Y € X(M)
2. FFR=TR

3. Fiir die Schnittkriimmungen auf M bzw. M gilt: E C T, M nichtausgeartet 2-dim.
gilt
Kirp) (F(z)) = Kp(z).

Den Beweis iiberlassen wir als UA.
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3.5.2 Raume mit konstanter Schnittkriimmung

In der Riem. Geometrie spielen MF mit konstanter Schnittkriimmung eine besondere
Rolle.

Definition. Eine semi-Riem. MF (M", g) heifit MF konstanter Schnittkrimmung K, €
R <~

KE(I) =Ky VYeeM
VE C T, M nichtausgeartet, dim E = 2.

Satz 3.19. Sei (M™, g) eine semi-Riemannsche MF, dann gilt

(M, g) hat konst. Schnittkriimmung K, <= R(X,Y,Z,W) = Ky (9 (X,W)g(Y,Z) — g(X, Z)g(Y,W))

Beweis: (<) : Sei E C T, M nichtausgeartet mit dim £ = 2 und (e;, e2) ONB von E mit
g(e;,e;) = ¢, = £1, dann gilt

Kgp(r) = eaeaRq(e e e2,e1)
Y ey K (9(e1,e1)g(ea, e2) — gler, e2)?)
= K,
(=) :Sei kp(z) = Ky Vo € M, E? C T,M nichtausgeartet. Wir betrachten den (4,0)-
Tensor

R(X,Y, Z,W) = (Kog(X,W)g(Y, Z) — g(X, Z) — g(Y, W))

Dann ist R, € S2(A\2T*M) Va € M und erfiillt die 1. Bianchi-Identitit (nachrechnen).
Fiir die zu R gehérende Schnittkriimmung gilt

Kg(x) = 6162R(€1,62,62,€1) (e1,e2) ONBin E
— K.

Der Beweis von Satz 3.17 liefert dann R = R.

Es folgen nun Beispiele fiir Mannigfaltigkeiten konstanter Schnittkriimmung.

Beispiel 65. DER R"” MIT EUKLIDISCHEM SKALARPRODUKT

Behauptung: (R™, (, )r~) hat konst. Schnittkriimmung K, = 0.
Beweis:

Nach Satz 3.19 ist R = 0 zu zeigen. Der Levi-Civita-Zsh. ist hier VxY =
X (Y) und fiir den Kritmmungsendomorphismus fogt dann

RY(X,Y)Z = VxVyZ —-VyVxZ—-Vxyv|Z
= X (Y (2)) -Y (X(2)) - [X,Y](2)
=0

Daraus ergibt sich dann R = 0 bzw. K, = 0.
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O
Beispiel 66. DIE SPHARE S MIT INDUZIERTER METRIK

Wir betrachten die Sphére S* c R"+2
St ={x € R"" | (z,2) = r?}

mit induzierter Riem. Metrik g.
Behauptung:(S", g) hat konstante Schnittkriimmung K, = 5.
Beweis: Fiir den Levi-Civita-Zsh. ergibt sich aus Satz 3.14:

VxY = projpg. X(V).

Da TxS" = {v e R"" | (v,z) =0} ist

M : S" — R"*!  Einheitsnormalenfeld von S

(E’—>l'$.
r

Sei Z € R"*!, dann folgt

Projp, gn,.Z = Z — (Z,u(x){n(z)
—_———
Normalenkomp. von Z
= VxY =X%)—(XY),n(n, X,Y €X(S").
Aus der Produktregel fur (,) ergibt sich

(X(Y),n) = X{V,n) =Y, X(n) )

——— ~——
dnyln dn(m):%X
1

= ——(¥, X)

.
Fir den LC-Zsh. auf S7 gilt also
Vixy = X(V) 4 (X, V) X, Y € (S))
und damit folgt
RY(X,Y)Z = VxVyZ —-VyVxZ—-VxyvZ
= X(VyZ2) = %(X, VyZ)n

Y (VxZ) - (Y, VxZ)n

[X.Y)(Z) ~ (VXY Zyn+ (Vv X, Zjn
= V. 2)X ()~ (X, 2)Y ()}

= SUV2X (X, 2)Y)
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Fir den Krimmungstensor ergibt sich dann:
1
T

Aus Satz 3.19 folgt nun K, = 5.

Beispiel 67. DER OBERE HALBRAUM MIT HYPERBOLISCHER METRIK

Betrachten den oberen Halbraum
H"={zeR" |z, >0}

mit hyperbolischer Metrik

und setzen

H = (Hna gr)'
Behauptung: Die RMF (H?, g,) hat konst. Schnittkriimmung — 2.
Beweis:

Wir berechnen zunichst die den Kriimmungstensor ganz allgemein in loka-
len Koordinaten bez. einer Karte:

Sei (¢, 9 = (x1,...,2,)) eine zul. Karte, {6j =0 } deren kanonische

T 0T =1

Basis und {g;; }die Koeffizientenmatrix der Metrik mit Inverser {¢*/}. Fiir
die Christoffelsymbole von (M, g) gilt

1 n
Iy = 3 > 9" (0ilg50) + 05(gie) — Delg5)) »
=1

fiir den Kriimmungsendomorphismus

RY(9;,0;)0r = Vo, — Vo,0r — Vo,V,0k — Vo,.0,0k
= 0i(Pj3)0p + T5T7,0,
—0;(T1)0p — THI,0,.

und fiir den Kriimmungstensor

R = Rijkgd{,b‘i (9 d,’Ej ® dxy, ® dx;, wobei
(%) Rijre = R(0:,0;4,0k,00) =
= (3i(Tf,) — 0 — j(T) + kargp —T0L5,) gre

(In allen Fillen gilt die Summenkonvention: Summiert tiber gleichen Indi-
zes.)

Nun leiten wir daraus die Formel fiir den Kriismmungstensor fiir H” ab:
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Fir H betrachten wir die Karte (H, p(z) = Id = (z1,...,x,)). Dann ist
0; = a%,» =e; und

2

r? y
{9 (2)} = :TQE bzw.  {g”(z)} = =2

Fur die Christoffelsymbole folgt

122
= 3,2 (Oilgir) + 0i(gir) — Oulgis)) = I} =0,

aulBer fiir die Indizes:

1
re = — 1<n
In
Fn _ 1 _Fz _F’i
nn — 7 T tin T *nit
T

Setzt man dies in (*) ein, so erhélt man:

r2

Rijie = e (03051 — Oir050)
1
=3 (922 (83, 00)grr (85, 0n) — grrr (83, O )gmn (85, 0r)) -

Aus Satz 3.19 folgt nun wieder Ky = —

r2

Information:

Fiir Modellriume mit Riemannscher Metrik gilt:5

e Sei (M™,g) zsh., vollstindige Riem. MF mit konst. Schnittkrimmung K, dann
ist (M", g) isometrisch zu einer der folgenden Riem. MF
Rn|p fir K() =0

1
S,:Lh" fur K0:7>0
r

1
H:Lh" fir K0=—7<0
T

wobei I' eine diskrete UG der Isometriegruppe von R"™, S” bzw. H ist, die eigent-

lich diskontinuierlich wirkt.

e Ist die universelle Riem. Uberlagerung von (M", g) gleich R™, S” bzw. H, dann
ist (M™, g) ist lokal isometrisch zu R™, S”* bzw. H.

Analoge Eigenschaften gelten auch im pseudo-Riem. Fall fiir Modellriume konstanter
Schnittkriimmung fiir Metriken vom Index k:5

1. Fir R™* = (R™, (,)n, = —da? — ... —da} +dai, + ...+ dz2) ist R = 0 und damit
auch
Ky =0.

5siehe Kapitel 4 Satz 4.9 und J.A. Wolf: Spaces of constant curvature
6siehe O’Neill: Semi-Riemannsche Geometrie, S. 110 ff
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2. Sei S}, = {o € R"* | (z,2),11% = 7°} mit der durch (,),11x induzierten
Metrik die ‘Pseudosphire vom Radius 7.

Si(r) hat Dimension n, Index k und konstante Schnittkriimmung

1
KO = ﬁ
(S2(r) ist diffeomorph zu R* x S"~F))
3. Sei H(r) := {x € R"VAL | (2 2),, 11 k11 = —r?} mit der durch (, ), 11 +1 indu-

zierten Metrik "Pseudohyperbolischer Raum".

H} (r) hat Dimension n, Index k und konstante Schnittkriimmung

1

Ko=——.
,,n2

(H?(r) ist diffeomorph S* x R"~F))

Es gilt allgemeiner: Ist (M™", g) zsh. geoditisch vollstindige” pseudo-Riem. MF vom
Index k (1 < k < n—1) mit konst. Schnittkrimmung K, so ist (M™F, g) isometrisch zu

Rn,k

T fur K() =0
o 1
SE)lr fir Ko =5 >0

= y 1
H]?(’I“)‘F fur Ky = _’]”'72 <0
wobei
ST’;(T) = univ. Uberlagerung von S}'(r) k=n—1
/I},f(r) = univ. Uberlagerung von H'(r) k=n—1

I’ diskrete UG der Isometriegruppe der Totalrdume, die eigentlich diskontinuierlich
wirkt.

Insbesondere gilt:

e Seien (M, g), (M ,g) semi-Riem. MF, vollstandig, gleiche Dimension und gleicher
Index.

Wenn (M, g) und (M, ) gleiche konst. Schnittkrimmung haben, so sind sie lokal
isometrisch.®

e R = 0 fiir vollst. zsh. semi-Riem. MF (M, g) <= (M, g) lokal isometrisch zu R"™*.

Definition. (M",g) semi-Riem. MF mit Kriimmungstensor R. Das (2,0)-Tensorfeld
Ric € X*° (M)
Ric(X,Y)(x) = Y &Ra(X (), 5,5, Y (x))
i=1
wobei (e1,...,e,) ONBin T, Me; = g.(e;,e;) = £1
= Try,(RY (-, X (2))Y (2))

“siehe Definition auf Seite 176
8siehe Folgerung von Satz 4.6 aus Kapitel 4
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heifst Ricci-Kriimmung von (M. g). Die Funktion R € C* (M)

n

R(x) = Z €i€jRa(ei,€5,€5,€;)

t,j=1

Z GJ.RZ.CI (ej, ej)

j=1

heifst Skalarkriimmung von (M. g)

Bemerkung:

e Beide Kriitmmungen sind korrekt def. (, dh. unabhéingig von Wahl der ONB)
e 'Ric’ ist ein symmetrisch (2,0)-Tensor

® R(x) =2} Kg,(z), dabei sei Kp,; die Schnittkrimmung auf
1<]

E;; = span (e;,e;) C T, M
Satz 3.20. Sei (M™, g) n-dim. semi-Riem. MF konst. Schnittkriimmung K, so gilt
Ric = (n—1)Ky-g

R =nn—-1) Ky

Beweis: Aus Satz 3.19 folgt

Ra(v,ei ei,w) = K, (g(v,w)g(er i) — g(v, e1)g(es, w))
= K (Gig('U, w) - g(U, ei)g(eivw))

n
= Ric, (v,w) = ZeiRi(v,ei,ei,w)
j=1

= K, | n-glv,w)—g(v, Z eigleq, w)e;)

w

= Ko(n—1)g(v,w).
R(z) = > =n(n —1)K.

KEU' (I)
¢<jT
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3.5.3 Einstein-Mannigfaltigkeiten

Definition. Eine semi-Riemannsche MF (M, g) heifit Einstein-MF: <> es existiert Funk-
tion f € C*°(M) so dass Ric = f - g.

Beispiele:

e Jede MF konst. Schnittkriimmung ist Einstein (Satz 3.20)

o Jede 2-dim MF ist Einstein:

TIM = span(el,eg) 61,€QONB

2

Ricx(ei, ej) = Z fkRz(eiv €k, €k, ej)
k=1

0 i £ ] (schiefraum)

62R$(€17627€2361) Z:.] =1
1Rz (e2,e1,e1,€2) @ =7 —2
K(z) ¢ i=j=1

= {K(Jc)~62 i=j=2

0 i

wobei K (z) = K,y (x) Schnittkrimmung von m?. Und damit ist Ric = K - g.

Wir wollen nun einige Eigenschaften von Einstein-Rdumen behandeln. Zunéchst je-
doch eine Definition:

Definition. Sei (M",g) eine semi-Riem. mit LC-Zsh. V und (ey,...,e,) € T, M eine
ONB.

e Fiirein (r,0)- Tensorfeld B € X% (M) bezeichne 6B € X("~10) (M) das Tensorfeld

n

0B(X1,.... X,1) == e1(Ve,B) (e5, X1,..., X, 1)
i=1

0B heifit Divergenz von B.

e Seien B und S aus X"*) (M). Wir definieren (B, S), € C (M) durch

(B,S), (x) == Z €y ---€,B(€y,....€.) S(€,...,€,).

i1, ip=1

(B, S)g heifit Skalarprodukt von B und S bzw. Biindelmetrik auf T% M.

e Sei B € X" (M). Dann heifit

k. Stelle 1. Stelle )
)

TrgB(M)::ZerB(..., €i .-y €4
i=1

die Spur von B in der (k,l)- Komponente.
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Bemergungen

1. 69 =0, Tryg = nund TryRic = R.

2. Ist B symmetrisch (schiefsymmetrisch) so auch /B

3. Ist B € X(>9 (M), dann gilt (g, B), = Tr,B.

4. Ist X € X (M) ein Vektorfeld, dann ist div (X) € C* (M) mit

div (X) = Z €9 (Ve, X, ;)
i=1

die Divergenz von X.
Ist weiterhin wx die zu X duale 1-Form, d.h. es gilt

wx (YV)=g(X,Y) VY eX(M)
so folgt

’&ux = —div (X)‘

(denn

- _Ze’i (9(€i,X) —g(Ve,€5, X)) €

= Y (e Y, X)
- dwx) )
5. Sei f € C* (M) und Hess f € S*9 (M) die Hessische Form von f:
Hess [ := (Vx (df)) (Y) := XY (f) = df (VxY)

dann wird durch

’Trg (Hess f) = —ddf = div (grad f)0 =: —Agf‘

der Laplace-Operator von f definiert.

Eine Methode um Tensorrechnung zu vereinfachen: x-synchrone Vektorfel-
der

Sei z € M fixiert. Dann existiert eine Umgebung U (z) mit den folgenden Eigenschaf-
ten:
Zu jedem y € U (z) existiert? eine eindeutig bestimmte Kurve

Yoy 1 [0,1] — U (x)

mit v,y (0) = 2, Y2y (1) = y und % = 0. Dabei heifit U () Normalenumgebung von z

und v, radiale Geodte.

9Beweis im néchsten Abschnitt
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Dann kann man jedem Tangentialvektor v € T, M durch Parallelverschiebung von v
entlang v,, zu einem Vektorfeld V' auf U (x) fortsetzen:

V(y) =Py (v)e€T,M.

Yzy

Ein solches VF V € X (M) heifit synchron bzgl. = und erfiillt

VVi(z)=0

d.h. im Punkt z gilt (VyV) (z) =0 fir alle Y € X (M).

Insbesondere erfiillen alle z-synchronen Vektorfelder V, W die Eigenschaften

1. VV(2)=VW (z) =0
2. [V,W](z)=0

3. (divV)(x) =0= (divW) ()

Wenn man die Gleichheit von Tensoren tiberpriifen will, so geht man wiefolgt vor:
zz. (By), = (B2), Va

Dazu wéihlen wir uns vy, ..., v, aus T, M und setzen diese z- synchron zu V1, ...,V fort,
und zeigen

(By) (v1,...,v,) = B (Wi,...,V,) ()
= Bg(Vl,,VT)(x)
= (Bg) (’Ul,. . .,’U»,n)

und verwenden dabei die Eigenschaften 1.-3.

Satz 3.21. Fiir den Ricci-Tenso einer semi-Riem. MF. (M, g) gilt:

. 1
O0Ric = —§dR

Dabei ist R die Skalarkriimmung.

Beweis: Seixz € M,v e T, M, (e1,...,e,) eine ONB von (T, M,g,) und V, (E1,...,E,)
z-synchrone Fortsetzungen von v und (eq, ..., e,).

Aus der 2. Bianchi-Identitét fiir R folgt dann
0 = (VVR) (Eiv Ej7 Eja El) + (VElR) (Eja ‘/7 Eja El) + (VE7 R) (Va Ei, Eja El)
auf U (z). Und im Punkt 2 gilt nun speziell wegen der x-Synchronitét

0=v(R(E;, Ej, Ej, Ei)) + e (R(E;, V, Ej, E)) + ¢; (R(V, Ei, Ej, Ej))
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n
Jetzt summieren wir dies tiber ) ¢;¢; und erhalten in z:
ij=1

0= v(R) - 23" e, (Rie (V. E))
=1

und daraus folgt

n

2 € (Ve,Ric), (v,e;) = dR, (v)

i=1

—(dRic), (v)

und damit auch die Behauptung.

Satz 3.22. Es gilt:

1. Ist (M™, g) ein Einstein-Raum, so gilt Ric = % .

g.

2. Sei (M",g) ein zsh. Einstein-Raum der Dimension n > 3. Dann ist die Skalar-
kriimmung konstant.

Beweis:

1. Sei Ric = f - g und seien (ey,...,e,) eine ONB in 7, M, dann folgt

n

R(z) = ZeiRicf(ei,ei) = f(a:)Zeig(ei,ei)

=1 i

= n- f(x).

€

2. Sei Ric = f - g, dann gilt
dRic = 46(f-g9) = _Z€ivei (f-9) (e, )
i=1
= —Zeiei (f)-g(ei, )+ [ (Veg) (e )

~——
=0

n
= —g| > ae(fe
1=1

grad f

S T
n

Satz 3.21 1
2% __4R
2

2—n
i (327) =0

und fiir n > 3 die Aussage bewiesen.

Damit ist also
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Man erhalt also folgende Inklusionen:
MF. konst. c Einstein- 7%3 MF. konst.
Schnittkrimmung Réaume Skalarkrimmung

Beispiele fiir Einstein-Riume!?

e R3!mit Schwartzschild-Metrik

e Sei G eine Halbeinfache Lie-Gruppe, mit der durch die Killingform erzeugten
Metrik g, dann ist (G, g) ein Einstein-Raum.

e CP"mit der 'Fubini-Studi-Metrik’

3.5.4 Mathematische Modelle der Allgemeinen Relativitiatstheo-
rie (ART):

Die Idee dieser Theorie ist die Beschreibung der Gravitation durch eine Kriimmungen
des Raumes. Bevor wir uns jedoch genauer mit diesem Thema beschiftigen, miissen
wir nch etwas auf den Sogenannten Lagrange-Formalismus eingehen.

Der Lagrange-Formalismus in der Klassischen Mechanik

Der Lagrange-Formalismus dient i.A. zur Beschreibung eines physikalischen Syste-
mes. Ahnlich wie in der Newton-Mechanik, bei der die Bewegung eines Teichens g
beschrieben wird durch dessen Bewegungsgleichung

gibt es bei Lagrange Bewegungsgleichungen, deren Losung die Bewegung eines Teil-
chens darstellen, dass sich in diesem System mit gewissen Anfangsbedingungen be-

wegt.

Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Lagrangefunktion ist eine glatte
Abbildung

L:TM — R.

Das Paar (T M, L) heiffit Lagrange-System mit Konfigurationsraum M und Phasenraum
TM.

Das Integral _
S () ::/L("y(t)) dt mity :ICR— M
¥

nennt man Wirkung.

Wie die Lagrangefunktion im speziellen aussieht, hdngt vom System ab.

10 _~ A.Besse: Einstein-manifolds, Springer 87
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Beispiel 68. NATURLICHE SYSTEME

Angenommen eine Punktmasse ¢ bewegt sich im "leeren’ Raum (R?, (,)) in
dem keine duBleren Krifte wirken, dann hat die Lagrange-Funktion die Ge-
stalt

La®),d0)= Sl . (32)
——

kinetische Energie
Fugt man dem System jedoch einen massiven Korper hinzu, so wirkt zusétz-
lich auf ¢ ein Gravitationspotential U. Fiir das Lagrange-Funktional ergibt
sich dann )
L@@@@Fﬁgw@w - Ule®) . (3.3)
—_—— v

potentielle Energie
kinetische Energie

Definition. Sei (M, g) eine semi-Riem. Mannigfaltigkeit. Ein Lagrange-System
(T M, L) heifit natiirliches System, falls die Lagrangefunktion die Gestalt

L(g,4)=T(q,9) — U (q)
hat. Dabei ist U € C> (M) und heifst Potential. T hat die Form

T (0,4) = 590 (6:0)

Tatséchlich lassen sich sehr viele klassische Bespiele in solch eine Form
bringen.

Wir kommen nun zu den Bewegungen in einem Lagrange-System.
Definition. Sei v : [a,0] C R — M eine glatte Kurve. Unter einer Variation von ~y
verstehen wir eine glatte Abbildung
T [a,b] x (-1,1) — M
(t,€) — T'(t,€) = 7e (1)
mit T (t.0) =~ (t), I'(a,e) =y (a) und T’ (b,e) = v (b) fiir alle e € (—1,1).

Definition. Sei (T M, L) ein Lagrange-System. Eine Bewegung in (T M, L) ist eine Kur-
vevy: I CR— M, fiir die die Wirkung

sw:/L(w dt

stationdr wird, d.h.
d

%S (Ye) le=0 =0

fiir alle Variationen ~. von +.

Bemerkung
e Sei (T'M, L) ein natiirliches Lagrange-System mit Funktional

L(4,4) = 590 )

so folgt fiir dessen Wirkung S offensichtlich

S = [ 5o i) de =3 [yt =510,

v
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Es gilt nun folgende Aussage:

Satz 3.23. Sei (T'M, L) ein Lagrange-System. Eine Kurve v : I C R — M" ist genau
dann eine Bewegung, wenn ~ fiir alle Karten die Euler-Lagrange-Gleichungen

(oL _ ok
dt\ 04| 0Oq

L(g.d) =L (de;" (@) = ((¢71)" L) (0:4)
fiir eine Karte (U, = (q1,---,qn))-

erfiillt. Dabei ist

Diese Gleichungen werden deshalb auch Bewegungsgleichungen des Systems genannt.

Fiir den Beweis dieses Satzes sei auf M. Schottenloher ‘Geometrie und Symmetrie in
der Physik’, Vierweg 95, S. 119, verwiesen.

Die Einstein-Gleichung der ART

Dazu betrachten wir die Bahn eines Teilchens in einem Gravitationsfeld.

Die Bahn eines Trabanten.

Bewegt er sich nicht auch auf eir
scheinbaren Oberflache?

Die Idee ist nun, die Ablenkung als eine Kriimmung des Raumes zu betrachten und
eine Metrik ¢g zu finden, fiir die sich das Teilchen auf einer Geodite bewegt. Diese
Metrik erhilt man aus der Einstein-Gleichung, die nun im weiteren Verlauf erldutert
werden soll.

Sei (M*!, g) eine 4-dim Lorentz-MF.

Wir betrachten nun den Einsteinscher Gravitationstensor

. R
G—Rlc—ig

und einen sogennanten Energie-Impuls-Tensor

T e x29(M) symmtrisch und 67 =0

Letzterer beschreibt die Energie-Verteilung der Materie in der speziellen physikali-
schen Situation.
Dann lautet Einstein-Gleichung der ART

GzRic—gg:T

Eine Losung dieser Partielle Differentialgleichung in g liefert uns nun eine Metrik, in
der sich die Teilchen auf Geod4ten bewegen.
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Die Einstein-Geleichungen im Vakuum als Variationsproblem

Im Vakuum ist keine Materie vorhanden, d.h. T = 0 und damit haben wir fiir die
Einstein-Gleichungen

G:Ric—ggzo. (+)

Wir wollen nun ein Lagrangefunktional £ finden, dessen kritische Punkte, und damit
meinen wir die stationdren Punkte der Wirkung von £ gerade die Losungen von (x)
sind.

Dazu sei erwdhnt, das es sich hierbei nicht um ein klassisches Lagrangefunktional
aus dem vorletzten Abschnitt handelt, da (x) eine Gleichung fiir eine Metrik ist. Das
Funktional £ mufl dadurch auf den symmetrischen (2,0)- Tensorfeldern mit Signatur
(p, q) der definiert sein. Solche Langrangefunktionale, die auf Feldern diefiniert sind,
bezeichnet man auch als Lagrangedichten.

Sei

My o (M) = {g | g Metrik der Sign. (p, q) und/Rg dM, < oo} ,
M

dann setzen wir als Lagrangedichte £
LMy, (M) — C*(M)
g — Ry
die Wirkung ergibt sich daraus als
S Mp,(M) — R

g — /L(g) dMngRngg
M M

Dieses Funktional heif3t Einstein-Hilbert-Funktional.

Fir die Variation betrachten wir nun ein g € M, , (M) und ein h € Sé2’0) (M), dies sind
die symmetrischen (2, 0)-Tensorfelder mit kompaktem Triger. Dann ist

g+the My, (M) fur ¢ <e.

g € My, 4 (M) heiflt nun kritischer ( o. stationérer) Punkt von S, falls

d
Z(S(grth)lio=0  Vhesg” ().
Satz 3.24. Eine Metrik g auf M. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. gist kritischer Punkt des Einstein-Hilbert-Funktionals.
2. Ric,— iR, =0,

3. Ric=0

Zum Beweis benutzen wir folgende Variationsformeln fiir die Kriimmungstensoren:
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Lemma 3.2. Sei g eine Metrik, h € S(()Q’O) (M), dann gelten die folgenden Variationsfor-
meln

1. Fiir die Volumenform:

dM = % (dMgyin) lt=0 = % (9,h), dM,
= JTry () M,
2. Fiir den Levi-Civita-Zsh: )
V= () g

ist ein (2,1)- Tensorfeld und
0 (V(X,Y),2) = S (V4h) (V. 2) + (V) (X, Z) — (V4h) (X, V)

3. Fir den (3,1)-Kriimmungstensor:
Sei R := % (Rvg“h) lt=0, dann ist

R(X,Y)Z = VY% (v) (Y, Z) — VY (X, Z)

4. Fiir den Ricci-Tensor:
. C. . d . .
Sei Ric := §; (chg+th)|t:0, dann ist

3

Ric (X,Y) = Zei [g (Vej (V) (X,Y) ,6,;) —g (VX (V) (ei,Y),ei)}

i=1

5. Fiir die Skalarkrimmung:

. d .
R= at (Rgten) li=o = Dg(trg (h)) +d4 (64h) — (Ric, h)g
Beweis:
1. Nach Definition ist dM, = +/|det (g (a;,a;))|[o* A ... A o™ fiir eine Basis (a1, ..., a,)
und deren Dualbasis (o',...,0"). Sei nun (a1,...,a,) eine ONB fiir g mit Index
p. Dann ist
|det (g (as, a;))| = [(=17)] = 1
und damit
dM, =a' N...ANo"
und daraus folgt
dMy 1 = \/(—1)p det ((g +th) (ai,a;))o* A...Ac"”
= /(-1 det (A+1B)s" A... Ao
wobei
-1
0
—1
A= 1 undB:(h(a,-,aj)).
0
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Behauptung:
% ((_1);0 det (A +tB)) |t:0 =detA-Tr (AilB)

Es gilt det (e*X) = e”"X, dies rechnent man mithilfe der Jordanform aus. Nun
entwickeln wir dies fiir s:

det (E+sX)=1+sTrX + O (s?)
und daraus folgt nun
det (A+sB) = det (A7') (E+sA™'B)
= det (A7) (1+s-Tr(A™'B) + 0 (s%))
und das heifit dass
% (det (A+sB)) =det (A™") - Tr (A™'B).

Mit dieser Tatsache ergibt sich nun

d 11 _ n
%(dMg+th) |t:0 = iﬁ(_l)pdet(A)TT (A 1B)'O'1/\.../\O'
-1
0
1 -1 1 "
= §~T7" ) o(h(ai,a5)) | -0"AN...NC
0
1
1 n
= g-Zejh(ai,aj) dMg
i=1
1 1
= aTrghdMg=§<g,h>g dMg

2. Hier benutzen wir die Kozulformel fiir den LC-Zsh. Aus

29+ th) (VE"Y, 2) = X ((g+th) (Y, 2)) + Y ((g+th) (X, 2))
—Z ((g+th) (X,Y)) + (¢ +th) (X,Y], Z)
+(g+th)([Z,X],Y)+ (g+th) ([Z,Y], X)

mit |, folgt

2.4 (V (X,Y) ,Z) +2h (VLY. Z) = X (h(Y,2)+Y (h(X.Z)) — Z (h(X,Y))
Yh([X,Y].Z)+h([Z,X],Y) +h(ZY],X)
= (Vxh) (Y. Z) + (Vyh) (X, Z) — (Vzh) (X,Y)
Fh(VxY,Z) + h(Y,VxZ) +h(VyX,Z)
Fh(X,VyZ) —h(VzX,Y) - h(X,VzY)
Yh(VxY,Z) — h(VyX,Z) +h(VzX,Y)
h(VxZ,Y)+h(V3Y,X) — h(VyZ X)

h
h
h
h

und daraus ergibt sich dann

(Vxh) (Y, 2) + (Vyh) (X, Z) = (Vzh) (Z,Y))

N =

g(v()m/),z):
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3. Hierbei sei nochmals auf die Definition der Kovarianten Ableitung fiir Tensorfel-
der verwiesen. Mit der Produktregel folgt dann

RX,Y)Z = V(X,VyZ)+ Vx (v v, Z)) VYV (Y,VxZ)
~Vy (V(X,2)) -V (1X,],2)
Rl gy (v) (Y, Z) — Vy (v) (X, 2)
4. Da die Spur einer lin. Abbildung und die Ableitung nach ¢ vertaschbar sind, folgt
Rie (X,Y) = 2 (Rieyyun (X,Y)) =g
= Tr (Z — R(X,Y)Z)

und daraus ergibt sich

n

Ric (X,Y) = Zei (g (Vei (V) (X, Y),ei) —g (VX (V) (es,Y) ,ei))

i=1

5. Es gilt
Ryun =Y eiRicgn (a; (), ai (1)
i=1

wobei a; (t) eine ONB von g + th ist. Sei a; (0) = a; und a; = a, (0), dann ist

. d
R = T (Rg+th) =0

Z (GZRIC (ai, ai) + 2EiRng (al, az))

i

= TrgRic+2» eRicy (aia) (%)

Behauptung:
2 " eiRic, (@i, a;) = — (Ricy, b)),

Aus (g +th) (a; (t) ,a; (t)) :7,61‘61‘]‘ folgt

h(ai,a;) + g (@i, a;) + g (ai, a;) =0
und mit Basisdarstellung ergibt sich

ai = Y g(di, ax) erax
k

=Y —h(a;, ax) exar — g (ai, ax) exax
k

Insgesamt erhalten wir dann

n

> eiRicy (ai,a:) = = €en (h(as, ax) Ricy (ax, a;) + g (ai, ax) Ricy (ax, a;))
ki

i=1

= — <h,Rng>g — ZekRiC (ak, dk)
k

2 €Ricy (@5,a;) = — (b, Ricy),
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Wenden wir dies auf (x) an, dann bleibt die
Behauptung:
Tr,Ric = A, (Tr h) + 8,6, (h)

Esist

T?"gR'iC = ZQRIC (67;,6]‘)

= Zeiej (g (Vej (V) (es i), ej) -9 (Vei (V) (ej,€5) ,ei))
0,J
nun rechnen wir im Punkt © € M in einer z-synchronen ONB. Dann folgt

T’I"gR.iC z Zeiej (g (Ve]. (V) (ei,ei),ej) —g (Vei (V) (e5,€5) 7ei))

=0 %:Eiﬁj (ej (g (V (ei,ez‘)’ej)) G (g (V (€5 1) ’ej>)>

1
5 Z eiej{ej (Veih (ei, ej) + Veih (ei, ej) — Vejh (ei, 61))
i,J
—€; (Vej h (61‘, €j) + Vejh (ej, Bj) - Vej h (Gj, 61))
= Y (e (Veh(ee)) — e (Ve e, e:))
————

(2]

<

(1%

—dh(e;)
= 6g<5gh - Z €,€5€5 (ej (]'L (ei, 61‘) —2h (Vej €, el)))
0,J
= Gg0gh+ Dg (Trgh) +2 eiejh (Ve, Ve, €5, €:)

0,J
Wir zeigen nun
2> eiejh (Ve, Ve, eirei) =0

4,J
Es gilt
vei Vej €; = Z €Lg (Vei vej €, ek) €k
k
= e les (9 (Teyenen)) ~0) e
k
= Zek <€j <€j (9 (eiaek))) -9 (eiavejek)) €k
k 0
= - Z exg (€i, Ve, Ve, k) €k
k
und daraus folgt
Y eeh (Ve Veeier) = D eeeng (€1, Ve, Vesex) - h(ex, ex)
ij ik

— Z exeih (Vejvejek., ek)
ik
=0

Insgesamt ergibt sich damit

R = 6404h + Ay (Trgh) — (Ricy, b)),
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Und das Lemma ist bewiesen.

Wir kommen nun zum Beweis von Satz 3.24.
Beweis: Fiir die Variation des Einstein-Hilbert-Funktionals gilt nun

d

% (Rg-‘rth ’ dMg—Hh) |t:0

GEGrto =

dt
M

/R~dMg+Rg-dM
M

m / (Ag (Trgh) + 8,0,h — (Ricy, h), + = (Rgg,h>) dM,

2
M
1 .
= /<2RggRlcg,h> dM,
M

+ / (Ag (Trgh) 4 0404h) dM,
M

der 2. Term verschwindet jedoch nach dem Satz von Stokes bzw. dem Divergenzsatz
fiir Vektorfelder mit kompaktem Trager auf Mannigfaltigkeiten ohne Rand. Aus

1

d .
0= P (S(g+th)) =0 = / <2Rgg - R1c97h> dM, Yhe 552,0) (M)
M g

folgt dann also

) 1
RIC*iRg'g:O

Bemerkung:

o Esgilt

d
T=0« 2 (S(g+th)l=o = / (T, hy, dMy =0 Vhe S (M)
M

Sei z € M, (e1,...,e,)eine ONB in T, M und angenommen T, (e;,e;) # 0. Wir
betrachten h mit h, = h, (e;,e;) o' o c/und
———

#0
T, (ei7 ej) hy (61‘, ej) > 0.
=:f(z)

Sei p € C*° (M) mit ¢ > 0,0 (x) =1 und suppp C {f > 0} dann ist

d
G+t o= [ (@ph), ity = [ ant, >0
M M
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Satz 3.25. Sei (M, g) eine orientierte semi-Riem. MF mit Vol (M, g) = 1. Sei
F:Mgpgy—R

das normierte Einstein-Hilbert-Funktional

1
F(g) = —H/Rngw
Vol (M,g) ™ ¢,

dann gilt

(M, g) ist Einstein-Raum < gist kritischer Punkt von F
Beweis:
Bemergung: Verhalten der Funktionale bei Umskalierung der Metrik
Sei g = A- g, dann ist

e Ric; = Ric,
o Ry = )Fle
o dM; = \idM,

Somit folgt also

S (\g) = /RAQ dMyy = X7 S (g)
M
bzw.

1 _n ,n=2 n-2
:—ﬁS(Ag):A 2 2 .)\2 .F(g):F(g).
Vol (M, \g)

Fur die Variationen ergibt sich damit

F(\g)

n—2 i
dt

a (F (g +th)) |i=0 = % (S (g +1th))li=o-Vol (M,g)+S (g9)-| — (Vol (M, g+ th)) |i=o
——

dt

Vol

wobei nach dem Lemma

und nach Satz 3.24

%(S(g+th)) im0 = /f <Ric %Rg -g,h> dM.

g

g

Insgesamt erhalten wir also

d . 1 n—2
a(F(g‘Fth)Ht:O = /<—Rlc+ iRg'g_ on Rg'gah> dM,
M g
. 1
= /<—Rlc+Rg-g,h> dM,
n
M g
=0 Vh
= Ric = E~g.
n

Und somit ist (M, g) ein Einstein-Raum.
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3.6 Geodatische Linien auf semi-Riemannschen Man-
nigfaltigkeiten

Ziel: Verallgemeinerung der Geraden im R" = kiirzeste Verbindung zwischen 2 Punk-
ten in (R™, (, )gn).

Definition. Sei (M™,g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und V der Levi-Civita-
Zusammenhang. Sei weiterhin I C R sei ein Intervall.
Eine C*°-Kurve v : I — M heif3t geoddtische Linie auf (M™,g), falls
Vy
dt

0

auf I, (d.h. 7 ist ||-verschoben entlang ).

Eigenschaften von Geoditen:

1. Lokale Formel fiir geoddtische Linien ~

Aus der lokalen Formel fiir parallele Vektorfelder folgt: Sei (U, = (z1,...,2,))
zul. Karte um ~(¢) und p oy = (y1,...,7n), so folgt

50 = Y1) 5 (1(0)

und damit

n

&)+ Y uOOTEOE) =0 k=1,....n

i,j=1

wobei (I‘fj) die Christoffelsymbole von (M, g) beziiglich (U, ¢) sind.
Beispiel 69. GEODATEN IM FLACHEN RAUM
Sei (M, g) = (R, (, )g.), dann ist I'}; = 0. Damit gilt:
~v: 1 — R" geoditische < v, (1) =0 k=1,....,n<~(t)=at+b a,beR"
2. Sei v : I — M geoditische, dann ist
17 ()| = const.
Da die |-Verschiebung beziiglich Levi-Civita-Zusammenhang die Lingen erhilt!!.
3. Sei v : I — M eine nicht-konstante geodétische und 7 : J — I eine Parameter-

transformation. Dann gilt:

Die umparametrisierte Kurve 4 = yor : J — M ist eine geodatische < 7(t) = at+b
(d.h. 7 ist eine affine Parametertransformation).

Denn:
() =~(rt) - 7'(t)
Aus der Produktregel fiir kovariante Ableitung von VF folgt dann

vdj(t) B ZZ/(T@))'(Tl(f))Q+7’(T(t))~7”(t)

"

O ()7 (1)

Da « nicht konstant und +/||-verschoben ist, folgty'(7(t)) # 0 Vt € I'\Nullmenge.

llgiehe Satz 3.13 auf Seite 146
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Definition. Eine C>°-Kurve v : [ — M heifit Prigeoddte <> es existiert eine beliebige
Parametertransformation v : J — I derart, dass ¥ = vyo1 :J C R — M eine Geodite ist.

Satz 3.26. Sei (M, g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, x € M und v € T, M. Dann
existiert genau eine maximale Geoddtische vy, : I, C R — M mit

w(0) = z
7 (0) = v “Durchlaufgeschwindigkeit”

(maximal = maximaler Definitionsbereich)
Beweis:

1. Wir zeigen zuerst: es existiert eine Geodétische v : (—¢,6) C R — M mit 7(0) =
z,7'(0) = v.
Dazu wahlen wir Karte (U, ¢ = (z1,...,2,)) um z. Sei dann v = kaa%k(x), SO
betrachten wir das lineare DGS auf ¢ (U):

v O+ X %)) TE(v(#) =0

1,7=1
=1,...
(0) = Xy () Fe b
7k(0) = "
Dies ist gewohnliche DGLS 2. Ordnung mit AW =- es existiert lokal eine Losung

umit¢ =0
() =@ (), ... za(t) tE(—ee)

2. Maximalitdt und Eindeutigkeit: Standardschluss wie im R": Seien v, : [; C R —
M Geodétische mit ;(0) = x,~4'(0) = v,I; N I, zusammenhéngend, 0 € I} N I,
= 1 = v auf I} N I denn: Sei

A={te LNl n(t)=r(t),7) =)}

dann ist A # ¢ da 0 € A. Dariiberhinaus ist A abgeschlossen, da ~;,; stetig und
T»-Raume, und offen nach lokalem Existenzsatz fiir ¢ty € A. Da I; N I, zusammen-
hiangend ist, folgt A =1, N Is.

Wir betrachten alle Losungen v : (a,,b,) — M, a = inf, a,, b = sup,, b,. Dann gilt:

Yo :(a,b) =1, CR—-M

ist eindeutige maximale Losung: v, (t) := v(t) falls t € (a, by).

Folgerung:
Sei v, : I, C R — M die maximale Geodédte mit Anfangspunkt v, (0) = z und Anfangs-
richtung +/ (0) = v. Dann gilt:

tsel, = s € I,

und
Yo (8) = Yo(ts).
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Insbesondere ist mit 1 € I, auch 1 € I,,V0 < t < 1.

Beweis: Sei §(7) := v,(t-7) fur 0 < 7 < s, ¢ fix. Dann gilt: § ist Geodéte, da affine
Parametertransformation

50) =70 =z , §0)=t-v
Nach Definition ist dann §(7) = 74, (7) und damit
5(s) ™ 4y (ts) = Yeo(s) = s € Iy, dats € I,.
Far s =1folgtdannt¢-1 € [, V0 <t < 1 und demnach
1e,V0<t<l1.

O

Satz 3.27. Sei f : (M,g) — (M, §) eine Isometrie zwischen semi-Riemannschen Man-
nigfaltigkeiten. Dann gilt:

v : I — M ist eine Geoddtische in (M, g) < foy:I — M ist eine Geodiitische in (M, g)

Beweis: Eine Geodatische v ist stiickweise entweder regulér (7/(¢) # 0) oder konstant,
da ||7/(t)|| = const. und 4’ ||-verschoben. Fir einen Diffeomorphismus f gilt dann
~vkonstant < f o~ konstant und

~vyreguliar < f o~vyregular.

Sei nun ~ regulir und t, € I, dann existiert I = (to — ¢,y + ¢) und ein VF X;, € X(M)
mit X, (y(t)) = 7/ (t)Vt € I. Betrachten das VF df (X;,) € X(M), ( dies existiert, da f ein
Diffeomorphismus ist):

df (X)) (f10) < dfy (X (1))
= dfy (V) = (f7)(t) Vtel

D.h. df(X,,) setzt (f~) um (fv) (to) fort. Und damit folgt

V((CZY))(L‘) = @(f'y)’(t)df(Xto)
= ) (Vyi Xe)
SN g () viel

Da df., ;) eine Isometrie ist, folgt (f+')(t) || < +/(t) [Vt € I. Datg € I beliebig ist, gilt die
Behauptung vt € I.

O

Satz 3.28. Sei M"™ C R" eine Mannigfaltigkeit mit induzierter Riemannscher Metrik
und bezeichne
N M = (T,M)™*

den Normalenraum in x € M. Dann gilt: v : I — M™" ist eine Geoddtische

54 ’}/N (t) S N,y(t)M



KAPITEL 3. GRUNDBEGRIFFE DER (SEMI-)RIEMANNSCHEN GEOMETRIE 176

Beweis: Dies folgt aus Satz 3.10: Sei Z € X,(M), dann ist Z(t) ist parallelverschoben
entlang v < Z'(t) € Ny M. Es gilt also

7vist Geoditische <= ' (¢) || entlangy <= ~" (t) € NyyM

Definition. Eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) heifst
geoddtisch vollstindig (kurz: vollstindig) < Jede maximale Geoddtische v : I — M ist

auf ganz R definiert.
Beispiel 70. VOLLSTANDIGKEIT IM FLACHEN RAUM

1. (R™*, g;) ist geoditisch vollstandig.
maximale Geodétische: y(t) =at+b t€R

2. (R™*\{0}, gx) nicht geoditisch vollstindig.

v(t) = te; ist nur definiert auf (—oo,0) und (0, c0).
Beispiel 71. GEODATISCHE LINIEN AUF S” C R**! MIT IND. METRIK

Wir betrachten einen Grof3kreis auf S™:
E? c R"*! wobei dim E = 2

und setzen
I:=FE?>NS™ ’GroBkreis’

Sei E = span(vy, vo) mit ON-Vektoren (v1,v2) aus R"*1. Wir parametrisieren
I" mittels Bogenldnge.

~(t) := costvy +sintvs , tE€R
=I'=Im , |Y®)=1
~(t) ist eine Geoditische auf S™, denn

v(t) = —sinv; + cos vy

v (t) = cosvy —sintvg = —y(t)
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Da Nw(t)Sn = R’y(t), ist
v (t) € N—Y(t)Sn
Da durch jeden Punkt z € S™ und in jeder Richtung genau ein Grofikreis

geht, sind das alle Geodatischen Linien. Insbesondere gilt: Die Sphére S™
ist eine vollstéandige Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Beispiel 72. DIE GEODTISCHEN LINIEN DER POINCARE-HALBEBENE

Sei

H* = {(z,y) e R*| y > 0}
1
g+ = ?(dx2—|—dy2)

die Poincare-Halbebenel2.

Behauptung: Die senkrechten Geraden und alle Halbkreise mit MP auf der
reellen Achse sind (bei geeigneter Parametrisierung) alle Geodétischen von
(H*, gg+). Insbesondere ist (HT.gy+ ) vollstindig.

U1

€1
V2

T2

Beweis: Da durch jeden Punkt x € H* und in jede Richtung v ¢ T, H+
genau ein Halbkreis oder eine senkrechte Gerade steht, g.z.z. man kann
diese Mengen durch Geoditische Linien parametrisieren.

Parametrisierung des Halbkreises (MP (3,0), Raduis «):

(%) ~(t) = (atan h(t) + S, S

cos h(t)) teR

Parametrisierung der Geraden:

() ()= (B.€") teR
Wir berechnen nun die Christoffel-Symbole von (H ™, g5+ ) in Karte ¢(z,y) =
(2,y):
F%l = F%2 = F%l =0
2 1 1 1 2 1
Iy =T =Tp=—, IThi=-
Yy
Demnach sind die Geodatengleichungen: v(t) = (y1(t), 12(t)) Geodéte <

' 0) = OO + i =0

Diese Gleichungen sind fiir die Kurven (%) und () erfillt.

12Giehe hierzu auch Bsp.58 zur Mébiustransformation



KAPITEL 3. GRUNDBEGRIFFE DER (SEMI-)RIEMANNSCHEN GEOMETRIE 178
O

Bemerkung zu den Modellen der nicht-Euklidischen Geometrie

Euklidische Geoemtrie wird durch Axiomsysteme beschrieben.

Grundbegriffe:

e Punkt
e Gerade

e + Axiome der “synthetischen Geometrie”

Sreitpunkt: Parallelenaxiom:

L Gerade, x Punkt, © ¢ L. Es existiert genau eine Gerade druch z, die L nicht schneidet,
“parallele” Gerade.

Kann man dies aus den Axiomen der synthetischen Geometrie folgern oder muss man
es zusétzlich fordern?

= Entwicklung der nicht-Euklidischen Geoemtrie (Gauf}, Lobatschewski, Bolay ...)
= man muss Parallelaxion zusétzlich fordern. Es existieren auch andere Geometrien,
wo es nicht gilt!

Modelle:

vollstdndige einfach-zusammenhingende Riemannsche Mannigfaltigkeit (M?,g) mit
konstanter Schnittkrimmung K = 0,1, —1

“Punkte” = Elemente z € M
“Geraden” = Geodétische Linien in (M?, g)

Dann sind alle Axiome der synthetischen Geometrie erfiillt, aber:

K=0: (R?%, (,)r2) Euklidische Geometrie

~

¢ L,Aundzec Lund LNL =¢
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K=1: S? mit ind. Metrik. Sphdirische Geometrie

Alle “Geraden” durch x schneiden L.

K=-1: (H™, g+ ) Hyperbolische Geometrie

//H\\L

Es existieren unendlich viele “Geraden” durch z, die L nicht schneiden.

Beispiel 73. GEODTISCHE LINIEN AUF ROTATIONSFLACHEN

Wir betrachten die Rotationsfliche'® mit induzierter Metrik:
M? = {f (u,v) = (71 (v) cosu, 71 (v) sinu, 72(v)) | v € (a,b) ,u € R}
mit einer Kurve
v=(n,72) : (a,b) CR — R?
mit den Eigenschaften v; (v) > 0 und 4 # 0.

Wegen (x) ist f : R x (a,b) — R? eine Immersion. Wihlt man ~(v) geeig-
net, (z.B. ohne Doppelpunkt), so ist M? = Imf C R? eine UMF und inverse
Kartenabbildungen auf M sind gegeben durch

f=¢ ' (u,v) € (uy — mug +m) x (vo,v1) — fu,v) € M

Fir die kanonische Basis dieser Karte gilt:

(% (f(u,v)) = g% (u,v) = (=1 sinu,y; cosu, 0)

und 9
(f(u,v)) = o (u,v) = (Y1(v) cosu, y1(v) sinu, J2(v)) .

9
) ov

13siehe hierzu Bsp. auf Seite 116
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Berechnet man die Christoffelsymbole, so erhélt man folgende Geodéten-
gleichungen:

0(t) = f(u(t),v(t))ist Geodatische

/ ’ / 17 / 17
& (u ro iy = 0) und (v — %u’z + % (W)Y =0] (%)
N 7+ () (12)” + (2)

wobei ;= 7/(v(t)).
Die Kurve 4(t) ist auf Bogenlidnge parametrisiert, falls

R W)+ (007 +(65)°) @) =1 (xx)

Die Punktmengen
{f(u;v0)| u € R}
heillen Breitenkreis von M und die

{f(uo,v)[ v € (a,0)}

heiflen Meridian von M.

Wir parametrisieren die Breitenkreise durch die Bogenlinge. d.h. durch
Kurven 6,(t) = f(u(t), vo). Mit (x x %) folgt dann

7 (wo) (u)* =1
Fir die Meridiane schlie3t man mit 6,,(t) = f(ug, v(t)) analog, dass hierfiir
(D% +(8)%) ) =1
Dann gilt:

1. Alle (auf BL parameter) Meridiane 0,,(t) = f(uo, v(t)) sind Geodétische
Linien.

2. ein (auf BL parameter) Breitenkreis 0,(t) = f(u(t), vp) ist Geodéatische
Linie < ~](vo) = 0 (d.h. 4'(vo) ist parallel zur z-Achse.

sind die einzigen geodéitischen unter den Breitenkreisen.
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3. Seid(t) = f(u(t),v(t)) auf BL parametrisiert, 5(¢) := Schnittwinkel zwi-
schen § und dem Breitenkreis durch §(¢) im Punkte 6(¢).
Es gelte 0 < §(t) < 7 (d.h. § verlauft nirgends auf einem Breitenkreis)
r(t) := Radius des Breitenkreises durch §(¢). Dann gilt die Clairantsche Regel:

’ d (t) ist Geodétische < r (t) - cos B (t) = const ‘

Zylinder, r(t) = r = const = (3(t) = const = §(t) Schraubenkreis
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3.7 Exponentialabbildung und
Normalkoordinaten, konvexe Umgebungen

Sei (M™, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, z € M und v € T,, M.
Yo i Iy CR— M

Sei eindeutig bestimmte maximale Geodéatische mit v, (0) = z, ~/(0) = v. Nach Folge-
rung aus Satz 3.26 gilt

1 EIU:>1 EItv VOStS 1 und ’th(l):’}/v(t)

Dann ist die Menge
D,={veT,M| 1el,}CcT.M

sternformig bzgl. 0, € T, M und offen (folgt aus allgemeiner Theorie der Differential-
gleichungen)

Nach Def. ist D, C T, M. Ist (M™, g) geodétisch vollstandig, so gilt D, = T, M.
Definition. Die Abbildung

exp, : Dy CTyM — M
v = (1)

heifst Exponentialabbildung von (M, q) im Punkt v € M.

exp,, bildet Geradenstiicke {tv| t € I'g, I'} auf Geradenstiicke im M ab
exp, (tv) = o (1) = 70 (t)

Die Abbildung exp,, ist C*°, denn Losungen von Differentialgleichungen mit C*°-Koeffizienten
hingen glatt von den Anfangsbedingungen (v, 7(v)) ab.
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Satz 3.29. Die Exponentialabbildung exp, : D, C T, M — M ist ein lokaler Diffeomor-
phismus um 0, € D,.

Beweis: Es gilt: bei Identifizierung Ty(T,, M) ~ T, M

(d esz)o = idTmM

da

(dexpy)o(w) = L (exp, (0 + tw))]e—o

dt
= e ()i = 5 u(®)lezo

O

Definition. Sei U C T, M eine bzgl. 6, € T, M sternformige Umgebung von 6, € T, M,
so dass
exp, : U — Ulx) C M

ein Diffeomorphismus ist. Dann heifit U(z) = exp, (U) Normalenumgebung von x € M.

Aus Satz 3.29 erhilt man:

(M™, g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann besitzt jeder Punkt 2 € M eine
Normalenumgebung.

Normalenumgebungen haben folgende spezielle Eigenschaft:

Satz 3.30. Sei U(x) Normalenumgebung von x € M. Dann existiert fiir jeden Punkt
y € U(x) eine eindeutig bestimmte Geodate v : [0, 1] — U(z), die « und y innerhalb von
U(z) verbindet (v(0) = x,~v(1) = y). Dabei gilt: Ist v = exp; ! (y), so ist

V(1) = exp,(tv) = w(t) tel0,1]

und
l(’)’v|[0,1]> = ||v]]

o : [0,1] — U(x) heifit radiale Geoddte von x nach y

t— 7 (t) = exp,(tv).
Beweis:

1. Existenz:
v =exp; ' (y) € U. Da U sternformig, ist tv € U V0 <t < 1. Und damit ist
Yo(t) = exp,(tv) € U(x)

eine Geodite in U(x), die  und y verbindet.
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2. Eindeutigkeit:
Seir : [0,1] — U(z) weitere Geodéte mit 7(0) = z,7(1) = y. Wir setzen w := 7/(0) €
T, M und betrachten die durch w definierte maximale Geodéte ~,, : I, — M. Da 7
und ~,, gleichen AP und Anfangsvektor, folgt:
T = %u\[o,l} (*)
und damitist w e D, C T, M.

Dann ist w € U, denn angenommen, w ¢ U.
Dann verliBt der Strahl {tw|t € [0,1]} U.

Es existiert also ein ¢ € (0,1) so dass tow € U\ exp; ' (7]0, 1]) kompakt. Damit ist
aber

Yu(to) € U(x)\7[0,1]
Das ist aber ein Widerspruch zu ().

Es gilt nun
Y ="(1) =7 (1) undv,w e U mit exp,(w) = exp,(v)
Da exp, : U — U(z) ein Diffeomorphismus ist, folgt
W=0=9 =" =T
auf [0, 1].

3. Die Lange ist nun

1
olfo.) = / IOt = [1o].
0

O

Folgerung: Sei (M", g) zusammenhingende semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann
kann man beliebige Punkte z,y € M durch eine gebrochene Geodéte verbinden.

~
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~ ‘gebrochene Geodite’ < + stiickweis C> und die glatten Stiicke sind Geodéaten.

Beweis: Sei z € M fix. Und

C := {y € M| es existiert eine gebr. Geodite von z — y}

Dannist M =C,denn C # 0, da = € C. C ist offen:

Sei y € C und U(y) die Normalenumgebung von y. Fiir jedes z € U(y) existiert nun eine
radiale Geodéte von y — z, somit ist

U(y) CC.

C ist abgeschlossen, d.h. M\C ist offen:

y € M\C und U(y) dessen Normalenumgebung. Fiir z € U(y) ist z € M\C und damit
U(y) C M\C.

Da M zusammenhingend ist, folgtM = C.

Ziel: Die Exponentialabbildung hat folgende geometrische Eigenschaft:

exp, : U CT,M — U(z) C M
Strahl tv — radiale Geodate v, (t) = exp,(tv)

4

exp,, erhélt die Orthogonalitit zu den radialen Richtungen, d.h. sie ist eine “Radiale Isometrie’
(schneidet § den Strahl ¢v L, so schneidet § = exp, o0 die radiale Geodéte Yo L).

Dazu zunichst ein Hilfsmittel:

Definition. Sei A C R? eine zusammenhdngende Menge, so dass U C A C cl (U) (x) fiir
eine offene Menge U C R2. Eine parametrisierte Fliche in einer Mannigfaltigkeit M™ ist
eine glatte Abbildung

f:ACR? =M

(Dabei heil3t f glatt, falls es eine offene Menge V' O A und eine C*°-Abbildung F': V' C
R? — M mit F|4 = f gibt. Bedingung () sichert, dass das Differential df, := dF,,a € A,
unabhingig von der Fortsetzung F ist.)
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Definition. Ein Vektorfeld X entlang einer parametrisierten Fliche f : A C R2 — M
ist eine Abbildung

X:ACR?> - TM
(t,s) — X(t,S) S Tf(t,s)Ma

die C ist (im tiblichen Sinne wie fiir Vektorfelder entlang Kurven).

Sei f: A CR? — M eine parametrisierte Fliche

f(to, s)

Die Kurven t — f(t,s0) bzw. s — f(to, s) heilen Koordinatenlinien von f (so,ty fix).
Leitet man die Koordinatenlinien nach ihrem jeweiligen Parameter ab, so erhilt man
Vektorfelder af bzw. 8f entlang f:

d 0
N ——(to,s0) == 7 —(f(t, 50)t=todf (1, so)(8 (to, s0))
0 d 0
& (10, 50) 7= ({10, 8)amsWt050) (o (10, 50))

Sei V eine kovariante Ableitung auf M und X ein Vektorfeld entlang f. Dann sind

die partiellen kovarianten Ableitungen % W und VX die folgendermaflen definierten

Vektorfelder entlang f:

a—f(to, s0) ist die kovariante Ableitung des Vektorfeldes X (-, sg) entlang der Koordina-
tenlinie f(-, sp) im Punkt ¢.

B—f(to, s0) ist die kovariante Ableitung des Vektorfeldes X (¢¢, -) entlang der Koordina-
tenlinie f(to,-) im Punkt s.

Lemma 3.3. (Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen bei parametrischen Flichen
(2 Schwarz-Lemma der Analysis))

Sei M™ eine C°°-Mannigfaltigkeit mit torsionsfreier kovarianten Ableitung V und f :
A C R? — M eine parametrisierte Fliche, dann ist

Y@f VvV of
ot ds  Os Ot

Beweis: Sei (U, ¢) Karte um f(¢,s) und o(f(t,s)) = (z1(t, s),...,2.(t, s)), so folgt
of ox; 0
ot Z ot 8:17Z 1)

of Ox; 0O
s Z Os 8a:l )
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fur f(t,s) € U. Aus der lokalen Formel fiir die kovariante Ableitung folgt:

\ 6f 02 Z; Oxy, Oxp i 0

55 0t = 2wk T 2= ot 95 W )
Vv af a xz al'k 8:51 i

5k 6~ 2 Gias 2 o ok W, U0 )

Da V torsionsfrei ist, folgt I/, = I'}; und damit die Behauptung.

Satz 3.31. [GauB3-Lemmal

Sei (M™, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, x € Mund v € D, C T, M.

Sei 0, (t) = tv C T, M der von v erzeugte Strahl in T, M. Sei weiterhin X € T,,(T.M) ein
“radialer” Tangentialvektor (d.h. X tangential an o,) und Y € T,(T, M) beliebig. Dann
gilt bei Identifizierung T,(T, M) =T, M:

gy((dexpz)q,(X), (dexpm)v(Y)) = gx(Xv Y)

wobei y = exp,, (v).

(Insbesondere gilt: schneidet eine Kurve §(t) in T, M den Strahl o, (¢) in v orthogonal,
so schneidet die Bildkurve d(t) = exp,(3(t)) die radiale Geodite v,(t) in y = exp,(v)
orthogonal.)

Beweis: Sei X € T,(T, M) ein radial Vektor, so ist X = dv. Da (dexp, ), linear ist, ge-
niigt es die Behauptung fiir X = v zu beweisen. Betrachten die parametrisierte Fldche

f:00,1] x (—e,e) = M
(t,s) — f(t,s) :=exp,(t(v+ sY))

Aus f(t,s) = exp, (t(v + sY)) und v,(t) = f(¢,0) folgt dann

L0 = Lon®ler = o lexp, ()]s
= (dexp,)u(v)
%10 = L0090 = 0 (exp, -+ 1)) oco)

= (dexp,)v(y)



KAPITEL 3. GRUNDBEGRIFFE DER (SEMI-)RIEMANNSCHEN GEOMETRIE 188

Zu zeigen ist also:

(1,0, 000 = getvn) ()

Da der Levi-Civita-Zusammenhang V metrisch ist, gilt

af of VvV of af of
8t( <5t (t S)» %(tﬂs))) = g(a&(tvs)v g(t,s)) +g(a<t78), &%(tﬂg))

f(t,s) = exp,(t(v + sy)) ist fiir ein fix. s eine radiale Geodéte und %(t, s) ihr Tangenti-
alvektor, d.h. ¥ 2L(¢ s) = 0. Mit dem Symmetrie-Lemma folgt nun

ot ot
of of of Vv of of of

0T 90, 5L 090 = (G 0,9), 5 0 1,9)) = 5 o (0o (1,9), P (1,9))

Da %(t, s) Tangentialvektor an die radiale Geodéte exp, (t(v + sy)) mit Anfangsvektor
(v + sy), folgt

2009, P t,9)) = S gulv - sy0+ 1)
5 o

(Y, y) + g2 (v, )

(da Lange des Tangentialvektors konstant).
Fir den Parameter s = 0 folgt

daf

of
(6t

(t,0), s (t,0)) = g (v,y) Vt€][0,1]

h(t)

mit h(0) =0 da g(o 0) =

d — (exp,(0)) = 0. Es ist also
Js ——

ds

h(t) =t g.(v,y)

und damit of o7
B(1) = g,(S(1,0), 52(1,0)) = ga(0,)

und daraus folgt (*)

Definition. (M",g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, * € M und n = (a1,...,0a,)
eine ONB in T, M, g... Es gilt also

(gz(aiaaj)) =
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Sei weiterhin U(x) Normalenumgebung von x € M. Wir definieren
pa:U(x) — R”

y — (T1,...,2,) y:expx(Zmiai)

paq heiffen Normalkoordinaten auf U(x)

Bemerkung:

e Sei %(t) = exp,(tv) die von v € D, C T,M erzeugte radiale Geodéte und sei
v = Z v;a;. Dann gilt: ¢, (7,(¢)) = (tvy,...,tv,). In der kanonischen Basis bezgl.
(U(x ) gpa) gilt damit:

Z UZ U
e Seiy € U(x) und v = exp, *(y) = >_ v;a;, dann ist
zi(y) = vi
und damit

(lon) = (| —a3(y) —... — 2} (y) + 2*(y) + ... +22|?)
= (k = index(g))

e Fiir die kanonische Basis der Normalkoordinaten ¢, gilt:

2 (5) = (dexp,)o(a) -0 = exp; ()
da
(1) = (e (paly) +t0:)) o
= M exp e (@)ar o+ (0) + DAtz

(dexp,)o(a) -

Die Normalkkordinaten um z verhalten sich im Punkt x in 1. Nidherung so wie die
Euklidischen Koordinaten von R™* ~ T, M:

Satz 3.32. Sei (M™,g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und (U(x), ) Normalko-
ordinaten um x € M, dann gilt
1. gij(x) = (Sijgj mit e = {—1 1<k 175> k}

2. TH(x) =0
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Beweis:

1. Esgilt

5@ = 0@, (;fcj(x))

= ge((dexpy)o(a), (dexp,)o(ay))

Satz 3.29
=7 gulai,05) = dije;

2. Betrachten die Geodétengleichung fiir radiale Geodéte 7, (t) in Normalkoordina-

ten:
y =exp,(v),0a(y) = (21(y), -, 2n(y) = (vi,...,vn)
dann ist
Pa(y(t)) = (tz1(y), .- ton(y)) = (11(t),- - ., (b))
und damit

zi(y)  baw.y (t) = 0.

7i(t)

Daraus folgt nun

ZFZ(%(t))xi(y)xj(y) —0 te0,e)k=1,....n

Wir betrachten nun speziell den Vektor v = (a, + a4). Sei 0 < a € U fixiert, dann
ist

zi(y) =

o firi=roderi=s
0 sonst

Es gilt also
Ffs(ryﬂ(t)) + FI:T(’}/U(t)) = O Vt € [036)

und insbesondere fiir t = 0
Iyg(2) + 5 (z) =0

D.h. T () ist schiefsymmetrisch in (r,s). Da aber I'¥  (x) immer symmetrisch in
(r,s) folgt
Fffys(:zr) =0 Vrsk.

Definition. Sei (M", g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Eine offene Menge W C M heifit konvex < W ist Normalenumgebung fiir jeden ihrer
Punkte.

Aus Satz 3.30 folgt: Ist W C M konvex, so existiert fiir je 2 Punkte x,y € W eine
eindeutig bestimmte Geodéte, die x und y in W verbindet.

Ziel: Jeder Punkt von M besitzt eine konvexe Umgebung.

Dazu betrachten wir die C>°-Abbildung

E: DCTM — MxM

v = (7(v), exXpray () (V)



KAPITEL 3. GRUNDBEGRIFFE DER (SEMI-)RIEMANNSCHEN GEOMETRIE 191

Dabei sei 7(v) der Fullpunkt von v im Tangentialbiindel TM und

D:={veTM|1¢cl,}.
D C TM ist offen (Theorie der Differentialgleichungen) und es gilt
D,=DNnT,M Vxe& M.
Lemma 3.4. Sei x € M und v € T,,M, so folgt: Ist

(deXPI)v : Tv(TwM) - TeXPm(”)M

ein Isomorphismus, so ist

dE, : Ty(TM) — Ty exp, (v)) (M x M)

ein Isomorphismus. Insbesondere ist E: D C TM — M x M ein lokaler Diffeomorphis-
musumo, € T,M C TM.

Beweis: Sei v € T, M ein Vektor fiir den (d exp,, ), ein Isomorphismus ist. Aus Dimensi-
onsgriinden geniigt es zu zeigen, dass dF, injektivist. Sei X € T,,(TM) und dE,(X) = 0.
Da pry o E = m = Projektion im Tangentialbiindel, und damit

drmy(X) =dpriodE,(X) =0

folgt
X € kerdm, = T,(T, M)
—— ——

n-dim n-dim

d.h. X ist ein “vertikaler Vektor”. Und damit

(dEy) (X) = (0, (dexp,)v(X)) = 0

sodal3
(dexp,)o(X)=0=VerX =0
O

Satz 3.33. (M", g) semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit. Jeder Punkt x € M besitzt eine
konvexe Umgebung.

Beweis: Sei U(z) eine Normalenumgebung von = und ¢, = (21, ..., z,) Normalenkoor-
dinaten um z auf U(z).

Wir betrachten die Funktion (unabhéngig von sign(g))
N:U(x) — R
y = 2i(y) + ... +2h(y)
Fir hinreichend kleines 6 > 0 gilt

Vs(2) = {y € U(x)| N(y) < 6°} C U(2)

(Vs(z) wird bei ¢, auf die Euklidische Kugel im R" und Radius ¢ abgebildet).
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1. Sei B das folgende symmetrische (2, 0)-Tensorfeld auf U(z):

B = Z((Sij — Z Ffjxk )dﬂ?l ® d.ﬁj
i ——

bzgl. Normalkoordinaten

Im Punkt « € U(z) gilt nach Satz 3.32

n

B, = Z(Sz](dl'z & dxj)x = Z(dx?)iﬁ

i,J i=1
d.h. B, ist positiv-definit. Wahlen § zusétzlich so klein, dass B auf Vs(x) C U(x)
positiv definit ist. Da
¢ :[0,1]xDC[0,1] xTM — M

(tv U) = €XPr(v) (tv)

stetig ist, existiert eine Umgebung [0, ¢) x VC [0,1] x co von (0, 0,) so dass

qj)(t?v) = expﬂ(v)(tv) € %((E)

Y(t,v) € [0,) x V.
7
~ £ ~
Betrachten V' := { §V |v € V} € D (Umnormierbar), dann ist

Y €
eXPr(v) (tV) = €XPp; (1) (- 5 -v) € Vs(z)

mit =5 vVt e 0,1 und v € V.

Es existiert Umgebung V' von §, € TM, so dass expy(v)(tv) € Vs(x) fiir alle 0 <
t <1lund v € V. Nach dem Lemma ist E : D ¢ TM — M x M ein lokaler
Diffeomorphismus um ¢,.. Wahlen 0 <¢< ¢ so klein, dass

E:WCTM — V,(x) x Vo(z)

ein Diffeomorphismus und exp,,(tw) € Vs(z) fir alle 0 < ¢ < 1 und w € 1%
O C V' wihlen).

2. Behauptung: Fir jedes 0 < a < c gilt: V,(z) ist Normalenumgebung fiir jeden
seiner Punkte y € V, ().

Seien y,z € V,(z) und v := E~'(y,2z) € W. Dann gilt y = 7(v) z = exp, (v). Dann
gilt nach 1.) die radiale Geodéte v,(t) = exp,(tv), die y und 2 verbindet: ,(t) €
Vs(z) (t € [0,1]). Wir zeigen, dass sogar gilt:

v (t) € Vo(x) VE€[0,1].
Betrachten die Geodéate v, (t) in den Normalkoordinaten bezgl. x

’Yv(t) = (-rl(t)’ ce 7xn(t))

ol

Sei N(t) := N(70(t)) = 3_ ;(t). Nach 1.) folgt dann N (¢) < 2.

=1
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Angenommen -, verldBt V,(z). Da y,z € V,(z) = N(J),N(1) < a®* = N(¢) hat
einen maximalen Wert in einem ¢, € (0,1).

N'(to) = 22:@(150)9; ¢
N'(ty) = 22 2t ai(to)w; (t) (%)
Die Geoditengleichung in Normalkoordlnaten lautet
tO +szxl kl "Yq) 70

sodaf}
N'(to) = 2 (0 — Tiy(v(to))mi(to) )t (to) ) (to)

= 2B,(1,) (7 (t0), 7 (t0)) > 0
da B auf V;(z) positiv-definit und ~/(¢¢) # 0.

N hat also in ¢y ein lokales Mimimum. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme,
dass N in t; maximal ist.

= 7,([0,1]) C Vo(z). 0<a<ec

3. V,(z) ist Normalenumgebung von y € V,(z): Sei
W' = E~Y(V,(z) x Va(z)) C W.
und
W, =Ww'nT,M c T,M
offen. Da E|;,, Diffeomorphismus ist folgt
exp,, : W, C T,M — V,(z)
Diffeomorphismus. Noch zu zeigen: Wy ist sternformig bezgl. o,:
veEW, = 2= exp, (v) € V, ()
3 Die radiale Geod:ite Yo(t) € Va(z) VO <t <1
= t-v=exp, (1(t)) € W, Vtelo,1]
——

Ytv(1)

Folgerung

Sei (M", g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Ist v : [0,b) C R — M eine Geodate und existiere eine stetige Fortsetzung 4 : [0,b) C
R — M von v, dann existiert eine Fortsetzung von 7 zu einer Geodéten auf [0,b+¢) (fur
ein ¢ > 0).

Beweis: Sei V C M eine konvexe Umgebung von 4. Dann existiert 0 < a < b so dass

V ist Normalenumgebung von ~(a) = 7|[,5) ist ein Anfangsstiick einer radialen Geo-
daten. Setzen diese radiale Geodéte bis zum Rand von V fort. Da 4(b) ¢ 0V, ist die
radiale Geodéte auf [0,b + a) fiir ein € > 0 definiert.
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3.8 Geodaten und Abstiande in Riemannschen Man-
nigfaltigkeiten. Der Satz von Hopf und Rinow

Wir betrachten in diesem Abschnitt nur Riemannsche Mannigfaltigkeit (M", g) und
studieren die Abstands-minimierenden Eigenschaften von Geodéten in Riemannschen
Mannigfaltigkeiten.

Sei (M™, g) eine zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit und =,y € M.

Q(z,y) :== Menge der stiickweise glatten Kurven, die « und y verbinden.

Definition. d(z,y) := inf{l(7)| v € Q(z,y)} heifit Abstand von x und yin (M, g).

Bemerkung:

1. d: M x M — Rist offensichtlich > 0, symmetrisch und erfiillt die A-Ungleichung
d(z,y) < d(z,z) + d(z,y).
Sei e > 0. Wahle a € Q(z, 2), § € Q(z,y) mit
o) <d(z,z)+e , I(P)<d(zy) +e
dann ist a * 8 € Q (z,y)'* und es gilt
laxB) =1l(a) +1(B)

d(z,y) <l(axB) <d(z,2)+d(z,y) + 2.

Mit e — 0 folgt Behauptung.
Zeigen spiter, dass d eine Metrik auf M ist (noch zu zeigen: d(z,y) =0 = = = y)

2. In pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeiten kann man zwar d ebenfalls definie-
ren, dies ist aber keine Metrik:

Fir (R?,g = —d2? + dy?) ist v : [0,1] — R>!  ~(t) := (t,t) isotrop, und damit gilt
l(v)=0 =d((0),7(1)) =0
3. Es muss keine Kurve geben, deren Lénge gleich dem Abstand ist

R\{(0,0)} g =da®+dy’

o

4Hierbei bezeichne « * 3 die Verkniipfung von Wegen.
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Definition. Eine Kurve v € Q(x,y) heifit minimierend < I(v) = d(z,y).

Sei (M™,g) ein Riemannsche Mannigfaltigkeit und © € M. Sei U(z) eine Normalen-
umgebung von x und

exp, :U(0)CT,M —-U(x)C M

Diffeomorphismus. Sei ¢ > 0sodass  cl (K. (0)) C U(0). Dann heifst
———

abg. Kugel in (Tyx M,gz)

Be(x) := exp, (K (0)) C U(z)

geodiitische Kugel um z*® und

- (2) = exp, (9 (K. (0)) = exp, ({v e U] o] = <})

geodditische Sphdre um x.

Seien ¢, = (21,...,2z,) Normalkoordinaten um auf U(z). Dann gilt

y € B: & |exp,'(y)|? < &

pas acl(y)Q +...+xn(y)2 < &?

Aus dem Beweis von Satz 3.33 erhilt man

Satz 3.34. Sei (M",g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Fiir jeden Punkt x € M
existiert eine geoddtische Kugel B.(x) so dass fiir jedes 0 < a < c die geoddtischen
Kugeln B,(z) um x konvex sind.

Satz 3.35. Sei (M™, g) eine zusammenhéngende Riemannsche Mannigfaltigkeit, x € M
und U(z) eine Normalenumgebung um x. Sei y € U(z) und v, : [0,1] C R — U(x), die
radiale Geodite von x nach y (v = exp,'(y)). Dann ist v, die eindeutig bestimmte
kiirzeste Kurve von x nach y in U(x), d.h.

la) =2 l(v)  VaeQ(ry)
o) = llw) e a=yor

Dabei ist T eine monotone, wachsende Umparametrisierung von -,.

Beweis: Sei o € Q(z,y), «:[0,1] — U(x) (d.h. evtl. umparametrisiert auf das Intervall

[0,1]). exp,, : U(0) C T, M — U(x) ist ein Diffeomorphismus. Sei

o(t) = exp; *(a(t)) € U(0) € T,M
OBdA gelte o(t) #0 Vt € (0,1] (sonst 1468t man Anfangsintervall weg, mit dem man «
mit z verbindet.)

Dann ist 9(¢t) = r(t) - v(t), wobei |[v(¢)] = 1 und r : (0,1] — RT stiickweise glatt ist.
(Damit ist auch ||o(¢) | = 7 (¢)). Aus «a(t) = exp,(r(t) - v(¢t)) und mit Ausnahme der
endlich vielen “Ecken” von «(t) gilt dann:

o (t) = (dexp,)s)( ' (t)v(t) + r(t) - o' (t) )
—— ———
tangential an den Strahl o,y v (orthogonal an den Strahl o))

15 B, (z) ist ebenfalls eine Normalenumgebung von z.
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Aus dem Gauf3-Lemma (Satz 3.31) folgt

Damit ist dann

o’ = [ (£)] = ' (2).
1
Wir betrachten nun f o/ (t)||dt > [r'( r(1) — r(e). Fur € — 0 folgt r(¢) — 0, da

€
9(0) = 0. Deswelteren ist

r(1) = @)l = [exp™ W)l = llv]l = Uy),

sodass insgesamt

1(e) > U(yw)-
Die Gleichheit kann nur auftreten, wenn in (x) die Gleichheit eintritt, d.h.
(@) =1(v) = g(##) =0 dh.j=0,
da aber nach Konstruktion =(¢) > 0, muf} v’ (¢t) = 0 sein, sodass
v (t) = vo.

Wir erhalten dann
o) =r(t) - vo mitr’'(t) >0 (k)

r (t) ist also monoton wachsend. Aus 4(1) = v = r(1)vo, bzw. vo = ;{yv folgt mit (xx)

o(t) = :((t))-v und damit
_ r(t)
aft) = expz(@ +v)

Fur die geoditischen Kugeln um z gilt sogar noch mehr:

Satz 3.36. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, x € M und B.(x) eine geodd-
tische Kugel um x,y € B.(x). Dann ist die radiale Geodite v, : [0,1] — B.(x) von z nach
y die kiirzeste Kurve zwischen x und y in ganz M. Insbesondere gilt: Ist « eine stiickweis
C°-Kurve, die in x beginnt und B.(x) verldft, dann gilt

l(a) > e.
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Beweis: Nach Satz 3.35 ist v, die kiirzeste Kurve von x nach y innerhalb von B.(z).
Nach Definition von B.(z) gilt I(v,) = ||v|| < €. Es geniigt also zu zeigen: Ist a: [0,0) —
U (x) eine stiickweis C*°-Kurve mit a(0) = z, die B.(x) verlafit, dann gilt I(«) > e.

Also angenommen « verlidf3t B.(z), dann schneidet « jede geodatische Sphére S, () fir
O<a<e.
Sei nun ¢ fix und ¢y € (0,b) der kleinste Parameter mit «(ty) € S,(z), dann ist

a'[O,to] Ccd (Ba(x)) - Ba(x)

Fir die radiale Geodéte v von x nach «(tg) gilt /() = a und nach Satz 3.35 folgt also
@) > alju) > 1) = a Va<e

bzw.
l(a) > e.

Folgerung

Sei B.(x) eine geodatische Kugel um z und S.(x) die geodétische Sphire vom Radius
¢. Dann gilt

1. Yy € B.(x) gilt
d(z,y) = Uly) = [lvll;

wobei v, : [0,1] — M die radiale Geodate von x — y = exp,(v)

2. Weiter ist

oy
™
—
g

|

{y € M| d(z,y) < e}
{ye M| d(z,y) =€}

A

—

=
|

Aus dem soeben bewiesenen folgt insbesondere, dass Geodéiten lokal minimierende
Kurven sind:

Satz 3.37. Sei v : I — M eine Geoddite in einer Riemannschen Mannigfaltigkeit.

Dann ist v lokal minimierend, d.h. zu jedem Kurvenpunkt () existiert eine Umgebung
V(y(to)), so dass fiir je zwei Kurvenpunkte v(so),v(s1) € V(v(to)) das Geoddtenstiick
Yiso,s,) minimierend ist:

d(7(50)7 ’7(31)) = l(’Y'[sO,sl])

Beweis:

Sei x = 7(tg) und B,(x) eine geodatische Kugel um = und J(tg) C I ein Parameter-
bereich um ¢y, die so klein gewahlt sind, dass die Kurve ~|; die Kugel B,(z) in einem
zusammenhéngenden Parameterbereich schneidet. Seien nun zy = v(so), z1 = v(s1) €
Bq (). Dann ist Imv|,, 5,) € Ba(z) und 7|}, s,] ist eine radiale Geodéte aus v(so) in der
Normalenumgebung B, (z) von ~(sg). Nach Satz 3.35 ist dann

d(xg,21) = l(’Y)[so’Sl]
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Andererseits gilt

Satz 3.38. Sei (M™, g) eine zusammenhdingende Riemannsche Mannigfaltigkeit, x,y €
M. Sei a € Q(z,y) eine minimierende Kurve, die proportional zur Bogenldnge parame-
trisiert ist. Dann ist « eine Geoddte (also insbesondere auch C).

Beweis:

Sei o : I — M eine minimierende Kurve, ¢t € I und B.(«(t)) eine konvexe geodatische
Kugel um «a(t). Dann gilt fiir ein Teilintervall ¢ € [t1,t2] C I dass

a([ty,t2]) C Be(af(t)).
Da « minimierend ist, folgt
l(a‘[tl,tZ]) = d(a(t1)7 a(tQ))

(A-Ungleichung).

Nun ist B. (a(t)) eine Normalenumgebung von «(t;). Nach Satz 3.35 ist oy, ;,] eine mo-
noton wachsende Umparametrisierung der radialen Geodéten v von «(t;) nach «(tz).
Sei 7 : [t1,t2] — [0, 1] die Umparametrisierung:

Da « proportional zur Bogenlénge parametrisiert, folgt

lo’ (#)]| = const = |7 ((£))]| | '(t) |
N e Vo

konst >0

und damit ist

7/(t) = const > 0
Somit mul} 7 eine affine Transformation sein:
T(t) =at+b

Aus Stetigkeitsgriinden gilt dies auch in den “Ecken” von .
Da v eine Geodite ist, ist die affine Umparametrisierung oy, ;,) auch eine Geodéte. Da

dies fiir jedes t € I gilt, ist « insgesamt eine Geodéte.

O

Satz 3.39. Sei (M",g) eine zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit und
d: M x M — R der Abstand auf (M, g). Dann ist (M,d) ein metrischer Raum. Die von
der Metrik d induzierte Topologie auf M stimmt mit der MF-Topologie tiberein.
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Beweis:

1. dist Metrik auf M:

Es ist nur noch zu zeigen, dass gilt:
dlz,y) =0 = z=y:

Sei z # y. Da M T»-Raum, existiert eine geodatische Kugel B.(x), die y nicht ent-
halt. Nach Satz 3.35 ist jede Kurve a € Q(x,y) langer als ¢, da sie B.(z) verlafit,
d.h.

d(z,y) >e>0.

2. Fir die geodétischen Kugeln in (M, g) gilt
Be(z) ={y € M| d(z,y) <&}

Da exp, ein Diffeomorphismus ist, sind die geodétischen Kugeln B.(z) sowohl in
der MF-Topologie von M als auch im metrischen Raum (), d) offen, die Topologie
stimmt damit {iberein:

e Sei V C M offenin (M,d) = Vx € V existiert Kugel B.(,)(z) C V, sodass

zcV
—_——

offen in M

e U C M offen in M (MF-Topologie). Nach Satz 3.34 = Vz € U existiert geodatische
Kugel Bg(m)(z) cU,d.h.

zeV
—_————

offen in (M, d)

Bevor wir nun zum Satz von Hopf und Rinow kommen, noch ein wichtiges Lemma:
Lemma 3.5. Ist + € M ein Punkt fiir den exp, auf T, M definiert ist, so existiert fiir
jeden Punkt y € M eine minimierende Geoddte von x nach y.

Beweis:

Sei B.(x) eine geodatische Kugel um x mit y ¢ B.(z) (sonst Behauptung trivial). Sei
0 < 0 < e. Betrachten die geodétische Sphéare S5(x).

Ss(z) ist nach Definition kompakt (da exp, stetig). Die Metrik definiert eine stetige
Funktion

d,M — R
z = d(y,2)

d, nimmt dann auf Ss(z) ein Minimum an. Sei m € Ss(x) mit d(y, m) = mind(y,z) z €
Ss(x), dann gilt

d(x,m) +d(m,y) = d(z,y),  (¥)
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Sei namlich « € [0,b] — M Kurve von x nach y und sei 0 < a < b der kleinste Parameter
mit a(a) € Ss(z). Sei nun
a1 = a|[0,a) , Qg = a|[a7b]a

dann ist

l(a) =l(a1) + l(OtQ) >0+ Z(OQ),

da «; Kurve in Bs(z) ist, deren Linge ist nach Satz 3.35 > (Lange der radialen Geodé-
ten von x — «(a)) = § = d(z, m). Nach Wahl von m gilt nun

d(m,y) < d(afa),y) < l(az),

und daraus folgt
() = d(a,m) +d(m.y) Va € Qx,y),

und damit
d(z,y) = d(z,m) + d(m, ).
Aus A-Ungleichung erhélt man dann die Behauptung (x).

Sei nun [0, 00) — M die auf BL parametrisierte radiale Geodéate (B, (z) ist eine Nor-
malenumgebung) von x aus, auf der m liegt:

exp, * (m) = ov fir ein v € T, M mit ||v]| =1,
und
~(t) = exp, (tv).
(Nach Voraussetzung ist vy (¢) Vt € [0, 00) definiert.)
Behauptung: Sei dy = d(z,y), dann gilt:
Ydo) =y. (%)
Sei namlich

T:={te[0,do]| t+d(y(t),y) =do} beachte t =1 (v]j0,) = d (z,7 (1))

Nach (x) ist § € T. T ist abgeschlossen in [0,dy] aus Stetigkeitsgriinden. Sei dann
to = max{t € T'} € [0,dy], dann ist
tg>d6>0

Wir zeigen, dass t, = dy, damit wére
do +d(v(do),y) = do = v(do) = y-

Angenommen g < dy:
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m S5(v(to))
Ss()

Dann findet man eine geodéatische Sphére S, (v(¢o)), sodass

S +d5(8),y) = dr(to), ).
——

—d(v(tg),m) v
Dann ist

to—'—g—'—d(ﬁl,y):d(’}/(to),y)+t0:d(ﬂf,y) 7da tO €T7 d(‘ray):do
und damit

to+ 0 +d(m,y) = d(z,y) < d(z,m) + d(m,y) = to+0 < d(x,m).
Aus der A—Ungleichung folgt aber

d(z,m) < d(z,7 (o)) +d (v (to) ,m)

to K

d.h. es tritt eine Gleichheit ein:
to+ 06 =d(x,m).

Wir setzen nun v, = 7|j0¢+,) und 3, = '~y|[075]. Dann ist

to=1(y) ,und 6&=1(51).

Die stiickweise C*°-Kurve ~; *4; von x nach 7 ist nach bogenldnge parametrisiert, hat
die Lénge ty + 6 und es gilt

(v %) = d(z, ),

sie ist somit minimierend ! Satz 3.38 liefert nun, das ~; *+{ sogar eine Geodite ist, also
insbesondere glatt, d.h. es liegt in v(¢y) keine “Ecke” vor, und damit ist zwangslaufig

’y(to + 5) =m.

Dies ist jedoch ein Widerspruch zur Maximalitét von ¢y # dg, da

—~

*

=

d(y(to),m) +d(m,y) = d(v(t),y)
= to+d(y(to),m) +d(m,y) " dy
=  to+o+d(to+0),y) = do

Und damit ware ¢y < to + 6’ € T. Widerspruch! D.h. g = dp.
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O

Satz 3.40. [Theorem von Hopf und Rinow]

Sei (M™,g) zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

1. (M™,g) ist geoddtisch vollstindig.
2. Der metrische Raum (M, d) ist vollstindig.
3. Jede abgeschlossene beschrdnkte Teilmenge von M ist kompakt.

4. Es existiert ein Punkt x € M so dass exp,, auf ganz T, M definiert ist.

Ist (M™, g) vollstandig, so existiert fur je 2 beliebige Punkte z,y € M eine minimierende
Geodate v von x nach y: d(z,y) = I(7).

Bemerkung: Es folgt

1. Jede kompakte Riemannsche Mannigfaltgkeit ist vollstandig.

2. In einer vollstéandigen Riemannschen Mannigfaltigkeit kann man Absténde be-
rechnen, in dem man alle Geodéten von x — y bestimmt und deren Linge be-
rechnet.

Beweis:

e 4.— 3. Behauptung: Existiert ein z € M, sodass exp, auf ganz T, M definiert ist,
und sei A C M abgeschlossen und beschrinkt. Dann ist A ist kompakt.

Aus Lemma 3.5 folgt: Ist y € A, so existiert eine minimierende Geodéte v, :
[0,1] = M von x nach y:
d(z,y) = 1(vy) = [l (0]

Da A beschriankt ist = es existiert ein konstantes C' > 0, so dass

dlz,y) <C Vyec A (Ae ko).

Und so ist
71’1(0) ef{veT,M||v|<C}:=K.CcT,M

K, ist kompakt, exp, : TM — M stetig, und damit ist expx(f{C) kompakt in M

und enthilt A. Jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist jedoch
kompakt.

e 3. — 2. Behauptung: Jede abgeschlossene und beschriankte Teilmenge ist kom-
pakt. Dann ist (M, d) vollstandig.
Sei {z,} eine CF in (M,d), dann ist A = {x,}eine beschrinkte Menge. cl (A4)
ist somit beschrénkt und abgeschlossen und nach Voraussetzung kompakt bzw.
folgenkompakt. D.h. jede Folge in ¢l (A) hat konvexe Teilfolge. Da {z,} eine CF
ist, die eine konvergente Teilfolge enthalt, ist {z,,} konvergent.
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e 2. — 1. Behauptung: Sei (M, d) vollstandig. Dann ist jede Geodite ist auf ganz R
definiert.

Sei v : (a,b) — M eine auf BL parametrisierte maximale Geodite. Dann 146t sich
~ tiber b hinaus als Geodéite fortsetzen:

Sei t,, — b < co. Dann ist {v(¢,)}eine CF in M, da
d(Y(tn); Y(tm)) < UVt b)) = [0 —tm| (0, m = n0).

Nach Vor. konvergiert nun{~(¢,)} in M gegen ein ¢ € M. Ist s,, — b eine andere
Folge, dann gilt ebenfalls

d(’y(tn)v’Y(sn)) < l(’Y'[sn,tn]) = |tn - Sn| — 0

D.h.{v(sn)} konvergiert ebenfalls gegen ¢ € M. Dann definiert

3(0) = Jim () = q

n—b

stetige Fortsetzung von v n den Punkt b. Nach Folgerung aus Satz 3.33 ist ~
auf (a,b + ) mit ¢ > 0 als Geoddte fortsetzbar . Damit ~ ist nicht maximal und
(a,b) =R.

e 1. — 4. Behauptung: Ist (M, g) geodatisch vollstindig, dann ex. x € M, sodass
exp, auf ganz T, M definiert ist.

Dies folgt trivialerweise aus der Definition.
O

Die Aussagen des Satzes von Hopf und Rinow gelten nicht in pseudo-Riemannschen
Mannigfaltigkeiten.

1. Beispiel einer kompakten pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeit, die nicht geo-
datisch vollstandig ist.

Wir betrachten den R? mit der Lorentz-Metrik
() = (COS4 y— l)dx2 — 2dzdy

Diese Metrik ist 27-periodisch, definiert also eine Lorentz-Metrik auf dem kom-
pakten Torus T? = R?/27 - Z x 27 - Z. (T?, g) ist nicht geoditisch vollstindig, da
sich die Geodite

v:(0,00) — T? = 7(R?)
1
t — 71'(; — t,arctan(t))
nicht iiber 0 nach links fortsetzen 143t.

2. Beispiel einer geodatisch vollstindigen pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeit,
in der es Punkte gibt, die man nicht durch Geodéten verbinden kann: Anti-De Sitter-Raum

M? = {(z,y) € R?| —g<x<g}
9(z,y) = @'(—dﬂfQ-l‘dyQ)

Man kann zeigen, dass die Geodéten durch den Punkt (0,0) folgenden Verlauf
haben und dass alle maximalen Geodéten auf R definiert sind.
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i wird nicht
1 erreicht

3. In pseudo-Riemannschen Rdumen muss man den kausalen Charakter von Geo-
daten unterscheiden:

R? mit Koordinaten (z,y). Sei f € C°°(R?) Funktion mit f = 1 auf {(z,y)| |z| > 1},

f symmetrisch der y-Achse, [ f(0,y)dy < co. Dann ist die Lorentzmetrik
g

9= f*(da® — dy?)

raum- und lichtartig geodétisch vollstandig, aber zeitartig geodédtisch unvollstian-

dig. Insbesondere geht die Vollstandigkeit von (dz?—dy?) bei konformer Anderung

der Metrik verloren®®.

16Siehe O'Neill: Semi-Riemannsche Geometrie, Seite 154, Beem, Ehrlich: Global Lorentzian Geometry



KAPITEL 3. GRUNDBEGRIFFE DER (SEMI-)RIEMANNSCHEN GEOMETRIE 205

3.9 Jacobifelder, konjugierte Punkte und Schnittort

Sei (M™, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit, v € M und exp, : T,M — M
die Exponentialabbildung. Wir wissen bereits, dass fiir das Differential von exp, im
Nullvektor o € T, M

(dexp,)o = idr, mr

gilt. Insbesondere ist exp, ein lokaler Diffeomorphismus um o € 7, M.

Wir wollen nun wissen, wie gross der Diffeomorphiebereich von exp,, ist. Dazu miissen
folgende Fragen beantwortet werden:

1. Wie kann man
(dexpy)y : Ty(TeM) =T, M — Texp, ()M

bestimmen fiir v # 0? Fiir welche v € T, M ist diese Abbildung ein Isomorphis-
mus?

2. Fuar welchen Bereich U, C T, M ist exp, : U, C T.M — M injektiv?
3. Wir suchen eine Menge Cut(xz) C M, so dass
exp, : Uy C T, M — M\Cut(zx)

ein Diffeomorphismus ist.

Als technisches Hilfsmittel benutzen wir Jacobifelder.

Definition. Sei (M, g) eine semi-Riemannsche Mannigfaltigkeit und ~ : [0,a] — M eine
Geodite in (M, g). Ein Vektorfeld Y € X(M) entlang - heifit Jacobifeld, falls

Y +R(Y,7)Y =0
auf [0, a], wobei Y’ = %, Y = %%Y fiir den Levi-Civita-Zusammenhang V.
Beispiel 74. EINFACHE JACOBIFELDER

Y =~ und Y € X,(M) mit Y (t) := t7/(t) sind Jacobifelder entlang .

Jacobifelder treten bei Variation von Geodéaten auf:

Definition. Sei v : [0,a] — M eine Geoddte. Eine Variation von - ist eine parametri-
sierte Fldche V : [0,a] X (—¢,e) — M mit
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Das Vektorfeld Y € X(M) mit Y (t) := 2X(t,0) heift Variationsvektorfeld von V.

Satz 3.41. Ist V eine Variation der Geoddten ~ : [0,a] — M, die nur aus Geoddten
besteht, d.h. V(-,s) : [0,a] — M ist eine Geoddte fiir jedes s € (—¢,¢€), so ist das Variati-
onsvektorfeld Y = %—ZC, 0) ein Jacobifeld entlang ~.

Beweis: Nach dem Symmetrielemma gilt

VoV VoV

795 = 25 Bt (da V metrisch).

Da V torsionsfrei ist, folgt [%, %—‘t/] =0.Esist+/(¢t) = %—Z(t,@) , Y(t)= %(t,o).

Daraus folgt im Punkt (¢,0):

ov

REYAN = (VarVar = VarVar = Vige a0) 5
ov
= (VarVar ~VarVar) o

Da V eine Variation aus Geoditen ist, ist t — V (¢, s) eine Geodéte fiir jedes s € (—¢,¢),

d.h.
VoV

ga(,s) =0 Vs € (75,5)

Unter Benutzung des Symmetrielemmas folgt dann

R(Ya’)’l)p/ = *V@VV%iv v = *VaT\t/Va al =—

1"
0 % s R

t

SIN
S
L<
I

Beispiel 75. JACOBI- UND KILLINGFELDER

Sei X € X(M) ein Killingfeld und + : [0,a] — M eine Geodéte. Dann ist
X(t) := X(v(t)) ein Jacobifeld entlang ~.

Beweis: Sei {1;} der lokale FluBl von X. Da X ein Killingfeld ist, ist

l/JS:UCM—>Q/JS(U)CM

eine Isometrie. Wir betrachten nun die Variation

V:[0,a] x (—e,6) > M

Vg (t)
.6y (1)

y(t)

,Y(t 5) Wq('y )
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V ist eine Variation durch Geodéiten, folglich ist das Variationsvektorfeld
?’T‘s/(tv 0) ein Jacobifeld. Wir erhalten

P (10,0) = L @alrto))) oo

X(v(to)) = X(to),

denn s — ¥ (y(to)) ist die Integralkurve von X durch den Punkt ~(¢).

O

Satz 3.42. Sei v : [0,]] — M eine Geoddte, u,w € T,,M,~(0) = x und +'(0) = v. Dann gilt

1. Es existiert genau ein Jacobifeld Y € X, (M), so dass Y (0) = u, Y’ (0) = w.

2. SeiY € X,(M) das Jacobifeld entlang v und Y (0) = 0,Y’(0) = w € T, M. Dann
gilt
Y(t) =t- (desz)tv (w) S T’y(t)M

Beweis:

1. Die Jacobi-Gleichung Y” + R(Y,~')y’ = 0 ist eine Differentialgleichung 2. Ord-
nung. Die Losung ist deshalb eindeutig bestimmt durch die Anfangsbedingungen
Y (0) und Y'(0).

2. Wir betrachten die folgende geodétische Variation von :
V(t,s) := exp,(t(v + sw)).

Dann gilt

<
~
\.@F
=
S~—
I

exp, (tv) = Yu(t)
exp, (t(v + sow)) = 7’U+sow(t)

<
—
\,@F
V)
[=)
~
I

und aus der Kettenregel folgt

Y (1) = T0(1,0) = (dexp, i),

Aus Satz 3.41 weiss man, dass Y ein Jacobifeld entlang ~ ist. Ausserdem gilt

Y(0) = 0

0 = YV o= VOV

%—‘t/(-, so) ist das tangentiale Vektorfeld an die Geodéte V (¢, so) = Vytsow(t), d.h. es
ist

%—‘;(0, 50) = Yorsow(0) = v + sow. Also gilt:
Y'(0) = i(v—|—sw)| =w
ds =0

Damit ist Y (¢) := (dexp, ) (tw) das eindeutig bestimmte Jacobifeld mit Y (0) =
0,Y"(0) = w.
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O

Beispiel 76. JACOBIFELDER AUF MF KONST. SCHNITTKRUMMUNG

Sei M"™ = M"(Ky) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnitt-
krimmung K, und v : [0,]] — M"(K,) eine auf Bogenlidnge parametrisierte
Geodéte mit v(0) = z,7/(0) = v. Seien u,w € T, M™ gegeben und bezeich-
ne U,W € X,(M) die Parallelverschiebung von u — (u,v)v bzw. w — (w, v)v
entlang . Dann ist das Jacobifeld Y € X, (M) mit Y(0) = v und Y'(0) = w
gegeben durch

Y(t) = Y(t) + <w7u>t : '7/ + <v7u>’yl

wobei

Yt) = { \/%O (sm( Kot) - W(t) + cos(y/Ko - t) - U(t))
Zum Beweis benutzt man

R(X,Y.T,2) = Ko (9(X, 2)g(Y.T) - g(X. T)g(Y, 2))

und berechnet Y + R(Y,~')y' = 0.

Satz 3.43. Bezeichne Jac,M den Vektorraum der Jacobifelder entlang ~. Dann gilt:

1. Jac, M ist ein 2n-dimensionaler Vektorraum.
2. {Y € Jac,M|Y L ~'}ist ein (2n — 2)-dimensionaler Vektorraum.

3. {Y € Jac,M| Y (0) =0,Y L ~'} ist ein (n — 1)-dimensionaler Vektorraum.
Insbesondere gilt fiir Y € Jac,M
(Y(t),7'(t)) =at+ 3
(wobei (-,-) die Metrik bezeichnet).

Beweis: Sei Y € Jac, M. Wir zeigen, dass die Funktion ¢ — (Y (¢),~/(¢)) linear ist:

d v v

§<Y, v = <$Y, 7'+ (Y, %ﬂ =(Y",4")
d? v
proace vy = (Y", )+ (Y, £7’>

= —(RY, Y)Y, %) =R(H,Y.v,7)=0.

Folglich gilt (Y (£),7(t)) = at + # mit 3 = (Y(0),7'(0)) und a = (Y’(0),~(0)).

Die Bedingung (Y,+') = 0 liefert « = § = 0, also einen Unterraum der Codimension
2 im 2n-dimensionalen Raum aller Anfangsbedingungen (Y (0),Y’(0)). Ist zuséatzlich
Y (0) = 0, so ist bereits 3 = 0 und man hat einen Unterraum der Kodimension 1 im
n-dimensionalen Raum der Anfangsbedingungen Y”(0).
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Definition. Sei z € M,v : [0,a] — M eine Geoddte mit v(0) = x und ty € (0,a]. Der
Punkt ~(to) heifit konjugiert zu x entlang v, falls ein Jacobifeld Y € X, (M) existiert mit
Y Z0undY(0) =Y (ty) =0.

Y(to) Y

Bemerkung: Fiir dieses Jacobifeld gilt Y | 4/, denn nach Satz 3.43 ist (Y (¢),7/(¢)) = ot
und somit oo = 0 wegen Y (¢y) = 0.

Satz 3.44. Sei x € M und v € T,,M. Das Differential der Exponentialabbildung

(dexp, )ty : TuM — .M
ist genau dann ausgeartet, wenn die Punkte x und ~,(t) zueinander konjugiert entlang
der radialen Geoddten v, sind.

Beweis: Wir wissen, dass das Vektorfeld Y,,(¢t) = t(dexp, )+ (w) das Jacobifeld entlang
v mit Y,,(0) = 0 und Y, (0) = w ist. Folglich gilt:

(dexp,),, ist ausgeartet & Jw € T, M, w # 0 : (dexp,),, (w) =0
& Y, (t)=0, Y, (0) =0
< zund v, (t) sind konjugiert entlang -,

Beispiel 77. KONJUGIERTE PUNKTE VON RIEMANNSCHEN MF

1. Auf den Riemannschen Mannigfaltigkeiten (R™, (-, -)g~) existieren kei-
ne konjugierten Punkte:
Fiir R™ ist die Schnittkriimmung K, = 0. Das Jacobifeld Y € X, (R")
mit Y(0) = 0 und Y’(0) = w L v ist gegeben durch Y (¢) = tW (t), wo-
bei W(t) die Parallelverschiebung von w # 0 entlang ~, ist. Folglich ist
Y(t)=1t-W(t) # 0 fur alle t > 0.

2. Auf (H", g = -5 (da? +...+da?)) existieren keine konjugierten Punk-
te: '
H" hat konstante Schnittkrimmung K, = —1. Das Jacobifeld ¥ €
X,, (H") mit Y(0) = 0 und Y’(0) = w L v ist gegeben durch Y (¢) =
sinh(t) - W (t) # 0 fidr ¢ > 0.
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3. Aufder Riemannschen Sphire S™ sind zwei Punkte z und y genau dann
konjugiert, wenn y = —z gilt:
S™ hat konstante Schnittkriitmmung K, = 1. Das Jacobifeld Y € X, (S™)
mit Y(0) = 0 und Y'(0) = w L v ist gegeben durch Y (¢) = sint - W(t),
wobei W (t) die Parallelverschiebung von w € T, M entlang -, ist. Folg-
lich gilt Y'(t) = 0 genau dann, wenn ¢ € 7-Z. D.h. die Punkte =, —2 € S
sind konjugiert entlang jeder Geodéten.

x =Y (0)

-x=7Y(1)

Als nichstes werden wir zeigen, dass die Schnittkrimmung eine Aussage iiber den
Verlauf von Geodéaten macht. Dazu benutzen wir den folgenden Satz iiber Jacobifelder:

Satz 3.45. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und ~ : [0,a] — M eine Geo-
ddate mit v(0) = z und v'(0) = v. Sei weiterhin w € T, M ein Vektor mit (v,v) = (w,w) =1
und (v, w) = 0. Bezeichne Y das Jacobifeld entlang v mit Y (0) = 0 und Y'(0) = w. Dann
gilt

1
||Y(t)H =1- éKspan(v,w) (.’I,‘)t3 + O(ts)

Beweis: Wir betrachten die Taylorentwicklung der Funktion h(t) = (Y (¢),Y (¢)) im
Punkt ¢t = 0:

1 1 . 1
h(t) = h(0) 4 h'(0)t + 5h”(o)t2 + 6h”’(0)t" + Ih(4>(0)t4 + o(t*)

Dabei gilt:
h(0) = (Y(0),Y(0)) =0
R(0) = 2(Y'(0),Y(0)) =0
R"(0) = 2(Y"(0),Y(0)) +2(Y'(0),Y’(0)) = 2(Y"(0),Y'(0)) = 2(w,w) = 2
W"(0) = 2(Y"(0),Y(0)) + 6(Y"(0),Y’(0)) = —6(R(Y(0),7'(0))¥'(0), Y’(0)) = 0
h9(0) = 8(Y"(0),Y'(0)) + 6(Y"(0),Y"(0)) .

Da Y"(t) = =R(Y(¢),7'())7'(¢) folgt

V" = -V (RY,Y)) = (Vo , RV A )Y = REY AN -

Folglich gilt in ¢ = 0:
Y"(0) = —R(w,v)v .

Damit folgt 24 (0) = —8Kpan(v,u) (). Wir erhalten

1
HY(t)||2 = t2 - ngpan(v,w)(ﬂf)tA + 0(t4)
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Fiir die Wurzel erhilt man durch Multiplizieren und Koeffizientenvergleich

||Y(t)H =t- 7Kspan(v,w) (x)tg + O(tS)

D=

O

Bemerkung: Da fiir den flachen Raum R = 0 gilt, folgt aus dem Beweis des vorigen
Satzes in diesem Fall h(*)(0) = 0 Vk > 2. Also ||Y ()| = t.

K=0

-</_<'

Fir die gekriitmmten Falle gilt:

1
HY(t)” =t— éKspan(v,w) (x>t3 +0(t3)
—_———

Abweichung vom flachen Verhalten

1. a = Kgpan(w,w)(2) < 0. Dann ist |Y'(t)|| = ¢ + |a|t* monoton wachsend. In diesem
Fall laufen die Geodéten auseinander.

2. a = Kypan(v,w) > 0. Dann hat ||Y ()| = ¢ — |a|t® ein lokales Maximum. In diesem
Fall laufen die Geoditen zusammen.

h$

Als nichstes wollen wir zeigen, dass eine Geodéte in einer Riemannschen Mannigfal-
tigkeit, auf der ein konjugierter Punkt liegt, nicht minimierend sein kann.
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Satz 3.46. Sei (M", g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und ~ : [0,l]] — M eine auf
Bogenlinge parametrisierte Geoddte. Sei V : [0,1] X (—e,e) — M eine Variation von ~
mit dem Variationsvektorfeld Y = %—‘S/(-,O). Bezeichne L : (—e,e) — R die Linge der
variierenden Kurven

Dann gilt fiir die 1. und 2. Variation von L:
L'0) = (Y(1),7'(1)) — (¥(0),7(0))

I

0

2(0) = [ (1701 ~RE A A0+ (0,070~ (Y2 0,0),7/0))

wobei Y die Normalprojektion des Variationsvektorfeldes Y ist:

Y=Y - (Y,7)y.

(Sind die Randkurven s — V (0, s) und s — V (I, s) Geoddten, so fallen die letzten beiden
Summanden von L"(0) weg.)

Beweis:
1. Wegen l l
0= [ %= [ (%0, % e'a
folgt O 0

l
o 1 VoV, oV
L'(s) = / 4ol <%a(t,s), E(t,5)>dt .
0
Wir wissen: oy
|57 @0 =1vmi=1

und
v VvV

ds dt

VWV

(t,0) = %E(t’o) =Y'(t) .

Daraus folgt

l !
o) = [0y = [ 5000 @)t = @) 0) - ¥ 0).(0))
0 0
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2. Wir leiten die Formel fiir L'(s) nochmals ab und erhalten in s = 0

l
0~ [l (G5 o)+ (3 on. E o)

_M<Z?:(t,0),7’(t)>2}dt

l

_ / [T 070,004/ 0) + Y0, Y1) — V1), 1)) b

0

l

[ B A G

(Y'(t),9'(£))*}dt

(RO YA + (9 00,0), /(1)) + (70, V(1))

Il
O\N

Die letzte Identitat folgt wegen

~h
—
o~
=
I
=~
—
=
N~—
|
—
&
—~
~
=
2
~
—
o~
=
=
2
~
—~
o~
=

und somit

Bemerkungen:

1. Analoge Formeln gelten fiir stiickweis glatte Variationen (werden entlang der
Stiicke summiert)

2. Ist V eine Variation mit festem Endpunkt und festem Anfangspunkt (= eigentli-
che Variation)

so gilt fiir das Variationsvektorfeld Y (0) = Y (/) = 0 und folglich

L'(0) =

0
l

(0) = /(HY()H— R(V .o oY)t
0
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3. Sei~y : [0,{] — M eine auf Bogenlinge parametrisierte Geodédte und X,Y € X, (M)
Vektorfelder entlang v mit X (0) = X (/) =0und Y(0) =Y (/) = 0.
Dann heif3t die symmetrische Bilinearform

l
LX.Y) = / (XY + R(Y.y ) )dt
0

die Indexform von .

Da fiir Vektorfelder Y € X, (M) gilt

Yy = Ly ).

erhalt man folgende Beziehung zwischen der Indexform von « und der 2. Variation der
Bogenlange:

Satz 3.47. Sei v : [0,l]] — M eine auf Bogenlinge parametrisierte Geoddite und Y €
X, (M) ein Vektorfeld mit Y (0) =Y () = 0und Y L ~'. Dann definiert Y die eigentliche
Variation V : [0,1] x (e,e) = M

V(t,s) = expyy (sY(t))

mit dem Variationsvektorfeld Y. Fiir die Indexform gilt

l

L) = [ (VP = RO Y) e
- 2"(0)

wobei L(s) =1(V(-,s)).

Wir erhalten nun die folgende Aussage iiber die Lénge von Geodéiten, auf denen ein
konjugierter Punkt liegt:

Satz 3.48. Sei v : [0,]] — M eine auf Bogenldnge parametrisierte Geoddte und v(0) = x.
Sei ty € (0,1) und v(to) konjugiert zu v(0) = x entlang ~. Dann existiert eine eigentliche
Variation V von v so dass

L(Vs) < L(y) Vs € (—¢,¢)\{0}
Vs
A Vi(O):=V(ts)
” y= ()

X

Insbesondere ist v nicht minimierend zwischen x und y.
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Beweis: v(ty) ist konjugiert zu « entlang ~. Folglich existiert ein Jacobifeld Y € X, (M)
mit Y(0) = 0 und Y (¢9) = 0. Nach Satz 3.43 ist dann Y L 4" und Y’ (¢y) # 0. Bezeichne
nun Z, € X, (M) die Parallelverschiebung von —Y’(¢y) entlang v und 6 € C*°([0,]) eine
Funktion mit 6(0) = 6(I) = 0, 6(ty) = 1. Wir betrachten das Vektorfeld Z ¢ X,(M)
definiert durch Z(¢) := 0(t) - Zy(t). Dafur gilt

Z0)=2zZ10)=0 , Z(to)=-Y(to) .

Fiir a € R setzen wir
Ya(t) = Y(t)+aZ(t) tel0,to
a- Z(t) t € [to,]]

Y, ist stetig und stiickweis C*°. AuBBerdem gilt Y, (0) = Y, (!) = 0. Benutzt man Y, 1 +/
und (Y'(to),7'(to)) = L((Y(t),7(t)))]t=0 = 0, so folgst aus der Definition von Z, dass
Y, L v/. Sei nun V, die durch Y,, definierte stiickweis glatte Variation

Va(t,s) = expﬂ/(t)(s Yo (1))
Nach Satz 3.45 und 3.46 gilt fiir die Bogenlénge L, (s) = I[(V,(-,s))

L.(0) = 0
Lg(o) = I'y(YomYa)-

Nach Definition von I, (Y., Y,) gilt I,(Y,,Y,) = I + Iz + I3, wobei
to
- [y Ry

0
to tO

I, = _a/<z, Y + R(Y,~ )y ’)dt—a/(Y 7" + R(Z,7' )y )dt

0
to

~ 94 / (ZY" + R(Y,A )y )t + o / Y2t
0

I,

(=)

- —2a / (ZY" + ROV, )W)t + al{Z(te), Y (t0)) — (¥ (to), Z'(t)))

0
to

= —2a/<Z,Y”—|—R(Y,’y’)7’>dt — a|lY'(to)|]?
0
= —a|Y'(to))||* (daY ein Jacobifeld ist)

Iy = o*’1,(Z,2).
Dann gilt fiir die Variation der Bogenlénge
L,(0) = 0
Ly(0) = I,(Ya,Ya) = o®1,(Z,Z) — af[Y' (o) ||?
—a([lY'(to)|I* - al,(Z, Z))

Ist a hinreichend klein, so ist ||Y'(to)| — al,(Z, Z) > 0, also L, (0) < 0. Fur diese « ist
V. eine Variation von ~, fiur die /() ein striktes lokales Minimum von L(V,(:, s)) ist.
Also gilt

L(Va(s)) < L(7) Vs € (-¢e)\{0}.
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O

Satz 3.49. Sei (M, g) eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit. Seien v,0 : [a,b] —
M zwei verschiedene gleichlange Geoddten, die zwei Punkte x und y verbinden.

$(b-g)

x =Y(a)

Dann ist 7y : [a,b + €] — M nicht minimierend (fiir beliebige ¢ > 0).

Beweis: Sei ¢ > 0 und bezeichne ¢ : [a,b + ] — M die Kurve

¢(t):{5(t) t<b

~y(t) t>b.

Da (M, g) vollstandig ist, existiert nach dem Satz von Hopf und Rinow eine minimie-
rende Geodéte 1 von ¢(b — &) nach ¢(b + '), wobei 0 < &’ < €. Da ¢ in ¢(b) eine “Ecke”
hat, ist ¢|(,_./ p+./ nicht minimierend zwischen ¢(b—¢’) und ¢(b+¢’) = y(b+¢'). Folglich
gilt

Uop—er pye) > d(p(b— ), ¢(b +¢€")).
Folglich existiert eine Kurve zwischen « = v(a) und z = (b + €’), die kiirzer ist als

¢|[a,b+6’]' Da l(6|[a,b]) = l(¢|[a,b]) = l(’ﬂ[a,b]) und ¢
ve von z nach z, die kiirzer ist als |(, ;1. Folglich ist v|(, ;4] nicht mimimierend

bb+e] = Ve, €xistiert eine Kur-

zwischen z und z.
O

Im folgenden sei (M, g) eine vollstandige Riemannsche Mannigfaltigkeit, € M und
exp, : T,M — M die Exponentialabbildung. Wir wollen nun den Diffeomorphiebereich
von exp,, studieren.

Seiv € T,M und v, : R — M die eindeutig bestimmte Geodéte mit ~,(0) = = und
v, (0) = v. Bezeichne

Jy:={t €R |7, ist minimierend auf|[0,¢]} C R.
Dann gilt:

e ty € J, = [0,t9] C J, (Dreiecksungleichung)

e J, ist abgeschlossen:

Seien t,, € J, und konvergiere ¢, — t € R. Dann gilt
d(vo(tn), @) =ty - [Jv]| = T [|v]|
und da d stetig ist, folgt

d(vo(t),z) =t [Jvl| = l(vl,n),
d.h.t e J,.
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Sei nun p(v) = max J, < oo, d.h. J, = [0, p(v)]. Dann gilt:

e p(v) ist der grofte Parameter ¢, fiir den ||y ; noch minimierend ist.
o p(v) = Ap(Av) VYA eER, da vy, (t) = v ().

e p:{veT,M]|l|v| =1} — Rist stetig und von unten beschriankt durch ¢ > 0
(siehe Kobayashi / Nomizu, Teil II, S. 98).

Wir betrachten nun die offene Menge U, C T, M

Uy :={t-vlveT,M|v|=10<t<p)}

PV

p(w)w

Nach Umnormierung kann man U, auch in der folgenden Form schreiben

U, = {wenar |l < o)}
{fweT,M|1<p(w)}

= {w € T, M | es existiert ein ¢ > 0, so dassv,|[,14.) minimierend ist.}

w
|

Definition. Die Menge

Cut(z) = exp,(0Us) = {r(p(v))| v € To M, [|vf| = 1}

heifst der Schnittort von x.
Satz 3.50. Sei (M, g) eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gilt fiir
Jjedes x € M:

1. M = exp,(U,)U Cut(x)

2. exp, : Uy — M\Cut(z) ist ein Diffeomorphismus.

3. y € Cut(x) genau dann, wenn es 2 verschiedene minimierende Geoddten von x
nach y gibt oder y zu x entlang einer Geoddten konjugiert ist. Insbesondere gilt:

x € Cut(y) & y € Cut(x).
Beweis:

1. Behauptung: M = exp, (U,) Uexp,(0U,):
Sei y € M. Dann existiert nach dem Satz von Hopf / Rinow eine Geodéite v von
2 nach y und d(x,y) = I(v). Sei v : [0,1] — M,~(0) = z,7(1) = y und bezeichne
v :=~/(0). Dann ist p(v) > 1, also v € U, U0U, und somit y € exp, (U,)Uexp, (0U,).
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2. Die Vereinigung exp,, (U,.) U exp, (90U, ) ist disjunkt:

Sei y € exp,(U,) N Cut(z). Day € exp,(U,), existiert eine Geodite v : R — M mit
7(0) = z,v(I) = y und v|[g ;4. ist minimierend fiir ein £ > 0.

Da y € Cut(z) = exp, (0U,), existiert eine Geodéte J mit §(0) = z und 6(b) = y, die
bis b minimierend ist und danach nicht mehr. Dann miissen die Geodéten v und
d verschieden sein.

Dann kann aber + nicht minimierend auf [0,! + ¢] sein (Satz 3.49). Dies ist ein
Widerspruch, d.h. M = exp, (U,)U Cut(z) ist eine disjunkte Vereinigung.

Insbesondere ist exp,, : U, — M\ Cut(x) surjektiv.

3. Wir zeigen, dass exp,, : U, — M\ Cut(z) ein Diffeomorphismus ist:

Nach Satz 3.49 und der Definition von U, ist exp, : U, — Cut(z) injektiv. Nach
Satz 3.48 gilt: Ist v € U,, so sind x und exp,(v) = y nicht zueinander konjugiert
entlang v, (t) = exp,(tv). Nach Satz 3.44 ist dann (dexp,), : T,(T, M) — T, M ein
Isomorphismus, also ein lokaler Diffeomorphismus. Da exp, : U, — M\ Cut(z)
auch bijektiv ist, ist exp,, : U, — M\ Cut(x) ein Diffeomorphismus.

O

Wir haben also einen Diffeomorphismus exp, : U, — M\ Cut(z) und fiir den Schnittort
Cut(z) gilt

Cut(z) = {y € M| es existiert eine minimale Geodéte von x nach y, die danach nicht

mehr minimierend ist.}
Definition. Sei (M, g) eine vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann heif3t
rinj(z) == d(z, Cut(z))
Injektivitatsradius von (M, g) in x € M.
Tinj(M) = inf 7in5(2)

heifit Injektivitdtsradius von (M, g).

Nach Definition von Cut(z) gilt dann
expm (K(Oﬂ rinj (‘r)) = BT'mj (:8) (.T)

B,..;(x)(x) ist die maximale geodétische Kugel um z, auf der exp, ein Diffeomorphismus
ist.



Kapitel 4

Krimmung und Topologie -
Einige Beispiele

4.1 Der Satz vom GauBb - Bonnet
Aus der Differentialtopologie ist bekannt:

1. Jede glatte orientierbare zsh. 2-dim. MF A/2ist triangulierbar, d.h vollsténdich
durch ein Netz von “Dreiecken” zu iiberdeken. (“Dreieck” bedeutet diffeomorph
zu einem Dreieck).

2. Sei eine Triangulierung einer komp. MF M? fixiert, dann bezeichne

e ¢y =Anzahl der Ecken
e ¢; =Anzahl der Kanten

e ¢o =Anzahl der Dreiecke
Daraus definieren wir
X(M):=ey—e1+e Eulersche Charakteristik

X (M) ist eine topologische Invariante.

219
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3. Ist M? eine zsh., komp., orientierte Fliche, dann ist A/2 homdomorph zu

M? =2 S*H T4 .. . #T* = F,

p—mal

wobei x (M?) = 2 (1 — p). Die Zahl p heill “Geschlecht” von M2,

p=2

Ziel: Satz von Gaul} - Bonnet

Sei ein M? kompakte, orientierbare und zsh. Fliche mit Riemannscher Metrik und
Schnittkriimmung! K € C*° (M). Dann gilt

~——

Unabhngig von g!

/KdM: 2y (M) =4rn(1—p)
M

———
Totalkrim.

Folgerungen
e M? ist diffeomorph zu S? (p = 0) < [KdM >0
M
o M? ist diffefomorph zu 72 (p = 1) <= [ K dM =0
M
e M? ist diffeomorph zu F, (p > 1) <= [ KdM =<0
M

Im folgenden sei (M, g) stets eine kompakte, orientierte und zsh. Riemannsche MF der
Dimmension 2.

Mit V bezeichnen wir ihren Levi-Civita-Zsh.

Seiv: I C R — M? eine auf Bogenlinge parametrisierte Kurve auf A/2. Dann sei

e 7 (t) :=~'(t) der Tangentialvektor von v, und
e n(t):= Dz (7 (t)) € T,y M?* der Normalenvektor von ~ ()

Dabei bezeichene D, eine Drehung in positive Richtung, sodass

(7(t),n(t) € O,y m

lsiehe dazu die Definition auf Seite 150
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Wir betrachten das VF VTZ/ € X, (M) entlang ~.

Vo /
—_— =0
g(dtv'y )

d.h. Vd—:, (t) und n (¢) sind parallele Vektoren.

Dag(y',7') =1, folgt

Folglich existiert eine Funktion
kg: I — R
mit .
g
L=k (1) n (1)

Definition. k, (t) heifft geoddtische Krimmung von

v I — M?

im Paramter t.

Bemerkung

Offensichtlich gilt
/

%

~ ist eine Geodite < it

=0&k =0
Satz 4.1. [Lokale Version von Gauf3-Bonnet]

Seu U C M? eine offene Teilmenge, sodass cl (U) diffeomorph zu einer Kreisscheibe in
einem Kartenbereich von M? ist. Dann gilt

l
/KdM+/kg:27r mit /kg ::/kg(t) dt
U 0

ou oU

wobei k, die Kriimmung der auf Bogenlinge parametrisierten Paramtetrisierung
v [0,1] — OU

ist, bei der /' der auf OU induzierten Orientierung entspricht.

Beweis:

Sei U C M? eine 2-dim. Untermannigfaltigkeit mit Rand oU == S*.

C oy
7(0)

U

Auf dem Kartenbereich U existieren globale Vektorfelder X, X, € X (U) ,sodass (X (x), X (z))

eine positiv-orientierte ONB in 7, U bilden.
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1. Wir betrachten die 1-Form w € Q! (U )
w:=g(X1,VXy)

Behauptung: dw = K dM|;

Da (X, X) eine positiv-orientierte ONB ist, geniigt es zu zeigen, dass
dw (Xl,Xg) =K.
Es gilt nun

dw (X1, X2) = X3 (w(X2)) = Xo (w(X1)) —w ([X1, X3])
= X1 (9 (X1, Vx, X2) — X5 (9 (X1, Vi, X2)))
-9 (X1,Vix, x,1X2)
= 9(Vx, X1, Vx,X2) +9(X1,Vx, Vx, X>)
=9 (Vx,X1,Vx,X2) — g(X1,Vx,Vx, Xa)
—9 (X1, Vix,,xX2)
= g(X1,(Vx,Vx, = Vx,Vx, — Vix,,x3]) X2)
+9(Vx, X1,Vx,X2) — 9 (Vx, X1,Vx,X2)
= R (X1, X2, X2, X1) +9 (Vx, X1, Vx, X2) — 9 (Vx, X1, Vx, X2)

K

Da g (X;, X;) = 1 folgt
e VxX; L X fir alle X und

o VxXs L X, fiir alle X.

Damit ist dann
VxXl = a(X) X2 und VXXQ = b(X)Xl

Wir erhalten also
9(Vx, X1,Vx,Xo) =a(X1) b(X2) g (X2, X1) =0

und
g (VX2X1,VX1X2) =a (XQ) . b(Xl) . g(XQ,Xl) = 0

Die Behauptung wére damit gezeigt.
2. Aus dem Satz von Stokes folgt nun

U/KdM:!dw:/w

oUu

/wz—/kg+27r
ou

ou

Behauptung:

Sei v : [0,{]] — OU eine auf Bogenlénge parametrisierte Parametrisierung von
dU, entsprechend der induzierten Orientierung auf OU. ( D.h. (OU\v (0) v~ ) ist
eine Karte von 0U. )
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Sei X; € X, (M) das Vektorfeld
Xi(t):=Xi(v(t) i=1,2

und (7 (¢),u (t)) die Tangenten- und Normalvektoren in 7 (¢).
Sei weiterhin ¢ (t) := £ (X; (t),7(t)), dann ist

X1\ [ cosp —singp T .
<X2>_<sin<p cosgo)(u) ()

Drehung um ¢

Da ~y eine Parametrisierung von 0U\ (0) ist, ist mit % =4"(t)=71(t)

/w_/w(;) dt—/lwwos)) dt ()
oU 0 0

Weiterhin ist

und
V. Xy = Vo (sing(t) -7 (t) +cose(t) - n(t))
= cosp(t)- ¢ ()7 (t) +sinp (£) - de
Csing () - (£) - n (1) + cosp (£) - ngt)
bzw.
S0/ () = w0t (0): () +cosip (0) s (1) 9 (7, 5 )
—cos’p(t) g (’Y/a V?;t(t)>
—sin®p(t)-g (n, Vd’ty,> + (Sin2 e )¢ (1)
—cosp (t)-sinp(t)-g <n (t), V?;)ft))
Da aber
e gin(t),n(t)=1 = g(nJ2)=0
¢ gn(t),7(t)=0 = g(n ) +g(F.7)=0
cg(Y @y m=1 = g(v. %) =0

und dach Definition Y’ = k, (¢) - n (¢), folgt

223
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Setzen wir dies in (x*) ein, dann erhalten wir

womit die Behauptung bewiesen wire.

/KdM+/kg=27T.
U oU

Insgesamt ist also

Satz 4.2. [Gauss-Bonnet fiir n-Ecke]

Sei U C M? offen und U liege in einem Kartengebiet von M? und sei diffeomorph zu
einem N-Eck. Seien (3; die Innenwinkel und bezeichne

o =m—0

dann gilt

/KdM—f—/kg—i—Zai:QW
U i=1

oU

Beweis:

Sei U.eine “geglattete” Umgebung von U:

UcU.cU U. ist diffeomorph zu einem Kreis D?
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Dies U, bekommt man, indem man einen Kreisbogen um p; vom Radius e (bzgl. d,) und
orthogonale Geodéten der Léange € auf die ~; legt.

Auf dieses U. wenden wir nun Satz 4.1 an, dann folgt

/KdM+/]€g:27T
U oU,

aus der Stetigkeit des L-MafBes gilt dann fiir den Grennzwert

/KdM =0 | Kdm
U, U

Desweiteren ist

3
3

i=1 i=
oU. 7§ ! ds
~—— ~——
parallele Randstcke Kreisbogenabschnitte

Da (wf)’ — v/ und nf — n, fir e — 0, so geht auch k;iﬁ — kg und damit ist

g3 [ ro =3 [ = [ = [
toas ' ¥ ¥i ouU
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Fur die Kreisbogen gilt

/kg:jcp'(t)dt—/w
0

d; d;
~——

Dabei ist

()
(1) = ¢ (0)
21,(69) (1)) = £ (1, (69)
i 6)

’

N 6

(0))

=

Fiihrt man nun den Grenziibergang ¢ — 0 durch, dann erhélt man

a; (6) — ZL(v1,v2) = o

/w—>07

ds

i

und

da df sich zu einem Punkt zusammen zieht.

Insgeamt ergibt dies dann

lim kg:/kg—i—gai

oU. oU

und dies verifiziert die Behauptung.

Folgerung [Winkelsumme in Geoditischen A]

226

Wie in Satz 4.1
()

Sei (M?, g) eine 2-dim. RMF und A C M eine Geodétisches Dreieck, d.h A ist dieffeom.

zu einem Dreieck und seine Kanten bestehen aus Geodéten.

Seien weiterhin 1, 32 und 3 die Innenwinkel von A\, dann gilt

61+ﬁz+63:7r+/KdM-
A

Innsbesondere ist dann

1. Fur

e K =0 die Innenwinkelsumme ) 3, = 7,
e K < 0 die Innenwinkelsumme > 3; < 7 und fiir

e K > 0 die Innenwinkelsumme } 3, > 7.
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Dies gilt fiir beliebige geoditische A.

2. Sei K = K, dann ist
Zﬂi =7+ Ko Vol(A),

d.h. die Innenwinkelsumme héingt vom Volumen ab!

Modelle fiir Geometrien?

Sei (M2, g) eine einfach-zsh. RMF.

1. Die Euklidische Geometrie K=0

Im R? mit dem Standartskalarprodukt sind die Geodiiten die Geraden, ein geodé-
tisches A hat folgende Gestalt

(55>

B B2

Fir die Innenwinkel gilt nun wie zu erwarten

Z@':W

2. Die Sphdrische Geometrie K=1
Hier sind die Geodéten gerade die GroBkreille

Die Innenwinkelsumme ist also
Zﬁi =7+ Vol(A)>=

3. Die Hyperbolische Geometrie K=-1
Die geoditischen A haben hier die Gestalt

2siehe hierzu auch die Betrachtungen auf Seite 178
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B3

e

Fir die Innenwinkelsumme ergibt sich deshalb
Zﬁi:ﬂ—Vol(A) <7

Satz 4.3. [Gaul3-Bonnet]

Sei (MQ, g) eine komp., orientierte, 2-dim. RMF mit Schnittkriimmung K, dann gilt

/KdM:Qﬁx(M)
M

Beweis:

Wir triangulieren M ( zerlegen es in A), dann gilt

/KdM = Z/KdM
M A A

seizd2 § | / ko + (Z@ (A)) -

A an

(Wihlen A so, dass A in einem Kartenbereich liegt.)

In der Triangularisierung tritt jede Kante in genau 2 Amit der jeweils entgegengesetz-
ten Orientierung aufl

Nach Def von k, ist dann mit 4 (¢) :=~v (I — k) =+~
K () = =k (1= 1),

(Beim +/ und n’ d4ndert sich nur das Vorzeichen.)
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Es folgt also

! !
/k‘g = /l</‘g(s)d5:—/lc;7Y (l—s) ds
-r 0 0

und damit ist

In jeder Ecke ist die Summe der anliegenden Innenwinkel der A gleich 27, sodass

3
SN Bi(L) =2r-e,,
A i=1
und deshalb
/KdM:27T'60762'7T.
M

Nun hat jedes A 3 Kanten. Da aber jede Kante jeweils in 2 /A vorkommt gilt fiir die

Anzahl der Kanten e; 5

€1 = — - €q.

2
Es ergibt sich nun

/KdM =2m-eg—ey-m=2wm-eg+2-ea-mT—3-€3-T
M
= 27 (eg — e1 + €2)

= 27T-X(M2).
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4.2 Semi - Riemannsche Uberlagerungen
und lokale Isometrien

Definition. Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit. Eine Uberlagerung von M ist ein Trie-
bel (M ,m, M ) aus folgenden Objekten
1. M ist eine glatte MF.
2. 7: M —s M ist eine C>-Abbildung
3. Fiir jeden Punkt x € M existiert eine offene, zsh. Umgebung U (x) C M, sodaf3
= (U) = U;
=
wobei U; C M offene und parrweise disjunkte Mengen sind, fiir die
7T|U1; : Uz — U
ein Diffeomorphismus ist.
Die Umgebung U (x) heifit korrekt iiberlagerte Umgebung , die U; heifien Bldtter iiber

U. Die Mannigfaltigkeit M heifit Basis, die Mannigfaltigkeit M Totalraum und die Ab-
bildung © Projektion der Uberlagerung (M , M, 7r>.

SSES
T M

Ist die Anzahl der Blditter endlich, so spricht man von einer endlichen Uberlagerung.

Bemerkung

Oft zeichnet man in (]\7 .M, 7r) einen Basisunkt aus: Sei o € M und & € 7! (2¢), so
schreibt man auch
T (M,i:o) — (M, )

als Uberlagerung.
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Beispiel 78. UBERLAGERUNGEN

1. Uberlagerung der S*
Die Abbildung

exp: R — StccC

t lerzt

liefert eine UL der S?.

2. Uberlagerung der S*
Dioe Abbildung

pn:StcC — Sltcc

z — 2"

liefert eine n-fache Uberlagerung der S*

3. Uberlagerung des RP™ durch die S™
Hierzu verweisen wir auch auf das Bsp. 21.
Die Abbildung

m: 8" — RP"=5"/(11)

x — [z

liefert eine Uberlagerung von RP™

4. Allgemein

Sei I" eine Gruppe von Diffeomorphismen die eigentlich
diskontinuierlich wirkt, d.h. fiir jeden Punkt = € M existiert eine Um-

gebung U (z), sodass
U@)Ng-U(x)=0  Vg#eausT.
Dann ist
m: M — M/r
eine Uberlagerung.

Uberlagerungen werden topologisch durch die Fundamentalgruppe m; (M) klassifiziert.?
Wir stellen hier die wichtigsten Fakten zusammen.

Definition. Seien o,w : [0,1] — M zwei stetige Wege mit o (0) = w (0) =z und o (1) =
w (1) = y. Dann heiflen o und whomotop bzgl. {0,1}, (6 ~ w bzgl. {0,1}), falls es eine
stetige Abbildung

H :[0,1] x[0,1] — M

gibt, fiir die

o H(t,0) =w(t)

e H(t,1)=0(t)

3siehe Vorlesung “Algebraische Topologie”
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e H(0,8) ==z
e H(l,s)=y
Die Abbildung H heifit Homotopie von o und w.
Mit
[w] :={0c€Q(x,y)| o ~wbzgl. {0,1}}
bezeichnen wir die Homotopieklasse von w.
Die Menge
m1 (M, z) := {Menge der Homotopieklassen von geschlossenen Wegen}
hat bezuglich der Operation
x:m (M,x) xm (M,2) — w1 (M,z),
W]+ [o] — [wxo]
wobei

w(2t) fiaro <t

1
3
o(2t—1) furi<t<1

(wxo)(t) = { ,

<
<

eine Gruppenstruktur.

Definition. 7 (M, z) heifit Fundamentalgruppe von (M) in x

Fakt 1 [Hochhebung von Wegen]

Ist (]\7 , M, 7r> eine Uberlagerung und z € M. Sei
y: I — M

eine glatte Kurve mit v (0) = 7 (Z). Dann existiert genau eine C*°-Kurve
5.1 — M

mit 5 (0) =Zund o = .

Fakt 2 [Homotopiehebungseigenschaft]

Ist
F: M—N

eine stetige Abbildung, so induziert sie einen Gruppenhomomorphismus

F.:m(Mzxz) — m (N, F(x))

W] — [Foul
Ist (]Tf , M, 7r> eine UL, dann ist 7, injektiv.
Definition. Sei 7 : (1\7 , :EO) — (M, zy) eine Uberlagerung, dann heifit
Ty (771 (]Ti 550)) C m (M, xo)

die Charakteristische Untergruppe einer U berlagerung. Wir bezeichnen sie mit G (1\7 , 5:0)
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Fakt 3 [Klassifikationssatz]

Definition. Sei M eine zusammenhingende glatte MF. Zwei UL heiffen dquivalent,
falls ein Diffeomorphismus
F: Ml — MQ

existiert, sodass

T o F =1m

Nun existiert eine Bijektion

Aquivalenzklassen . .
. Konjugationsklassen
von Uberlagerungen
= von Untergruppen
m:FE— M, H C m (M, 20)
E zsh. T T
wobei
(E,M,7) — H:=m,(m (E, e)) miteycn ! ()
und

HcCm (Mzg) — E:=Q(M,z0)/~y
Seien hierbei w; und ws zwei Wege aus Q) (M, z), dann setzen wir
wi ~g wy i+ wi (1) =ws (1) und [Wl * W2_1] €H.

Als Projeiktion nimmt man

Es gelten die folgenden beiden Sitze:

1. Eindeutigkeitssatz

Zwischen 2 zusammenhingenden Uberlagerungen (E1, e;) und (Fs, e3) von (M, o)
existiert genau dann ein basispunkterhaltender Diffeomorphismus f mit 7, =
me o f (F7 und F», sind dquivalent), wenn sie die gleichen charakteristischen Un-
tergruppen haben, d.h.

G(El,el) = G(Eg,eg) CcCm (M,xo).

2. Existenzsatz

Ist M eine zsh. MF und G C 7 (M, ), dann gibt eine zsh. UL (E, M, ) mit
G (E, 60) =G.

Fakt 4 [Universelle Uberlagerung]

Definition. Eine zsh MF M heifit einfach-zusammenhdngend falls

7T1(M):].
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Definition. Eine UL (M , M, 77) heifit universell , falls M einfach-zsh. ist.

Definition. Sei (M , M, 7r> eine UL. Eine Decktransformation ist ein Automorphismus

o€ Aut (M) c Diff (M) :
der die Fasern respektiert, d.h. es gilt mo ¢ = .
Die Gruppe der Decktransformationen bezeichnen wir mit Deck ().
Jede zusammenhingende Mannigfaltigkeit M besitzt eine bis auf Aquivalenz eindeu-

tig bestimmte universelle UL M. Die Fasern der Uberlagerung sind mit m (M, x9) zu
indentifizieren:

1. Wir zeigen 7y (M, x¢) = 71 (0).

Sei [w] € 71 (M, 20) und @, : I — M ein Lift von w mit &, (0) = eo.

€0

Dann ist die Abbildung
71 (M, zg) — 7 (o)
W] — @e, (1)
eine Bijektion.
2. Wir zeigen Deck (1) & m (1\7, 5:0)

Wir wollen nun eine Wirkung von 7, (M, o) auf M realisieren, die die Fasern
respektiert.

Sei dazu [w] € 71 (M, x¢) fixiert, und v € 7! (x) C M beliebig mit. Da M zusam-
menhédngend und damit auch wegzsh. ist, existiert ein Weg

v:[0,1]] — M

mit v (0) = 2o und v (1) = «.

v* oy (1)
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Damit ist

1 (M,Io) XM E— M

([o],v) = [o]-v =y xoxy (1)

eine fasertreue Wirkung.

Wir identifizieren nun [o] € 7 (M, 20) nach 1. mit u = 5 (1) € 7! (z0). Da
G (]Tj,u) =G (M,io) = T, (771 (Mﬁco)) =m (1) =1,

existiert nach dem Eindeutigkeitssatz* eine Dektransformation Jio) mit f(Zo) =
u.

Sei andererseits f € Deck (m), dann betrachten wir f(Z,) € 7! (x¢). Nach 1.
entspricht dies einem [0] aus m (M, o).

Wir haben also
Deck (w) = 7y (M, z9) = 7" (x0)

Dariiberhinaus wirkt Deck () eigentlich diskontinuierlich auf M, mit Bsp 78.4 ist da-
mit (M ,M/r, p) eine Uberlagern. Insbesondere ist damit M /- eine MF.

Die Projektion 7 : M — M liefert dann einen Diffeomorphismus

7 M /v — M.
] — 7 (m)
Definition. Seien (M, g) und (]Tf , g) semi-Riemannsche MF. Eine Abbildung

¢:(Mj)—%M£m

heif3t semi-Riemannsche Uberlagerung , falls

. (]\A/[/ , M, qb) eine Uberlagerung ist, und
e ¢ eine lokale Isometrie, d.h
P*g=9

Als nichstes beweisen wir ein niitzliches Kriterium, das angibt, wann eine lokale Iso-
metrie eine semi-Riemannsche Uberlagerung ist.
Satz 4.4. [Liftungsbedingung]
Sei ¢ : (N,h) — (M, g) eine lokale Isometrie. Habe ¢ zusdtzlich die Eigenschaft:
Fiir jeden Punkt x € N und jede Geodiite

o:[0,1] — N
mit ¢ (x) = o (0), existiert ein Lift

6:[0,1]] — N

4sie Fakt 3 auf Seite 233
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mit & (0) =z und pod =o.

Dann ist
¢: (N,h) — (M,g)

eine semi-Riemannsche UL.

Beweis:

1. ¢ ist surjektiv, da es zu je 2 Punkten z,y € M eine gebrochene Geodéte von = nach
y gibt.

2. Sei U C M eine Normalenumgebung von x € M. Wir zeigen, dass U korrekt
uberlagert ist

Y2

n {5 Texp, TyiN

do;!

T

0
D ow ™ Q)
M

Sei U C T, M sternférmig beziiglich 0, und
exp, : U — U (z)

ein Diffeomorphismus.

Wir betrachten einen Punkt y € ¢! (x). Nach Vor. ist
g, : T,N — T, M

ein linearer Isomorphismus. Somit ist

auch sternformig bzgl. 0,,.

(a) Behauptung: exp,, ist auf U (y) definiert.
Sei v € U (y) C T, N. Dann ist

o =d¢, (v) €U CT,M
und somit existiert eine radiale Geodéate
v :[0,1] — N
mit v; (0) = z und 7} (0) = v. Nach Vor. existiert ein Lift

4:100,1] — N
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mit 7 (0) = y und ¢ o ¥ = ;. Da aber ¢ eine lokale Isometrie ist, ist 4 eine
Geodéte von (N, h) und
dy (7' (0)) = 73 (0) = .

Damit ist 4’ (0) = v und deshalb

D.h. exp,, (v) = 7, (1) existiert.
(b) Behauptung:
exp, : U (y) — U (y) = exp, (U (y))
ist ein Diffeomorphismus.

i. Nach der Kettenregel und der Definition der Exponentialabbildung gilt

exp, od¢, = poexp, : U(y) — U (v) (%)
—_———

Dif feo
woraus die Injektivitiat bzw. die Bijektivitiat von
exp, = Uy) — U(y)

folgt.

ii. Differenziert man (x), dann sieht man, dass aus

d (expm)d(¢y)(v) (dd)y)'u = d¢’71r(1) (d expy)u

IsomYvelU
auch Isomorphie von
(dexpy)v : Ty (TyN) — T, ()N

folgt, sodaB exp,- ein lokaler Diffeomorphismus ist. Insbesondere ist dann
auch

exp, : U(y) — U (y)
sternf.

ein Diffeomorphismus.

Wir haben also gezeigt, das U (y) eine Normalenumgebung von y in (N, h)
ist. Desweiteren ist damit

¢:Uly) —U(x)
ein Diffeomorphismus, da
¢ = exp,, ode, o exp, .
(c) Es bleibt zu zeigen, dass sich ¢! (U) in die Normalenumgebungen
{Ulyeo™ (@)}
blattert, d.h. .
o) =J{UWyeo " (@)}
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i

ii.

Seien y; # y» aus ¢! (). Angenommen es ex. ein z € U (y;) N U (y2).
Seien
ag; . [07 1] — N

die radialen Geodéten von z nach y;. Dann sind
(¢o0i):[0,1] — U (x)

radiale Geodédten von z nach ¢ (z). Da U (z) eine Normalenumgebung ist,
folgt
¢ (01) = ¢ (02)

sodass
do. (1 (0)) = do. (03 (0)),
Und da d¢ nach Voraussetzung ein Isomorphismus ist, folgt jedoch

01 (0) =05 (0) = 01 =02 = Y1 = 2.

Widerspruch!

Seizec o t(x).

Behauptung: z € U (y;) fir ein y; € ¢~ (2).
Dazu betrachten wir die Geodite

c:10,1]] - U(x)Cc M

mit ¢ (0) = z und o (1) = ¢ (2). (0 (t) = exp, (t exp;' (¢ (2)))). Nach Vor.
ex. ein Lift
g:[0,1] — N

und & (1) = z. Dann betrachten wir

yi=5(0) € o (x).

Damit ist 5 ([0, 1]) C U (y).

O

Satz 4.5. Sei ¢ : (N,h) — (M, g) eine surjektive lokale Isometrie und M zsh. Dann

gilt:

(N, h) ist geoddtische vollstindig. < (M, g) ist geoddtisch vollstindig und (N, M, ¢) ist

eine UL.
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Beweis:

1. Sei (N, M, ¢) eine UL und (M, g) geoditisch vollstandig
Behauptung: (N, h) ist geodétisch vollstandig.
Seixz € N und v € T, N. Bezeichne
vy:R— M
die Maximale Geodéate mit v (0) = ¢ (x)und v/ (0) = d¢,. (v).
Da ¢ eine UL ist, existiert eine eindeutiger Lift
¥:R— N

mit 4 (0) = z und ¢ o 4 = ~. Durch die Isometrieeigenschaft von ¢ ist nun auch ¥
eine Geodite, die auf ganz R definiert ist. Daraus folgt dann die Behauptung.

2. Sei (N, h) vollstéandig
Behauptung: (M, g) ist gedatisch vollstandig.

Seiz € M und v € T, M. Wir wéhlen ein y € ¢! (z) und betrachten die maximale
Geodite
¥:R— N

mit 7 (0) = y und 7/ (0) = d¢, ' (v). Da ¢ eine lokale Isometrie ist, ist
Yi=¢oy
eine Geodite.

3. Sei (M, h) vollstandig.
Behauptung: (N, M, ¢) ist eine UL.
Dazu zeigen wir, dass das Liftungskriterium von Satz 4.4 erfillt ist.

Sei
o:[0,1] — M

eine Geodite in (M, g) mit o (0) = ¢ (y) = 2. Sei v = d¢,* (¢’ (0)) und
Yo: R— N

die maximale Geodéte in (N, h) mit +, (0) = y und ~, (0) = v.
Wegen der Eindeutigkeit der Geodéte ist dann

¢50’Yu|[0,1] =0

also ein geodétischer Lift von o.

Seien (M, g) und (M , g) zwei semi-Riem. Mannigfaltigkeiten und
p: T,M— TiM

eine linerare Isometrie.
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Sei U (z) C M eine Normalenumgebung, sodass
¢ (exp, ! (U (2))) € DB (expz).
Wir betrachten die Abbildung f
fU(x) — M
y — exp- opoexp; ! (y)
Wann ist f eine lokale Isometrie? Die kann man der Kriimmung ansehen!

Zuerst einige Bezeichnungen:

Seiy € U (z) und
v: [0,1] — U(x)

die radiale Geodéte von x nach y. Bezeichne
:00,1] — U (#) = £ (U (x))

die radiale Geodate mit 4 (0) = Z und 4’ (0) = ¢ (7' (0)). Dann ist

Sei
Py ToM — Ty M

die Parallelverschiebung entlang ~ bzgl. des LC von (M, g) und
75,5 : TiM — T:y(t)M

die Parallelverschiebung entlang 4 in (]\2[ , g) .

Sei weiterhin

¢ TyyM — Ty)M
v — 75to¢o77;1 (v)
Dann gilt der
Satz 4.6. (Cartan’51)
Ist fiir alle y € U (x) und v, w,u, 7 € T,M
Ry (v,w,u,7) = Ryy) (1 (v) 60 (w) , b1 (w) , &1 (7))

so ist
f:U@CcM-—M
eie lokale Isometrie, d.h.
9=y

240
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Beweis:
Wir fixieren ein v € T,M. Sei Y € X, (M) ein Jacobifeld entlang v und Y (0) = 0 und
Y () =w.

Sei weiterhin (eq,...,e,) eine ONB in T, M und (e; (t),..., e, (t)) die Parallelverschie-
bung entlang . Wir betrachten das VF Y € X5 (M )

Y (t):= ¢ (Y (1))

1. Behauptung: Y ist ein Jacobifeld entlang 4.
Betrachten dazu die Basisdarstellung von Y (¢):

n

Y (t) = i(t)ei(t)

i=1

Fir die Parallelverschobene ONB (é; (¢),...,é, (t)) definiert durch

gilt
V()= wilt)é:(t)
i=1
5 (1) =Y (t) éx (¢)
k=1

Da Y ein Jacobifeld ist folgt

R, 7)Y ++4"=0

und daraus folgt
0 = ¥/ O+ Ryw (eiex e €) yizp
kol
Vor. 3 A A A A
=y (O + D R (6, 6k, €1, 65) yimray
ki
= 0 = §+R(V,4)5 =0

Somit ist ¥ ein Jacobifeld entlang 4.

Da die Parallelverschiebungen und ¢ Isometrien sind, gilt

gy (1), Y (1) =4 (Y (1), ¥ (1))

2. Behauptung: f ist eine lokale Isometrie.

Zu zeigen ist, dass fiir alle y € U (z) und v € T, M gilt

95w (dfy (v), dfy (v)) = gy (v, 0).

Sei Y € X, (M) das Jacobifeld entlang v mit Y (0) = 0,Y () = vund Y (¢) =
& (¥ (1)). Da A
g (1), ) 23 (V)7 ()



KAPITEL 4. KRUMMUNG UND TOPOLOGIE - EINIGE BEISPIELE 242

gilt es zu zeigen dass
Y (1) =df, (Y (1)).
Nach Satz 3.42 gilt fiir das Jacobiefeld Y :

Y (1) = (dengz)z.fy/(o) (1-4(0).

Nach Def. von § ist Y (0) = ¢ (Y’ (0)), da

o2 L (7 (7 0)) o= L 0o p ) | s

dt —_———
€T, M

VY

— (7 0)

Somit folgt

V(1) = (dexpz)s00) | ¥ (dexpz);;,(o) o (dexpy); o) (- Y’ (0))

Y (1)

= dfy (Y (l))

und f ist eine lokale Isometrie.

Folgerung

Sind (M", g) und M™, f]) zwei semi-Riem. MF gleicher Signatur und gleicher, konstan-
ter Schnittkrimmung K € R, so sind sie lokal isometrisch.

Beweis:
Wir fix. ein € M und & € M beliebig. Da

sign (g9.) = sign (z)
existiert eine lineare Isometrie

p: T,M — Ti,M.
ONB — ONB

Nach Satz 3.17 haben die Kriimmungstensoren die Gestalt

Ry (v, w,u,T) = K (g (UaT) g(w,u) =g (v,u) g(w,7))
T K (g (8,7) - g (,4) - §(0,0) - § (i, 7))

K(g
( (U)’ ¢t (T))
e ——

Aus dem letzten Satz folgt dann die Behauptung.
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Satz 4.7. [Starrheitssatz]

Seien f1,fa: (M,g9) — (M , f]) zwei lokale Isometrien zwischen zusammenhdngenden
semi-Riem. MF. Ist x € M ein Punkt und

fi(z) = f2(z)
(df), = (df2),

so gilt
i=h

D.h. lokale Isometrien sind durch einen Punkt und dem Differential an diesem Punkt
eindeutig bestimmdt.

Beweis:

Sei
A={ye M| fi(y) = f2(y) und (dh), = (dr2), }

Dann gilt:

1. A0, dax e M.
2. Wegen der Stetigkeit der f; ist A abgeschlossen.

3. Wir zeigen: A ist offen.
Sei yo € Aund U (yo) eine Normalenumgebung von .

Fir ein z € U (yo) existiert eine radiale Geodate
Yo+ [0,1] — U (yo)

mit v, (0) = v, 7, (1) = 2,7, (0) =vund z = expy, (v).

Da die f; lokale Isometrien sind, sind auch

i (8) = fi (w (1))
Geodédten mit v; (0) = f; (yo) und ; (0) = (df;),, (v).
Da aber y; € A, stimmen die AWP iiberein, sodass
Nn=yw=(fi=fr aufU(y))

und insbesondere
(dfr), = (df2), YzeU (y).
Damit ist aber U (yo) C A, und A offen.

Nun ist A offen, abgeschlossen und nicht leer. Da M zsh. ist, folgt also

A=M.
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4.3 Die Siatze von Hadamard, Bonnet-Myers
und Riaume konstanter Krimmung

Satz 4.8. [Hadamard-Cartan-Thm.]

Sei (M™, g) eine vollstdndige zsh. Riemannsche MF. mit nichtpositiver Schnittkriim-
mung Kg <0 fiir alle t € M und E? C T,M, dann ist

exp, : T, M =R" — M
eine glatte UL.
Da m (R™) =1, ist (R™, M, exp,) universell, und damit
M =R"/p

wobei I Gruppe der Decktransformationen Deck (). °.

Beweis:

1. Seiy: R — M eine Geodite und die Schnittkriimmung entlang ynicht positiv.
Behauptung: Auf v liegen keine zu « = vy (0) konjugierten Punkte.
SeiY € X, (M) ein Jacobifeld entlang v und ~ (0) = 0.
Wir betrachten die Funktion

dann ist

() = 29(Y'(1),Y (t))

Rt = 2{g(Y"(),Y (1) +g (Y 1),V (1)} ()

2R Y,y Y) + Y ()] >0
———

K<0

e Aus 4 (0) =0, (0) =0und 2" (0) > 0 (da Y’ (0) # 0) erkennt man, dass h in
t = 0 ein lokales Minimum hat.

e Da h” (t) > 0 fiir alle |t| < € ist h strikt konvex auf (0,¢) und da h” (¢t) > 0 fur
alle t, ist h konvex fiir alle ¢.

Demnach ist

[h(t)>0 vt#0]

und deswegen auch Y (¢) # 0 fiir alle ¢ # 0, sodass auf v kein zu v (0) konjukierter
Punkt existiert.

Also ist (dexp,,),, nicht ausgeartet fiir alle t € R und v € T, M/ und demzufolge
exp, 1 IyM — M

eine lokaler Diffeomorphismus um jeden Punkt v € T, M. Und da (M, g) vollstan-
dig ist, ist exp, aullerdem surjektiv.

5siehe Fakt 4 auf Seite 233
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2. Wir betrachten die Metrik g := exp? g auf T,, M. Dann ist
exp, : (R",g) — (M,qg)
eine surjektive und lokale Isometrie. Deshalb sind die Geraden
oy: R — T,M =R"
t — t-v

die Geodaten durch 0,. Diese sind auf ganz R definiert, sodass (R", §) nach Satz
von Hopf-Rinow vollsténdig ist. Satz 4.5 liefert nun dass

exp, : T,M =R" — M

eine Riemannsche UL ist.

Folgerung
Ist M dariberhinaus noch einfach-zsh, so gilt
M" =~ R"

Insbesondere exisitiert dann zu 2 Punkten z und y aus M genau eine Geodite, die beide
miteinander verbindet.

Satz 4.9. Sei M" eine vollstindige zsh. Riemannsche MF mit konstanter Schnittkriim-
mung K.

Dann ist die universelle Riemannsche UL M von M isometrisch zu 8

e H", falls K = —1
e R" falls K =0

e S" falls K =1

Beweis:
Sei (]\7 , M, 7r) die universelle UL und j := 7*g. Da (M, g) vollsténdig ist, ist auch nach

Satz 4.5 auch (M , g) vollstdndig. Somit ist (]Tf , g) eine einfachzusammenhéingende
RMF konstanterschnittkrimmung K € {-1,0,1}

1. Sei K <0.

Wir bezeichnen

N o R® falls K =0
") H falls K = —1

Dann fixieren wir ein z € N und & € M und eine lineare Isometrie

©: TuN — T M.

6Siehe Beispiele 65,66 und 67 auf den Seiten 153ff.
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Nach dem Satz von Hadamard (Satz 4.8) sind die Exponentialabbildungen
exp, : Ty;N — N und

exp, : ToM — M

Diffeomorphismen. Wir betrachten die Abbildung
fi=expsopoexp,l: N — M.
Diese ist ein Diffeomorphismus und nach der Folgerung von Satz 4.6 eine Isome-
trie, da die Krimmungen iibereinstimmen.
2. Sei K =1

Wir fixieren eine lineare Isometrie

p: T,8" — T,;M.
S™\ {—z} ist eine Normalenumgebung von = und damit

expyt S™\ {—a} — {v € 75" |[o]] < 7}

ein Diffeomorphismus.

Nach Satz 4.6 ist dann
fr=&Pzopoexp,: S\ {~2} — M

eine lokale Isometrie. Diese wollen wir in den Punkt —z fortsetzen:

Dazu fix. wir ein y € S™\ {—x, 2} und betrachten den Punkt

g=f(y)eM
und die lineare Isometrie
¢ :=df, : T,S" — T;M,

die von f induziert wird. Dann ist nach Satz 4.6 die Abbildung

f= Eiﬁgo¢oexp;1 SN\ {—y} — M
eine lokale Isometrie und fiir die zsh. Menge W := S™\ {z, —y} gilt

e ycW

o f(y)=expyopoexp,t(y) =17

e und

df, = (dexpy), oo, o (dexp,’),

——
(dexp, ),

= ldTgM o] (ﬁoy o] 1dTy Sn
950 = dfy
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Nach dem Starrheitssatz fiir Isometrien (Satz 4.7) folgt daraus
f=f
und f setzt f im Punkt —x fort. Es existiert damit eine lokale Isometrie
F: 8" —s M.
Nun ist S” vollstdndig und nach Punkt 3. aus dem Beweis von Satz 4.6 ist F' eine

Riemannsche UL.

Da sowohl S" als auch M einfach-zsh. sind, folgt aus der Uberlagerungstheorie,
dass
F:8"—M

ein Diffeomorphismus und damit eine Isometrie ist.

O

Definition. Eine vollstindige Riemannsche MF mit konstanter Schnittkriimmung nennt
man Raumform.
Folgerung [Klassifikation von Raumformen]

Sei M™ eine Raumform mit Schnittkrimmung K € {0,1,—1}, dann ist M isometrisch
zu M /1, wobei

R™ falls K =0
M = ¢ H" falls K = -1
S" falls K =1

und I' eine Untergruppe der Isometriegruppe von M ist, die eigentlich diskontinuier-
lich auf M wirkt, d.h.

T M — M /r=M
ist eine UL. (die universelle).

Beweis:

Sei (]T/f , g) die universelle UL mit § = 7*¢. Nach Satz 4.9 hat M je nach Krimmung
die Gestalt R", H" oder S™. Sei I' die Gruppe der Decktransformationen Deck (7). Mit
Fakt 4 auf Seite 233, geniigt es zu zeigen, dass

I'CcIso (M) .
Sei v € T', dann ist
Yg=y"1"g=(r07)"g=3.

O

Satz 4.10. Sei (M", g) eine vollstindige RMF, deren Ricci-Kriimmung von unten durch

RicZL_ng c=const >0
c
Dann gilt fiir den Durchmesser

diam (M, g) := sup d(z,y) < m-c=diam (SI)
z,ye M

wobei ST die Sphdre vom Radius cist.

Insbesondere ist M kompakt und hat eine endliche Fundamentalgruppe w1 (M).
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Beweis:

Seien z,y € M. Da (M, g) vollstandig ist, existiert eine minimierende Geodéte
v:[0,]] — M

mit vy (0) =z, v(]) =y und ! = (7). (Auf BL param.)

1. Wir zeigen dass d (z,y) = [ (y) < 7 - ¢. (damit ist diam (M, g) < 7-¢)
SeiY € X, (M) ein VF entlang ymit Y (0) =Y (I) = 0 und Y L+'. Dann gilt fir die

Indexform

l
L (YY) := —/<Y, Y"+R(Y,Y)y') dt
0

nach Satz 3.47:
Sei
V(t,s) :==exp, ) (s-Y (1)
und
L(s):=1(V(,s)).

Dann ist Y das Variations-VF von V und es gilt

L'(0) = 0

L (0) = I, (YY) 2 0
(dal(y) =d(z,y) ein globales Minimum von L ist)
Wir setzen nun spezielle Vektorfelder in die Indexform ein:
Sei (e; =+'(0),es,...,6,) eine ONB in T, M und (X;,...,X,) das daraus entste-
hende parallele VF entlang . Wir betrachten Y; € X, (M)

Y; (¢) ;:sin(”l't).xi(t) 2<i<n.

dann ist
Y;(0)=0=Y;() undY;ly = I, (¥;,Y;) >0.

Die Berechnung der Indexform liefert:

- cos (Wlt) - X; (t) +sin (WZt) <X (t)

-t

. cos () ‘X; (1) daX:|

Y =

K2

~13

~13

l

Damit ist

Fiir die Indexform folgt

l

by = fan (GO (5) - R xf a

0
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Da (v, Xs,...,X,) eine ONB entlang ~ ist, folgt durch Summation

0< _Z"jfw (Y, Vi) = /lsin"’ (”f) {(n— 1) (?)2 - Rz‘c(v’w’)} dt
=2 0

Nach Vor. ist aber

. //_n_ll ;o n—1
Ric(v',7') = = gy, = 3
=1
und damit folgt
0< ZIV (Y3, Y5) :/sin2 (T) {(n—l) [(7;) —0—2}} dt
i=2 )
>0

und somit

T 1

7>7 bzw.l < 7-¢

c

2. Da M beschriankt und vollstéandig, folgt nach Hop-Rinow auch die Kompaktheit.
3. w1 (M) ist endlich.
Sei (]T] , M, 7r) die universelle Riemansche UL von (M, g). Da meine lokale Iso-
metrie ist, stimmt die Schnittkrimmung von (Z\7 , g) mit der von (M, g) tuiberein.
Nach 1. ist also auch (M , g) kompakt.
Damit ist aber auch die Anzahl der Blitter # (7! (z)) endlich und aus

7t () 2 (M, x)

folgt dann die Endlichkeit von 7; (M).

Folgerung fiir die Schnittkrimmung
Sei (M™, g) eine vollstéandige RMF mit s¢rikt positiver Schnittkrimmung

1
K> >0,
C

dann ist M™ kompakt, diam (M, g) < 7 - ¢ und 71 (M) endlich.
(Fir K > 0 gilt dies nicht mehr.)

Bevor wir zum néchsten Satz kommen, noch ein algebraisches

Lemma 4.1. Sei
A: RV — R

eine orthogonale Abbildung und det A = (—1)". Dann hat A einen EW \ = 1, d.h. einen
Fixpunkt.
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Beweis:

1. Sei n gerade.

X (A) = det (A — AE)hat den Grad » — 1 = ungerade, sodass eine reelle NS A
auftritt. Da A€ O(n—1)ist A = £1.

Alle komplexen EW treten Paarweise auf

(/1‘17"‘7/1“1")7(/7'17"'7/7'7“)3)‘17”'7)\7%
———
reelle EW

Und es folgt

det (A) = (-1)"=1= (HMZ) A A

unger. Anz.
Damit muss ein EW )\ = 1 existieren.
2. Sei n ungerade.

Dann ist

det A=—1= (Hmﬁ) AL A

J=1 ger. Anz.

Ein reeller EW muss, aber alle kénnen nicht negativ sein. Somit existiert ein EW
A=1.

Satz 4.11. [Satz von Weinstein ('68)]

Sei M™ eine komp. orientierte MF mit K > 0. Sei
fiM—M

eine Isometrie, die die Orientierung erhdlt, falls n gerade ist, und die Orientierung um-
kehrt, falls n ungerade ist, dann hat f einen Fixpunkt.

Beweis:

Anngenommen f (p) # p fiir alle p € M. Da M kompakt ist, ex. ein p € M, sodass

0<d(p f(p) = pr;%i]r\bd(p',f(p’))-

Dies Fiihren wir zum Widerspruch.
Sei
v:[0,l] — M

eine minimierende Geodéte von p nach f (p). Dad (p, f (p)) > 0ist{ > 0.

1. SucheneinY (p) € T, M mit |Y (p) || = 1 und y_L+' (0), sodass:
Wenn (3 eine Geodite ist mit §(0) = p und § (0) = Y (p), dann ist f(3) eine
Geodite mit

F(8(0))=f(p) und (fop) (0)="P,(Y(0)
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g

Sei v eine Geodéte. Da f eine Isomorphie ist, wird somit auch f () zu einer Geo-
date.

Behauptung: In f (p) ex. kein Knick.

Sei p’ € Im~ und +' die minimierende Geodéte von p’ nach f(p’).

A-Ungleichung:

d@', f@)) < d@'. fp)+d(f®).f®))
=d(p,p’)

= d(p, f(p)

Da p der Punkt mit dem minimalen Abstand war, folgt

A, f@)=d@, f®)+d(f(p).p)

Die Gebrochen Geodite
P f (o) )

ist also minimal, und damit glatt, d.h.

F'©=+"0. (%)

Wir betrachten nun die Abbildung

A:=P  odf,: T,M — TypM — T,M.
A ist eine lineare Isometrie, und +/ (0) ist ein Fixpunkt von A:
A (0) = Py, (Y (0))) =P ((F o) (0))
(%) — !
Py (1) =" (0)

Sei
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Dann erfiillt B die Eigenschaften des vorangegangen Lemmas, und es existiert
damit ein Fixpunkt v € 7T, M von A mit

vy (0) und ||v|| = 1.
Sei weiterhin Y € X, (M) die Parallelverschiebung von v entlang ~y
Y (6) =P, @),

dann ist Y (¢) L+ (0).

Sei
B:R— M

die Geodéte mit (f o 3) (0) = f (p), so folgt
fofB:R— M
ist eine Geodéate mit

* (fo)(0)=f(p)

e und

(foB) (0) = dfy (8'(0) = dfy (v)
P’Y

2. Wir betrachten nun die Variation

Vi0xR — M
(t,5) > expyq) (s-Y (1))

mit den Geodéten 8 und f (3) als Rédnder, um einen Widerspruch zu finden.

Die Randkurven sind die Geoditen

V(0,5) = exp, (s-Y(0)) = B(s)
Vi(l,s) = expyg) (s Y (1) = f(B(s))

Das Variations-VF von V ist Y.
Sei L (s) =1(V (-,s)). Nach Satz 3.47 gilt fiir die Variation der BL

L'(0) =0
L"(0) = I, (V)Y)

l
:f/hm”+nmvw3ﬁ
0

Da die Randkurven jedoch Geodéten sind, gilt dariiberhinaus

0= <dvs (?: (1,0)> A (l)> - <Z§ (%‘; (0,0)> e (0)>-
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Da Y entlang v parallelverschoben ist, haben wir auch
0=(Y(1),Y" (1)) - (Y (0),Y"(0))

sodass sich L (0) vereinfacht:

!
L"(0) = —/R(Y, v,y Y) dt
0

253

Damit ist L” (0) < 0 und L besitzt in ¢ = 0 ein strickt lokales Maximum, dh. es ex.

ein s € (—¢, €) sodass

Z(Vh@)<ﬂw
——

=c
Damit ist aber

d(B(s), f(B(s)) <l(c) <l(y)=d(p,f(p))
was im Widerpsruch zur Minimalitat von d (p, f (p)) steht.

Satz 4.12. Sei M"™eine kompakte RMF mit K > 0. Dann gilt

1. Ist M orientierbar und n gerade, so ist M einfachzsh.!

2. Ist n ungerade, so ist M orientierbar (w, (M) = 0).
Beweis:

1. Sei M orientierbar und n gerade.

Wir betrachten die universelle UL (M , M, 7r) und setzen g := 7*g.

Dann wihlen wir uns auf M eine Orientierung, fur die 7 orientierungserhal-
tend ist. Die Kompaktheit von M impliziert nach Satz 4.6 die Vollstiandigkeit
von (M , g), und dariiberhinaus liefert sie, da K > 0, die Existenz eines ¢ € RT,

fir dasK ;s > ¢ > 0. Und da 7 eine lokale Isometrie ist folgt auch
K]V[ >c>0.

Nach Satz von Bonnet/Myers (Satz 4.10) ist dann M kompakt.

Sei I" die Gruppe der Decktransformationen Deck (7) von 7w und k € T'. Nach Fol-
gerung von Satz 4.9 ist k£ eine Isometrie und erhilt die Orientierung (da 7 die

Orientierung erhilt und 7o k = ).

Nach Satz von Weinstein (Satz 4.11) hat % einen Fixpunkt 7y € 7! (z0) mit z¢ €

M. Wir betrachten den Gruppenisomorphismus’

1 (M,.’L‘()) — I
[0] — fio

“siehe Fakt 4 auf Seite 233
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und identifizeren k = k. mit [w] € 7, (M, 7). Dann ist
k() =®(1) =%  unddamit [3] € m (1\7 5;0) —1,

sodass demzufolge

und k£ = Id.

Als Decktransformationsgruppe ergibt sich also
I'={Id}

und damit ist
M=M/r=M.

Insbesondere ist M einfachzsh.

2. Sei n ungerade.

Angenommen M sei nicht orientierbar. Wir betrachten

M = (z,07,:)| x € M, O,ist eine Orientierung von T,, M
——

Oy

Mit den Karten (U, %):

7 (21, a) = (gﬁl(zl,...,ojn), ail(;z:),...,aan(x)])

X
U=%"'(pU)cM
ist M eine MF und es gilt

e M ist orientierbar: O, o,) := O,.

e Die Abbildung

ist eine 2-fache UL von M

Wir setzen g := n*g, dann ist (M, g) orientierbar und vollsténdig.

Als Decktransformationen von 7 erhalten wir
Deck () = {Id, k (kvertauscht die Blatter)}

Dann ist k eine Isometrie, die die Orientierung umkehrt. Nach Satz 4.11 besitzt
k auch einen Fixpunkt. Dies ist jedoch fiir ¥ nicht méglich.
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Bemerkung

1. Die MF M = RP? ist kompakt mit K > 0 (iibetragen die Metrik von S?) aber nicht
einfachzsh., dh. die Orientierbarkeit ist bei Teil 1 von Satz 4.12 notwendig!

2. Ebenso sieht man, dass fiir den 2. Teil ein gerades n notwendig ist, da RP? nicht
orientierbar ist.

3. Sei M = RP3. Dieser ist kompakt mit K > 0, orientierbar, aber nicht einfachzsh.
Im 1. Tel ist also ebenfalls “n gerade” notwendig

Ist (M™, g) eine kompakte Riemannsche MF, so ist die Schnittkriimmung beschrankt:
a<Kp(z)<b VE?>CT,M.

Ziel:

Ist (M™, g) eine pseudo-RMF und a < K < b, dann ist

K = const.

Die Schnittkriimmung ist nur auf 2-dim. nichtausgearteten UR erklart. Sei
E = span (w,v) C T, M

und

) Gram’sche Det.

Dann gilt
E nicht ausgeartet < Q (v,w) # 0.

Sei E = span (v, w) = span (y,z) C T, M beliebig fix. Dann existiert eine 2 x 2 Matix A,

sodass
Yy w
und es gilt
R(2,,y,2) = det (A)* R (v,w,w,v). (%)
Bezeichne

0 R(zyy,2)=0
N(E)=S 1 R(zyy2 >0
-1 R(’Z»yvyvz) <0

mit (x) ist dies eine Invariante von E und somit korrekt definiert.
Lemma 4.2. Es gilt:
1. Ist

Kg () =k = const. VE? C T, M nicht ausgeartet,

dann ist
N (E®)=0  VE?CT,M ausgeartet.
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2. Ist
N (E?)=0  VE? C T,M ausgeartet,

und sind u,v,w € T, M ON-Vektoren mit g (u,u) = —g (v,v), dann gilt
K(u,w) (x) = K(v,w} (SE)
Beweis:

1. Ist E = span (u,v), so gilt nach Satz 3.19

R (u,v,v,u) =k-Q (u,v) =0 = N =0.
0

2. u + v sind isotrope Vektoren und die 2-dim. UR
Ei = (utv,w)
sind ausgeartet, da N (E) = 0, folgt
R(u+v,w,w,u+v)=0=R(u—v,w,w,u—v)

bzw. auch
R (u,w,w,v) =0 = R (u,w,w,u) + R (v,w,w,v) =0.

Da (u, v, w) ON-Vektoren sind und ¢ (u,u) = —g (v, v), folgt

Q (u,w) = —-Q (v,w)

und damit
R (u,w,w,u) R (v,w,w,v)
Q (u,w) Q (v, w)
K(u,w)(w) K(v,w)(aj)

Satz 4.13. (Kulkarni)

Sei (M™, g) eine zusammenhdngende pseudo-Riemannsche MF und x € M. Dann sind
folgende Bedingungen dquivalent

1. Kg (z) = k = const. fiir alle E* C T,,M nicht ausgeartet.
2. N (E) =0 fiir alle E* C T, M ausgeartet.
3. Fiir alle E*> C T, M nicht ausgeartet gilt

a < Kg(x) oder Kg(z) <b.

4. Fiir alle E* C T, M indefinit gilt

a< Kg(z) <b.

5. Fiir alle E*> C T, M definit gilt

a< Kg(z) <b.
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Ist n > 3 und gilt in jedem Punkt x € M eine der Bedingungen 1.-5., so ist die Schnitt-
kriimmung von (M, g) konstant.

Beweis:
e Wir kénnen annehmen, das n > 3. Sonst ex. kein nichtausgearteter 2-dim. UR
und F = T, M ist eindeutig bestimmt
e Die Letzte Bedingung folgt aus der 2. Bianchi-Identitit (UA 16)
e 1.)=3.),4.),5.) und 1.) = 2.) folgt aus Lemma.
e 2)=1.)

1. Fall: k = Index (g) = 1 oder n — 1.
Seien u, v, w orthogonal und g (u,u) = —1.
Dann folgt aus Lemma (2.), da N =0,

K(u,w) (l‘) = K('u,w) (l‘) )

da g (v,v) =1firulvund k = 1.
=Sei E? C T, M nicht ausgeartet und v € E oder E_LR - u, dann ist

unabhéngig von E.

Ist @ € T,, M ein zeitartiger Vektor unabh. von u, so ist
k(u) = K0y (z) = k(0) = Kg (x) VE Li.
Fir einen 2-dim. nichtausgearteten UR E C T, M gilt somit
Kg (x) =k = konst.

2. Fall: 1<k =1Index(g) <n—1.
Sei E2? C T, M positiv definit und £2 C T, M negativ-definit, u € Fund i € E
Einheitsvektoren, dann gilt

Die UR
EFE®eR-u, F®&R-uC T, M

sind 3-dim. VR vom Index 1, die nicht ausgeartet sind.
Aus dem 1.Fall folgt nun

Kg (2) = Ky (v) = K (v).

Daraus ergibt sich die Behauptung.
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e Folglich gilt 1.) < 2.). und es bleibt 3.),4.),5.) = 2.) zu zeigen.
3.) = 2.): Nach Vor. ist K > a. (K < b erhélt man durch g — —g.)

Jeder ausgeartete 2-dim. UR FE ist Grenzwert einer Folge indefiniter 2-dim. (E,,)
und einer Folge definiter 2-dim. (F,,) (UA). Dann gilt

E, = <Un,’l)n> e = <U,U>

R (Un; vnvvnvun)

Kg, (z) = Q (. vm) >a

und
Q (tun,vn) — Q (u,v) =0, da E = (u,v) ausgeartet.

1. Ist (E,) definit, so ist @ (un, v,) > 0 und damit

n— oo

R(unavnawna un) 2 a - Q (unavn) E— 07

sodass
R (u,v,v,u) =0 = N(E)=0

2. Ist (E,) indefinit, dann ist Q (uy, v,) < 0 und damit

n— oo

R(unavnavna un) <a- Q (unvvn) — 0,

sodass
R (u,v,v,u) =0 = N(E)=0
4.),5.)=2.):

Wie eben erhalt man
R (u’l’h 'Un, Una un)

< const.
Q (Un, Un) -

wobei

Q (un; Un) <0 fir 4)

Q (un,v,) >0  fir5.)
und

E, = (up,v,) " =" E = (u,v) ausgeartet.

Damit geht

n-— oo
|R (un7vnavn7un)| — 0= (u,v,v,u)

und NV (E) = 0 fiir alle E ausgeartet.
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