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Stochastische Finanzmathematik II
Abgabe bis zum 25.4., zu Beginn der Vorlesung

Serie 1

1) Sei X ein stetiger reellwertiger Pfad mit stetiger quadratischer Variation 〈X〉 entlang
einer festen, aufsteigenden (sich verfeinernden) Folge (πn) von Zerlegungen. Zeigen
Sie, dass für f ∈ C1(R) und für α ∈ [0, 1] das α-Integral

α-

∫ t

0

f(Xs)dXs := lim
n→∞

∑
ti∈πn,ti≤t

f
(
Xti + α(Xti+1

−Xti)
)

(Xti+1
−Xti)

existiert, und dass gilt

α-

∫ t

0

f(Xs)dXs =

∫ t

0

f(Xs)dXs + α

∫ t

0

f ′(Xs)d〈X〉s.

Für welchen Wert von α entspricht das α-Integral dem Itô-Integral?

2) Sei (Wt)0≤t≤1 ein typischer Pfad einer Brownsche Bewegung und (πn)n∈N eine auf-
steigende Folge von Zerlegungen von [0, 1] mit |πn| → 0.

Berechnen Sie zur Illustrierung der Aufgabe 1 direkt (d.h. ohne Anwendung der
Itô-Formel) für jedes t ∈ [0, 1] und α ∈ [0, 1] das α-Integral

α-

∫ t

0

WsdWs = lim
n→∞

∑
ti∈πn,ti≤t

(
Wti + α(Wti+1

−Wti)
)

(Wti+1
−Wti) P -f.s..

3) Seien M und A stetig mit stetiger quadratischer Variation 〈M〉 bzw. 〈A〉. Dabei
gelte 〈A〉 = 0.

Zeigen Sie, dass die quadratische Variation des Produktes MA eine Darstellung der
Form

〈MA〉t =

∫ t

0

Bsd〈M〉s , t ≥ 0 ,

hat, und bestimmen Sie den stetigen Integranden B für diese Darstellung.



4) Seien a, σ, x0 Parameter in R.

i) Sei t → Wt , t ≥ 0, ein ‘typischer’ Pfad der Brownschen Bewegung, also eine
stetige Funktion mit W0 = 0 und quadratischer Variation 〈W 〉t = t , t ≥ 0.

Finden Sie ein X = (Xt)t≥0, welches die stochastische Differentialgleichung
(SDE)

dXt = −aXt dt+ σ dWt, t ≥ 0,

mit Anfangsbedingung X0 = x0 löst.

(Hinweis. Leiten Sie zunächst eine SDE dYt = . . . für Yt = eatXt her.)

ii) Sei nun (Wt)t≥0 eine Brownsche Bewegung auf (Ω,F , (Ft), P ), und bezeichne
X = (Xt)t≥0 den stochastischen Prozess, der f.s. (bei pfadweiser Betrachtung)
die obige SDE löst.

Zeigen Sie, dass Xt normalverteilt ist und berechnen Sie E[Xt] und Var[Xt].


