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1) Im Black-Scholes-Modell mit
dS; = Sy(mdt + odW;) und dB, = rBdt

sei Hy = F(t,S:) (t € [0,T]) der Preisprozess einer Option H = F(T, Sr) fiir eine
Funktion F' € C([0, T|xR*T)NCY2([0, T]x R ™). Wir betrachten ein Portfolio, das aus
¥y = —F,(t, S;) Anteilen der Aktie und einer Option ¢; = 1 besteht. Diese Strategie
ist i.A. nicht selbstfinanzierend (warum?). Fiir einen gegebenen Anfangswert V{ des
Portfolios (etwa Vi = 9950 + ¢oHp), kann man diese Strategie aber durch Savings-
Accout-Anteile 7 gerade so ergénzen, dass sie selbstfinanzierend wird.

Zeigen Sie:

i) Der Wertprozess V; = 9,.S; + ¢sH; + m By, t € [0,T7], ist “lokal risikofrei”,
insoweit als ein adaptierter und (f.s.) stetiger Prozess (8;)o<:<r existiert, so
dass dV; = f,dt gilt. Finden Sie .

ii) Um Arbitrage zu vermeiden, sollte dV; = rV,dt gelten.

iii) Der Wertprozess V' geniigt voriger Gleichung, falls F' eine Losung der Black-
Scholes-Differentialgleichung ist. Geben Sie 1 konkret an mittels der Funktion
F und Ihrer Ableitungen.

2) Im ”Displaced-Diffusion Model” von Mark Rubinstein entwickelt sich der diskon-
tierte Preisprozess X der Aktie mit X, € R, unter dem dquivalenten Martingalmafl
P* gemiB dX; = (X; + a)Ao dW; mit a := 52X, fiir A > 0.

i) Finden Sie explizite Formeln fiir den arbitragefreien Preisprozess F(t, X;) =
E;[H] sowie die Hedgingstrategie (9;) einer Call Option H := (Xp — K)™.

ii) (Zusatzaufgabe) Implementieren! Sie die Preisformel und berechnen Sie fiir ge-
gebene Parameter (z.B. 0 = 0.3, T —t = 1, Xy = 100) die Preise 7(K) der
Call Optionen fiir mehrere Strikes K > —a in einem Intervall um X,. Um die
Abhéngigkeit von A zu untersuchen, plotten Sie den Graphen K + ¢ (7 (K))
der impliziten (Black-Scholes) Volatilitdten dieser Preise fiir verschiedene Wer-
te von A (kleiner, grofler und gleich Eins).

Lin Matlab oder Scilab, Octave kénnen Sie z.B. die Funktion "erf” nutzen, um die N(0,1)-CDF zu
berechnen; alternativ konsultieren Sie Numerical Recipes fiir Approximationen.Zu o™ vgl. vorige Serien.



3) Sei W eine Brownsche Bewegung. Fiir h € C'([0,T]) haben wir das Ito-Integral
LIi(h) = f[f h(u)dW, pfadweise erklért und gezeigt, dass (I¢(h)):cpo,r ein zentrier-
ter Gaufiprozess mit Kovarianzfunktion Cov|[l;(h), Is(h)] = OSM |h(u)|?du ist. Wir
wollen diese Aussagen auf h € L?([0,T], dt) verallgemeinern.

i) Beweisen Sie, dass C''([0,T]) dicht im Hilbertraum L?([0, T}, dt) liegt.
ii) Zeigen Sie fiir h € C''([0,T)), dass gilt

E[L(1)?) = / () Pdu.

iii) Beweisen Sie damit, dass die Abbildung
I, : CY([0,T)) c L*([0,T),dt) — L*(2, P)

mit i — I;(h) sich in eindeutiger Weise stetig auf L?([0,T], dt) fortsetzen Lt
so dass vorige Gleichung fiir h € L?([0,T],dt) gilt und uns eine Isometrie

(welche?) liefert, wobei wir mit I;(h) auch die Fortsetzung bezeichnen. Wir
konnen so fot h(u)du := I;(h) definieren fiir h € L*([0,T], dt).

iv) Folgern Sie fiir h € L*([0,T7],dt), dass der Prozess (I;(h))icjor) ein zentrierter
Gauflprozess mit der obigen Kovarianzfunktion ist.

4) Sei (Fi)i>o eine rechtsstetige Filtrierung. Ein adaptierter rechtsstetiger Prozess
(X1)is0 mit Xo € L' heisst lokales Martingal, wenn es eine wachsende ”lokalisie-
rende” Folge von Stoppzeiten (7,)n,en gibt, so dass 7, — oo P-f.s. gilt und der
gestoppte Prozess (Xiar,)i>0 ein Martingal bez. (F;)i>o fir alle n € N ist. Sei
(X¢)i>0 ein lokales Martingal. Zeigen Sie:

i) Ist (X;) stetig, so ist auch die Folge o, := inf (¢ > 0;|;|X;| >n), n € N,
eine lokalisierende Folge fiir (X}), wie auch jede andere wachsende Folge von
Stoppzeiten (pp,)nen mit p, < 0,. und p, — oo P-f.s. Man kann also 0.B.d.A.
(Xtar, )t>0 und 7, als beschriankt voraussetzen fiir alle n € N.

ii) Ist X; > 0 fiir alle ¢ > 0, so ist (X¢):>0 ein Supermartingal.



