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1) Seien M,N ∈M2. Zeigen Sie: Für alle Stoppzeiten τ und alle t ≥ 0 gilt

〈M,N τ 〉t = 〈M,N〉τ∧t P -f.s.,

wobei N τ das gestoppte Martingal (Nτ∧t)t≥0 ist. Insbesondere gilt 〈N τ 〉 = 〈N〉τ .

2) Berechnen Sie für eine Brownsche BewegungW jeweils möglichst explizit die Varianz
von ∫ t

0

|Ws|p dWs und

∫ t

0

(Ws + s)2 dWs (t, p > 0).

Dabei können p-te Momente der Normalverteilung mittels der Gammafunktion
Γ(t) =

∫∞
0
xt−1e−xdx, t > −1, angegeben werden.

3) Sei (Ω,F , (Ft)t≥0, P ) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum.

Ein Prozess X : Ω × R+ → R heisst progressiv messbar, falls für jedes t ≥ 0 die
Einschränkung X|Ω×[0,t] von X auf Ω× [0, t] Ft ⊗ B([0, t])-messbar ist.

Zeigen Sie

i) Ist X progressiv messbar und τ eine Stoppzeit, so ist der gestoppte Prozess
Xτ := (Xτ∧t)t≥0 wieder progressiv messbar.

ii) Jeder previsible Prozess X is progressiv messbar.

4) Seien B1 und B2 zwei Brownsche Bewegungen auf (Ω,F , (Ft)t≥0, P ) mit 〈B1, B2〉t =∫ t
0
ρsds für einen previsiblen Prozess ρ mit Werten in [−1, 1]. Man sagt dann, dass

B1 und B2 zwei korrelierte Brownsche Bewegungen mit Korrelationsprozess ρ sind.

Zeigen Sie: Ist ρ deterministisch und gilt
∫ T

0
1

1−ρ2s
ds <∞, dann sind durch

dW 1
t = dB1

t und dW 2
t =

√
1

1− ρ2
t

(dB2
t − ρtdB1

t )



zwei unabhängige Brownsche Bewegungen W 1 und W 2 gegeben.

Sind umgekehrt zwei unabhängige Brownsche Bewegungen W 1,W 2 auf
(Ω,F , (Ft)t≥0, P ) gegeben, dann definieren

dB1
t = dW 1

t und dB2
t = ρtdW

1
t +

√
1− ρ2

tdW
2
t

zwei korrelierte Brownsche Bewegungen mit Korrelationsprozess ρ.


