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1 WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

1 Wahrscheinlichkeitstheorie

Einfiihrung: Beispiele und der Satz von Vitali

Stochastik
Wahrscheinlichkeit Statistik
(Modellierung, (Schliefsen aus
Schlussfolgerung aus dem Modell) | Daten auf Modelle)

Bemerkung

Zjel ist die Erkldrung eines Wahrscheinlichkeitsraumes (Q, F, P), wobei

() die Menge der moglichen Ausgange / Ergebnisse,

F eine Ereignismenge und

P das Wahrscheinlichkeitsmaf, welches dem Ereignis A € F eine Wahrscheinlichkeit P[A] € [0, 1] zuschreibt, ist.

Beispiel
Einfaches Wiirfeln

0=1{1,2,3,4,56}
w e Q,w =i« Wiirfel zeigt Augenzahl i
n-maliges Wiirfeln
Q={1,...,6}"
Q35w = (wy,..., wy) < in Wurf j wird Augenzahl w; geworfen

A={w e Q|wj=w; Vij} < Alle Wiirfel zeigen die gleiche Zahl

Wir erwarten fiir die Gleichverteilung auf (2, dass

Al 6 e
P A = — = — = .
4] Q6" 6
Das entspricht dem Laplace’schen Wahrscheinlichkeitsmaf3, das jedem der endlich vielen Ausginge w € ()

die Wahrscheinlichkeit P[{w}] = L zuordnet.

Ie]
einfacher Miinzwurf
a=4{0,1}
w = 0 < Zahl
w =1 < Kopf
n-facher Miinzwurf
Q={0,1}"
oo-facher Miinzwurf
a={0,1}N

w = (W;)ieN



Einfiithrung: Beispiele und der Satz von Vitali 1 WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

n
Kumulativer Gewinn ) (2w; — 1) bei n = 1,2, ... Miinzwiirfen, wenn jeweils 1 € auf “Kopf” gewettet wird.
i=1

Gewinn
1
0
1 2 3 4 5 6
-1 Wiirfe
-2
Aktienindexkurse
Q=C([0,T],R)
w(t) < Aktienkurs zur Zeit t < T
A={weQ|w(t)>5000Vte [0,T]} < Dax bleibt iiber 5000
Bemerkung

Das Ziel ist es, jedem Ereignis A eine Wahrscheinlichkeit P[A] € [0, 1] zuzuordnen, so dass P als Abbildung von
P: FcCPQ) —I01]

“schone” Eigenschaften hat.

Definition 1.0 (Potenzmenge)
Die Potenzmenge P(Q) ist die Menge aller Teilmengen von Q. Hiufige Notation: P(Q) = 29

Beispiel
QO ={01}
P(Q) ={2,0,{1},{0}}

Satz 1.1 (Satz von Vitali)
Sei O = {0,1}N. Es gibt keine Abbildung P : P(Q) — [0, 1] mit den folgenden Eigenschaften:

e P[O] =1
e Sind A, € P(Q)) disjunkte Teilmengen von Q), k € IN, so gilt, dass

UAk ZPAk

wobei U eine disjunkte Vereinigung bezeichne.



Einfiithrung: Beispiele und der Satz von Vitali 1 WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

* VA € P(Q) gilt: P[A] = P[T(A)] Vk, wobei Ty einen “Flip” der k-ten Koordinate beschreibt:

Definition eines “Flips”:
Tk HOE=NO)
(wi)iGJN = (wlr ooy Wi—1, 1- Wk, Wie4-1s -+ - )

Beweis:
Sei auf () eine Aquivalenzrelation ~ wie folgt definiert:

w~w < 3Ing e N:wp =w, Vk>ng
Q zerfallt in disjunkte Aquivalenzklassen, nach dem Auswahlaxiom kénnen wir aus jeder Aquivalenzklasse

einen Vertreter wihlen. Sei A die Menge dieser Vertreter. Sei G := {S C IN : |S| < oo} (endliche Teilmenge).
G ist abzahlbar als abzéhlbare Vereinigung abzéhlbarer Mengen. Fiir

S={m, -, m}

und
Ts = TnloTnzo"'oTnk
gilt dann:
Q= U T;(A)
Se6

(disjunkte Vereinigung), denn in der Tat:
@ “c”
Firw € QO = Juw' € A mit w' ~w,also 3S € &,so0dass: T;(w') =w = w € Ts(A)
(if) ”disjunkt”
Ts(A) N Tg(A) # @ fir 5,5’ € 6 = S =
Wihle w,w’ € A mit Ts(w) = Te(w') = w ~ Ts(w) z Tg(w') ~v' = w=vw = S=¢

Nun folgt fiir die moglichen Fille

a)
P[A]=0 = P[Ts(A)] =0 = P[Q] = ) P[Ts(A)]=0#1
Se6
b)
P[A]=:e>0 = P[Q] = }_ P[Ts(A)] = +o0 #1
Se6
L]
Bemerkung

{0,1}N ist “fast bijektiv* zum [0,1) = R mod 1: ‘
Definiere f(w) fiir w = (w;)jen durch f(w) =) w;2™
N

dann gibt es nur abzihlbar viele w € {0,1}N, fiir welche ein ' # w € {0,1}N existiert mit f(w) = f(w');
f o {0, 1N — [0,1] ist surjektiv, und mit w ~ @' :& f(w) = f(w') gibt es in {0,1}N|. nur abzihlbar viele
Aquivalenzklassen, die mehr als einen Vertreter in {0,1}N haben.



Einfiithrung: Beispiele und der Satz von Vitali 1 WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

Erlauterung:

O:={0,1}N - 10,1]
f:rw— 2 w27k

keN

ist surjektiv, aber nicht injektiv. Da z.B.:

(0,1,1,...)

(1,0,0,...) —

NI = N =

jedoch Bijektion {0, 1}N| . « [0.1) mitw ~ ' += f(w) = f(&').
Wenn wir Représentanten wiahlen, dann fallen nur abzéhlbar viele Elemente aus () raus, also bei ”Gleichverteilung”
eine "Nullmenge”.

Bemerkung

Da nun jedes Element aus (2 im Wesentlichen mit einer reellen Zahl zwischen Null und Eins durch die dyadische
Zahlendarstellung identifiziert werden kann, bedeutet dies, dass keine P-artige Abbildung auf allen Teilmenge der
reellen Zahlen zwischen 0 und 1 definiert werden kann, welche nicht eine der 3 Eigenschaften fiir P aus Satz 1.1
verletzt. Dies legt folgendes Resultat nahe, das wir direkt beweisen.

Satz 1.2

Sei ) :=[0,1) =R mod 1. Es gibt keine Abbildung P : P(Q)) — [0,1) so dass:
i) P[Q) =1
i) Pl U Ax] = PlA ir Ay disjunkt
i) P U A= ) PIA]  fiir Ay disjun

keN
iii) P[A] = P[Tx(A)] VA € P(Q)
wobei Ty : ) — O, a—a+x mod]1

und Ty(A) ={y € Q|y—x mod 1€ A}

Beweis:
Definiere Aquivalenzrelation auf () via

w~w' <= w-w €Q (rational)

Mittels Auswahlaxiom kénnen wir aus jeder Aquivalenzklasse genau einen Vertreter wihlen, und es sei A die
Menge dieser Vertreter. Dann ist
xe0NQ

abzdhlbare Vereinigung disjunkter Mengen und es gilt:

.”C//
weN = I €Amitw~w = w—w' €Q = wWeT(A) firx=w-—u'



Einfiithrung: Beispiele und der Satz von Vitali 1 WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

¢ “Disjunktheit”
Seix,x’ € [0,1)NQ sodass Ty(A) N Ty (A) # @
= Jw,w’ € A sodass Ty(w) = Ty (w')
= w~ Tye(w) - Ty(w') ~w = w=0d'

also 1 = P[Q)] D Y. PlA] 4,
x€[0,1)NQ
da Gleichverteilung von Wahrscheinlichkeiten bei abzdhlbarer Aufsummierung +oo oder 0 ergibt (P(A) €

[0,1)). H

Bemerkung
Forderungen i)-iii) in Satz 1 bzw Satz 2 sind “unverntinftig”; was sich als nicht moglich herausstellt, ist diese Forde-
rungen auf der Potenzmenge zu realisieren!

Beispiele dafiir, dass abzédhlbare Additivitdt wiinschenswert ist:

Beispiel Koch’sche Schneeflocke

) V3.1 4 4
Flache:aT(1+§+3_3+¥+...)

beschrankt und monoton = konvergent

Beispiel Cantormenge

(I)(}\( )()( I I

T~
~
A~

~

Ny

C := [0, 1] ohne offenes, inneres Drittel,

ohne offene, innere Drittel der verbleibenden abgeschlossenen Intervalle,

ohne offene, innere Drittel der wiederum verbleibenden abgeschlossenen Intervalle,

...etc.(rot markiert)

Intuitiv erwarten wir, falls Intervalle die kanonische Lange haben, dass C die Lange < (%)” Vn € N, also die Lange
0 hat.

C¢ hat die Lange:

QW[ =



Einfiithrung: Beispiele und der Satz von Vitali 1 WAHRSCHEINLICHKEITSTHEORIE

Bemerkung: C ist tiberabzdhlbar!

Beispiel
dafiir, dass es wiinschenswert ist, mit abzdhlbaren Mengenoperationen in der Menge der “messbaren” Ereignisse
(F) zu bleiben:

a={0,1}N
Ak::{weﬂ\wkzl}
A : = “Zahl kommt unendlich oft”

N U Ak

nelN k>n
N

abzédhlbare Mengenoperationen



2 WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME

2  Wahrscheinlichkeitsraume

Axiomatische Grundlagen fiir (), 7, P) und erste Eigenschaften
Definition 2.3
Sei Q) # @. Ein Mengensystem F C P (Q) heifit o-Algebra, falls

(i) Qe F

(i) Ae F = A° € F,wobei A°=Q\ A

(iii) Aye Fke N = | J AveF
kelN

Das Paar (Q), F) heifit messbarer Raum oder Ereignisraum. Ein Element A € F heifit messbar oder auch Ereignis.

Definition 2.4
Sei (Q), F) ein Ereignisraum. Eine Funktion P : F — [0, 1] heiit Wahrscheinlichkeitsmaf, falls

(i) PlO) =1

i) A, € F, ke N, disiunkt — P| U A=Y P[A
(ii) Ay isjun [ Y Al kg,\] [A]

Wir bezeichnen das Tripel (Q), F, P) (also einen mefSbaren Raum (Q), F) mit Wahrscheinlichkeitsmaf P) als Wahrscheinlich-
keitsraum.

Bemerkung
(i) und (ii) nennt man Kolmogorov’sche Axiome.

Bemerkung
Sei F eine o-Algebra auf (), dann gilt:

(iv) o e F
(v) A, Be F = AUB € F,d.h. Fist abgeschlossen bzgl. endlichen Vereinigungen
(vi) A,B€ F = ANB ¢ F,d.h. Fistauch abgeschlossen bzgl. endlichen Schnitten, denn nach de Morgan gilt:

Uai= (ﬂA?>C

iel iel

(vii) Aye F,ke N = () Ay e F
keIN

Beispiel
Sei Q) # @. Dann ist P(Q) = 29 eine o-Algebra.



Axiomatische Grundlagen fiir (Q, F, P) und erste Eigenschaften 2 WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME

Beispiel
F = {®,Q} ist eine 0-Algebra.

Lemma 2.5 (Definition und Lemma)

SeiQY# @, GCP(Q)

Zudem sei A eine beliebige o-Algebra.

Dann existiert eine kleinste o-Algebra F auf (3, so dass G C F.

Beweis:
F := () Aist o-Algebra, wobei der Durchschnitt iiber alle o-Algebren A mit G C A genommen wird
GcA
(Ubung, prl’iie (i)-(iii) aus Definition nach). F ist natiirlich die kleinste! D.h. jede o-Algebra F, die G enthilt,
erfillt F C F. Wir schreiben: F = ¢(G) fiir die von G erzeugte o-Algebra ist.
L]

Sei (Q), d) ein metrischer Raum.

2.B. (Q,d) = (R, d) mit d(x,y) = |x — |

Definition 2.6
Fiir einen metrischen Raum (Q), d) bezeichnet B(Q)) die Borel o-Algebra, die von den offenen Mengen erzeugt wird.

Beispiel
B" = B(R") auf R"

Bemerkung
B" ist “sehr grof”, aber & P(R")

B" kann von vielen, verschiedenen Erzeugersystemen ® C P(RR") erzeugt werden, d.h. o(®) = B"

Bezeichne

G := das System der offenen Mengen von R"

A := das System der abgeschlossenen Mengen von R"

n
K= {H [ai, bi] ‘ a; < b;und a;, b; € Q}
i=1

Lemma 2.7

Esgilt: B"=0(G)=0(K)=0(A)

10



Axiomatische Grundlagen fiir (Q, F, P) und erste Eigenschaften

2 WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME

Beweis:

M "’

Sei G € G, dann ist G abzahlbare Vereinigung von Elementen aus K

= Geo(K)
= G Co(K)
= 0(G) Cco(K)

”D”

1
K> 1T, [a;, b

ﬂH + |

meN i= m

€g
€o(G)

o(G
) Co(9)
(A), denn firFe A
(L) ea(9)
he\g’—-/

€o(G)
= o0(A) Co(9)

analog fiir (G) C 0(A)

s
=
I &N

I3
N

(i) o(9)

Lemma 2.8
Es gilt: B" wird auch erzeugt von ®;, i =1,...,4,d.h.
B! = (D)

mit

(—o0,b) | b e R}
(—o0,b] | b € R}
(a,b] |a<bAabeR}
[a,b] |a <bAabeR}

{
{
{
{

D,
D3
Dy

Beweis:
Ubung bzw. Maftheorie

Bemerkung
Analoge Aussage gilt fiir B" = ¢(®;) mit

etc.

11



Axiomatische Grundlagen fiir (Q, F, P) und erste Eigenschaften 2 WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME

Definition 2.9
Sei (Q), F) ein messbarer Raum, QY C Q, dann ist

F'={AnQ'|Ae F}

eine o-Algebra auf QY (Ubung!) und heifit Spur-c-Algebra (von Q' auf F).

Beispiel
Borel-Mengen von ()’ C R" sind definiert als die Elemente der Spur-o-Algebra von () und F = B"

Ein weiterer, wichtiger Typ von o-Algebren betrifft Mefsbarkeitsstrukturen auf Produktraumen

Q=]]E

iel
mit beliebiger Indexmenge I # @ und mefbaren Rdumen (E;, &;).

Projektionen:

7T L Q—>Ei

w = (Wj)ie] — w;

g .= {ﬂ;l(Ai) | A; € &}

Definition 2.10
Die Produkt-o-Algebra von ((E;, £;));c; ist definiert als:

®5i =0(9)

Notationen
Falls (E;, &;) = (E, £) Vi schreibt man auch

=&

iel
und falls I endlich ist, d.h. |I| = n, n € N, auch

=& =&
i=1

Bemerkung
Es gilt: B" = B(R") = ®"_, B! = (B!)" mit Konvention B = B!, also B" = B(R") = (B)", also Notation nicht
irrefiihrend.

12



Axiomatische Grundlagen fiir (Q, F, P) und erste Eigenschaften

Erinnerung

Wenn P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (), F, P) ist, dann gilt:

e P:F —[0,1]
e PIO] =1

« P[UA]=1F, PlA]

Satz 2.11 (Elementare Eigenschaften von Wahrscheinlichkeistmafien P)
(i) P[] =0

(ii) P[AUB] + P[ANB] = P[A] + P[B],
(iii) A, BE FANACB = P[A]

A,B € F (endliche Additivitiit)
< P[B] (Monotonie)

[e9)

(iv) Aje F,ie N = P[|JA;] <) P[A] (c-Subadditivitit)

i=1 i=1

(v) Aye F,ne Nmit Ay, | A, dh. Ay D Ap1 Vnund (\ Ay = A, dann gilt:

nelN

lim P[A,] = P[A]

P[() A4l
n=1
und mit Ay T A, dh. Ay C Ay Vnund U A, = A, gilt:

nelN

lim P[A,] = P[A] = P[] A4
n—oo n:1
(0-Stetigkeit von P)
(vi) Ap € F, n € N,sodass Ay — A, dh. 1, (w) — 1a(w) VYw € Q,dann gilt:
P[A,] — P[A]
wobei 1y (w) := {1' weA die Indikatorfunktion einer Menge ist.
0, sonst
Beweis: (teilweise, Rest ist Ubung)
(i) 2=0U®
NG =@ d.h. disjunkt
= P[Q]| =Y P[@] = P[2]=0
N

(i) AUB= (A\B)U(ANB)U(B\A)
A= (A\B)J(ANB) etc.
(iii) Ubung, (vgl. Georgii)
(iv) Ubung
(v) Ubung
(vi)
limsup Ay : ﬂ U Ay

nelNm>n

liminf A, == |J ) Am

” A, treten oo oft auf”

2 WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME

”schliefslich alle” bzw. ”alle bis auf endlich viele treten auf”
neNm>n

13



Axiomatische Grundlagen fiir (Q, F, P) und erste Eigenschaften 2 WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME

Aus A, — Afolgtlimsup A, = liminf A, = A. Definiere

By = ﬂ An A (wachsend gegen A)
m>n

Cy = U An A (fallend gegen A)
m>n

Dann folgt aus Monotonie und Quetschlemma

P[B,] < P[A,] < P[C,]
P[A] < lim P[A,] < P[A]

n—oo

n—oo

0
Bisher (Q), F, P) Wahrscheinlichkeitsraum
Im Weiteren: mehr Beispiele fiir Wahrscheinlichkeitsmafse (”Verteilungen”), Zufallsvariable
Wichtiger Fall von Wahrscheinlichkeitsmafien:
Q) abzdhlbar
F=PQ) =29
Definition 2.12
Falls ) abziihlbar ist und F = P(Q)), so nennen wir (Q), F, P) diskret.
Satz 2.13
Sei Q) abzihlbar, p(w), w € Q, Elemente in Ry mit Y, p(w) =1
we)
Dann existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmafd P auf (Q), P(Q)) mit P(A) = Y. p(w) VA e P(Q)
- weA

o heifit ”Zihldichte”, die p(w), w € Q, nennt man auch “"Wahrscheinlichkeitsgewichte” der w € Q)
Beweis:

Existenz: P(A), A € P(Q), definiert wie im Satz 2.13 ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf:

P(Q) = ) p(w)=1 v nach Voraussetzung
we)
P = (£ o) = £ a0 v
keIN \weAg keIN
Eindeutigkeit:
Pi(A) = ) p(w)=P(A) VAecP(Q)
weA
0

14



Axiomatische Grundlagen fiir (Q, F, P) und erste Eigenschaften

2 WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME

Beispiel (Diskrete Verteilungen)

. 1 |A] _ glinstige”
Q endlich =0 PIA) = 18] = "mogliche”
. endlich, P(CU) |Q‘ = ( ) ‘Q| "mogliche”

¢ Produktverteilungen fiir mehrstufige Experimente ("Baumdiagramm®”): siehe unten

Seien (E;, &;) diskrete, endliche (|E;| < oo, & = P(E;)) Mafirdume mit “Zihldichten” p;, i € [ = {1,
Definiere:

n
= Ei

(kartesisches Produkt)
i=1

n
Q:= >< Ei
i=1
n
F = ®51
i=1

Definition 2.14
Das Wahrscheinlichkeitsmafi P, das durch die Zihldichte

n
plw) =] Tpi(w) Vo =(wy,-- wn) €O
i=1
auf F = P(Q) gegeben ist (Ubung), heifit diskretes Produktmap. Wir schreiben:
n n
P=]]pi=Qpi
i=1 i=1
Falls (E;, &;, pi) = (E1,&1,p01) Vi gilt, schreiben wir auch:

P = p{"

Beispiel (n-facher Wurf mit evtl. “unfairer” Miinze)

E={01}, £=P(E), pi(1)=1-p1(0)=pel01]
Q=E"={0,1}"

n

Pbzgl.p =] [p1 = p" liefert:
i=1

Pw}] = p(w) = p(E1@i) (1 — p) (T (1-wi)

Bemerkung

Man spricht fiir dieses P auf P({0,1}") von einem ”Bernoulli-Schema”.

15



Axiomatische Grundlagen fiir (Q, F, P) und erste Eigenschaften 2 WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME

Frage
Wahrscheinlichkeit fiir k-Erfolge in n Miinzwiirfen mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1]

A={we|) w =k
i=1
= P(A) =}, P({w})

w€eA -~
pr(1—p)n=*

Beispiel fiir diskrete Verteilungen

® Binomialverteilung
aufQ ={0,1,...,n}, F =P(Q)mitZihldichte p(k) = Bin, y(k), k € Q, fiir Parametern € N, p € [0,1]

M.

4f
[T S T S PR S

o Geometrische Verteilung
aufQ=No={0,1,...}, pe(01], F=PQ), pk)=p1-pF keNg
"Wartezeitverteilung” in diskreter Zeit: Verteilung der Wahrscheinlichkeiten auf ersten Erfolg (“Kopf”) bei

Wurf unfairer Miinze.

Example of Geometric Distribution

2000

Frequency
3
8

0 T T T

4 B
Time between Events

e Poisson-Verteilung

QO =Ny, F=7P(Q), Parameter A > 0 (“Intensitit”’, A € Ry),
k

s : A A
Zzhldichte p(k) := Poiss) (k) := e~ - L ke

16



Axiomatische Grundlagen fiir (Q, F, P) und erste Eigenschaften 2 WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME

0.5

CI—!NWTI'LD\DF“-EDU\CI—!NU'JTLD\DF‘CDU\E

B T T Tt S i it}

(Hinweis: Hier wurden diskrete Histogrammdaten stetig interpoliert.)
Die Poissonverteilung ist ein wichtiger Grenzfall der Binomialverteilung, geméfs dem Poisson’schen Grenz-
wertsatz:

Satz 2.15 (Poisson’scher Grenzwertsatz)
Sei py € (0,1] mit nlingon -pn = A > 0. Dann gilt Vk € No:

lim Biny, (k) = Poiss, (k)

n—oo

Beweis:
Schreibe A, ~ B, (“asymptotisch gleich”), falls nhngo g—: =1, B,#0 Vn
Damit:
n _n_k nn—1)---(n—k+1) n_k
k) k! nk k!
—1 fiir n—o0
k npn\n
. AW xon (=)
= Biny,p, (k) = <k> Pu(l—pu)" " ~ Epnm
k k
n- . . A
o kﬁ!’n) -e"Pr o (fir py — 0) ~ e A
L]
Definition 2.16

Seien (Q), F) und (Y, F') meffbare Riiume. Eine Abbildung X : Q0 — Q) heifit Zufallsvariable, falls gilt:
XY AYeF VA eF  (“Xist F— F'-mefbar”)

mit anderen Worten: X~ 1(F') C F

17



Axiomatische Grundlagen fiir (Q, F, P) und erste Eigenschaften 2 WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME

Warum?
Wollen berechen:
P{XeA} =P[{weQ|X(w)e A} =P [x-l(A/)} = PoX (A"
—_————
eF
Beispiel

Sei (), F) = (Q, P(Q)), dann ist jede Abbildung X : (Q, F) — (0, F’) eine Zufallsvariable

Definition 2.17 (Definition und Lemma)
Sei X : (O, F,P) — (O, F') Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q), F, P). Dann heift

Pyx:=PoX!

mit Px(A’) := P[X € A’] = P o X~1(A’) das “Bildmap” von X, bzw. die “Verteilung” von X und ist ein Wahrscheinlich-
keitsmaf3 auf dem messbaren Raum (CY, F')

Beweis:
Ubung! (Priife Normierung & o-Additivitit von Px : F' — [0,1]) ]

Definition 2.18
Sei Q) # @.

A C P(Q) heifit Algebra, falls
i) QeA
(i) Ac A = A€ A
(iii) A, Be A = AUB € A (also Abgeschlossenheit bzgl. endlicher Vereinigungen)

Definition 2.19
(i) Eine Abbildung p: A — [0, 00| heifit Primaf3 auf Algebra A, falls u(®) = 0 und fiir

Ap € A, ne N, disjunkt mit |J Ane A = u( U Ay)= Y u(An)
neN nelN neN

(ii) Ein solches y heifst Maf8 (auf A), falls A eine o-Algebra ist.
(iii) Ein Maf$ y heifit o-endlich, falls

A, € Amit Ay 1 Q (dh Ay CAppqund |J Ay =Q) mit u(Ay) <oo Vn
nelN

(iv) Ein Maf heifst Wahrscheinlichkeitsmaf, falls u(Q)) = 1

18
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Beispiel
auf (3 = Rist ;
<I>:{k91(ak,bk}ﬂ]R\n€]N, —c0 < < by <"'<bn§00}
eine Algebra.
n

Definiere /\(k@1 (ag, b)) == ¥ (by — ag)
Dann gilt:

N N

MU Ap) =Y AAn) “ Additivitat”
n:l\g n=1
€

und wir werden zeigen, dass A sogar o-additiv ist, mithin ein Pramaf3 ist.

Wir nennen ein Mengensystem A C P(Q)
(i) “abgeschlossen unter wachsenden Limites”, falls Ay € Amit Ay C Ay Vk = A TUi Ar € A
(ii) “abgeschlossen bzgl. Differenzen”, falls A,B € Amit ACB = B\ A€ A

Satz 2.20 (Satz iiber monotone Klassen (Version fiir Mengensysteme))
Sei C ein Mengensystem (C C P(Q))) abgeschlossen bzgl. endl. Durchschnitten und mit Q) € C.

Sei A das kleinste Mengensystem, welches C enthiilt und abgeschlossen bzgl. wachsender Limites und bzgl. Differenzen ist.
Dann gilt: A = o(C)

Bemerkung
1. A ist wohldefiniert!

2. Es gibt auch eine Version fiir Funktionensysteme, vgl. Jacod /Protter, Theorem 6.3.

Beweis:
e firBC O):
SeiAdg:={Ac A|ANBe A}

= Ap ist abgeschlossen bzgl. wachsender Limites & Differenzen

e fiir B € C gilt:
BNnCeCcA VCeC
= CeAdg VCeC
— CCcAgC A
— AB:A

e fir B € Agilt:

firCe Cfolgt B€ Ac=AundBNCe A
— Ce Ap
— CCcAgC A
— AB:A

19
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= A ist abgeschlossen bzgl. (endl.) Durchschnitte

auchgil QeCcA V

— A ist abgeschlossen bzgl. Komplemente (A € 4, A=Q\Ac A) V
bleibt zu zeigen: A ist abgeschlossen bzgl. abzahlbarer Vereinigungen

Sei Ay € A, n € N, dank Abgeschossenheit bzgl. wachsender Limites gilt:

N )
Ua, ~ JAcA
n=1 N—eo

&\’_/ N’
cAVN = cA

= Aisto-Algebra, C C A,
Aco(C)klar = A=0(C) ]

Korollar 2.21
Seien P, Q Wahrscheinlichkeitsmafle auf einem messbaren Raum (Q, F), die auf einem N-stabilen Erzeugersystem C von
F = o(C) iibereinstimmen (d.h. auf einem N-stabilen Erzeuger von F).
Dann gilt:
P=Q (auf F)

Beweis:
O.B.d.AseiQ) € C,

Definiere A := {A € F | P(A) = Q(A)}

A ist abgeschlossen bzgl. wachsender Limites (wegen o-Stetigkeit von Wahrscheinlichkeitsmafien) und bzgl.
Differenzen,

C C Anach Voraussetzung
= A=0(C)=F

Satz 2.22 (Fortsetzungssatz von Caratheodory - Berlin 1917)

Fiir jedes o-endliche Priimaf y auf einer Algebra A C P (Q) existiert ein (eindeutiges) Maf fi auf der o-Algebra F = o (A),
welches auf A mit y iibereinstimmt (d.h. u(A) = j(A) VA € A). (“fi setzt y fort nach F".) Zudem ist ein solches fi
o-endlich.

Beweis:
siehe Mafi- & Integrationstheorie (z.B. Klenke Theorem 1.41 und 1.7) ]

Lemma 2.23 (Eindeutigkeitssatz)
Seien y, v o-endliche Mafle auf einem Mafiraum (Q), F), wobei F = o (®) fiir einen N-stabilen Erzeuger ®, auf dem die MafSe
itbereinstimmen, d.h. y = vauf ® (u(A) =v(A) VA € ®).Esgebe (Ap)pen € F mit Ay T Qund u(An) = v(An) < co.
Dann gilt:

u=v (auf F)

20
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Beweis:
Fiir n € N, sei F;, die Spur-o-Algebra F;, := {A, NA| A € F}von F auf A,.

Betrachte die Einschrankungen von y, v auf 7.

Analog zu Korollar 2.21 folgert man dann y = v auf F,
= u(A) = lim uy(ANA,;) =limv(ANA,) =v(A) VA e F dank o-Stetigkeit
n—oo n—oo

= Mafle stimmen auf ganz F {iberein

Lemma 2.24
Sei pein MafS auf (R, B(R) ), endlich auf allen Kompakta.

Borel-o-Algebra

Dann ist
u((0,x]),  fiirx>0
G(x)=<0, fiirx =0
—u((x,0]), firx<0

monoton wachsend und rechtsstetig.

Bemerkung
u endlich auf Kompakta impliziert wegen [—n,n| T R, dass p o-endlich und u(@) = 0, da oo > u(A) = u(A) +
(@) = u(®)=0; dannist G: R — Rendlich Vx: G(x) < o

Beweis:
e wachsend v

e rechtsstetig: z.B. fir x > 0, x, \, x (d.h. lim x, =xund x, > x Vn € IN)ist
n—oo
G(xn) —G(x) =u(  (x,xa] )—u(@)=0
——
fallend gegen @

wegen () (x,x,] = @ und o-Stetigkeit von Maf y
nelN

Félle x =0, x < O analog v

Beispiel
z.B. fiir Lebesgue-MaB3 ist G(x) = x
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Definition 2.25
Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ P auf (R, B(R)) ist seine (kumulative [engl “CDF” - cumulative distribution function])
Verteilungsfunktion F gegeben durch

F(x):=P[(—o0,x]], x€R

Bemerkung
F(x) = G(x) — G(—o0)

Korollar 2.26
Jede Verteilungsfunktion F eines Wahrscheinlichkeitsmafles ist rechtsstetig, monoton wachsend und erfiillt

“F(+00)" = lim F(x) =1
“F(—00)” = lim F(x) =0
X——00

Beweis:
aus Lemma 2.24 und mit o-Stetigkeit von P ]

Satz 2.27
Sei F : R — R monoton wachsend, rechtsstetig. Dann existiert ein (eindeutiges) o-endliches Maf y auf (R, B(R)) mit

u((a,b]) =F(b) —F(a) Ya,beR,a<b

Beispiel
(i) fur F(x) = x liefert dies das Lebesguemaf A auf (R, B(R))

0, x <0
(i) F(x)=qx, 0<x<1 lefertfiir u eingeschrankt auf [0,1] die Gleichverteilung U auf ([0, 1], B([0,1]))
1, x>1

Beweis:

Eindeutigkeit: {(a,b]|a,b € R, a < b} ist N-stabiler Erzeuger von B = Eindeutigkeit nach Lemma 2.23.

Existenz:
@ = {UK (g, ) NR|KEN, —c0 <ay <by <ap<--- < b <oo}
@ ist Algebra (Ubung).
Fur

weisen wir zu:
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dann ist # additiv auf ®.
Zu zeigen bleibt:

u ist o-additiv (also PramafS auf ®, und mit Fortsetzungssatz 2.22 v. Caratheodory folgt dann die Fortset-
zung zu Ma8 ji auf B = o(P)).

Dazu:
Ky
Fir A, = kUl(aZ, bi], mit disjunkten (An),cn
00 !
und mit A% := UlAn €,
n=
also gilt:
Koo
A% = kul(a;o,b,‘f’} mit Keo < 00
Zu zeigen:
| o
H(Ax) = ) u(An)
n=1
Koo ;& Ky,
= ) w6 = ) ) (F(by) — F(ap))
k=1 =1 k=1 S ——
>0
Koo

I
e
]
VN
e
=
|
!
Y
=

»
Il
—

Es geniigt also zu zeigen:

Fiir (a®,b®] = U]N(a”,b”} gilt:
ne

(@ 6) = X p(@n b)) = ¥ FO") — F(a") = Y p(An)

nelN nelN nelN

hierzu:
NN
“>": wegen (a®,b®°] D U (a",b"] gilt “>"

n=1p=1
“<”:. Betrache
Oy := (a",b" 4+ 8") D (a",b"]

offen mit §" = 6" (e), so dass
p((a", 0" 4 0%]) < ((a",b"]) +€-27"
fiir € > 0 beliebig

. +kompakt
= (On), e offene Uberdeckung von [a® + 0%, 0] C (a*,b*®] mit 6% = 6*(€), so dass

u((a%®,a%+6%)) <e
= (Heine-Borel) Es existiert eine endliche Uberdeckung: 3JN < oo, so dass

N
U (@, 5" +6") D [a% + 6%,b%] D (a° + 6%, 5]

n=1
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= (0%, 5]) LY g (0%, 0% 4 6%)) +p (0% + 6%, 67))

<€

N
<ot Y p((@ b+ o)
n=1 <wp((amb"])+e27"

Noo
<2e+ ) p((a"b"])

n=1

also gilt <, da € > 0 beliebig war.

Beispiele (fiir Verteilungsfunktionen von WahrscheinlichkeitsmaBen auf (R, B(RR)))
(i)

1, a€eA

F(x) entspricht also dem Maf y(A) = {O .
,  sons

Das Maf3 0, := u heifst das “Dirac’sche Punktmaf3” auf a € IR, Notation y = J,
(i) p=p-ba, +(q—p)0ay + (1 —=4q) g, flir p,q = 0mit 1 — (p+4q) > 0.

Definition 2.28 (Definition & Lemma)
(i) Ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (R, B(R)), dessen Verteilungsfunktion F absolutstetig ist, hat eine Dichte (nimlich
die Dichte p).

Absolutstetig bedeutet:

(Lebesgue-Integral)
x
F) = [ p)dy  vxeR

fiir eine mefSbare Funktion p : (R, B(R)) — (R, B(R)), p nicht negativ
(ii) Umgekehrt:
Gilt .
F(x) = /_oop(y)dy Vx eR
fiir p nicht-negativ und messbar, mit
1 o:o py)dy =1,
dann ist F die Verteilungsfunktion eines Wahrscheinlichkeitsmafes P auf (R, B(R)),

denn F ist monoton, rechtsstetig mit F(x) — 1 fiir x — oo und F(x) — 0 fiir x — —oo (Ubung).
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Beispiele (fiir Wahrscheinlichkeitsmafse mit Dichten)

(i)

(ii)

(iii)

Normalverteilung, Parameter u € R, o > 0, mit Dichte:

1 (x —p)?
Puolx) = V2o P <_ 202
“Gaufs’sche Glockenkurve/Gaufs-Verteilung”
¢ > 0, messbar, da stetig und / p(x)dx =1,
R

denn Normierung ergibt

. _ Xy 2
o [ Aon ()

= /RfPo,l y)dy

die Dichte der Standard-Normalverteilung N (0, 1)

und
2
1 y? 1 24y
(./]R T exp (—?) dy) = / / 5. &P (— > dxdy
27T
Polarkoordinaten / / 1 cp exp ( ) d@dr
2
“a e ]0
=1 Vv
Exponentialverteilung (Spezialfall der Gamma-Verteilung mit v = 1)

mit Parameter & > 0 hat Dichte

—&Xx

Pa(X) = Va1 (x) = Lg o) (x) -

Gammaverteilung

Parameter a,r > 0

! e % ™™, fiirx >0
0, x <0
mit o
:/ yleVdy, r>0

0
die sogenannte Gamma-Funktion (— Analysis),
Man zeigt: I'(r) = (r —1)!viaI'(r) = (r — 1) - I'(r — 1) mit partieller Integration fiir € IN.
Motivation der Gammaverteilung:
Betrachte r € IN.

Wie wahrscheinlich ist es, im Zeitintervall [0, t| eine Anzahl von mindestens r Versicherungsschdden zu beob-
achten?
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Standardmodell fiir Schadensanzahl: Poissonverteilung mit Parameter A = at (siehe z.B. Georgii).

t k
Poissy (k) = e - (0;{') a>0
Ansatz also:
r—1
P[“mindestens r-Schdden in [0, {]”] = 1 — ) _ Poiss, (k)
k=0

r—1 k

u (ab)

=1— 2 ot | (“
k:oe k!

toar
= / xloe™™dx, +>0
0

(r—1)!
=Ya,r(x)
(Begriindung folgt)
denn Differenzieren ergibt:

d r—1 (uct)k r—1 (Dct)k katkfl
— 1= e*ﬂtt St Dcefoct _ —al _efoct

_ (D‘t)r_l —ut

RO T

Erinnerung an die Hauptresultate zum MaSintegral /Q fw)p(dw)
(lediglich Ausblick, genaueres sieche Mafi- & Integrationstheorie, vgl. Klenke)
Betrachte messbaren Raum (Q, ) mit Ma u : F — [0, 1] und erkldre ”/ fdp = / flw)p(dw)” fur f: O — R
Q Q

“messbar” in 3 Schritten:

N
(i) fur f > 0, elementare Funktion: f = Z a1y, Ar€F,a € R*
k=1

N
/fdli =) app(Ay)
=1

(i) fur f: (Q,F) — (R,B(R)) und f > 0, f messbar, d.h.
fFUBR)) CF < f1(B)eF VBeB(R) < f}((~oo,c]) €F VYceR
erkldre:

/fd# = sup [ gdu

g elementar
0<g<f

(iii) fiir f R-wertig und messbar mit [ |f|du < oo erklére:
/fd# ::/ﬁd#—/f’du €R
—_—— —
<oo <o
mit {7 = max(0, f) und f~ = max(0, — f) sowie f = f* — f~.
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Solche f heiflen ”integrierbar” (bzgl. u);
Notation: f € £!(u) = £1(Q, F, u)

Bemerkung

a) Konvergenzsitze fiir / ‘ fdp MaSintegral: Sei ( fu),enN eine Folge messbarer Funktionen.

(i) Lemma von Fatou

Wenn f, >0 VnelN
— /Q liminf f,dpe < lim inf / Fudyt

(ii) Satz iiber monotone Konvergenz

Falls f; >0 VneNund f; < f, <--- (punktweise monoton)
= Jim, [ o= [ (Jim, fo)

(iii) Satz von der majorisierten Konvergenz

(fn)nen R-wertig, und 3¢ € £1(y) (d.h. [ |g|du < ), so dass |fu| < g u-fast iiberall Vn
(dh. u({w e Q| |fu(w)| > g(w) fiir mindestens einn}) = 0 Vn)
und falls f;, — foo p-fast iiberall gilt
n—oo

(dh u(fw € Q] lim fulw) # f2(w)}) =0)

— [ fudp —, [ fodpund [1fy~ fil =0

b) fiir f : R — [0, c0) Riemann-integrierbar auf R gilt, dass f Lebesgue-integrierbar ist und das Riemann-Integral

gleich dem / fdA (« Lebesgue-Integral bzgl. des Lebesgue-Mafles u = A) ist.
R

Korollar 2.29
Sei (Q, F, ) Mafraum, p: F — [0,00] Maf p: (O, F) — (R, B(RR)) messbar, p > 0 mit/ pdu = 1. Dann ist
Q

P(A) := /‘]lA-pdy:/Apdy AeF

ein WahrscheinlichkeitsmafS (auf F). Man nennt p :”3—1; ” die Radon-Nykodym-Dichte von P bzgl. y und nennt P absolut-
stetig bzgl. u (mit Dichte p).

dp
AP, d :/ dp, VA e F
du /Ap # A

= /‘fpd],t = /fdP Vf >0, QO — R messbar
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Beweis:
1. P(Q) =1,
Li "fd
2. p(ac) Lo Ay pea) War
3. o-additiv:
Betrachte (Ay)ren eine disjunkte Folge in F.
P<U Ak> -/ <21Ak>pdu
kelN Q \reN
———
Iy ag
kelN
monotone Konvergenz gl
L tim [ Y (1) pd
N=eo )5
—_———
N T
Y /IlAkpd]/l nach Linearitat
k=1,
P(Ag)
N
— 1
Nlinook:ZlP(Ak)
= ). P(Ay)
keIN
(]
Beispiel

(i) Q abzéhlbar, F = P(Q) = 29
U= Zéw:>‘u(A):‘A‘, AcCQ
we)
mit J,, das Dirac’sche Punktmaf auf w.

Firp: (Q,F) — (R, B(R)) messbar, p > 0, / pdpu = ) p(w) =1 = Zihldichte p definiert Wahrschein-
we)

lichkeitsmaf8 P(A) = / pdu
A
(ii) (Q, F) = (R? B(RY)), u = A Lebesguemaf, p messbar, p > 0 und / ] p(x)A(dx) =1
JR

= P(A) ::/Apd)t:/]R---/]RIlA(x)p(x)dx1~~~dxd, A€ BRY,x = (x,---,x,) € RY

ist Wahrscheinlichkeitsmaf3, d.h. P ist absolutstetig bzgl. A.

Beispiel konkrete Beispiele
Verteilungen auf (R, B(IR)) konnen durchaus weder diskret noch stetig sein:

a) zB.P = %51 + % . Upp Verteilungsfunktion F von P:
Gleichverteilung auf [0,1]

b) auch stetige Verteilungsfunktionen F auf (R, B(IR)) brauchen keine Dichte haben. Betrachte F ist stetige Ver-
teilungsfunktion, die nur “gleichverteilt” auf Cantormenge (Lebesgue-Nullmenge!) wéchst, d.h. auf Komple-
ment konstant ist (— Ubung).
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3 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhingigkeit

Motivation:”fiir beliebige Wahrscheinlichkeiten “
betrachten die Studie eines (billigen, schnellen, gut vertriglichen) Tests auf eine Krankheit, welche anderweitig (auf-
wendig oder teuer) feststellbar ist.

Test mit 1000 Versuchsprobanden

negativ | positiv | X

krank 1 9 10
gesund 970 20 990
z 971 29 1000

Frage: Diagnose bei Testergebnis “positiv “(d.h. Test signalisiert “krank”)?

* Anteil der gesunden unter den positiv getesteten: 29 &~ 69%

* Anteil der tatsdchlich kranken unter den positiv getesteten: 5 ~ 31%
Anderseits gilt unter der Bedingung, dass ein negatives Testergebnis vorliegt:

¢ Anteil der gesunden unter den negativ getesteten: % ~ 99,9%

¢ Anteil der kranken unter den negativ getesteten: 9171 ~0,1%

Diskutiere: Wie gut ist dieser Test?

Definition 3.30
(Q), F, P) Maf3raum, A, B € F,P[B] > 0,
dann heifst
_ PlANB]
P[A|B] = oI5

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B, oder auch: die Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B

Beispiel

1. (vgl. oben)
Q ={g,k} x{p,n}, F = P(Q) und P gegeben durch Zihldichte p : QO — [0, 1]

mit p((g,p)) = 2225, 0(3,1)) = 2. .

A = "Patient krank “= {w = (w1, wy) € Q | wy =k}
B = "Test positiv “= {w = (wy,wy) € Q| wy = p}

= P[A[B] = 5
2. (Q,F,P) = ([0,1], B[0,1], Ujp,1)) mit U die Gleichverteilung, d.h. Lebegues Maf§
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Satz 3.31
(Q), F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, B € F und P[B] > 0

(i) Q(A) := P[A|B], A € F, ist Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf F

(ii) Formel totaler Wahrscheinlichkeit:
Sei B = ‘UIBi fiir B; € F disjunkt, dann gilt:
ic

P[ANB] =) _P[Bj]-P[A|B]]
iel

(iii) A, (Bj)ic1 € F mit strikt positiven Wahrscheinlichkeiten, I abzihlbar, B;N\B; =@, Vi#j€l,
und Q) = ‘UIBi (”Partition von Q)“), dann folgt:
1€

P[Bj] - P[A|B)]

PIBIAl = = BB PlAlB]

(BAYES-FORMEL)

Bemerkung (zu bedingten Wahrscheinlichkeiten:)
(i) Interpretation: frequentisch oder subjektiv

(ii) Achtung: Definition ist statistisch, aber sagt nichts iiber Kausalitdten!

Lemma 3.32 (Multiplikationsformel) n—1
(Q, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, As,...,An € F mit P ﬂ A;| > 0,dann ist
i=1
P[A1N---NA,] = P[A1] - P[As|Aq] ...  P[Au|A1 NN AL]
Beweis: )
per Induktion tiber n (Ubung!) ]
Bemerkung

Wahrscheinlichkeitsmafie auf endlichen Produktraumen kénnen im Baumschema dargestellt werden: Interpretation
als mehrstufige Experimente

a) Beispiel “Patient “
Pfadwahrscheinlichkeiten:

10 9 9
(e4) = 1000 10 1000
1
(k=) = 1000
(84) = 1o
&) = 7000

970

b) 2—maliges Ziehen aus einer Urne mit R roten und B blauen Kugeln ohne Zuriicklegen.
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Definition 3.33 (Unabhiangigkeit)
Sei (Q), F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum

a) zwei Ereignisse A, B € F heiflen (paarweise) unabingig,
falls P[AN B] = P[A] - P[B]

b) eine Familie (A;)ic; € F (I beliebige Indexmenge) von Ereignissen heifit unabhingig,
falls ¥ endlichen Teilmengen | C I gilt:

P

A

icf

=[[PlA)]

ic]

c) eine Familie von Mengensystemen A; C F, i € I (I beliebige Indexmenge), heifit unabhiingig,
falls jede Auswahl A; € A; eine unabhingige Familie (A;);c; von Ereignissen liefert.

d) eine Familie von Zufallsvariablen Y; : (Q, F) — (Q;, F;), i € I (1 beliebige Indexmenge), heif$t unabhiingig,
falls die o-Algebren o(Y;) = Y, Y(F;), i € I unabhiingig sind.

1

Bemerkung (zur Definition)

(a) sind (A;);c; unabhingig, dann = A; und A; sind paarweise unabhéngig Vi # j € I. Die Umkehrung gilt nicht.
(b) (A;)ie; unabhingig < ({9, A;, Al(.:, 0} );e; sind unabhéngige o-Algebren

(c) (Aj)ier unabhingig < (14,);c; unabhingig

Satz 3.34
Situation von Definition 3.33 (d). Sei &; ein N-stabiler Erzeuger von F; = 0 (&;), i€ L
Fiir ]| C 1, Jendlich, B;€&;, i€ ], gelte:

P [ﬂ Yil(Bi)] =[P e B )
i ie]

(das heifit ({Yi_l(Ei) | E; € &i})icy sind unabhingig)

dann sind (Y;);c; unabhdngig.

Beweis:
zu zeigen ist: (1) gilt VB; € F; = (&)
Induktion iiber | {i € J|B; ¢ &} |=n
IA: (n =0)
IS: (n) —» (n+1) OBdA:]J={1,...,n+1},|]|=n+1, By41 € Fui1\Enn1
definiere: A := N, Y, '(B))
OBdA gelte: P[A] > 0 (sonst Behauptung klar)
definiere: (Wahrscheinlichkeitsmafle auf F,11)

Pyt1="Po Yn_+11
Qui1 = P[|A] oY, Y
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3 BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT UND UNABHANGIGKEIT

= Pui1(Buy1) = P(Yuq1 € Bug1) = Qui1(Bus1) VBuy1 € Ena
denn
Qui1(But1) = P[Yyq1 € ByalYi € Byi=1,...,n
_ ITH PlY; € B)]
I—L:l P[Yl c BJ
= P[YnJrl € BnJrl}

= P11 = Q41 auf F4q, weil "= " auf N-stabilem Erzeuger
=

P(OY: = Qu+1(Bus1)P(A)

ie]

= Py11(Bny1) - P(A)
n+1

=[Pt
i=1
n+1

= HP(Yi € Bi)/ VB; € Fi,ie]
i=1

Korollar 3.35
(Yi)ieqa,..,n} endliche Familie von Zufallsvariablen auf (Q), F, P) dann gilt:

(i) diskreter Fall:

falls Y;: (Q, F) — (Q, F;) mit Q; abzihlbar, ]—" P(Qy) Vi, so sind (Y;)i=1,..,n unabhingig
genau dann, wenn P[Y; = w;, i =1,.. HP = wl Yw; € ();

PoY=1({(wr..twn)}) B PoY ({wz})

(ii) reellwertiger Fall:

n unabhingig

7

Y;: (), F) — (R, B(R)), Vi reellwertige Zufallsvariablen, so sind (Y;)i—1
n

genau dann, wenn PlY; <¢;,i=1,...,1] = PlY; < ¢ Ve; € R
) ; ; ; i=1 . N
gemeinsame Verteilungsfunktion von R"-wertigen Y=(Y1,..., Y") Verteilungsfunktion von Y;

(ifi) reellwertiger und absolutstetiger Fall C (if)

Y; wie in (ii) und zudem so, dass Py, := P o Y1 absolutstetige Verteilung auf (R, B) mit Dichtefunktion
pi(R,B(R)) — (R, B(R™")) sind Vi =1,...,n. Dann gilt: (Y;)i—1,..,n unabhingig genau dann,
wennY = (Y1,...Y"): (Q, F) — (R", B"(]R”)) eine absolutstetige Verteilung Po Y1

auf (R", B"(R")) mit Dichte py (y) = py(y1,.. ., yn) = [Ty pi(yi) hat.

Beweis:

(i) , = “ aus Definition von Unabhéingigkeit v’

< & = {{w;} + w; € O} bildet (mit @) einen N-stabilen Erzeuger von F;, also liefert Satz 3.34

die Behauptung.
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3 BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT UND UNABHANGIGKEIT

i) , ="V

, <= "E ={(c0,¢] : ¢; € R} ist N-stabiler Erzeuger von F; = B(R)
= Satz 3.34 liefert die Behauptung.

(iil) , = “ Fir A; € F; oder A; = (a',b'] gilt:

|
.::]3

P[YiEAi, 1‘21,...,7’1} P[YiEAJ

i=1 (,/Q] IlA,-Pi(yi)dyi)
fof T

i=
—_———
Lpysceeox A Y1y

i=1

E3l]

n

1a,(vi)  [leitvi)dyn...dy
1 i=1

Q% xQy Apx xAn<y)P(y) y

Da Mengen des Typs A; X - - - x A, einen N-stabilen Erzeuger bilden, folgt, dass p in der Tat gemeinsame
Dichte von Y = (Y!,...,Y") ist.

. = “ & = {(o,ci] : ¢; € R} ist N-stabiler Erzeuger. Ahnliche Rechnung wie oben (Ubung) zeigt
zusammen mit Satz 3.34 die Unabhéngigkeit der Yl ..o,y

L

Beispiel
Y1, Y sind unabhéngig und jeweils NV (0, 1)-verteilt < Y = (Y7, Y>) hat eine absolutstetige Verteilung mit Dichte

1 2 12
py(y) = pry1)p2(y2) = 5~ exp(_leyZ)

Diese Verteilung von Y ist die Standard Normalverteilung mit den Parametern Mittelwertvektor 0 = <8> und

Kovarianzmatrix I, = <é (1)> . Notation: Y ~ N (0, I)

Bemerkung

1. Die gemeinsame Verteilung einer Familie Y; = (O, F) — (Q;, F;) von Zufallsvariablen ist die Verteilung
PoY~! der Zufallsvariablen Y = (Y;)ic; : (O, F) — (Xie1Q, ®ic1F:)

2. Umgekehrt: eine mehrdimensionale Zufallsvariable Y induziert eine Verteilung P o Y ~! auf dem Produktraum
(Xie1QY, QierFi)

3. Die gemeinsame Verteilung induziert die Randverteilung (Einzelverteilung der Y;) via
PoY;'(B;) = P[Y; € B}]
=P[Y1€Qq,...,Y;€B,,..., Y, € Q]
=PoY ' ® - QB®- - Q)
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3 BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT UND UNABHANGIGKEIT

Satz 3.36

(Q, Fi, Pi), i € I Familie von Wahrscheinlichkeitsriumen. Dann existiert genau ein WahrscheinlichkeitsmafS P auf

Q= X[ O und mit F 1= Qe 1 F; := o (m;, i € I) (mit F, die kleinste o-Algebra auf dem Produktraum beziiglich welcher
alle Koordinatenprojektionen 1t; : w = (wj)icy — wj, i € I messbar sind), so dass fiir alle endlichen Teilmengen | C I gilt:

P( 7 (A) = miePi(A;) VA; € F;
ic]

Dieses P heifst Produktmaf$, Notation: P = ®;c1P;

Beweis:
— Maftheorie (allgemein), siehe auch im Georgii Satz 3.26 fiir konstruktiven Beweis fiir wichtige Fille ab-
zéhlbarer Produkte. ]
Bemerkung

Insbesondere gilt fiir die Randverteilung der i-ten Koordinate unter P, dass

Pln 2} (A)] =Pi(A), Ai€F

d.h. die P; sind die Randverteilung der Koordinatenprojektion 71;, welche Zufallsvariablen auf dem Raum (Q), 7, P)
sind!

Korollar 3.37
zu gegebenen WahrscheinlichkeitsmafSen P; auf (Q);, F;)icy existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum (Q), F, P) mit unabhingigen

Zufallsvariablen (X;)cy, so dass P o Xl._1 = P; gilt.

Beweis:

Waihle "kanonischen Produktraum”

Q= X/, F=®ieFi, P=®iePiund X;(w) = mi(w) = w; ]
Beispiel

a) |I| =2,(Q,F), i=1,2diskret mit Zahldichte p; auf Q;, dann ist p(y1,y2) := p1(y1) - p2(y2) Zahldichte auf
P(1) @ P(Qz) = P(h x Q)
(inder Tat: p > 0, DX p(y1, ¥2) = X(p1(y1) Lp2(y2)) = Ler(y1) = 1)

y1y2 v1 y2 v1
und das zugehorige Maf P ist das Produktmaf$ P; ® P», denn

P(y1,¥2) = p(y1,y2)
= p1(y1)p2(y2)
=p1({vy1H)e2({v2})

b) |I| =2,(Q, Fi) = (R,B(R)),i = 1,2und P; mit Dichte p;, dannist p(y) = p(y1, y2) die Dichte des Produktmafes
P=P &P,
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3 BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT UND UNABHANGIGKEIT

Bemerkung

¢ Wegen Korollar 37 gilt: Zufallsvariable sind unabhédngig genau dann, wenn ihre gemeinsame Verteilung durch
das Produktmafs der Einzelverteilungen gegeben ist. Das impliziert, dass die Randverteilungen gerade die
Verteilung der einzelnen Zufallsvariablen sind.

¢ Grundidee der bedingten Verteilungen: Auffassen einer gemeinsamen Verteilung als mehrstufiges Experi-
ment, d.h. zunichst eine Koordinate ziehen, dann die zweite, etc. ...

Bedingte Verteilungen aus gemeinsamen Verteilungen

a) Diskreter Fall:
Q=0 xM,F=FQF,Y = (Y,Y,) diskrete Zufallsvariable mit Zahldichte p(y1, y2). Die bedingte Vertei-
lung von Y-2 gegeben Y; = y; ist beschrieben durch die bedingte Zdhldichte:

__ Wy
P W2ly) = =00 S
Y26
_ Py y)
oy, (y1)
(ist definiert ftir Py,-fast alle y; [an welchen py, (y1) > 0])
Visualisierungen
i) “mehrstufiges Experiment”: ! 1, Y2)
1.1
E (v 1Y Y)

(v1,¥5%)

(y;ll_f y%)

gf )
|
|

Pné)

[
bedingte “Ubergangs”-Wahrscheinlichkeiten PY, |y,

ii) Kontingenztafel, z.B.

Y1\Yo A B Randverteilung |
A 10% | 80% 90%
B 1% | 9% 10%
Randverteilung — | 11% | 89% || 100%
bedingte Verteilungen durch Re-normalisierung (?) auf gegebenen Spalten wie im Beispiel zu bedingten

Wahrscheinlichkeiten
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b) Absolutstetiger Fall:
Sei Y = (Y1, Y>) absolutstetig mit Dichte p(y1, y2). Die bedingte Dichte von Y, gegeben Y; = y; ist

p(y1,2) _ ey y2)
= = , € 0y, € )y, > 0 (:= 0 sonst
Py, |y, (Y2ly1) TP y2)dv2 — o (1) y1 € Q1, y2 € M, py,(y1) >0 ( )

(ist definiert fiir Py, -fast alle y;) dann gilt z.B.

Laxpp(y1,y2)dyrdys = / Lapy, (1) ( / Iprnn(yzyl)dyz) dyy
Ta1 o o
ALB

P[Y1,Ys € A x B] :/

QIXQ2

Visualisierung / Veranschaulichung:

i) mehrstufiges Experiment

Y2|Y1/\ /\

c) allgemeiner Fall (Ausblick auf Stochastik 2 und Mafitheorie)
Sei Y, Zufallsvariable, die Werte im "polnischem Raum"(separabler, vollstindiger metrischer Raum mit Bo-
rel’scher o-Algebra) annimmt, z.B. (R", "), dann existiert ein stochastischer Kern (oder Markov- Ubergangs-
kern) K,
d.h. K: Qg x Fp — [0,1] mit

(i) y1 — (y1, Ap) ist F-messbar VA, € F;
(i) Az — K(y1, Ap) ist Wahrscheinlichkeitsmaf auf 7, Vy; € (O
so dass gilt Py, y, = “Py, ® K", d.h. VA € F; ® F, gilt

Plon el = [ dayn(nndya) = [ ([, (a0Kn due) ) Prtn)

Q]XQZ 1

mit Sektion Ay, := {y2 € M| (y1,12) € A}, Ay, € Ffalls A € @2, F;, zB. fiir A = Ay x A, gilt

Ay fury, € Aq
Ayl =
@ sonst

P[Y; € A1, Y, € Ay] = /01 14, (1) </Q2 IlAz(]/Z)K(]/lrdl/z)> Py, (dy1)
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Bemerkung
Analoge Aussagen fiir Dimension nn > 2

Satz 3.38
Seien (Y;)icy eine Familie von unabhangzgen Zufallsvariablen auf (Q), F,P), Y; : (QQ, F) — (Qy, F;) messbare Abbildung
mit I = kUKIk, Iy disjunkt, und seien

€

(X Q,Q Fi) — (O, Fr), keK, messbare Abbildungen.

icl icl

Dann sind Yy := ¢((Y;)ie1,), k € K unabhiingig.
Beweis:
¢ Yy = (Y))iel, Zufallsvariablen, Y; : (Q, F) — ( X 5 Qi ®, Fi) = (O, Fp)
o definiere Projektionen X O — O, (wj)jer, — w; fliri € I,
& = {ﬂjerk (B;j)| endliche ] C I, B; € Fj,j € ]} sind N-stabile Erzeuger von
Qe Fi = O'(Xk,]|] € k)

* (Yi)rex sind unabhéngige Zufallsvariablen. Gentigt zu zeigen: ist fiir endliche L C K,
B, = Niey X,:].l(Bj), (Bj € &) fur k € L, so gilt fiir endliches Ji C Ii:

e[m] - [ (o)
keL | keL J€lk

=P|NN Yk’loX];jl(bj)

_kELjG]k

Pl XkjoYi)™ B‘)

(Xg on Y)
y keLjek —v)
ITTTP [ (5]
Y unabhanglg) keLje]
=TIP | N Y '(B)
keL j€lk
\/_/
) XI;J‘l(Bf)
JEIk
-4
:Bk

e also sind auch (Y})icx unabhingig, denn fiir L C K endlich, B, € F; Vk € L gilt:

P Yo' (Bl =PI Yy (¢ (By))]

keL keL —~
=(proYi) ™! Fi
= [TPlY (o' (Br)))
kel
_ c—1/p
=[1PlY
keL

weil Yy = @ o Yy ist.
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4 ASYMPTOTISCHE EREIGNISSE

4 Asymptotische Ereignisse

(Q), F, P) Wahrscheinlichkeitsraum, (Yj)ren Folge von Zufallsvariablen Yy : (Q, F) — (O, F¢)
Definition 4.39
Ein Ereignis A € F heifst asymptotisch bzgl. (Yy)reN, falls

Vn € N3B,, € Q) F so dass: A = (Yo)k=n) " (Bn)
k>n

Wir schreiben A((Yy)kew) fiir das System der asymptotischen Ereignisse A bzgl. (Yy)kenN-

Bemerkung
A((Yy)ren) ist eine o-Algebra (Zeigen!).

Beispiel
a) A= kenUsk{Ys € Aj} fiir A € F; VI € N ist asymptotisch (Ubung!!)

N
b) A= {I\Eim (% ) Yi> existiert und nimmt Werte im Intervall [a, D] an} ist asymptotisch:

Fixiere n € IN, definiere 71; : Xj>, = R, (W)k>y — wj, i > n,

1y
B, = {(yn+i)i€]1\l e X O I%im N Y Y, existiertin [a, b]} ist messbar in @y, F,
k>n N = B
A= (=)~ (Bn)

Satz 4.40 (0-1 Gesetz von Kolmogorov)
Sei (Yx)keN Folge von unabhiingigen Zufallsvariablen auf (Q), F, P). Dann hat jedes asymptotische Ereignis A € A((Yy)keN)
die Wahrscheinlichkeit 1 oder 0.

Beweis:
Projektion 7; : X O — Q;, (W)keN — Wi,
keIN
E:={N,n 1 (A)|A; € F, i=1,..,n; n € N} ist N-stabiler Erzeuger, erzeugt Qn F = o(7;]i € N),
fiir jedes 7 3By, € @y, Fk, so dass A = ((Yi)ksn) 1 (Bu) = {(Yk)k>n € Bn}-

Dann ist A unabhingig von ((Ye)kenw) ' (E) fiir E € £, denn
(Yoken(E) = {Yi € Ajli =1,..,n} = ()Y, (A)
und

A= A{(Yi)kzn+1 € Busa}
sind unabhéingig nach Satz 3.38.
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= A auch unabhingig von (i), 2y (E) fiir E € Qen Fi
— A ist unabhingig von A selbst = P(A) = P(ANA) = P(A)P(A)

= P(A)=0oder P(A) =1

0
Satz 4.41 (Borel-Cantelli-Lemma)
In (Q, F, P) sei (Ag) e Folge von Ereignissen mit A := limsup,_, A= | U A
nelNk>n
dann gilt:
(i)
Y P(Ay) <0 = P(A)=0
keN
(ii) sind die Ay, k € IN unabhiingige Ereignisse mit
Y P(Ay) =00 = P(A) =1
keN
Beweis:
() AC UAr Vn = P(A) <P(UA) < LP(A4) =0
k>n k>n k>n
(i) A°= U N Ajnachde Morgan
nelNk>n
m
P(A°) < Y P((4f) = Y lim P(() A})
neEN  k>n keN"TT j—p
m
=) lm [ P(Ap)
keN""Ck=n S~
1-P(Ap)<e P40
m
< ) lim exp(— ) P(Ay)) =0
neN"" k=n
0l

Beispiel (Monkey Typing Typewriter)
Seien X1, X; ... unabhéngige Laplace Zufallsvariablen auf {A ... Z} U {Satzzeichen} dann ist die Wahrscheinlickeit,
dass irgendwann ein beliebiges Wort oder auch Goethes Faust kommt gleich eins.
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5 Erwartungswert und Varianz

Kenngrofien reellwertiger Zufallsvariablen.

Definition 5.42
X Zufallsvariable auf (Q), F, P) mit Werten in (R, B). Ist X > 0 oder X € L'(P) (d.h. [, |X|'dP < o0) so heifit
E[X] = [ XdP der Erwartungswert von X.

Bemerkung
e LP(P) = LP(QLF,P) ={X: (QLF) — (R,B)| [|X|PdP < oo} fiir p € [1,00) ist Banachraum mit Norm
|X|l, = (J |X|PdP)!/?, fiir p = 2 sogar Hilbertraum mit (X1, Xp) = [ X; X, dP
(bei Identifikation von P-fast-iiberall gleichen Funktionen bzw. bei Betrachtung entsprechender Aquivalenz-
klassen)

* Man sagt oft auch "Mittelwert"von X beziiglich P statt Erwartungswert

* Wichtige Eigenschaften des Erwartungswertes folgen aus Eigenschaften des Mafintegrals [ dP, etwa Linea-
ritat, Monotonie und die Konvergenzsitze

Beispiel
X Zufallsvariable auf diskretem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F) mit Q endlich (oder Q) abzahlbar und X € L'):

E[X] = ZQX(w) * P(w)

Lemma 5.43
Sei Px = P o X~ Verteilung von X fiir

X:(Q,F)— (O, F)
£ (0, F) = (RB)
mit f > 0oder fo X € L'(P) mefbar.
Dann gilt:

Ef(x)] = [ f(X(w))Pldew) = [ f(x)Px(dx)

Beweis:
fiir f =174, A € F' gilt:

[ 14(X)dP = P[x € A] = Px(A)
JO
= Behauptung gilt fiir elementare Funktionen
n
f= ZaiﬂAi, Aj € f/,Dck eR
i=1

= weil jede mefibare Funktion f > 0 monoton approximierbar ist durch elementare Funktionen f;, d.h. 3f,
elementare Funktionen mit: 0 < f, < fund f,  f (punktweise, monotone Konvergenz), also folgt Behaup-
tung fiir f > 0 mittels monotoner Konvergenz, fiir f € L!(Px) folgt Behauptung, dann via f = f* — f~,
beziehungsweise alternativ durch Approximation von f durch elementare Funktionen f, mit 0 < |f,| < |f|
und f, — f punktweise mit majorisierter Konvergenz. ]
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Korollar 5.44
Sei X Zufallsvariable mit absolutstetiger Verteilung mit Dichte p, f mefSbare reelle Funktion, so dass Y := f o X > 0 oder in

LY(P) ist, dann gilt:
Ef(0] = | fx)p(x)dx

Beweis:
Klar fir f =14, A € F/, folgt also analog wie vorher fiir alle f mit entsprechenden Voraussetzungen

[ 1aPx = [14-p(x)dx (1)

Satz 5.45 (wichtige Ungleichungen)
Sei X Zufallsvariable auf (Q), F, P). Dann gilt:

a) Markov’sche Ungleichung

p
x> < BBV e ey eso

b) Spezialfall von (a) mit p = 2 nennt man auch die Tschebyschev-Ungleichung (auch Chebyshev-Ungleichung)
c) Exponentielle Markov Ungleichung

d) Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung
fiir X, Y € L2(P) Zufallsvariablen gilt X - Y € L1(P) und

E[XY] < \/E[X?]E[Y?]

e) Holder’sche Ungleichung
fiir X € LP(P),Y € L1(P) mit p € (1,00) und g so dass: % + % = 1. Dann gilt:

E[|XY]] < E[|X|P]7 E[|Y]]"

f) Minkowski Ungleichung
fiir X,Y € LP(P),p € [1,00), dann gilt:

X+ Y, <X, + 1YL,
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Lemma 5.46 (Jensen’sche Ungleichung)
X reelle Zufallsvariable, f : R — R konvexe Funktion. X, f(x) in LY(P). Dann gilt: f(E[X]) < E(f(x))

Beweis:
f konvex = f(x) = sup(ayx + By), x € R, ist (punktweises) Supremum {tiber affine Funktionen mit
Y
ay, By € R
= E[f(X)] = sup(ayE[X] + By) = f(E(X)) O
Y
Satz 5.47

Seien X,Y € L?(P) unabhingig. Dann gilt:
E[XY] = (EX)(EY)

Beweis:
E[XY] = /Q XYdP = /}R _ XYP(xy(dx,dy)
_ Fubini "
_ /RZ XYPy @ Py Y /}R (X /]RYPy(dy)) Py(dx)
- / XE(Y)Px(dx) = E(X)E(Y)
U]
Bemerkung

Fiir eine R"-wertige Zufallsvariable X ist E[X] = (E[X']);—1.., koordinatenweise definiert.

Definition 5.48
Fiir X,Y € L?(P) heifit

(@) V(X) := E[(X — E[X])?] = E[X?] — (E[X])? die Varianz von X, und \/V (X) heifst die Standardabweichung von X.
(b) Cov(X,Y) := [( E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] — (E[X])(E[Y]) heifit die Kovarianz von X und Y.
(c) Falls Cov(X,Y) = 0 gilt, heifien X und Y unkorreliert.

Lemma 5.49
X,Y,X1,Xp,... € L2(P), a,b,c,d €R

(a) Cov(aX +b,cY +d) = acCov(X,Y) insbesondere V(aX + b) = a?V(X)
(b) Cov(X,Y) < /V(X)V(Y) wegen Schwarz'scher Ungleichung
n n
© Y. XpeLPund V(Y Xy) = 2 V(Xx) + ) Cov(X;
k=1 k=1 j#k
Falls X unkorreliert sind gilt insbesondere V(1 Xi) = Lj_1 V(Xk)
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(d) Falls X,Y unabhiingig sind, dann sind sie auch unkorreliert

Bemerkung
1. X R-wertige Zufallsvariable, X € L?(P), mit V(X) > 0, dann heifit
% . X—E[X]
V(X)
standardisiert (E[X] =0, V(X) = 1)
2. Fiir X R"-wertig, X € L?>(P), d.h. X! € 1? Vi Dann ist
(Cov(x!,x))) , 1<ij<n
L

die Varianz-/ Kovarianzmatrix von X, kurz “Kovarianzmatrix”

Beispiel (fiir Varianzberechnung)

1. Xj,---, Xy 1id. (independent, identically distributed) Bernoulli(p) Zufallsvariablen

n
= X=) X~ Bin, )
i=1

™=

= E[X]=) E[Xi]=n-p

1

=
<

V(X) = (Xi) +0=n-V(Xq) =np(1-p)

1

2. Fiir X ~ N (y,02), 4 € R, 02 > 0. Dann ist E[X] = p und V(X) = ¢?. (Ubung!)

Bemerkung
im Allgemeinen impliziert Unkorreliertheit von X, Y nicht, dass X und Y unabhéngig sind!

Beispiel (Gegenbeispiele)
1. U ~U((0,2m)), d.h. gleichverteilt auf (0, 27)

1 3

0
NS
-1

SeiX =sinUund Y = cos U

E[X] = E[Y] = 0

Cov(X,Y) =0 } = X und Y unkorreliert,

43



5 ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ

aber sicher nicht unabhéngig, weil X? + Y2 =1

27

2. X~N(0,1), Y=X2-1
= E[Y]=1-1=0

Ubung: ein X ~ A (y,0?) hat alle Momente

E[[X[P] < e Vp € [1,00)

und
E[X%+1] =0, falls 4 = 0 (X zentriert)

= Cov(X,Y) = E[X Y] = E[X® — X] = 0 — 0 = 0 — unkorreliert, aber nicht unabhingig

Bemerkung
Falls X R"-wertig, X € LZ(P), Y :=Cov(X,X), Y:= AX + b mit A eine m x n-Matrix, b € R™
Dann gilt:

Cov(Y,Y) = AZAT,

denn Cov(Y’,Y/)) = Cov ((AX)!, (AX)/) = --- (Ubung!)

Definition 5.50 (Korrelationskoeffizient)
X,Y € L2(P), V(X),V(Y) > 0. Dann heifit

Cov(X,Y)

Corr(X,Y) = TV

die Korrelation von X mit Y.

Notation: Haufig wird Corr(X,Y) bezeichnet durch p(X,Y).
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5 ERWARTUNGSWERT UND VARIANZ

Lemma 5.51
X, Y wie in Definition 5.50. Dann

a) Corr(X,Y) € [-1,1]
b) Sei X zentriert (E[X] = 0), dann gilt

min E[|Y — (aX +b)|?] = E[|Y — (a*X +b")|?]

a,beR
. 4« _ Cov(X)Y V(X) 1% .
fiir a* = O‘ZEX) ) = Corr(X,Y)\/%, b* = EY und anblg]}{E[] = V(Y)(1— (Corr(X,Y))?)
Beweis:
Ubung!
Fiir b) Teil 1), a*, b* bestimmen, dann einsetzen und Minimum ausrechnen.
Fiir a) aus Cauchy-Schwarz Ungleichung. ]
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6 DIE GESETZE DER GROSSEN ZAHLEN

6 Die Gesetze der grofien Zahlen

(starkes und schwaches Gesetz)

Bemerkung
Klassische Formulierung der Tschebyschev (Chebyshev) Ungleichung. Fiir Y € L2(P),e > 0
PIY —EY|> ¢ < vg)

(Satz 5.45 anwenden fir Y — EY V')

Definition 6.52
Sei (Q), F, P) Wahrscheinlichkeitsraum, Y, (Yn)neNn R-wertige Zufallsvariablen.

(Yn)nen konvergiert stochastisch (auch ,,in Wahrscheinlichkeit” oder ,,in P“) gegen'Y, falls

n—oo

PllYu=Y|>¢ — 0 Ve>0

n—oo

(oder P[|Yy —Y| <e — 1 Ve>0)

Satz 6.53 (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen)
Seien (X, )new unkorrelierte Zufallsvariablen in L?(P) mit sup V(X,) < ¢ < oo (c € R). Dann gilt fiir ¢ > 0

nelN
P l

1. (*) & 1y | (X; — E[X;]) konvergiert stochastisch gegen O.
2. Falls E[Xy] = E[X;], Vk, so gilt:

sup,,en V(Xn) —
ne?

)

S|

émﬁEmn

>81<

Bemerkung

<%ixQ—Em L 01— )

,Konv. in P

Beweis:
Y, :=1¥" (X, —EX;) = Y, € L2und E[Y,] =0
1 ¢ < 1 noe

V(Y,) = ﬁi;V(Xi) < —5ne—0

= Y, 5 0, denn dank Tschebyschev gilt:
V(Y
PlYa—0] > ¢ < Y0 o € g
£ ne

L

Wir werden sehen, dass unter gleichen Voraussetzungen sogar P-fast-sichere Konvergenz anstelle von “nur” sto-
chastischer Konvergenz gilt.
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6 DIE GESETZE DER GROSSEN ZAHLEN

Konvergenzbegriffe fiir Folgen
(Yn)nen, Y Zufallsvariablen, R—wertig.

e Y, — Y stochastisch in P heifst:

N,

{we: |Yn(w)-Y(w)|>€}

e Y, — Y P- (P-£.s.) heif3t:
P[ limY, =Y ]=1
n—oo

~—
{we: Vy(w)—Y(w)}

Definition 6.54 (fast-sichere Konvergenz)
Seien Y, (Yn)neN reellwertige Zufallsvariablen auf demselben (Q), F, P). Dann konvergiert Y, P-fast-sicher gegen Y falls
die Folge auflerhalb einer Nullmenge konvergiert. Das heifst

P(lim Y, =Y)=1

n—oo

Man sagt auch Yy, konvergiert P-fast-iiberall (P-f.ii.).

Bemerkung (zu Definition 6.54)
Der Begriff der P-fast-sicheren Konvergenz ist wohldefiniert, denn {Y,, -——> Y} ist messbar:

Y, 2y ={weQ:YneN,Fke N:VI > k: |Vy(w) — Y(w) gl N Uﬂ{Yz Y[ <~ }Gf
n
nelN kelN I=k
Bemerkung

Fiir ein Maf y1 : F — [0, 0] sagt man allgemeiner, dass ein A € F  u—fast tiberall gilt, falls u(A®) = 0 gilt.

Beispiel
f,8: (R, B) — (R, B) mefbare Funktionen, i = LebesguemaS, f, g € LP(u), d.h. zu Beispiel:

1
([ \fram)? <o
_\/_/
:HfHLP(;;)

Schwaches Gesetz der grofSen Zahl (vgl. Satz 6.53)

(Xn)nen, R— wertige Zufallsvariable, paarweise unkorreliert, mit sup (V[X,]) < co. Dann gilt, dass
nelN

1 -
— X; — E[X;]) 2%, 0 P — stochastisch
n

1
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6 DIE GESETZE DER GROSSEN ZAHLEN

Anwendungsbeispiele

a)

Monte-Carlo Integration
Wir betrachten eine messbare Funktion f : [0,1]7 — [0, c] mit c € R (z.B. f stetig und positiv) und suchen eine
numerische Approximation von || 0,14 f (x)dx wobei die Dimension d gro8 ist. Dazu simulieren wir unabhéngige

Zufallsvariablen X;, welche gleichverteilt auf [0, 1]¢ sind. Dann gilt

p[ >e]:p[

Das heifit fiir gentigend grofes n kénnen wir | fdx durch Monte-Carlo Simulation approximativ berechnen.

1 n
S Y f(X) - /[O,”dfdx

i=1

V(X1) nseo

0
ne?

—E[f(X1)] ze| <

Ly s

i=1

b) Wir untersuchen die gleichméfige Approximation einer stetigen Funktion f : [0,1] — R durch Polynome. Seien
Xj, Xy, - - - unabhingige Bernoulli(p) verteilte Zufallsvariablen. Dann gilt
1& L kN L. L k n _
E [f (— Y Xk> =37 () Bt = Xor (5) - () -t = £1(7)
L= k=0 n k=0 n S~
BERNSTEIN Polynom n-ten Grades
Dann gilt:
Ifu = flleo = sup |fu(p) = f(p)| =0
pelol]
Denn: f ist stetig, also gleichmiBig stetig auf dem Kompaktum [0, 1]:
Ve >030 >0sodassVx,y:|x —y| <é = |f(x)— f(y)| <€
Damit folgt fiir beliebiges € > 0
1 n
fu(p) = f(P)I = |E | f| o 2 Xk | = f(p)
k=1
1 n
<E|\F 5 X% ) =70 (Lt e les) 103w size})
1
< €+ 2| fllo ez (1= p) Nunoeo €
— lim [[fu— fllo =0
Lemma 6.55 b
Konvergieren Yy, n € IN, P-fast-sicher gegen die Y, dann gilt auch Y,, — Y
Beweis:
e} o oo 1
=P UN{v-YI <)
n=1k=1I1=k
) [l 1
= lim P(|J ({1~ <5 )
k=11=k
-
[e9) [e9) 1
1=P(U NI - Y <)
k=11=k

) = 1
= khm P(O{lvi—Y[ < ;})
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6 DIE GESETZE DER GROSSEN ZAHLEN

.
PV - > 2 < P YI > 1)

1=k
k—o00

—1- P - < 2 ==
1=k

Das heifit gerade Y Ly,

Bemerkung

Im Allgemeinen gilt die Umkehrung nicht, stochastische Konvergenz impliziert nicht die P-fast-sichere Konvergenz.

Gegenbeispiel: Wir wihlen Q) = [0,1], F = B([0,1]) und P als Gleichverteilung (mit Lebesguemaf). Dann sei
0<m<?2", nelN

Yk = ll[mZ_”,(m-&-l)Z_”}/ k=2" +m,
k < 2"+l Also konvergiert Y; P-stochastisch gegen 0 jedoch nicht P-

<
= 1und li;n infYy(w) = 0 Vw € Q. Das heifit, Y konvergiert nirgends

Dann gilt P(|Y; — 0| > €) < 5 fiir 2"
fast-tiberall. Es gilt sogar lim sup Yy (w)

k—o00

punktweise.

Satz 6.56 (Starkes Gesetz der grofen Zahlen)
(Xn)neN unkorrelierte Zufallsvariablen, X,, € L?(P), auf (Q, F, P), sup V(Xy) =: ¢ < co. Dann
nelN

(Xkx — E[Xk]) — 0 P-fast sicher

S
™=

k=1

Beweis:
¢ O.B.d.A gelte E[X,,] = 0 (sonst betrachte X, = X, — E[X;])

1 n
— Y Xi, n € N. Dann gilt:

e Y, =
=
Y,» =30 P-fastsicher
Denn:
Tschebyschev
P[{|Y,2] >£i] < T e<0
=:An(e)
= ), P(Au(e)) < o
n=1
BorelCantelli P(nur endlich viele der A, (¢),n € N, treten auf) = 1 d.h.
P< U N An(s)c> =1
melNn>m
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6 DIE GESETZE DER GROSSEN ZAHLEN

Also gilt fiir fast alle w € Q (d.h. Vw € Q\ N, mit N € F,P(N) = 0), dass In € IN, so dass Vm > n :
Yo (w)] < e

= fiir fast alle w € Q) also

limsup |Y,2(w)| <e Ve>0

n—oo

N U N ()

kelN melNn>m

P(.)=1

ist Ereignis mit P-Wahrscheinlichkeit =1 und fiir jedes w daraus gilt:

n—oo

Y2 (w) —0

n
= also Y,» — 0 P-fast sicher

e Zeigen nun “Y;,, — 0 P-fast sicher,,:
fiir m € N gibtes n = n(m), so dass n> < m < (n+ 1)?> dann

Tschebischev 1 m 1
2 2 2
P[|mYm—n Ynz\zns} £2n4V(kZZ Xk)§€n4c(m—n)<oo
ns+1
=
1 c (n+1)2-1 m— n2
P ||mYu — n(m)?Y, 2| > n(m)%e| < ————c(m—n(m)?) = =
mg\l [ " n{m) :| m;]N 827’1(1’11)4 e ng\l mgzz n
2n
c k 2n(2n+1)
P EED e
e it e g b
mit Borel-Cantelli folgt analog zum vorigem Schritt, dass
m m—00
P |l Yo = Yoel "= 0| =1
d.h.| ﬁlﬂn =Y (| "% 0 P-fast sicher zusammen mit Y, — 0 P-fast sicher folgt —— ( 72 ——— Y = op-
fast sicher also, weil # ey, folgt Y;, — 0 P-fast sicher.
L]
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6 DIE GESETZE DER GROSSEN ZAHLEN

Beispiel (zur Konvergenz der relativen Hiufigkeit von Kopf bei Miinzwiirfen gegen %)
1

0.75
0
i
k]
§ o5
: /
g
[
025
1 L L
3 20 100 1000

Number of tosses

Bemerkung

Das starke Gesetz der groflen Zahlen gilt auch unter schwicheren Voraussetzungen als in dem vorigen Theorem
angegeben. 1981 hat Etemadi gezeigt:

Sind X1, X, ... in L!(P), unkorreliert und identisch verteilt. Dann gilt:

n
% Y Xi — E[X4] (P-fast sicher)
i=1

(vgl. Klenke, S.112)

Definition 6.57
Seien X1, Xy, . . . i.i.d. Zufallsvariablen in L?(P), fiir jede Realisierung w € Q von X1(w), Xa(w), . .. heifit

n

YU wq(Xi(w)), ¥€R
k=1

X+ Fy(x) = Fy(x,w) :=

die empirische Verteilungsfunktion von Xq,...X, (n € IN). F, ist die Verteilungsfunktion des empirischen Wahrschein-
lichkeitsmafes

1 n
Pn ::_Zéxk
=

Bemerkung

1. Fiir jedes x € R gilt:
w +— Fy(x,w)

ist Zufallsvariable mit Werten in [0, 1]!

2. Fiir jedes w € Q) gilt:
x — Fy(x,w)

ist Realisierung einer (zufélligen) Verteilungsfunktion.
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6 DIE GESETZE DER GROSSEN ZAHLEN

Beispiel
Dann gilt

Yk = ﬂ(—oo,x]<Xk)

sind i.i.d. Zufallsvariablen mit Verteilung Bernoulli(F(x)), wobei F Verteilungfunktion von Xj ist.

tarkes Gesetz d. gr. Zahl 1 & - .
STRes TS gr saEn Vx e R: Fy(x) = - Y Y " F(x) P-fast-sicher
k=1

d.h. “empirische Verteilungsfunktionen konvergieren punktweise fast-sicher gegen Verteilungsfunktion F aus der
diei.i.d. Ziehungen kommen.”

Dies ist eine Motivation der stdrkeren Aussage von:

Satz 6.58 (Glivenko-Cantelli)
Seien (Xi)reny R-wertige Zufallsvariablen auf (Q, F, P) unabhingig und identisch verteilt (“i.i.d.”), bezeichne F, die empi-
rische Verteilungsfunktion der Xy, . .., X, und sei F die Verteilungsfunktion von X,,. Dann gilt:

n—oo xeR n—oo

lim sup (sup |Fu(x) — F(x)|> = limsup ||F;, — Flloo =0 P-fast sicher

Beweis:
Yu(x) := L(—coq] (Xn), neN, xeR
Zn(x) = ]]'(—OO,X) (Xn)
= (Yu(x)),en und (Zy(x)),cp sind jeweils i.i.d. Folgen von Zufallsvariablen und sind jeweils Bernoulli-
Folgen mit Erfolgswahrscheinlichkeit F(x) bzw. F(x—), wobei

F(x—) :=lmF(y)
ylx

Analog definiert sei F, (x—).

E[Y,(0)] = F(x), E[Zu(x)] = F(x—)
Nach dem Satz 6.56 (starkes Gesetz der grofien Zahlen) gilt:

Fi(x) =

S|

n
Y Yi(x) "2 F(x) P-fastsicher
k=1
1 L n—oo .
Fi(x—) = - Y Zi(x) = F(x—) P-fastsicher
k=1

Sei F(—c0) =0, F(4+o0) =1

Fixiere N € IN, wir definieren
xj = inf{x € R=RU {oo} U{—co} | F(x) >
Ry = ‘H)laXNHFn(xj) — F(x])‘ + |Fn(Xj—) — F(Xj—)

=u,...,

, n €N}

— R, -2 0 P-fastsicher

Fiir jedes x € R mit x € (xj_1, ;) gilt, dass

1
Fa(x) < Falj=) < Fal3j=) + Ru < F(x) + Ry +
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und analog
1
Fu(x) > Fu(xj—1) > F(xj_1) — Ry > F(x) — Ry — -
. 1 . 1
= limsup | sup |Fy(x) — F(x)| | < —+limsupR, < - VneN
nmee \xeR AN
=0
= limsup ( sup |Fu(x) — F(x)| | =
n—oo xR
0
Beispiel

Die folgende Grafik zeigt die empirische Verteilungsfunktionen einer Realisierung von 10, 100, bzw. schlieslich
1000 i.i.d. Exp(1)-verteilten Zufallsvariablen, und die "theoretische" Verteilungsfunktion der Exp(1)-Verteilung (ge-
strichelt in Schwarz).

L. | e mmeemmee—meeoaon
I [ _ 7
0.8+ i
L g .|'.-r
0.8 ‘ bl
i
T ::.l'
07 — fa
I y
_l'
_J
L I' l:;-,r
R 4
o
- ¥
N A
I. ii. 1 1 1 1 1
T
1 2 3 4 5
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7 CHARAKTERISTISCHE FUNKTION

7 Charakteristische Funktion

Grundidee: Wir charakterisieren WahrscheinlichkeitsmagBe auf (RY, B%(R) = B(R?)) durch komplexwertige Funk-
tionen und konnen damit niitzliche Aussagen iiber Mafle auf IR” mittels charakteristischen Funktionen formulieren
und “nachrechnen”.

komplexe Zahlen: C=IR?

z=x+iy, i*=-1

Kartesische Koordinaten und Polarkoordinaten:

z=x+iy =r-exp(ih),
(r,0) € (0,00) x [0,277), (x,y) € R%, R2\{0} > (x,y) «— (r,0) fiirz # 0

Exponentialfunktion: exp(t) = kg(:) It(—];,
r-exp(if) =r(cosf@+isinf); r>0,0€cR
Notation (Skalarproduktin RY)
(xy) = ké xiyi,  Xly=x-y=xy

Definition 7.59
a) sei y ein Wahrscheinlichkeitsmaf aus (R?, BY(R)). Dann heif$t fi definiert durch:
iR —C,
i) = [ ()
R4

die charakteristische Transformierte (oder Fouriertransformierte) von y

b) Fiir eine Zufallsvariable X, mit Werten in (R?, B*(R)) heifit
px(u) = Px(u) = /ei<1"">PX(dx) _ E[ei<"'x>}
R4

die charakteristische Funktion von X.

Bemerkung
e fiir f C-wertigist definiert: [ fdu = [Re(f)du+ [Im(f)du

und somit tibertragen sich Resultate fiir Maflintegrale R-wertiger Integranden auf C-wertige Integranden.

 man kann nachpriifen, dass | [ fdu| < [ |f|du (Ubung)

Bemerkung

f(u) = /‘ei<”’x>y(dx) = /COS((u,x))y(dx) +i/sin((u,x));4(dx) €C, VueR?
R4 R4
@x(u) = E[cos({u, X))] +iE[sin({x, X))] €C, Vu € R

54



7 CHARAKTERISTISCHE FUNKTION

Lemma 7.60
Sei u Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B4(R%)). Dann ist i eine beschriinkte, stetige Funktion auf R* mit fi(0) = 1

Beweis:
B0 = =1v
e {1 beschrankt, weil |fi(u)| < [ [e/“¥)|u(dx) <1V
R4

* Stetigkeit von fi:
Es gelte u, — u, zu zeigen ist, dass fi(u,) — fi(u):
e/(unX) = cos((uy, x)) +isin((un, x)) — cos({u,x)) +isin({u,x)) = '™ vy c R?
da [e!#»*)| <1 € L'(p) gilt mit Theorem der majorisierten Konvergenz, dass:
E[ei<un,X)] RLmEN E[ei<”'X>} v

Bemerkung (das m-te Moment)

X eine R¥-wertige Zufallsvariable.

E[|X|™] heifit m-tes Moment von X, m € IN.

E[|X — E[X]|™] heiflt zentriertes m-tes Moment von X, m € IN.

Satz 7.61 (Beziehung zwischen Moment und Ableitung der charakteristischen Funktion)
X eine R%-wertige Zufallsvariable, mit E[|X|™] < oo fiir ein m € N, dann ist die charakteristische Funktion ¢, von X stetig-
partiell differenzierbar bis zur m-ten Ordnung und es gilt:

am

Sy PX00) = MEljx - el

Beweis:
Sei yi := Px Verteilung auf B*(R), [ |X|"u(dx) < oo, d.h. |X|™ € L!(p)

e Zeigen Behauptung fiir m = 1. Durch wiederholte Anwendung des Arguments zeigt man Behauptung

firm > 1
. I ]
¢ Existenz von 5y fran jedem u € IR*:
]
Zu zeigen:
plutbe) —plw) I
7 onvergiert fiir f, — 0 fiir jeden Einheitsvektor e; gegen den behaupteten Grenzwert,
n

welcher stetig in u ist:

Alu+tuey) — p(u) / i) ef(tei) _q

i 0 p(dx) (*)

Re
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Fiir den Bruch im Integranden gilt:

elteit) 1 o0 cos({tnej, x)) — 1 +isin((tne;, x))

ty ty
n—o0 . . .
—— —x;sin(0) + ix; cos(0) = ix;
I"'Hospital ] ( ) ] ( ) I

mit punktweiser Konvergenz Vx € IR; weiter gilt:

ei(tnej,x> B

; < 2|x| € LYp) fiir n grof} genug
n

Mit majorisierter Konvergenz folgt also:

(3) 1% [ i () = iE[x,e ) = S x(w

R4

Stetigkeit von 59X (u) in u € R? zeigt man wieder mittels majorisierter Konvergenz.
i

Beispiel
a) X ~ Bernoulli(p):
gx(u) = E[e"*] = (1—p)e’ +pe =1+ p (" ~1)
b) X ~ Bin(n, p):
Es gilt: X = kil Xy, fir Xy, ..., X, unabhingig Bernoulli(p) (Gleichheit in Verteilung)

(PX(”) _ E[ei"x} — E[eiuzg:l Xk} — ﬁ E[eiuxk] — (pei” +1-— p)n
k=1

c) X~ Poiss(/\)
Ak
px(u) = Z e”‘k = (Ubung) = e Ale!=1)
d) X ~ U([—a,a]) gleichverteilt auf [—a, a]:
e _ sin(au)
¢x(u) = (Ubung) = — —
e) X ~N(0,1):

—x2 42
@x(u) = E[e¥] :Hj{“cos(ux)% exp(Tx)dx+i gsin(ux)% exp(Tx)dx >0 VueR

=0, da Integrand in L!(dx) und ungerade

[e9)

; .2
— ¢’x(u) = (mit vorherigem Theorem) = L\/2_ / —x sin(ux) exp(Tx)dx
7T -
e _,2
partint. 1 / u cos(ux) exp(—— i )dx = —ugx(u)
27'[ oo 2
/ . . 2 _ 12 42
— ) e 1 () =~ e = () = exp(T +¢) = exp(—)
ox(w) 2 2 ?
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Lemma 7.62 (charakteristische Funktionen von affinen Transformationen)
X eine ]Rd—wertige Zufallsvariable, Y := AX + b, A eine (m x d)— Matrix, b € R™, dann gilt:

py(u) = e oy (ATu),u € R"

Beweis:
Ubung! ]

Beispiel
X univariat normalverteilt: X ~ A (y, 0?)

ueER, o2 >0, X=u+oY fﬁrY:z%wN(O,l)
= gx(u) = exp(iup + 0?%)

Beispiel
X3, .., X4 unabhiéngig identisch normalverteilt: X ii.d. ~ A(0,1), dann heifit X = (X, ..., X,;) standardnormalver-
teilt in R? und

—a
= [Texp(35)
k=1 2

2
—\|a
= exp(—h)

Fiir X wie oben, A, b wie aus Lemma 7.62 heiit Y := AX + b multivariat normalverteilt und ¢y () berechnet sich
entsprechend Lemma 7.62.

charakteristische Funktionen: X Zufallsvariable, ]Rd—wertig
px R C,
px(n) = Ele¥)] = [ e#py(dv) = Py

Beispiel X ~ N (y,02), p€R!, 0 >0

o2u?

px(u) = exp(iup — T)
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Summen unabhingiger Zufallsvariablen
Wir werden sehen, dass sich hiervon die charakteristischen Funktionen sehr einfach berechnen lassen, und zudem
den Begriff der Faltung einfiihren.

Definition 7.63 (Definition und Satz)

Seien X,Y R-wertige unabhingige Zufallsvariablen auf (Q, F, P) mit Verteilungen Px = Po X~!, Py = PoY ™! auf
BY(R). Dann heifit die Verteilung von Z := X + Y die Faltung (Faltungsprodukt) von Px und Py, notiert P; = Px x Py,
und ist gegeben durch:

P2(A) = Px < Pr(4) i= [ [1a(x+y)Px(d0)Pr(dy), ¥A € BI(R)

R! R
X+Y=1
Y
2
1 \
-3 -2 -1 1 2 X
-1
) Streifen also:
X+Yel01]
-3
X+Y=0
Beweis:
Pixyy = Px ® Py, daunabhingig
— Elg(X,Y)] = [ [ g(xy)Px(dx)Py(dy)
fiir g : R? — R messbar, g(X,Y) € L'(Px ® Py) oder g > 0
—> (firg(x,y)) = fx+y)also) = [ [ fx+y)Px(dx)Py(dy)
— (fiir f = 14 also) = / / 14 (x + y)Px(dx) Py(dy)
=P[X+Y e Al =P[Z € A] = Pz(A)
[
Bemerkung

Faltung kann analog in Dimension n > 1 definiert werden.

Korollar 7.64
X, Y unabhingige Zufallsvariablen auf (Q), F, P), R-wertig, Z := X + Y. Dann gilt:

¢z(u) = px(u) - @y(u), ueR
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7 CHARAKTERISTISCHE FUNKTION

Beweis: ‘
Wihle fiir f wie oben (Real- und Imaginirteil von) e’ ("

E [ei(u,X-&-W} —F [ez‘<u,x) -ei<”'y>}

X). Dann ist

unabhingige Faktoren

—F [ei(u,X)} E [ei<u,Y>}

Bemerkung
Falls Z = X + Y gilt, gentigt ¢z (1) = ¢x(u) - py(u) Vu € R NICHT, um zu schliefen, dass X und Y unabhingig
sind!

Wir werden sehen: hinreichend und notwendig fiir “X, Y unabhangig” wiére, dass

P(xy) (11, 12) = @x (1) - @y (uz)  V(ug,u2) € R?

Satz 7.65
Seien X, Y unabhiingige, R'-wertige Zufallsvariablen und Z := X +Y

a) hat zudem X eine Dichte fx, dann hat Z eine Dichte f auf (R, B(RR)) und es gilt
f2(2) = [ fx(z = y)Pr(dy)
b) haben sowohl X als auch Y eine Dichte fx bzw. fy, dann hat Z die Dichte

fo(2) = [ fxG=)fw)dy = [ frlz =) fexdx
R R

Beweis:
a)
P2(A) = [ [1alx+y)Px(dx) Pr(dy) = [1a(2) [ fx(z — y)Pr(dy)dz VA € B(R)
/ Ta(x +y)fx(x)dx ~f2(2)
Y1, () fx(zy)
— f2(2) = [ fxz=y) Pr(dy) @)
———
R gsf. fy(y)dy
und weiter
f2(2) = [ Fxlz= e (v)dy, ® V)
falls Y Dichte fy hat.

Die zweite Gleichung in b) folgt per Symmetrie zwischen X und Y.
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7 CHARAKTERISTISCHE FUNKTION

Warum heiflen charakteristische Funktionen “charakteristisch”?

Die Antwort gibt:

Satz 7.66

Sei X Zufallsvariable mit Werten in (R?, B4(R)). Dann charakterisiert ¢x(-)Px

B*(R). Das heifit fiir Wahrscheinlichkeitsmafe pi1, po auf B*(R) gilt:

1 = iy genau dann, wenn py = yp

Beweis:

(+) die Verteilung Px = P o X! von X auf

Der Beweis nutzt die lokal-kompakte (erweiterte) Version des “Stone-Weierstras-Theorems” aus der Funktio-
nalanalysis, siehe z.B. Simmons “Introduction to Topology and Modern Analysis” Seite 166, Theorem A.

Betrachte die Funktionen

x[13 d
f((T,x) :Wexp <—F22 , x € R ,0>0
2. 52
f(o,u) :=exp <_|u|+¢r>/ u € R?

<=

n

Y lxel?

k=1

it = £t )

Also ist f (o, -) die gemeinsame Dichte von X = (Xj, ..., X;) fir Xy, .

= ¢x(u) = E[exp(i(u, X))]

1

(271(72)%

1

(2702

u—o
o2

u—v
o2’

P

f :

= f(o,u—v)=

e

(=)

>%E{

Zu zeigen ist “u; = up”. Dazu:

-, Xgiid. mit X; ~ NV(0,0?)

d
= H (PXj(uj)
=1

xq

Seien ju1, i, WahrscheinlichkeitsmaRe auf (R?, B4(R)) mit fi; = i, =:

.

" 1
/f(U/”—U)Vl(d”) Z/ m
Fubini 1
B /(Zmﬂ)z
— [ fexmds
(27t0?)2
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7 CHARAKTERISTISCHE FUNKTION

Eine analoge Formel gilt mit uy, fi,, also folgt:

/f((f,u—v)y](du):/f(cr,u—v)‘uz(du), Vo > 0,0 € RY

= [ gduy = [ gdpu, gilt fiir alle Funktionen g aus dem Vektorraum H, der aufgespannt wird durch

{f(o,-—v) | ¢ > 0,0 € R?}. H trennt einzelne Punkte in R?, durch Anwendung von Stone-Weierstraf folgt,
dass H dicht bzgl. gleichméfiiger Konvergenz (Konvergenz bzgl. der Supremumsnorm) in der Banachalgebra
C(IRY) liegt, wobei C°(R?) den Banachraum der stetigen Funktionen R? + R bezeichnet (mit Konvergenz
bzgl. der Supremumsnorm), welche “gegen oo verschwinden” (d.h. fiir g € CO(R?) gilt:

Ve > 0 3 Kompaktum K C R s.d. |g| < e auf R? \ K).

Weil [ gdpu; = [gdur Vg € 'H gilt, und weil jede Indikatorfunktion auf Rechtecken monoton approximiert
werden kann durch Funktionen aus H, d.h.

le}?’zl[aj,bj] :T _nlglgogn/ fiir 8n € H
= mit monotonem Konvergenztheorem folgt also

251 (x?zl[aj, b]}) = Uz (x}i:][aj, b]}) Va]-, b] € R, a; < b]

Bemerkung

will man etwas Konstruktives zur Berechnung von y aus fI sagen, braucht man Resultate aus der Fourieranalysis zur
Inversion der Fouriertransformierten.

Im Fall d = 1, gilt z.B. fiir eine R!- wertige Zufallsvariable X und y := Py, fi = Px = ¢x, dass:

$(a,b) - = p((a,b)) + yu({a, b))

T N W
= lim i/ exp(—iua) , exp(=iub) px(u)du  Va,beR,a<b
T,/ o0 27T J—T u ——

[Vgl. Schirjajew, Probability /Wahrscheinlichkeit II, §12, Th. 3.].
Damit folgt:

G(b) : = lim g(a,b)

al—oo
= u((—o0,b)) + %y({b}) wegen o-Stegigkeit und pu({a}) < u((—oco,a]) N\, 0 fiira \, —oo
= P(X <b)=:F(b)
=G(b)+=(G(b) —G(b—)) VbeR

Aus I gewinnt man also konstruktiv g, G, F und somit Py = P o X! zuriick.

Satz 7.67
Sei X = (X1,...,X%) eine R¥-wertige Zufallsvariable auf (Q), F, P).

Dann sind X', ..., X unabhiingig genau dann, wenn

d
px(u) = [ oxe(ux) Vue R?
k=1
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7 CHARAKTERISTISCHE FUNKTION

Beweis:
“=" X!,..., X% unabhangig:
d
=E |] [ exp(iuXy)
k=1

d
= [ [ Elexp(iuXy)] wegen Unabhingigkeit
k=1

d
E [exp(z’u Y X

k=1

—

“«" esgilt Py = (Px, ® Px,® ---® Px,) auf (u € RY),

d
aus Satz 7.66 folgt, dass Px = & Px,
k=1
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8 MEHRDIMENSIONALE NORMALVERTEILUNGEN

8 Mehrdimensionale Normalverteilungen

e auch multivariate Normalverteilungen sind im Unterschied zu univariaten Normalverteilungen normalverteilt
¢ univariate Normalverteilung:
X ~N(u,%),peR,o >0,

)2
falls X absolutstetig mit Dichte f(x) = exp (— %) , dann

px(u) = exp(iup — 30?u?), ue€R!, E[X]=pund V[X] = 0>
* wir bezeichnen nun mit X ~ A (y,0) die Dirac-Punktmasse auf y,

das heifst Px = 6, mit 6,(A) = { é s}:orelsltél

Motivation zum Studium und der Bezeichnung "normal” fiir solche Verteilungen

e Treten auf als generischer Verteilungsgrenzwert von Summen vieler unabhingiger Zufallsvariablen im zentra-
len Grenzwertsatz.

¢ daher Normalverteilung

e Praktische Relevanz, denn in Anwendungen treten solche Approximationen oft auf

Definition 8.68
X = (X1,...,X%) eine R¥-wertige Zufallsvariablen auf (Q, F, P) heifit Gauf’sche Zufallsvariable (oder multivariat nor-

malverteilt), falls fiir jedes a € R? die Linearkombinationen (a,X) = Zl‘le ay Xy, univariat normalverteilt sind.

Bemerkung
unter Umstanden auch degeneriert normalverteilt mit V[X] = 0, d.h. X ~ A'(y,0) also Punktmasse in u € R!

Satz 8.69

X eine R%-wertige Zufallsvariable auf (Q), F, P).

Dann ist X multivariat normalverteilt (Gauf’sch) genau dann, wenn die charakteristische Funktion von X die Form

px(u) = exp(i{u, ) — 3(u, Qu)), u € R?, hat, mit y € R und Q eine d x d Matrix symmetrisch, positiv semidefinit (d.h
(u,Qu) = u'Qu >0 Yu € R%).

Und es gilt dann, dass Q die Kovarianzmatrix Cov(X) ist und p der Mittelwertvektor E[X].

Beweis:

. ¢ i
charakteristische Funktion ¢x habe Form aus Satz, a € R4, Y := (a, X)

d
= ¢y(v) = Elexp(iv ¥ axXg)] = @x(va) = exp(iv{a, u) — 3v*(a,Qa)), (v€ R, a € R?)
k=1
SR Y ~ N (@, p), 2, Qa))
und es folgt mit Satz 7.61 aus der Form von ¢y, dass Q die Kovarianzmatrix ist:

denn

1,.
E[X]-] = ?J(I)X(u)‘uzo = ?(ly]') = Hj



8 MEHRDIMENSIONALE NORMALVERTEILUNGEN

und

E[X,X)] = —

il = qu’x(”)\u:o

= (=) (—pinj — Qij)
= pipj + Qi

= COV(X{, X]) = E[XIX]]

“

— E[XG]E[Xj] = Q;j

Qa)) folgt gy (v) = exp(iv{a, u) — 3v*(a, Qa)) fir v € R

”w =
Sei X Gauf’sch, Y := {a,X) = Zzzl 4 Xy, Q:=Cov(X)
= E[Y] = E[(a, X)) = (8, E[X]) = (1)
mit ¢ := E[X] und V(Y) = a'Qa = (a, Qa)
wegen Y ~ N ((a, ), (a,Q
= ¢y(1) = ¢(,x)(1) = Elexp(i - 1(a, X))] = ¢x(a)
also hat ¢x die behauptete Form!
Beispiel

Seien X1, ..., X; unabhéngige R!-wertige Zufallsvariablen
X]- ~ ./\/’(‘11]',(7]-2), Mj €R, gj >0

Dann ist X = (X3, ..., X;) multivariat normalverteilt, denn:

d d

u) = [T ¢x, (ue)
k=1 k=1
) 1
= explifu ) — 5, Qu)
M1
mit y = und Q=

Ha

Satz 8.70

Sei X R%-wertig, multivariat normalverteilt.
Dann sind die Koordinaten Xq,...,

, 1
= [ [ exp(iugpy — EO’%M%)

2
o3 0
2
0 o

Xy von X unabhiingig genau dann, wenn die Kovarianzmatrix Cov(X) = Q von X

Diagonalform hat.
Beweis:
. : “
siehe vorheriges Beispiel
. C ‘"
Sei Px, wir haben mit Satz 8.69, dass
Py =(P1®: - ® Py

fiir Py := N (E[X;

il V(X))

Mit Satz 7.66 folgt, dass Px = ®?:1 PX]. ,alsosind X3, ...,

64
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8 MEHRDIMENSIONALE NORMALVERTEILUNGEN

Nachtrag Zu charakteristischen Funtionen

X sei R-wertige Zufallsvariable. Betrachte ¢(z) := E[exp(< z, X >)] fiir z € C, wo Erwartungswert definiert ist.
Man kann zeigen, dass diese Funktion auf einem geeigneten Gebiet holomorph ist. [Vgl. Strasser, Mathematical
Theory of Statistics, I §85]

Lemma 8.71 E[fq Cov(X)

Sei X R%-wertige multivariate normalverteilte Zufallsvariable, X ~ N'( #t, Q ). Dann existieren unabhingige, univariate
Y1, ..., Ya, wobei Y; ~ N(O, A}z) mit Aj > 0, so dass X = p + AY fiir y = E[X] und eine orthogonale Matrix A (d x d
Matrix, AAT = I).

Beweis:
Q := Cov(X), symmetrisch, nichtnegativ semidefinit
A2 0
= Q = AAAT mit A orthogonale Matrix, A Diagnalmatrix mit A; > 0
0 A3
= Y := AT(X — ) ist N'(0, 1) verteilt, also AY + u = (X — u) + u = X, also N'(u, Q) verteilt. v/ ]

Bemerkung

Zur Simulation von X ~ N (u, Q) braucht man nur soviele Y; zu simulieren, wie der Rang von Q (bzw. A) ist.
Genauer: Mit m := rank(Q) gilt: 3 unabhéngige Yi,...Y; mit ¥Y; ~ A(0,1) und eine d x m-Matrix A, so dass
X = p+ AY die gewiinschte N (i, Q) Verteilung hat. [— lineare Algebra, Ubung]

Bemerkung
Eine R-wertige multivariant-normalverteilte (“Gaufl’sche”) Zufallsvariable X hat eine Dichte g.d.w. det(Q) # 0 ist
(Q nicht singular).

Beweis: (Beweisskizze)
”<" nach Lemma 8.71 gilt dann X = p + AY mit Y ~ N (0, Id)
Aq 0
Wihle A = A .
0 Ad
= Y hat Dichte — g exp(—HzH ) =: fy(y)

(27)

N}
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8 MEHRDIMENSIONALE NORMALVERTEILUNGEN

—> mit Transformationsformel (vgl. Analysis 3, Mafstheorie) folgt:

Fx(x) = [detA [y (A (x — )
= ﬁﬁexp(—% <x—u,Q Nx—u)>)

Beispiel (fiir bivariate Normalverteilungen)

1. Standard bivariate Normalverteilung A (0, I;), d.h Mittelwerte ux = puy = 0, Einzelstandardabweichungen
ox = oy = 1, Korrelation p = 0.

(Dichte der bivariaten Normalverteilung)
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-2

Ohenlinien)

/ H

(Kontur- / Niveau-

Korrelation p = —0.85

ver

1 und negat

,uY :2/ ox

7

1

lung mit ux

i

2. bivariate Normalverte

_.qh.-

b
00
(XK
9%
0%

.V\ é
250 95,9
vy A%*‘

%.ﬁ
(AT
s.&mvﬁ ss%%\

%,

%
5

7

(Dichte der bivariaten Normalverteilung)
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(Kontur- / Niveau- / Hohenlinien)
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9 KONVERGENZ IN VERTEILUNG / SCHWACHE KONVERGENZ

9 Konvergenz in Verteilung / schwache Konvergenz

Ziel
Neuer Konvergenzbergriff fiir Zufallsvariablen, der zentral fiir den zentralen Grenzwertsatz sein wird.

Erinnerung
X, X, neN, le-wertige Zufallsvariablen auf (Q), F, P)

n—oo

a) Stochastische Konvergenz, X, RS's Pl Xy —X|>¢ — 0 Ve>0

b) P-fast sichere Konvergenz, X, — X P-fastsicher, P[lim X, = X| =1
n—oo

1 —_—
c) LP-Konvergenz mit p € [1,00), X, ox: |X = Xullp = E[|Xu — X|P]? =50

Bemerkung
Fiir a), b), ¢) miissen die X, X, auf gleichem Wahrscheinlichkeitsraum leben!

Definition 9.72
Sei (E,d) metrischer Raum, z.B. E = R¥ mit d(x,y) = |x — y|, mit Borelscher o-Algebra B(E).

a) Seien p, uy, Wahrscheinlichkeitsmafle auf (E, B), dann konvergiert i, schwach gegen y, falls

[ — [ ran
——

N——

(Epnlf]) (Eulf])

fiir alle f € Cy, (stetig und beschriinkte Funktionen)

b) Seien X, X, E-wertige Zufallsvariablen auf Wahrscheinlichkeitsriumen (Q, F, P) bzw. (Qy, Fn, Pu) n € N, dann kon-
vergiert X, in Verteilung gegen X, falls
Px, = Pyo X, !

schwach konvergieren gegen Py = P o X! d.h. falls

Enlf(Xn)] — E[f(X)] Vf el

Notation & Sprechweisen

Xn 2. x “converges in distribution” (auch Xj £.X " law*)
D

Xn — PX

pn — p (auch py, —— u "weakly”)

Fiir Zufallsvariablen speziell auf E := R! kann Konvergenz in Verteilung durch eine geeignete Konvergenz der
Verteilungsfunktionen Fx, (x) = P[X, < x] beschrieben werden.
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9 KONVERGENZ IN VERTEILUNG / SCHWACHE KONVERGENZ

Satz 9.73
X, X, R-wertige Zufallsvariablen, mit Verteilungsfunktionen Fx bzw. Fx,, n € IN. Dann sind dquivalent:

a) Xn i) X
b) Fx,(c) — Fx(c) Vc € R, an welchen Fx(-) stetig ist.

Beweis:
//a):b)ll
Sei ¢ Stetigkeitsstelle von Fx
! NERN
gn)\ \\
A \
(c—2L) ¢ (c+3)
Wiéhle Funktionen gy, by, n € IN, so dass
ﬂ(—oo,a—%] < 8m < Il(—oo,c] <hy < ﬂ(-oo,c-i—%]
=
B e 17(Xn)] = E[gm(Xn)] < Fx,(c) < E[hn(Xn)] < EMl( oy 1)(Xn)]
\L]’l—)oc \L]’l—?o@
VmeN:Fx(c— 1)< Elgm(X)] E[hm(X)] < Fx(c+ 1)
m—0o0
m—00
Fx(c)
”Sandwic:h;Lemma“ dass FX,, (C) . Fy (C)
//b):a)ll

fir f € Cp(R', R) eine beschréankte, messbare Funktion, & > 0,
Fy(-) hochstens abzéhlbar viele Sprungstellen.
Waihle cq, ..., ¢y so dass:

* Fy stetig bei ¢;
® Fy(cp) <eund Fy(cpm) >1—¢

* sup |f(x) - fla)| <e

x€[cicit]

Dies ist moglich, denn f ist auf einem Kompaktum [cy, ¢,,] gleichmaBig stetig

= E[f(Yn)]=E [f(yn)R{Yne(—oo,cl]u(cmoo]}} + éE [f(yﬂ)]l{l/ne(c;_l,c,-]}}

N—

< flleo - 26+ Y (fci) +€) ( Fy,(ci) — Fy,(ciz1) )
o Fy(c)  ——Fy(cio1)

= nh_rrgo linke Seite <2-¢||fll +E[f(Y)] 4+ 2¢+ ||flleo - 2¢

>E [sz:z f(Cf)ﬂ{Ye(c,-_l,c,-]}]
=E[f(Y)] +2e(2[|f[lo +1)  Ve>0
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= lim E[f(Ys)] = lim sup E[f(Yn)] < E[f(Y)]

Analoges Argument mit — f anstelle von f liefert lim E[f(Y;)] > E[f(Y)]

n—oo

Beziehung zw. d. Konvergenzarten

[von Zuvallsvariablen]

Satz 9.74 >
Y,,Y seien le—wertige Zufallsvariablen, mit Y, — Y P-fast-sicher, dannY, —'Y

Beweis:
f € Cy(R%,R) = f(Yy) — f(Y) P-fast-sicher, da f stetig.
|f(Yn)| < ||flle € L'(P), mit Satz der majorisierten Konvergenz (Maftheorie) folgt:
E[f(Ya)] == E[f(Y)]

Satz 9.75
Y, Y, R-wertige Zufallsvariablen auf (Q, F, P). Dann sind dquivalent:

P
(@) Yy ———Y
stoch. Konv.

(b) jede Teilfolge (Yn, )ken hat eine Unterteilfolge (Ynk] )ien, so dass Yo, ey P-fast-sicher

Beweis:
NN b) :> a) s
Annahme: Y, & Y gilt nicht
= Je¢,0 > 0 und Teilfolge ny : P[|Yy,, — Y| >¢] >0 >0 VkeN
nach b) kénnen wir annehmen, dass Yj, fast sicher gegen Y konvergiert (durch Ubergang zu Unterfolge)
= Y, 52y p-fast-sicher 4 Widerspruch zur Annahme
“a) = b)”

Yy, Teilfolge von Yy,

k—o0

= P[|Yy, —Y|>¢ —0 Ve>0

k,j—o00
= P[|Yy, — Yy | > &) =0,

denn P[|Yy, — Yy, | > €] < P[{|[Yn, =Y = 5} U{[Ys; = Y| = 5}] < P[{[Yo, =Y = 5} + P[{[Ys; = Y[ = 3}]

= Jki € Nsodass: P[|Yu, —Yu | 23] <5 Vk2k
Fka > ky so dass: P[[Yu, — Yu, | > 21—2] <1

;> kj-ysodass: P[[Yu — Yo | > 5] <5 Vk2k VjEN
Definiere:
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Zi:= Ynkj Unterfolge von Yy, A := {\Ynkj+1 — Ynkj| > %

[e¢]
= L PlA] <L <o

j=1
= mit Borel-Cantelli gilt, das P-fast-sicher nur endlich viele A j» ] € N, eintreten,
d.h. P["nur endlich viele A; j € N treten ein”] = 1
= P[”Ynk]_ist Cauchyfolge”j =1,
dennfirallej <1,j,I € IN gilt:

-1 -1 i
. ) j—oo
‘Ynkj - Ynkl‘ S lg] |Ynki+1 - Ynki‘ S lg]z [— 2 ]+l B 0
= Y := P-fast-sicher-lim Y, _existiert.
j—oo ]

P = p
=Y, —— Y, ebensoY, ——Y
A de] ] j—oo

Ub _
:un% Y =Y P-fast-sicher

Satz 9.76 (majorisierte Konvergenz mit stoch. Konvelggenz statt P-fast-sicherer Konv. von Zufallsvariablen)
Y., Y ]Rd-wertige Zufallsvariablen aus (Q), F, P) mit Y, — Y, es gelte:
Ya| <Z (vn€N)fiir Z € L'(P)

Dann gilt:
Ll
Y, — Y
und insbesondere also:
n—oo

E[Y,] —— E[Y]

Beweis:

1
Angenommen Y, Ly gilt nicht, das heisst:
E[|Y,—Y]|] »0

= Je > 0 und Teilfolge Yy, sodass E[|Y;, —Y|] > ¢, vk (%)

nach Satz 9.75 kénnen wir annehmen, dass Y,, — Y P-fast-sicher (durch Ubergang zu weiteren Teilfolgen),

1
daher gilt, nach dem “klassischen” Satz der majorisierten Konvergenz, dass Y, kL—> Y  Widerspruch zu
—00

(%) (]

Satz 9.77 b »
Y., Y seien ]Rd-wertige Zufallsvariablen, mit Y, — Y, dann gilt Y, — Y.

Beweis:
f € Cy(RY,R)
= f(Yn) D £(Y), da f stetig, dank Satz 9.75: | f(Y,)| < || flleo € L1(P)

ST £(¥,) £ F(Y) = ELF(Y)] 2= E[f(Y)] .
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Bemerkung
Die Umkehrung gilt nicht:

Y, 2. vy=y, Ly

n—oo

ein Beispiel dafiir: Sei X ~ N (0,1) und Yj, := (—1)"X eine R'-wertige Zufallsvariable, dann:
Py, = Po X, ! = Px = N(0,1) also:

Y, 2, Py, aber Y}, konvergiert nicht stochastisch, denn
n—oo

YZYI g X/
P
You1— —X

= Y, % X, weil P[X # —X] >0

Bemerkung
Allgemein gilt:
Falls Y, LA Y, Y, Py folgt:
Y =Y P — fast-sicher

denn

PV =Y|>¢ <P[|Y—Y,| >§und|Y—Yn| >§] gp[|Y—yn|>§]+P[Y—yn\ >§} N 0

n—oo

= {Y#V7}= J{ly-Y[> %} hat P-Wahrscheinlichkeit 0
nelN

Proposition 9.78

Sei (pn)neN eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf (R, B(R)), F,(x) = pn((—00,x]), x € R, Verteilungsfunktion
von py. Dann existiert eine Teilfolge Gy = Fy,, k € IN und eine rechtsstetige, monoton wachsende Funktion F : R — [0,1]
mit Gi(c) i F(c) fiir alle c € R, an denen F(-) stetig ist.

Bemerkung
F induziert via p((a,b]) = F(b) — F(a) ein MaB auf B(R), welches aber im Allgemeinen kein Wahrscheinlichkeits-
maf3 zu sein braucht.

Beweis:

* Behauptung: Es existiert Teilfolge (1 )xen so dass
H(q) := lim F, (q) Vq€Q

existiert.
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Q = {gm | m € N} ist abzdhlbare Menge; da F,(q) € [0,1] Vg gilt, konnen wir mit dem Satz
von Bolzano-Weierstraf3 eine konvergente Teilfolge wiahlen, so dass

- Fn}( (q1) konvergiert , danach fiir eine Unterteilfolge F”% von Fn}(

Fni(ql), an(‘h) konvergieren, ... (etc.)

- Fn{( , welche bei g1, .. ., q; konvergieren

wadhle also gemafs dem Diagonalargument

GkiZFk

My
= Gy(q) konvergiert Vg € Q! v
e Definiere H(q) := klim Ge(q), 9€Q

H ist auch wachsend auf Q, H(gq) € [0,1];

F(y) :=lim H(q) = inf H(g), y€R, F: R—[0,1
() qI\Z} (4) gg @),y [0,1]
ge qe

= F wachsend und rechtsstetig
e Behauptung: Gx(c) — F(c) V Stetigkeitsstellen ¢ € R von F

fiir ¢ Stetigkeitsstelle, ¢ > 0 existieren r,s,7’ € Q mitr < v’ < ¢ < s so dass

F(c) —e <F(r) <F(c) <F(s) <F(c)+e¢
(weil F stetig ist)

— m Gi(c) < im Gy(s) R H(s) < F(s) < F(c) +¢

und lim Gy(c) > lim Gy(r') = H(+') >
k—o0 k—o0

- Gk(C) k—>—oo> F(C) v

F(r) > F(c)—e¢, VYe>0

Definition 9.79
Sei (pi)ic; eine beliebige Menge von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (R, B(R)). Die Menge heifit gleichgradig straff, falls
gilt:

Ve > 03M > 0sodass u;((—M,M|) <e Viel (%)

Bemerkung
(%) <= Ve > 0 3ein Kompaktum K C R (insbesondere gilt also K € B(IR)) so dass:

ui(K) <e Viel

Letzteres kann allgemeiner zur Definition von Straffheit fiir Mafle auf topologischen Rdumen dienen.

Beispiel (fiir nicht gleichgradig straffe Folge)
un =U([0,n]) Gleichverteilung auf [0, 1]
Wir bemerken, dass die Verteilungsfunktion der p;, gegen diejenige des Nullmafies konvergieren (F = 0) (kein

Wahrscheinlichkeitsmafs!)
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Beispiele (fiir gleichgradig straffe Mengen von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (R, B(R)))
a) |I| < oo (endlich), dann ist (y;);c; gleichgradig straff!
b) Oftist I = IN. Eine Folge (uu)nen ist gleichgradig straff g.d.w.

VN € N: (pn)n>n gleichgradig straff ist

Das folgt mit a) aus c).

¢) Sind (p;)ier, und (y;)ic1, gleichgradig straffe Mengen, dann ist auch die Vereinigung

(Mi)ienun
gleichgradig straff
d) Falls py, % p (schwache Konvergenz) gilt, so ist (111),eN gleichgradig straff. [ Ubung, nutze Theorem 9.73]

Satz 9.80 (Helly’sches Selektionsprinzip)
Sei (un)nen eine gleichgradig straffe Folge von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf B(IR). Dann existiert eine Teilfolge (pn, )keN
und ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 y auf B(R) so dass

=

Beweis:
Seien F,, Verteilungsfunktionen der y;

® Gy und F wie aus voriger Proposition 9.78
e vy seien die durch Gy festgelegten Mafe (via vy ((a,b]) = Gi(b) — Gi(a)) auf B(R)

Zu zeigen:
F ist Verteilungsfunktion eines Wahrscheinlichkeitsmafles, also zu zeigen: F(x) — 1, F(x) — 0

X—00 X— —00

Fiir e > 0 M > 0 so dass
un((—M, M) < e Vn

Wiéhle y > M, so dass F stetig bei y, —y ist.

— (1= F(y)) +F(—y) = lim (1 = Gy(y) + Gy(~y)) < limsup e (—M, M) <& Ve >0

k—o0 -

v ((=y.y1°) <¢

Wihle u zu F gehoriges Wahrscheinlichkeitsmafs
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Satz 9.81 (Stetigkeitssatz von Paul Lévy)

Seien p, yn, n € IN Warscheinlichkeitsmafe auf (R?, B%) mit charakteristischen Transfomierten ¢ = fi bzw. ¢, = fly. Dann
gilt:

@ tn % u= @u(u) — @(u), YucRY

(b) Falls @, (u) — W(u), u € RY, fiir eine Funktion ¢ : RY — C, die in 0 stetig ist, dann ist i die charakteristische

Tmnsformzerte eines Warscheinlichkeitsmafes v auf B und y, < v

Bemerkung
In der Tat kann man in (a) sogar die stirkere Aussage zeigen: ¢, — ¢ gleichmiBig auf Kompakta.

Beweis:
(a) Sei Xy ~ un
¢n(u) = Elexp(iuXy)]
= E[cos(uXy)] + iE[sin(uX,)]
— E[cos(uX)] +iE[sin(uX)] = E[exp(iuX)] firX ~pu

(b) Nur fiird =1 (Falld > 1 vgl. Klenke, Theorem 15.23)

K
Behauptung: Sei y Warscheinlichkeitsmafl auf B(IR), K > O, dann: % [ (1= u(u))du > pu (] - 2,2]°),
-K
denn:
17 1 p 1 (ux)
sin(ux
% / (1 —exp(iux))du = E(ZK_ /(cos(ux))du = E(ZK 2——72)
~K —K
—2(1— Smé”x) ), firx#£0
K K
1 Fubm1 1
= % / / 1 —exp(iux)) u(dx) du = / / 1 —exp(iux))du u(dx)
“K R -K

2  _ sin(K )(dx)

=2 / \Kx| Ju(dx)

2 2
> / (@) = (1- % 1)
-E4e

Behauptung: u ist gleichgradig stetig

* denn fiir e > 0, da ¢ stetig in O, gilt:

1 K KN
i | (1= () 81 —g(0) =0

K

J (1= (u))du

1
e wihle K > 0 so dass:|=—
2K Y

<e
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= nach majorisierter Konvergenz gilt: 3N € N so dass Vn > N gilt:
1 K
R_K(l - (pn(u))du‘ < 2e

= nach Obigem also:
il =% &%) S4e VnzN

Also gil mit Helly (Satz 9.80) : Es existiert ein Warscheinlichkeitsma8 v auf B! und eine Teilfolge
(Mg ) ke, s0 dass: pp, kLoo, v

P (u) — @u(u), u € R

Y= o¢y

und jede Teilfolge von (j;)uen hat eine schwach gegen v konvergierende Unterfolge, daher:

w
Un —V

Bemerkung (betreffend Zusammenhinge zwischen verschiedenen Konvergenzbegriffen fiir Zufallsvariable)
p

falls L.

hierfiir miissen X, und X auf dem gleichen (Q, F, P) leben
A

X 2 Xin Verteilung

Beispiel (zur Anwendung von Satz 9.81)

@) Xy ~N(pn,0n), pn € R, 0, >0mitp, >y €R,0p,—0>0
= @n(u) = exp(iupy — 3u?02) == exp(iup — Jo?u?)
Xn 2> N (,0)

Falls ¢ = 0 (degenerierter Fall) also X N Ou
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(b) X ~ N (jin, 03) und X,, 2> X
=>u= nhn;o Hpund o = nhngo 0y existieren und X ~ N (p, 0%)
(c) Also fiir X, ~ N (pn, 0?) gilt:
Xn P xe = nhngo Hn, 0= ;}in;oan existieren und X ~ N (u,c?).
Die Normalverteilungsfamilie ist also abgeschlossen beziiglich Verteilungskonvergenz

Ubung:
Zeigen Sie analoge Aussage fiir Poisson oder exponentialverteilte Zufallsvariablen.

Beispiel (zur Anwendung von Satz 9.81)
Xn—EX Xy—n

Betrachte X, ~Poisson(A,) mit A, :=n, Z := =
n ( n ) n % ( Xn) ﬁ
dann gilt: Z, D, N(0,1)

denn: ‘
fiir X ~Poisson(A) gilt: px(u) = exp(A(e™ — 1)), damit folgt:

= eV exp(n(evi — 1))

u? u’ n*
= exp (—iuﬁ—i—iu\/ﬁ—kn<—%—i?+@+...))

> (ju)k 1 1 (& |ulk > Y iseo
* weil (lu)k S Y ‘ | S Y ﬂ = (lu) u 0
k 7). 7| X K
k=3 k'nz n2 g=3 n2 \y=3 *© k=3 k'nz
—_———
<00

Beispiele (zur Motivation des zentralen Grenzwertsatzes:)

* Aus vorigem Beispiel:
Seien (Yy)neN id.d. (identisch, unabhéngig verteilt)~Poisson(1)

n
= Xy := ) Y; ~Poisson(n)
i=1
; ]
denn: (X)Poisson(1) =Poisson()
j=1
n
Y. Y; —nE[Y]

Xn —n ] n—oo
ToUn nV(X1) 1)

78



Beziehung zw. d. Konvergenzarten 9 KONVERGENZ IN VERTEILUNG / SCHWACHE KONVERGENZ

* Betrachte i.i.d. Folge von Zufallsvariablen (Yy),en mit P[Y; = +1] =1 - P[Y; = 1] = %
1Y -0
Z, = ————— hat die charakteristische Funktion
N
u n
)
1/ du _an \\ "
()
u n
()
—exp (n-In(cos [ = — ex _u_Z = ¢z(u)
- p \/ﬁ n—o00 p 2 =9z
I'Hospital B “72
— Z, 2 Z~N(0,1)
Bemerkung

Der zentrale Grenzwertsatz zeigt nun, dass eine entsprechende Aussage wie in den vorigen Beispielen allgemeiner
fir "beliebige” zu Grunde liegende Verteilungen der unabhéngigen Summanden Y; gilt, etwas genauer gilt, dass
Summen vieler unabhangiger gleichgrofer (gleichverteilter?) Zufallsgrofien approximativ Gaufi-verteilt sind; bei
Standardisierung Standard-Gauf3-verteilt, das rechtfertigt die Bezeichnung dieser generischen Limesverteilung als
Normalverteilung.

Satz 9.82 (Zentraler Grenzwertsatz)
Seien (Xp)nen i.i.d., R-wertig, mit u := E[X,], 0% := V(X,) € (0,00) und sei

4 . Sp—mn-
Si=Y X, 8=k
j:1 n-o
Dann gilt:
S —— N(0,1)
Hilfslemma 9.83

Sei ¢, € C mit cp, —c mit ¢ > 0 (d.h. c € R™). Dann gilt:

Beweis: [von Satz 9.82 (zentraler Grenzwertsatz)]
Xy hat endliche zweite Momente = die charakteristische Funktion ¢ := ¢x, —, ist zweimal stetig differen-
zierbar
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= (Taylorentwicklung)
2
(x) = ¢(0) + ¢'(0) - x + ¢ (0) - % + 22 h(x)
mit h(x) — 0
x—0

9 (1) = (fpxlu (ﬁ))n - (q)(O) +¢/(0) - # +9"(0) 5 Ufn h (U”n))n

hierbei ist

¢’ (u) = i-E[(Xq — p) - exp(iu(Xy — p))],
¢'(0) =0,

¢"(u) = (=1)E[(Xy — p)* - exp(iu(X1 — p1))]
¢"(0) = —o?

_1.2
2 n
n—oo 0
—_——
2
242 (Y
o 1_114 + o2 (U\/ﬁ " n—oo e,%
N 2 n Hilfslemma 9.83
nach dem Levy’schen Stetigkeitssatz folgt:
D
*
Sn 71_)—00’ N(O, 1)

Beweis: [des Lemmas 9.83]

a) Behauptung:
Fiir zy,...,zo und wy, ..., w; in C mit |z]-\ <1, |w]\ <1 Vjgilt:

n n n
[Tz~ TTwj| <} Iz —wl
j=1 j=1 j=1
denn per Induktion sehen wir:
IA: v
ISsn~An+1:
Betrachte
n+1 n+1 n+1 n n n+1
[15-TTw|< TT5 -zl Tw) + il Tw - 1w
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1 j=1
lzwia Ty 2Tl )| =TTy )]z —wasal
lwjl|zj|<1 | n n
[Tz —ITwj| +lzna —wnal v
j=1 j=1
| ———

SZ?:] |Zj*wj‘
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b) Behauptung:
Fir b € C mit |b| <1 gilt:

denn:

c) Behauptung:
Seic, € C, ¢y — ¢, R>c¢ >0, dann gilt:

denn:

C

fiir n groR genug (so dass |1 — <¢| < 1und ‘e’Tn <1).

Das kann weiter abgeschitzt werden mittels Teil b) durch:
c\" . L

. — n <
-5y o<t

= (1—C—n)n—>e_c

2 1
= Cleaft —0
n n—oo

Cn
n

Cn

(mit Dreiecksungleichung, wo |e™ —e™¢| ——0 klar)

Bemerkung
Sei X, wie in Satz 9.82 (zentraler Grenzwertsatz).
Aus dem starken Gesetz der grofien Zahlen wissen wir, dass

Sn

1 n
=Y X; — u=E[X{] P-fast-sicher
Frage: Wie schnell konvergiert das?
Voriiberlegung: Fiir Konvergenz einer Folge (11),en in R sagt man, dass (i) mit einer Rate « > 0 gegen 0 konver-
giert, falls
lim n*|y,| =:c € R
n—oo
gilt. Ein solches &, so dass n* |S,, — u| P-fast-sicher gegen ein ¢ € R konvergiert, gibt es nicht; Allerdings zeigt
der zentrale Grenzwertsatz, dass Konvergenz in Verteilung gegen eine endliche Zufallsvariable (normalverteilt)
vorliegt:
1 D 2
n? - (Sy —pu) —— N(0,0°)
_V_/ n—oo
Ty Xj—np
=
In diesem Sinne gilt: die Konvergenzrate ist /!
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Bemerkung
Es gibt Verallgemeinerungen des zentralen Grenzwertsatzes:

— die Annahme der “identischen Verteilungen” kann abgeschwicht werden; wichtig fiir Anwendungen, da dieses
Kriterium meist nicht erfiillt ist

— sehr genaue Bedingungen fiir zentrale Grenzwertsatzaussage (“Lindeberg-Bedingungen”), vgl. Klenke

|

es gibt auch eine mehrdimensionale Version (— Klenke)

— Beispiel fiir Anwendung des zentralen Grenzwertsatzes:
Bestimmung von “Vertauensbereichen” (Konfidenzbereichen) fiir unbekannte Verteilungsparameter, die aus Da-
ten geschétzt werden (Ubungsblatt 11)

Erinnerung;:
Seien X3, X», ... i.i.d. R-wertige Zufallsvariablen. Dann ist die empirische Verteilungsfunktion F; (bzgl. Xy, ..., Xy)
definiert als:

1 n
Fu(x) = ” Y Lix<ny
k=1

Wir wissen von Glivenko-Cantelli,

sup |F(x) — F;(x)| — 0 P-fast-sicher
xeR -

dass die empirische Verteilungsfunktion F;, gleichmaéssig fast-sicher gegen die Verteilungsfunktion F der X konver-
giert.

Frage: Wie schnell konvergiert F,,(x) gegen F(x), x € R? — Wende zentralen Grenzwertsatz an!

Antwort: mit Rate /7, denn fiir x € R, und Y = 1y, <, ii.d. Bernoulli(F(x))

Vi (Fax) = F(x)) =V (% (Z Y- EM))
k=1

1 yvn
(Aopv)—EM]  ——
n zent. Grenzwertsatz
= W/ V(YY) /5 (O, o?

V- V(Yr) ") e O

N(01)

zent. Grenzwertsatz

mit o = V(Y;) = F(x) (1 - F(x))

Bemerkung

Mann kann zeigen:

Die Differenz der empirischen zur theoretischen Verteilungsfunktion konvergiert bei Skalierung mit v/n gegen eine
“Brown’sche Briicke”, vgl. mathematische Statistik/ stochastische Analysis.

Bemerkung

2

Beachte, dass 0* maximal fiir F(x) nahe % wird!
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10 Grundbegriffe der Schitztheorie

[aus der mathematischen Statistik]

Definition 10.84 (statistisches Modell)
Sei X eine beliebige Menge, F eine o-Algebra auf X, sei { Py | ¢ € @} eine Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf (X, F),
wobei © eine beliebige Menge ist. Dann heifit

(X, F, {Ps}sco)

statistisches Modell.

Definition 10.85
Fiir eine zu schiitzende Funktion g : © — R heifit eine messbare Abbildung T : X — ¢(©) = Im(g) ein Schitzer von

g(d).

Beispiel

Gegeben: Teich mit unbekannter Anzahl N von Fischen

Ziel: N schitzen!

Wir fangen Ny, Fische, die wir mit weiffem Punkt markieren und wieder aussetzen;

Tage spéter fangen wir wieder n Fische, und beobachten, dass davon k eine weifse Markierung haben.

statistisches Modell:
X =4{0,1,...,n} oder X =Nj

®=N,
wollen schétzen: g(¢) = ¢,d.h. g =1d
fur ¢ = N:
Py = Py =Verteilung der markierten Fische
in dem Fang mit Grofie n, wenn
N Fische im Teich sind
also N NN
() - ()
Py ({k} ) =~k N nk
()

d.h. hypergeometrische Verteilung. Wir schidtzen nun N nach dem Maximum-Likelihood-Prinzip, als dasjenige N,
welches Py ({k}) maximiert. Hierzu:

Pu(iky) _ 09 Y
Py_1({k}) & % (N-1-Ne)
N-—n N — Ny
N N-—Ny—n+k

Pn({k})
— m>1 — (N_n).(N—Nw)>N(N—Nw_n+k)

s —n(N—Ny) > N(—n+k)

N,
— Mo N

k
= N*= L_”IZWJ
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wobei |¢]| := max{m € Z | m < g} (kleinste Zahl, die groBer ist; sogenannte Gauf-Klammern).

Also wollen wir als Maximum-Likelihood-Schitzer fiir N gerade T := N := L%J

zur Definition von ML-Schitzer:
Sei 1 ein MaB auf (X'; F) so dass

i—l;f = py, ¥ € O, das heiflit Py(A) = /pﬁ(x)]lA(x)y(dx), AeF VoeO

=[1appdu=[14dPy

(“dPy = podp”)

Definition 10.86 (Maximum-Likelihood-Schitzer, Likelihood-Funktion)
Fiir Py, ¢ € ©, und p wie oben ist

a) Likelihood-Funktion
Ly(9) =pp(x), x€X,0€0O

b) Log-Likelihood-Funktion
Lx(8) :=log (Lx(9))

) de® heifst Maximum-Likelihood-Schitzer fiir ¥, falls

Le(0) = Le(0
() %Eaé(x()

d) § = g(0) mit O Maximum-Likelihood-Schitzer fiir ¢ (vgl. c) heiftt Maximum-Likelihood-Schiitzer fiir g(9)

Bemerkung
1. Der Maximum-Likelihood-Schétzer braucht im Allgemeinen nicht eindeutig zu sein.

2. Die mathematische Statistik zeigt: Maximum-Likelihood-Schétzer haben oft (asymptotisch) gute Eigenschaf-
ten

3. Obige Definitionen a) bis d) sind bzgl. dem Maf u; Kanonisch sind meist die Falle:

a) = Z Oy Zahlmaf, falls X abzahlbar
xeX

b) u = Lebesgue-Ma8, falls ¥ C RY, X € B(IRY) und F die Spur-o-Algebra auf X

Beispiel

Schatzung der Erfolgswahrscheinlichkeit bei i.i.d., uniformen Miinzwurf.

Wir beobachten k Erfolge bei n Wiirfen.

Fir X = {0,1,...,n}, p =9 € ® = [0,1], Zahldichte py(k) (bzgl. Z&dhlmaB py = Y ;2 ; Jy) ist

n

L(8) = poll) = ()1 - 0"
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Betrachte den Fall n # k # 0 (sonst Sonderbetrachtung)

n

L.(89) = <k> . (kﬁkil(l _ 19)7,,;( _ l9k(n —k)(1- 19)n7k71)

_ <k> 1= 9)" T (K(1 = 8) — (n - K)B)

L;.(9) £ 0 liefert & = k als Maximume-Likelihood-Schétzer fiir ¢ = p, denn Maximum fiir k # 0, n kann nicht bei
¥ = 0 oder ¢ = 1 liegen, und

—
k
—

Erinnerung

Stichprobenraum

!
(X, F,{Ps}oco)
X := Id/y,
X :x+— x, x=lhre Beobachtung

Maximum-Likelihood-Ansatz fiir Schitzer 9 fiir 9:

d(x) = argmax py(x) = argmax Ly (8)
9e® %cO

wobei
dPy = pydy

2 typische Fille fiir y

A) X abzdhlbar, F = P(X) =2%, Py(A) = Y py(x), AC X
xeA
= dPy = pgdy bzgl. ZahlmaB u(A) = ) _ 6:(A)
xekX

B) X C RY, F = Spur-c-algebra von B4(R) auf X, [z.B.X = R?, F = B9]
(X € B(R))Py absolutstetig bzgl. Lebesguemaf u:dPy = pedu

Dichte der absolutstetigen Verteilung Py

Einige wiinschenswerte Eigenschaften fiir Schitzer § von g(¢) (g:© — R) (§: X — g(©) messbar)
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Definition 10.87
Ein Schiitzer § fiir (0) heifit erwartungstreu, falls

Eg[3(X)] = g(9) Vo ecO

wobei Ey den Erwartungswert bzgl. Py bezeichnet.

Beispiel
Betrachte Maximum-Likelihood-Schitzer fiir Erfolgswahrscheinlichkeit p = ¢ € [0, 1] bei n Miinzwiirfen mit einer
moglicherweise unfairen Miinze.

8(x) = %, x =#von Zahl, X(x)=x R Binomial(n, ¢)

. Eﬁ[§]:%nl9:l9 V9 € ©

= erwartungstreu

Definition 10.88
Eine Folge von Schiitzern §, fiir g(9), 9 € © heifit konsistent, falls

én =% g(0) Pyfast sicher V9 € ©

Bemerkung
Man kann zeigen, dass Maximum-Likelihood-Schétzer von i.i.d. Stichproben fiir wachsenden Stichprobenumfang
“im Allgemeinen” eine konsistente Folge liefern (vgl. Georgii, Satz 7.30).

Beispiel (wieder der unfaire Miinzwurf)
Seien X3, Xa, . .. ii.d. Bernoulli(d) (d.h. X; € {0,1}),8 € [0,1] =: ©

~

By =

n—oo

X; — Eg[X;] =9 P-fastsicher V¢ € ©

=

1
n:
[

1

(9n)neN konsistente Schitzerfolge.

Beispiel
Betrachte {Py | ¢ € @} abzihlbare Familie, so dass R-wertige X3, X, ... sind unter Py i.i.d. mit X; € L2(Pl9)

a) Betrachte Schitzung von my := g(9) := Eg[X]],
n

1

_ 1 _
dannist X, := - Z X; ein erwartungstreuer Schitzer, da Ey[X,,| = 5 - n-my, und konsistent, da

i=1

S Nn—00

Xy, — my P-fastsicher

nach Gesetz der grofien Zahlen.

1

n—1~:*
1

n
b) Schitzung von 03 := g(8) := Vy(X;) = Eg[(X; — mp)?], dann ist §2 = (X; — X,)? erwartungstreu
=1

fiir 029,
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denn fiir ¢ beliebig, aber fix:

L S 2 Y,-::X,-—m@ 1 n = \2
o | 1 (Xi—Xa) = b OERD)
i=1 i=1

n 5 1 n 1 n
2 Yi—zyiggyj +;,‘Zyiyj

ij=1
~ 5 (i 2+ i) =i

Eglsh] =

v

Bemerkung )
X, und s2 sind auch konsistent, vgl. fiir s2 (vgl. Georgii, Ubung)

Beispiel (Maximum-Likelihood-Schitzer im absolutstetigem Fall)
Xi,..., X, unter Py iid. mit X; P N(m,0?), ¢ > 0, m € R, gemeinsame Dichte von X = (Xi,...,X;) bzgl.
Lebesguemafs u

1 1 &
Ly(®) = ps(x) = ———exp | —=— xi—m)?|, xeR"
x( ) Pﬂ( ) (27_[02)7 p( 202 1:21( i ) )
Fall 1 ¢ = 0y bekannt, m € R unbekannt
€@ :={(mo)|meR,oc=0p}
1 n
Ly(0) =log(Lx(9)) = ——log 27'[0' ~ 52 2
1 & -
—cx )= L 1 Lo

n

- Z x; maximiert Ly ((m, 0p)), ist Maximum-Likelihood-Schétzer!

Fall 2 ¢ und m unbekannt

O:={(m,0o)|meR,c>0}
Als Maximum-Likelihood-Schitzer errechnen sich (%Ex(ﬂ) 20, P O L (8) 20 = ... ) analog zu Fall 1:

und

(nicht erwartungstreu, vgl. oben jedoch “asymptotisch erwartungstreu”)

Bemerkung
Statt “Punktschétzer” fiir unbekannte Parameter betrachtet man auch “Bereichsschitzer” (Vertauensbereiche, Kon-

fidenzintervalle) (— letzte Ubungsaufgabe)
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Elementare Testtheorie

Idee: Teste (Null)Hypothese(®g) vs. Alternative(®)
0 =0 LTJ O

disjunkt

Beispiel (einfache Hypothese vs. einfache Alternative)
0y = {d}, ©1={th}, © = {8y, 01} b # %
Sprechen Stichproben &’ fiir oder gegen Py = Py,?
((gegen bzw. fiir) Py = Py,?)

Definition 10.89
(X,F,Py), ® =0Oyu0,.
Ein Test von Nullhypothese ®g vs. Alternative @y ist gegeben durch einen Ablehnungsbereich R C X (R € F).

x € R ©g abgelehnt
x ¢ R~ ®g nicht abgelehnt

Beispiel
Medikamententest:

Op=Medikament wirkt wie Placebo
®p=Medikament wirkt (besser)

Fehlerwahrscheinlichkeiten eines Tests

e Wahrscheinlichkeit fiir Fehler erster Art (irrttimliches Verwerfen von @g):

sup Py(R) mit Py(R) = Py(X € R), 9 € O
9c®

* Fehler zweiter Art (irrtiimliches Nicht-Verfwerfen) unter gegebenem ¢ € ©; ist:

Pﬁ(Rc) =1- Pg(R), % e @1

Im Weiteren:
e einfache Hypothese ©) = {y}
e einfache Alternative ©1 = {#1}, © = {0, 91}
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Definition 10.90
der Test R (von engl. rejection) fiir ©¢ vs. @1 hat (Irrtums)niveau « € [0,1], falls

sup Py (R) <o
SN

Der Test hat unter Py, 91 € @1, die Macht Py (R).

Bemerkung

¢ typisch z.B. a = 1%,
Niveau 1% sichert, dass die Wahrscheinlichkeit fiir Fehler 1. Art kleiner als 1% ist.

* Die Macht gibt an, wie wahrscheinlich sich die Alternative unter einem Mafs Py, aus der Alternative ¢; € O,
“durchsetzt”.

Satz 10.91 (und Definition, Newmann-Pearson)

Optimale Tests fiir einfache Hypothese vs. einfache Alternative:

Seien P; := Py, i = 0,1, Wahrscheinlichkeitsmafe aus (X, F) mit Dichten p; bzgl. eines Mafles y auf (X, F) (oft Lebesgue-
oder Zihlmaf) , d.h.

dP; = p;dyu, i=0,1bzw.
A) = /IlA(x)pi(x)],t(dx), AcFi=0,1

und mit pg > 0.

Zum Testen von ©y = {8y} vs. ©1 = {01} auf statistischem Modell (X, F,{Py}goco) konstruiert man einen Test mit
maximaler Macht bei gegebenem Irrtumsniveau « wie folgt:

Der Likelihoodquotient (Likelihood-Ratio) ist definiert als

g(x) := p1(x) xe kX

po(x)’
Dann ist der Test R := R, := {q > ¢}, ¢ > 0, optimal zum Niveau « mit & := Py(R) in dem Sinne , dass R maximale
Macht hat: D.h. jeder andere Test R' mit Py(R’) < a hat weniger Macht als R, d.h. P;(R’) < P;(R)
Beweis:
nach Konstruktion gilt:
e &= Py(R) = Py(RUR') + P(R\ R')
e &> Py(R) = Py(RUR') + Py(R'\ R)
= Po(R\ R') = Py(R"\ R) (%)
= RR)-P(R) = [ (lp—1g) prdp
— P1
= /X (IlR’ Il{q>c}) 00 podp
~—
=q
/ (fi TR\ {g=c} — 49 1{q>c}\R’)P0d.u
Sernggzep 2 Mgzepr

< ¢ (P(R'\ R) — Bo(R\ R)) 2 0
— P1 (R/) < Pl(R)
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Elementare Testtheorie

Beispiel
Betrachte X3, ..., X, i.i.d. normalverteilt mit

e X;iid.~ N(0,1) unter Py und
e X;iid.~ N(m,1) unter P

mitm € R,m # 0.
Wir testen:

©p = Mittelwertist0 = {(0,1)}
®; = Mittelwertistm = {(0,1)}
e = {(0/ 1)/ (m, 1)}
Der Likelihoodquotient g(x) hat die Form
o (3 )
q(x) =
o (T 07)

=exp <(x,m 1) — %nm

= optimale Tests haben die Form

ley=exp (cz— % nmz)

R=A{x[q(x) Z e} ={x[(x,;m-1) > 2}, ¢ >0,

n
= (x| Lxiom > )
i=1

n
={x|m) x;>c}
i=1
Das Niveau von R unter Py:

X; ~ N(0, m*n) unter P,

n
m

— Py(R) :l_11—<1><\/;%)
_af__c
_CD( nmz),

wobei ®@(+) die Verteilungsfunktion von N (0, 1) bezeichne.
Die Macht von R:

X; ~ N (m*n, m*n) unter P,

i=1
)

— P(R)=1-® (w)
nm?

2
o (_w)
nm?

90

m

n

2> (nur hier) mit 1 := (1,...,1)T € R"
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Bemerkung
Fiir vorgegebenen Niveauparameter « € (0,1) kann man ¢, = cp(a) so bestimmen, dass der Test R = R(«a) das
Niveau Py(R) = « hat (— Ubung).
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