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1.1 Lebesgue

* Lebesgue LP(Q)) = {f : Q - R| f messbar und | f|, < oo}.
strikt betrachtet: Aquivalenzklasse von Fkin. bzgl. , Gleichheit fast tiberall”. (3 ¢ R”, offen, nichtleer, be-
schriankt und zusammenhéangend.

e D(Q)=CxX ={f eC®(R") |supp f = {x e R"|f(x) # 0} cc O} dicht in LP(Q) (fiir 1 < p < o0).

* Praise Representation: Standardreprasentant von f als Funktionsklasse

][ ... dx := Integralmittel auf w := f . dx/|wl
w w

|w| := Lebesgue-Maf3 von w. B(x, §) := Kugel um x mit Radius J.

lim £ f(x)dx , falls der Limes existiert
ff(x)={6-0 B(x,6)nQ ,fiirxeQ.
0 sonst

x heift Lebesgue-Punkt, falls Limes existiert zu f. Eine Lebesgue-Funktion f ¢ L'(Q) hat Lebesgue-Punkt

fast tiberall.
Dh. f=f*fi.in Q.

I-Ip = /To - Pdx (1<p<oo).

1.2 Sobolev

Ifllp = (/Hf“l’; + 2;7:1 Hg—jf;H; fur f € LP(Q)) mit Ableitung 0f/dxq,...,df/0x, in L7 (Q)) im schwachen Sinne.

Definition 1.2.1
f,ge LY(Q), je{1,...,n}. Dann heifit g die j-te partielle Ableitung von f (Schreibweise g =: dof [ox;) falls

of . _ "
/Qfa—xjdx-—fﬂgq)dx fiiralle ¢ € D(Q))

Aufgabe Man beweise ¢ = 2L - ist schwach j-te partielle Ableitung von f € C1(Q).
8 8= o Jtep g
j

Beweis: ® n=1=j,Q=(a,b).Beh: fﬂbfgo’dx = —fabf’godx fiir ¢ € D(a,b). Das gilt, da
b /. HS
[y axE (o) (0) - (Fg)(@) = 0
Mit Produktregel (f@)' = f'¢ + f¢’ ist Beh. bewiesen.
0 i 10- [ fof 4 of
n=2,j=1,Q = (a,b) x (c,d) Rechteck. Beh: fQ f 5 dx - fQ P dx

Beweis: ID-Formel fiir partielle Fkin f(x,y)¢(x,y) von x zeigt |, ab % (f(x,y)p(x.y)) dx =0 fiir jedes
¢ <y < d. Integration iiber y ist moglich (da supp(f¢) cc Q) und zeigt [, a%(fgo) dx =0 0

e Funktioniert fiir bel. n. 0

Beispiel f € C(0,1) mit f € C* ((0,x1) U (x1,%2) U...U (x,1)) fiir Partition 0 < x; < xp < - < Xy < 1 ist schwach
diffbar mit f =punktweise Ableitung bis auf Nullmenge {x1,xp,..., X}
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Beispiel Lipschitz—stetige Fkin. sind schwach diffbar. (Satz von Rademacher: Lipstetige Fkin ist f.1i. diffbar.)

Definition 1.2.2 5 5
WLP(Q) = {f eLP(Q| VS = (a—){l,...,%) ex. im schwachen Sinne und %,...,% € LP(u)}

1 firx>0

0 firx<0 ist nicht schwach diffbar. Fiir ¢ € D(R) gilt

Beispiel Heaviside H(x) := {
f]R He'dx = fow ¢'(x)dx =-¢(0) = —(8,¢) fiir Dirac Funktional &

d ist keine Lebesgue-Funktion, denn sofern g € L?(R) erfiillt |, R8P dx = ¢(0) fiir alle ¢ € D(R) folgt g|(0,00) € L%(0, 00)
und D(0, 00) liegt dicht in L2(0,00). D.h. Ve > 03g; € D(0,00) mit I8 = 8cll11(0,00) < € Da D(0,00) < D(R) folgt
Vip e D(0,00), [y~ gpdx =0.ZB. [~ ggedx = 0. Also

Hg”%Z(OI(X,) =[(g - ge) +88HL2(0,<><>) = Hg_gSH%Z(o,oo) +H3£H%2(o,oo) +2£ Se(g—ge)dx
—_——
<e2

< - ||gg|\%2(oroo) +0<e? >0 fir e—0 also 18112(0,00)
Satz 1.2.3 (Meyers—Serrin)

Fiir Lipschitz—Gebiet Q) liegt {f € C*=(Q)||f|l1,p < oo} dicht in WLir(Q).
Anders gesagt: Sobolew—Rdiume entstehen durch Vervollstindigung oder die Funktionen mit schwacher Ableitung.

Die Spurbildung f*|3q von einer Sobolev—Funktion f fiihrt auf eine lineare stetige Abbildung v : W (Q) — £P(3Q))
erfiillt f(x) = (7vf)(x) fiir f € C°(Q2) nWP(Q und x € 9Q).

Aufgabe (zum nichsten mal) T Dreieck mit Kante E und gegentiberliegender Ecke P und f € C!(T) erfiillen

fras=f fdx+% FUf0) (- prax (Spuridentitat

Hinweis: Partielle Integration mit Randterm.
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