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Einleitung

In der gegenwirtigen Wissenschaft und Technik tauchen immer hiufiger Probleme
auf, die sich in natiirlicher Weise durch Algebro-Differentialgleichungen (ADG)
beschreiben lassen, d.h. mit Hilfe impliziter gewohnlicher Differentialgleichungen
der Form
f(xl(t)v ‘T(t)v t) =0,

deren partielle Ableitung f; (y,,t) singulér ist, mathematisch modelliert werden
konnen. Stellvertretend hierfiir seien an dieser Stelle die Modellierung mecha-
nischer Mehrkorpersysteme, die Analyse elektrischer Netzwerke, die Simulation
chemischer Prozesse und Probleme der optimalen Steuerung genannt. Bereits
in den 70er Jahren wurden die ersten Versuche unternommen, solche Algebro—
Differentialgleichungen numerisch zu behandeln. In vielen Fillen bewdhrt hat
sich davon der Vorschlag von Gear [71], die ADGen mit Hilfe der BDF (back-
ward differentiation formulas, dt.: riickwérts genommene Differenzenformeln) zu
16sen. Jedoch lieferte die Praxis auch Beispiele, bei denen die BDF und andere bis
dahin bekannte numerische Verfahren versagten. Dies war u.a. ein Grund dafiir,
dafl man sich seit etwa den 80er Jahren eingehender mit der Theorie der Algebro—
Differentialgleichungen beschiftigte. Das unterschiedliche numerische Verhalten
von Loésungen von ADGen erforderte eine Klassifizierung dieser, welche durch den
Indexbegriff gegeben ist. Mit einer ausfiihrlichen Darstellung dessen und der da-
mit verbundenen Probleme befafit sich der erste Abschnitt dieser Arbeit. Dabei
wird u.a. dargelegt, dafl zur Losung von ADGen vom Index 2 neben der eigentli-
chen Integration auch Differentiationen notwendig werden, wodurch die Aufgabe
zu einem ”schlecht gestellten” Problem im Sinne von Hadamard (Louis [89]) wird.
Damit numerische Verfahren wie die BDF erfolgreich angewandt werden konnen,
ist nun von entscheidender Bedeutung, wie diese Differentiationen in das Problem
eingehen.

Ziel der Arbeit war, die Klasse von Index-2-Problemen herauszuarbeiten, fiir
die die inzwischen in der Praxis hdufig verwendeten BDF tatséchlich zuverlassi-
ge Ergebnisse liefern. Ausgangspunkt fiir meine Untersuchungen waren Resultate
von Gear, Gupta & Leimkuhler [85], Lotstedt & Petzold [86], Brenan & Eng-
quist [89], Mérz [92] u.a. Auf diese Arbeiten wird am Ende des ersten Abschnitts
etwas naher eingegangen. In ihren Abhandlungen wird deutlich, dafl Verfahren
hoherer Ordnung (> 2) eine einmalige Differentiation, wie sie bei den Index—2—
Problemen auftritt, relativ gut bewiéltigen. Problematisch wird es beim impliziten
Euler—Verfahren, insbesondere fiir nichtlineare Systeme. Dennoch schien es, daf}
zumindest Hessenberg—Systeme vom Index 2 der Form

w'(t) + g(u(t),v(t)) = 0
h(u(t)) = 0

mit dem impliziten Euler—Verfahren erfolgreich numerisch gelést werden konnen.
Die theoretische Analyse, mit der sich der zweite Abschnitt und weitergehend



der dritte Abschnitt beschéftigen, liel nun deutlich werden, dafl selbst eine Ein-
schriankung auf diese Klasse nicht immer die gewiischten Resultate liefert. Ein
entsprechendes Beispiel dafiir ist im dritten Abschnitt angegeben. Vielmehr stell-
te sich bei den Untersuchungen heraus, daf} eine gewisse Linearitétsbedingung fiir
bestimmte Komponenten erfiillt sein mufl. Mit den im dritten Abschnitt gezeig-
ten Konvergenz— und Stabilitdtsresultaten wird neben den eben angesprochenen
Fragen erstmalig bewiesen, dafl die Einzugsbereiche des Newton—Verfahrens fiir
die hier auftretenden nichtlinearen Gleichungen unabhéngig von der Schrittwei-
te sind. Erst damit ist gesichert, dafl das implizite Euler—Verfahren tatséchlich
durchfiihrbar ist.

Im letzten Abschnitt wird eine Implementierung der BDF mit variabler Schritt-
weite und variabler Ordnung vorgestellt, die die theoretischen Ergebnisse dahinge-
hend beriicksichtigt, daf} fiir die Schrittweiten— und Ordnungssteuerung lediglich
die differentiellen Komponenten herangezogen werden. Auf diese Weise kénnen
einerseits Rechenzeiten minimiert und andererseits einige Probleme, bei denen
Verfahren mit herkommlicher Steuerung versagten, geldst werden.



1 Einfiihrende Betrachtungen

1.1 Lo&sungs- und Index-Begriff fiir ADGen

Wir betrachten die allgemeine nichtlineare Algebro—Differentialgleichung
f('(t),z(t),t) =0, f:R™xR" xR — IR", (1.1)

wobei 2’ := 2 bezeichnet, und die partielle Ableitung f,(y, 7, t) konstanten Rang
auf dem Definitionsgebiet von f hat. Es wiirde geniigen (vgl. Rabier & Rhein-
boldt [91]), daf diese Rangbedingung auf einer offenen Umgebung von f~1(0) in
R™ x IR™ x IR erfiillt ist. Der Einfachheit und Ubersichtlichkeit halber gelte die
Rangbedingung in den hier betrachteten Fillen auf dem Definitionsgebiet von f,

Dy:=IR"™x D XTI,

hier bezeichnen D € IR™ ein offenes Gebiet und Z € IR ein offenes Zeitintervall.
Eine "klassische” Losung einer solchen Algebro—Differentialgleichung wére eine
auf Z stetig differenzierbare Funktion z(-), die der Gleichung (1.1) geniigt. Die
Untersuchungen von ADGen haben nun gezeigt, dafl es fiir die Losbarkeit sol-
cher impliziten Gleichungen einerseits notwendig sein kann, daf} Teile der Losung
hohere Glattheitsbedingungen erfiillen miissen, und andererseits bestimmte Tei-
le der Losung nur stetig zu sein brauchen. Ein weiteres Problem gegeniiber den
(reguliren) gewohnlichen Differentialgleichungen besteht darin, dafi zu beliebi-
gen Anfangswerten fiir ADGen nicht unbedingt eine Losung existiert. Nicht zu-
letzt gibt es bei manchen ADGen erhebliche numerische Probleme, diese zu
l6sen. Es entstand die Frage, ob sich die Algebro-Differentialgleichungen in be-
stimmter Art und Weise charakteresieren lassen, so dafl die Kriterien Aufschlufl
dariiber geben, wie Losungsraum und Anfangswerte zu wéhlen sind, um iiber-
haupt Losbarkeit der ADGen erreichen zu kénnen. Eine solche Charakteresierung
ist der Index einer ADG. Bei den verschiedenen Untersuchungen zu den Algebro—
Differentialgleichungen ist es nun zu unterschiedlichen Indexbegriffen und dem-
zufolge auch unterschiedlichen Lésungsbegriffen gekommen. Ausgangsbasis simt-
licher Definitionen sind jedoch die Ergebnisse des Studiums linearer ADGen mit
konstanten Koeffizienten

Ax'(t) + Bx(t) = q(t), (1.2)

hier sind A, B € L(IR™), A singulér. Die Losung eines solchen Gleichungssystems
steht in unmittelbarem Zusammenhang zu den Eigenschaften des Matrixbiischels
{A, B}. So ist fiir die Eindeutigkeit von Anfangswertproblemen, die der Gleichung
(1.2) geniigen, notwendig, dafl das Matrixbiischel {A, B} regulir ist, d.h. das
Polynom p(\) := det(AA + B) nicht identisch verschwindet (vgl. Griepentrog



& Miérz [86]). Nun lassen sich reguldre Matrixbiischel {A, B} mittels regulirer
Matrizen E, F' € L(IR™) zu einem System

EAF = diag(I, J), EBF = diag(W, I)

transformieren (vgl. Gantmacher [54]), wobei W € L(IR*), und J € L(IR™7%) ist
eine nilpotente Blockmatrix mit Jordanblécken der Form

01
0

1
0

Dementsprechend erhélt man durch geeignete Koordinatentransformation ein zu
(1.2) dquivalentes System

u'(t) + Wult) = p(t) (1.3a)
Ju'(t) +o(t) = r(t). (1.3b)

Die erste Gleichung (1.3a) stellt offenbar eine regulire gewohnliche Differenti-
algleichung dar, wihrend die Losung der zweiten Gleichung (1.3b) die Form

n—1
o(t) = 3 (=1 (T (1)) (1.4)
k=0
hat, wenn r(-) entsprechend oft differenzierbar und u die Nilpotenz der Jordan—
Block—Matrix J ist. Dieses p ist unabhéngig von der Wahl der Transformation
und wird der Index des Matriz-Biischels { A, B} genannt. Entsprechend definiert
man den Index der ADG (1.2) ebenfalls als diese natiirliche Zahl p. Das System
(1.3a), (1.3b) und dessen Losung (vgl. (1.4)) machen nun folgendes deutlich:

(i) Algebro-Differentialgleichungen verkérpern sowohl Integrationsprobleme als
auch Differentiationsprobleme. Teile der rechten Seite miissen hinreichend
oft differenzierbar sein. Der Losungsraum ist so zu wéhlen, dafl bestimmte
Komponenten hinreichend glatt sind.

(ii) Einige Komponenten der Losung sind algebraisch bestimmt. Das bedeutet
fiir die Losbarkeit von Anfangswertproblemen, dafl die Anfangswerte nicht
frei wahlbar sind, sie miissen "konsistent” mit der ADG sein.

Auf diesen Fakten bauen nun die verschiedenen Indexkonzepte fiir allgemeinere
ADGen auf, so entstanden

- der Differentiations-Index (Gear & Petzold [83], Gear, Gupta & Leimkuhler
[85], Brenan, Campbell & Petzold [89], Gear [90]),



- der Traktabilitits—Index (Griepentrog & Mérz [86], Marz[90], Mérz[92]),
- der Storungs-Index (Hairer & Lubich & Roche [89]),

- der geometrische Index (Rheinboldt [84], Rabier &Rheinboldt [91], Reich
[90], Griepentrog [91]).

Die Aufzdhlung beansprucht keine Vollstandigkeit, beinhaltet aber wohl die we-
sentlichen bisherigen Konzepte zu diesem Thema. Sie unterscheiden sich durch
die Herangehensweise an die ADGen. So orientieren sich die drei erstgenannten
an analytischen Gesichtspunkten, die sowohl zu Existenzaussagen als auch zu
praktischen numerischen Ergebnissen fiihren. Beim geometrischen Index werden
die ADGen als gewohnliche Differentialgleichungen auf Mannigfaltigkeiten be-
trachtet und damit die natiirliche Herkunft der ADGen erklart. Die praktische
Anwendung der geometrischen Resultate scheint momentan noch eng an die Ent-
wicklung der Computeralgebra gebunden zu sein.

Bei all diesen Arbeiten sind die Indexbegriffe im Falle allgemeiner nichtlinearer
ADGen (1.1) an bestimmte Eigenschaften der Funktion f gekoppelt. So wird z.B.
haufig vorausgesetzt, dafl die gesamte Funktion f hinreichend oft differenzierbar
ist. In dieser Arbeit verwende ich den Traktabilitats—Index, der sich dadurch aus-
zeichnet, dafl er mit minimalen Glattheitsforderungen an die Funktion f, als auch
an die Losung auskommt. Dafiir wird jedoch die Eigenschaft von f gebraucht, daf§
der Nullraum von f;(y,r,t) von (y,x) unabhéngig ist und glatt von ¢ abhéingt.
Es sei hier bemerkt, dafl dies in der {iberwiegeden Zahl der bisherigen prakti-
schen Anwendungen der Fall ist. Mit dieser Voraussetzung existiert ein Projektor
Q € CHZ, L(IR™)) auf den Nullraum ker(f; (y, x,t) und es gilt folgende Identitét:

Py, t) = F(P()y,2.) =
[ filsy+ (1= )Py, 2,0Q) ds = 0. (y.2.t) € Dy,

wobei P := I — (@ bezeichnet. So kann die Gleichung (1.1) auch geschrieben
werden als

F((Px)'(t) = P'(t)z(t), x(t), 1) =0, (1.5)
und der Funktionenraum, zu dem die Losungen gehoren sollten, ist der folgende:
Cy(To, R™) == {x € C(Zy, R™) : Px € C*(Ty, R™)}, (1.6)

hier sei Zy C 7T ein gewisses Intervall.

1.2 Numerische Verfahren fiir Anfangswertprobleme von
ADGen

Fiir die numerische Behandlung von Algebro—Differentialgleichungen ist es nahe-
liegend, die fiir reguldre gewohnliche Differentialgleichungen bew#hrten Verfah-



ren zu untersuchen. Die erste Frage, die sich sofort ergibt, ist die Frage nach der
Durchfiihrbarkeit dieser Verfahren. Die implizite Gestalt der Algebro-Differen-
tialgleichungen erfordert zunéchst die Untersuchung, unter welchen Bedingungen
ein Verfahren eine Losung liefert. Daran anschlieffend erhebt sich die Frage, in
welcher Beziehung die numerische Losung zur exakten Losung der ADG steht,
wenn die ADG iiberhaupt eine Losung besitzt. Im Gegensatz zu den reguldren
gewoOhnlichen Differentialgleichungen bereitet bereits die Entscheidung der ersten
Frage erhebliche Probleme, was jedoch nicht anders zu erwarten ist, wenn man
beriicksichtigt, dafl schon die Frage nach der Loésbarkeit der ADG nicht in jedem
Fall beantwortet werden kann. Wendet man sich der zweiten Frage zu, so wird man
mit einem neuen Problem konfrontiert. Man stellt fest, dafl bei Verkleinerung der
Schrittweite eines numerischen Verfahrens die Approximation der exakten Losung
nicht unbedingt besser werden muf}, wie man es zunéchst (ohne eingehendere Ana-
lyse der Struktur der ADGen) erwarten konnte. Der Grund dafiir ist das oben
genannte Eingehen von Differentiationsproblemen in eine ADG. Gerade dieser
Fakt bereitet bei in der Praxis auftretenden Problemen grofie Schwierigkeiten
und erfordert umfangreiche theoretische und numerische Untersuchungen zu den
ADGen. Betrachtet man noch einmal das System (1.3a), (1.3b) und Gleichung
(1.4), so ist eine Differentiation bestimmter Komponenten erst bei einem Index
> 2 notwendig. Deshalb treten die entscheidenden numerischen Schwierigkeiten
erst bei solchen Problemen auf, und diese Probleme werden in der Literatur Sy-
steme hoheren Index genannt. Schon bei allgemeinen Index-2-Systemen wird eine
besondere Steuerung der numerischen Verfahren notwendig, was in den néchsten
Abschnitten meiner Arbeit auch zum Ausdruck kommen wird.

1.3 Bisherige Resultate zu den BDF

In einer Reihe von Arbeiten wurden die BDF schon fiir Index-2-Probleme unter-
sucht. Gegenstand der ersten Untersuchungen waren u.a. die linearen Index-2-
ADGen mit variablen Koeffizienten

A(t)x' (t) + B(t)x(t) = q(t). (1.7)

Dabei zeigte sich, dafl sich schon diese relativ einfache Klasse von Aufgaben mit
Hilfe der BDF nicht mehr vollstdndig bewéiltigen 148t. Zur Illustration dessen
mochte ich hier ein Beispiel anfiihren, welches von Gear & Petzold [84] konstruiert
wurde. Wir betrachten die Index-2-ADG

00\, (1 nt B
(1 nt>x+<0 1+n>x—q(t).

Hierbei ist 7 ein beliebiger Parameter und ¢(-) eine beliebige stetige Funktion, des-
sen erste Komponente ¢;(-) stetig differenzierbar ist. Die Losung dieses Systems



ist dann eindeutig durch

T1(t) = q(t) —ntra(t),
za(t) = q(t) — qi(t)

gegeben. Wendet man nun das implizite Euler—Verfahren auf die ADG an, so
ergibt sich fiir den Fall n # —1 folgende Losung:

21 = @ulty) —ntjve,
1
2, Topte) = (o) - altj-)}

n J
Das Verfahren ist dann auf einem abgeschlossenen Intervall [tg, ¢y] schwach in-
stabil und konvergent, falls n > —0.5, und exponentiell instabil, falls n < —0.5.
Fiir n = —1 versagt das Verfahren. Leicht zu sehen sind diese Aussagen fiir die
speziellen rechten Seiten

Q1 (t) = qa(t) = ct,

betrachtet auf dem abgeschlossenen Intervall [0, 1]. In diesem Fall ergibt sich bei

exaktem Anfangswert zo9 = 22(0) = —c und ty = 1:
To N — Ta(tn) = chn |-<L>N - 1-| .
’ [ 1+1n J

Diese Tatsache beweist, dal die BDF nur fiir eine eingeschriankte Problemklasse
von Index—2-ADGen geeignet sind. Die wohl schwichste Voraussetzung, die ei-
ne solche Aufgabe erfiillen mufl, um mit den BDF erfolgreich behandelt werden
zu konnen, ist die von R. Mérz angegebene Bedingung, dafl der Nullraum von
A(-) kostant ist. An dieser Stelle sollen die in der Arbeit von Mérz [92] bewie-
senen Konvergenz— und Stabilitédtsresultate fiir solche linearen Index—2-ADGen
angefiithrt werden, um deutlich zu machen, welchen Einflufy die beim Index 2 auf-
tretenden Differentiationen auf die numerische Lésung haben.

Es seien die BDF mit der Ordnung s fiir die requldren gewdéhnlichen Differential-
gleichungen auf der Klasse von Zerleqgungen des abgeschlossenen Intervalls [ty, ty|
stabil. Weiter besitze die ADG (1.7) den Traktabilitits—Index 2 und der Nullraum
ker(A(t)) sei von t unabhingig. Dann liefern die BDF eine Lésung z; (j=s,...,N),
fiir die folgende scharfe Fehlerabschdtzung gilt:
max |P(z.(t;) — 2;)] <
< Spimax [P(z.(t;) — ;)| + max|7; — o[}

und



< SQ{%@% |P(7.(t;) — x5)| + max |75 — 0;1}
| ; .
+E|QQ1(tj) > Q=) Ga(ti—i) " 054l
7 =0

wobei x.(-) die exakte Lisung der Gleichung (1.7) ist, Sp und Sq gewisse Kon-
stanten sind, 0; == Gao(t;)(x.(t;) — x;) fir j = 0,...,s — 1 die Fehler in den
Startwerten darstellen, Sj :=0;, 0; die Rundungsfehler und 7; fiir j > s die loka-
len Fehler sind.

Die hierbei auftretenden Projektoren P, () und ()¢ sind wie folgt definiert:

- @ ist ein beliebiger konstanter Projektor auf ker(A(t)), P :=1 — Q.

- Q1(t) ist der kanonische Projektor auf ker(A;(t)) lings Si(t), wobei
Ai(t) .= A(t) + B(t)Q und Si(t) :={z € R™ : B(t)Pz € im(A(t))}.

Schliefilich ist hierbei Ga(t) := A1 (t) + B(t)PQ1(t).

Da diese Darstellung auf den ersten Blick etwas kompliziert erscheint, moéchte ich
hierzu einige Erlduterungen angeben. Die Projektion () bewirkt eine Projektion
auf die Komponenten, die lediglich algebraisch, d.h. nicht differenziert, in das
System eingehen. Die Projektion PP;(t) liefert eine Projektion auf die Kompo-
nenten, fiir die eine regulidre gew6hnliche Differentialgleichung implizit im System
gegeben ist (vgl. hierzu (1.3a)). Die Matrix G(t) besitzt die Eigenschaft, daf} sie
genau dann reguldr ist, wenn das System den Index 2 besitzt.

Aus den angegebenen Abschiatzungen 148t sich nun ablesen:

- Sind die Startwerte exakt und treten keine Rundungsfehler auf, so gilt:
N ol < )
max [, (t;) — @] < const x max |7,

d.h. die BDF konvergieren formal mit der erwarteten Ordnung.

- Stabilitdt erreicht man nur fiir die P-Komponente; in der algebraischen
Komponente ist eine schwache Instabilitit zu sehen, die darauf zuriick-
zufiihren ist, dafl bei der Berechnung dieser Komponenten implizit Differen-
tiationen (hier in diskretisierter Form) auftreten. An dieser Stelle sei daran
erinnert, dafl Differentiationsprobleme schlecht gestellte Probleme sind.

Fiir die linearen Index—2-ADGen ist das Verhalten der BDF also bereits vollsténdig
geklart. Wie sieht es nun mit den nichtlinearen Problemen dieser Form aus? We-

sentliche Resultate hierzu sind in den Arbeiten von

- Gear, Leimkuhler & Gupta [85],
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- Lotstedt & Petzold [86],
- Brenan & Engquist [88],

- Mérz [92]
zu finden.
In der Arbeit von Gear, Leimkuhler & Gupta [85] wurde fiir Probleme der Form
' +aq(r,yt) = 0 (1.8a)

die Konvergenz der BDF der Ordnung k£ nach k + 1 Schritten unter folgenden
Voraussetzungen gezeigt:

- Die Funktionen g; und g besitzen in einer Umgebung der Losung des Sy-
stems (1.8a), (1.8b) stetige partielle Ableitungen bis zur bendtigten Ord-
nung.

- Die Schrittweiten A, sind von der Form, daf : %}’l‘” < const.

- Die Schrittweiten seien so gewéhlt, dafl die fiir regulire gewdhnliche Diffe-
rentialgleichungen bekannte Stabilitdtsbedingung erfiillt ist.

- Falls ¢g; nichtlinear in y oder g» nichtlinear in z ist, so gelte weiter:
1. 1, 7 und eq sind O(h)—genau.
2. m ist O(h?)-genau.
3. Die Matrix [go}, (2, ) g1} (2.(t), y.(t), )] 7" existiert und ist beschréankt fiir
z in einer Umgebung der Losung . (t).

Es gelten dann dariiberhinaus die Abschétzungen:

llex]] = O(eg+ 74 m + n2),
lev|| = 0(60+T+m+%).

Hierbei bezeichnen e bzw. e¥ die Fehler in den 22— bzw. y-Komponenten, e, die
Fehler in den Startwerten, 7 den maximalen lokalen Fehler, n; bzw. ny die maxima-
len Fehler, die in jedem Integrations—Schritt durch Rundung und approximative
Losung der nichtlinearen Gleichungen in der 1. bzw. 2. Gleichung entstehen, und
h die maximale Schrittweite.

Fiir eine etwas allgemeinere Problemklasse erzielten Lotstedt & Petzold [86] fol-
gende Resultate:

Betrachtet wurden Systeme der Form

Fi(z,2',y,t) = 0 (1.9a)
Fy(z,y,t) = 0 (1.9b)

Unter den Voraussetzungen, daf} fiir alle ¢

11



- die Schrittweite h konstant ist,
- die Ordnung k < 6 ist,

- die partiellen Ableitungen von F; und F5 in Richtung z, 2’ und y existieren
und beschriankt sind,

- die partielle Ableitung F', eine quadratische Matrix ist und deren Inverse
existiert,

- die Inverse des Schur-Komplements (der zu den BDF gehorenden Iterati-
onsmatrix) F, — hFy, (o Fily + hFy,)~" Fy), existiert,

- die von Null verschiedenen Zeilen der Matrix Fg; linear unabhéngig sind,
- die Fehler in den Startwerten einer Genauigkeit von O(h*) geniigen,

- die Fehler, die durch Rundung und Newton—Abbruch bei Lésung der nicht-
linearen Gleichung aus (1.9a) bzw. (1.9b) entstehen, die Genauigkeit O(h*)
bzw. O(h*T1) besitzen,

ist die diskrete Losung nach k+ 1 Schritten genau mit der GréBenordnung O(h").

In der Arbeit von Brenan & Engquist [88] wurden diese Ergebnisse fiir semiex-
plizite Probleme der Form

y' = E(t y,u), (1.10a)
0= H(tvy), (1.10b)

dahingehend verbessert, dafl die angegebene Konvergenz bereits vom ersten
Schritt an gilt, vorausgesetzt, da} die Anfangswerte numerisch konsistent sind,
d.h.: Die Startwerte in der y-Komponente besitzen eine Genauigkeit von O(h*+1).

Offen blieb bei diesen Arbeiten, wie sich die Einzugsbereiche fiir die Konvergenz
des Newton—Verfahrens zur Losung der nichtlinearen Gleichungen in Bezug auf
die Schrittweite verhalten und damit auch die Frage, ob die BDF tatséchlich
durchfithrbar sind. Diese Frage wird teilweise in der Arbeit von Mérz [92] beant-
wortet, in der auch Stabilitdtsabschitzungen fiir nichtlineare Index—2-Systeme
bewiesen wurden.

Fiir Probleme der allgemeinen Form

f(@ z,t) =0 (1.11)
wird dort unter den Voraussetzungen, dafl

mazx h;

- die Schrittweiten h; von der Form sind, daf}: —=—2 < const,

und die BDF fiir regulére gew6hnliche DGLen stabil sind,
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- die Ordnung s > 1 ist,

- die partiellen Ableitungen f,; und f; in einer Umgebung der Trajektorie der
Losung x, existieren und Lipschitzstetig sind,

- der Nullraum ker(f,(y,z,t)) konstant ist und

- der Bildraum im(f,(y, z,t)) unabhingig von y ist,

gezeigt, dafl die BDF durchfiihrbar und schwach instabil sind. Falls die Start-
werte in der @Q;—Komponente eine Genauigkeit von O(h**!) und in den anderen
Komponenten die Genauigkeit O(h®) besitzen, so konvergiert das Verfahren mit
der Genauigkeit O(h®).

Die hier auftauchenden Projektoren P, ) und (); sind entsprechend den oben
angegebenen fiir den Fall linearer ADGen fiir die in der Losung x, linearisierte
ADG von (1.11) gewihlt.

Mit der dort gewahlten Beweisstrategie lielen sich die Resultate nur fiir den Fall
der Ordnung s > 2 zeigen. An dieser Stelle sei erwéhnt, dafl auch in den Beweisen
der vorangegangenen zitierten Arbeiten der Fall der Ordnung s = 1 gesondert be-
handelt werden mufite. Es blieb also offen, ob das implizite Euler—Verfahren fiir
solche Problemklassen auch durchfiithrbar ist, und wie sein Stabilitdtsverhalten
aussieht. Die nichsten beiden Abschnitte geben Antworten auf diese Fragen.
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2 Vorbereitende Analyse der Index-2-ADGen

Die Systeme von Algebro—Differentialgleichungen, die hier untersucht werden sol-
len, sind die quasilinearen ADGen der Form:

A(t)2'(t) + g(z(t),t) = 0. (2.1)

Hierbei seien A : T — L(IR™) eine stetige Matrixfunktion, Z C IR ein offenes
Intervall. Zusétzlich sei aus den in Abschnitt 1.3 genannten Griinden ker(A(t))
von t unabhéngig und bezeichne Q : Z — L(IR™) einen konstanten Projektor
auf ker(A(t)), P:=1— Q.

Weiter seien g : D x T — IR™ eine beliebige stetige Funktion, D C IR™ ein
offenes Gebiet, und g(-,t) stetig differenzierbar fiir alle t C 7.

Sei z, € C} eine Losung des Systems (2.1). Nun besitzt die ADG (2.1) den
Traktabilitdts—Index 2 lokal um z,, wenn fiir alle (z,t) in einer Umgebung U
von (z.(t),t) in R™ x Z die Matrix Ai(z,t) := A(t) + g.(x,t)Q singulér ist,
rang(A;(x,t)) konstant ist und folgende Beziehung gilt:

ker(Ay(x,t)) N Si(x,t) = {0} V(z,t) €U,

wobei Si(z,t) :={z € R™: g,(x,t)Pz € im(A1(z,t))}.

Um nun ADGen vom Index 2 ndher untersuchen zu kénnen, sollen zunéchst einige
hilfreiche algebraische Uberlegungen angestellt werden.

2.1 Algebraische Hilfsbetrachtungen

Einen grundlegenden Zusammenhang zwischen den beim Traktabilitidts-Index
auftretenden Rdumen und der Auswahl entsprechender Projektoren liefert fol-
gendes Lemma, das sich direkt aus Griepentrog & Mérz [86], Theorem A.13. und
Lemma A.14., ableiten laf3t.

Lemma 2.1 Seien A, B,Q € L(IR™) gegeben, Q* = Q, im(Q) = ker(A), d.h. Q
sei ein Projektor auf ker(A). Bezeichne S := {z € R™ : Bz € im(A)}. Dann
sind folgende Bedingungen dquivalent:

(i) Die Matriz G == A + BQ ist requlir.

(ii) R™ =S @ ker(A).

(i) S N ker(A) = {0}.
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Wenn G reguldr ist, so gilt fiir den kanonischen Projektor Q, (d.h. Q, projeziert
IR™ auf ker(A) lings S) die Beziehung:

Beweis:

(i)—(ii) Zunichst 148t sich IR™ darstellen als S + ker(A), denn fiir beliebige
z € IR™ gilt:

¢=(I-QG'B)z+QG "Bz =121 + 2. (%)

Nun liegt z, offenbar in ker(A), da Q ein Projektor auf ker(A) ist. Fiir z; erhilt
man, daf

Bz = (I — BQG™")Bz = AG™'Bz € im(A),

d.h. z1 € S
Es bleibt zu zeigen, dal S N ker(A) = {0}. Sei dazu # € S N ker(A) beliebig.
Dann gilt = Qz und es existiert ein z € IR™, so daf

Az = Bx = BQx und somit G 1Az = G 'BQx,
d.h. (I —Q)z = Qux, also 0 = Qx = .
(7 )—(7ii) Dies gilt trivial nach Definition.
(iii)—(i) Sei * € IR™ so gewihlt, daB Gz = 0, d.h. BQr = —Ax und somit

Qr € S. Da nun andererseits Qx iniker(/i) liegt, so gilt nach Voraussetzung

z € ker(Q). Dies bedeutet wiederum Az =0, also z € im(Q). Damit mufl z = 0
gelten, und G ist regulér.

Aufgrund der Eindeutigkeit der Zerlegung (x), folgt die letzte Behauptung sofort.
Ol

Lemma 2.2 Sei v, € C eine Liosung des Systems (2.1) und besitze die ADG
(2.1) den Traktabilitits-Index 2 lokal um x.. Sei auflerdem t € T beliebig, aber
fest gewdhlt, P = I — @ und Q(t) der kanonische Projektor auf ker(Ai(t)),
Aq(t) = Ar(z.(t),t), d.h. Q1(t) projeziert lings Si(t) := Sy (x«(t),1).
Dann gilt:

(i) Die Matriz As(t) :== A1(t) + gL.(z«(t),t) PQ1(t) ist requldr.

(iii) Qi(t) = Qu()As(t) gz (1), )P, Qu(t)Q = 0.
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Beweis: Die Behauptung folgt aus Lemma 2.1, wenn man
A= Ai(t), B = g(w.(t),)P und @, == Qu (1

setzt.
O

Bemerkung: Dieses Lemma impliziert: Wenn die ADG (2.1) den Traktabilitéits-
Index 2 lokal um =z, besitzt, so besitzt auch die in z, linearisierte ADG den
Traktabilitats-Index 2.

2.2 Implizites Euler-Verfahren

Sei r, € C) eine Losung des Systems (2.1) und besitze die ADG (2.1) den Trak-
tabilitdats-Index 2 lokal um z,. Sei weiter 7 eine Zerlegung des abgeschlossenen
Intervalls [tg, T| C Z mit folgenden Eigenschaften:

7T2t0<t1<"'<tN:T, (22)
hmin S tl - tg,1 S hmaxa hmin > 0, (= 1,2,---,N-

Das implizite Eulerverfahren 148t sich dann fiir ADGen der Form (2.1) in folgender
Weise formulieren:

o — ZTi(ty) = dp (2.3a)
Afte) ™

%ﬂLg(m,t@) = o0 ;¢=1,2,...,N. (2.3b)
0

Hier bezeichnen §y die Storung im Anfangswert und 6, (¢ = 1,2,...,N) die
Storungen, die durch die numerische Rechnung im ¢-ten Schritt auftreten. Mit h,
wird wie iiblich die Schrittweite im /-ten Schritt bezeichnet, d.h. hy =t, — t,_;.
Zur Vereinfachung der Untersuchungen werden fiir £ = 1,2,..., N folgende Be-
zeichnungen eingefiihrt:

Tp = xp— .(tg)
m A TOSEEE gtr0.00
ge(y) = gly+z.(te), o).

Letztere liefert eine stetige Funktion gy, die auf D, definiert ist, wobei D, := {y €
R™ : y+ xz.(ty) € D} fiir jedes £ = 1,2,..., N eine Nullumgebung ist. Es sei
bemerkt, dafl das so definerte 7, den lokalen Fehler des impliziten Eulerverfahrens
im /-ten Schritt darstellt und damit bekannter Weise von der Groflenordnung
O(hy) ist, was durch anschlielende Taylorreihenentwicklung leicht zu sehen ist:

Px*(tg,l) = Px*(tg) — hy (Px*)l(tg) + O(h%) .
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Da z.(t,) das System (2.1) 16st, so ergibt sich sofort

x*(té) - x*(téfl)
hy
A (Px*(te) —h;x*(t“) B (Px*),(tz)>

= O(h).

T = A(tg)

+ g(w.(te), te)

Es sei daraufhingewiesen, daf fiir den lokalen Fehler gilt: 7, € im(A(t;)). Dieser
Fakt erlangt an spéterer Stelle Bedeutung.

Jetzt hat das System (2.3a),(2.3b) folgende Form,
To — x*(to) — (50 =0

Top— Ty
T i@ - G0+ =0 = 0 ; £=1,2,..,N,

Alte) »

welche dquivalent ist zu:

Ty — x*(tg) — 50 =0 (24&)
Ty —Tpq . N
AZT-FBZSCZ-FQZ(SCZ)-FT[—(;[ =0 ’ (= 1,2,...,N N (24b)
14
wobei
Ag = A(tg),
Bﬁ = 92(0)7

Die zuletzt eingefiihrten Groflen haben folgende gewiinschten Eigenschaften:

(1) Das Matrix-Biischel {A,, B,} besitzt den Traktabilitits-Index 2 fiir
¢(=1,2,...,N.

(2) Fiir £=1,2,..., N gilt: ®,(0) = 0.

(3) TIst g(-,t) als Funktion des Ortes auf D von der Klasse C'!, d.h. einmal stetig
differenzierbar, so ist ®, stetig differenzierbar und es gilt:
®,(0)=0, £=1,2,...N.

Ziel ist es nun, die Systeme in (2.4b) fiir jeden Schritt so aufzuspalten, daf}
sich zunéchst die differentiellen Komponenten der Lésung berechnen lassen und
dann in Abhéngigkeit von diesen die algebraischen Komponenten ermittelt wer-
den konnen. Dabei seien die differentiellen Komponenten der Losung diejenigen,
die in abgeleiteter Form in die ADG eingehen. Entsprechend werden die anderen
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algebraisch genannt. Mit anderen Worten: Pz, stellen die differentiellen und Qx,
die algebraischen Komponenten der Losung z, dar. Nun sind Systeme hoheren
Index’ (also auch Index-2-Systeme) gerade dadurch charakterisiert, daf es keine
algebraische Transformation gibt, die den differentiellen und den algebraischen
Teil vollstdndig voneinander trennt. Man erreicht jedoch unter Umstédnden eine
Aufspaltung in 3 Teile,

(a) eigentliche Differentialgleichung (diskretisiert)
(b) Zusammenhang von algebraischen und differentiellen Komponenten

(c) rein algebraische Gleichung.

Dies soll im folgenden gezeigt werden. Seien
Ay = A+ BeQ,
Py = I—-Qiy
und Asy = Ao+ B/PQuy,
wobei (1, der kanonische Projektor auf ker(A; ) lings
Sie:={z€ R™: B/Pz € im(Ai,)} ist.
Mit Lemma 2.2 sind folgende Beziehungen leicht nachzuvollziehen:
AyiA, = PP
A3}By = A3 BPPiy+ A7} BiPQ1,+ A3 B,Q
= A3 BPPio+ Que+ Q.
Multipliziert man die /-te Gleichung von (2.4b) mit der reguléiren Matrix A3}, so

erhilt man die dazu dquivalente Gleichung

— Typ—1

T - - N _ - _
PI,ZP ¢ h + Az_’%BgPPLZLL’g + QL[SCZ + QI[ + Azé@g(ﬁw) + AQ,% (Tg — (Sg) = 0.
l

(2.6)
Unter Beachtung der Tatsache, dafl PP, , QP und @1, Projektoren sind, 1483t

sich die Gleichung (2.6) durch Multiplikation mit diesen Projektoren in folgendes
System dquivalent umformen:

PPL,_;:E‘Z_T?“ + PPy A5 BiPPy iy
+ PP Ay i ®(%) + PPLoAyi(me—60) = 0 (2.7a)

- QQI,EM_TExél + Q7 + QP A5y BPPy iy
+ QP Ay ;®0() + QPLiAy (e —6) = 0 (2.7b)
Q1,070 + Q1,LJA2_}@11(534) - Q1,eA2_}5e =0 (2.7¢)
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In der letzten Gleichung (2.7c) verschwindet gliicklicher Weise der Einfluf§ des

lokalen Fehlers, da 7, € im(A) (wie bereits weiter oben bemerkt wurde) und
QI,ZA;,%AE =0.
Unser vorldufiges Ziel ist fast erreicht. Bisher wurde lediglich davon Gebrauch
gemacht, daf§ die in der Losung z, linearisierte ADG den Traktabilitats—Index
2 besitzt. Andererseits gibt es Beispiele (sieche R. Mérz [91]), die zeigen, daf}
fiir die eindeutige Losbarkeit einer solchen ADG der Index 2 in einer offenen
Umgebung gegeben sein sollte. Das folgende Lemma (vgl. Lemma 2.2 in Mérz [91])
gibt hierfiir eine hinreichende Bedingung an, die wir auch im weiteren benutzen
werden.

Lemma 2.3 Es sei r, € Cx eine Losung des Systems (2.1) und besitze die
in x. linearisierte ADG den Traktabilitits-Indexr 2. Dann sind mit den zuvor
eingefiihrten Projektoren folgende Bedingungen dquivalent:

(i) Qi(t)A*(t)(9(y,t) — g(Py,t)) =
fir y in einer Umgebung Uy(t
(

(ii) S(t)(g(y.t) — g(Py.1)) € im(S(t)B(t)Q)
fiir y in einer Umgebung Uy(t) C D von x.(t) und (I — S(t)) ein beliebiger
Projektor auf im(A(t)), t € .

\/\—/

0
C D wvon z,(t), t € T.

Ferner gilt unter Voraussetzung von einer der beiden Bedingungen:

Fiir jedes abgeschlossene Intervall Zy C T existiert ein Radius 6 > 0, so daf die

ADG (2.1) in der Umgebung U := | B((z.(t),t),d) den Traktabilitits—Index 2
teETy

lokal um x, besitzt.

Beweis: Es wird zunichst die Aquivalenz der angegebenen Bedingungen gezeigt.
Es sei t € T fest gewéhlt, y € Uy(t) und z := g(y,t) — g(Py,t).

(¢)—(ir)
S(t)z = S(t)Ay(H)A;'(t)z = S(t)B(t) QA (t)z + S(t)B(t)PQ1(t) Ay (t)z
= S()B(t)QA;*(t)z € im(S(t)B(t)Q).
(t

(ii)—(i) Da im(A(t)) C ker(Qi(t)Az"(t)) und (I — S(t)) ein Projektor auf
im(A(t)) ist, so gilt die Identitét

Qi) A () = Qu(t) A (1)S(1).

Damit gilt:

(AT ()2 = QAT (1)S(H)z = QAT (H)S(H)B(H)Qy, gew. y € R™
= Q)AL (1S AL(t)y = Qu(t) A" (1) Ar(t)y = 0.
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Analog zum Beweis von Lemma 2.2 in Mérz [91] 148t sich auch die letzte Behaup-

tung zeigen. Sei wieder t € 7 fest gewahlt. So gilt aufgrund der Voraussetzungen
fiir Yy € Ug (t)

Q1(t) Ay (t)g, (v, 1)Q = Q1 (t) Ay (t) g, (Py, t) PQ = 0.
Dies bedeutet, daf fiir A;(y,t) := A(t) + g,(y,1)Q die Relation

Q1(t) A () Ay (y,t) = 0

erfiillt ist. Da Qy(¢) der kanonische Projektor auf ker(A;(¢)) lings Si(t) = {z €
IR™ : B(t)Pz € im(A;(t))} ist, so ist nun

im(A, 1 (t) AL (y, ) C Si(t).
Demzufolge gilt

rang(Ay* (1) Ar(y,t)) < dim(S1(t)) = rang(Py(t)),

und mit der Kenntnis, dafl
A () Ar (. (). 1) = Ay () Au(t) = Pu(t)

stets erfiillt ist, finden wir jetzt eine Umgebung Ui (t) C Uy(t) von x,(t), so daB
der Rang der Matrix A,'(t)A;(y,t) fiir y € Uy(t) konstant ist. Also ist auch die
Dimension des Raumes ker(A;(y, t)) fiir y € Uy(t) konstant. Sei jetzt Q1 (y,t) der
orthogonale Projektor auf ker(A;(y,t), y € Uy (t). Dieser hingt dann stetig von y
ab, da A;(y,t) stetig von y abhéngt. Damit ist auch

As(y,t) == Ai(y,t) + g, (y, ) PQ1(y, 1)

stetig beziiglich y.
Da die in z, linearisierte ADG den Traktabilitdts-Index 2 besitzt, so ist auflerdem

Ap(2(t), 1) := Ar(wa(8), 1) + o (2 (1), £) PQu (1)

reguldr und stetig beziiglich ¢. Somit héngt

A2(ya t) = Al (ya t) + gzl/(ya t)PQl(y’ t)

stetig von (y,t) ab. Ferner gilt die gleichméaBige Stetigkeit auf {(y, t) | ||y—z.(¢)|| <

do, t € Iy}, falls Zy C 7 ein abgeschlossenes Intervall ist und dy > 0 so gewé&hlt ist,

daB {y| ||y — z.(t)|| < do, t € Iy} C D. Da die Determinantenfunktion ebenfalls

gleichméBig stetig auf kompakten Mengen ist, so findet man nun einen Radius

d > 0, so daB fiir alle t € Zy die Matrix As(y,t) mit y € B(x.(t),d) regulir ist.
d
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Bemerkung: Die im obigen Lemma angegebenen Bedingungen sind z.B. fiir
Index—2-Hessenberg—Systeme trivial erfiillt. Eine ausfiihrlichere Diskussion dieser
Bedingungen ist in Mérz[91] nachzulesen.

Fiir die weiteren Betrachtungen seien die Voraussetzungen von Lemma 2.3 erfiillt.
Sei im folgenden fiir £ =1,2,..., N:

g = PPy yty, 0= QupTe, W= Qy,
Dann hat das System (2.7a)—(2.7c) die Gestalt:
Up — Up— 1
(U

- h—P(PM — Py 1) (ti—y + Py_1) + PP A5 ByP P ity
l 14

+ PPy Ay (it + P + ) + PPy oAy f (10 — 0¢) = 0 (2.8a)

Bo— g 1 i i ) )
0 - -1 h_gQ(QM — Q1) (fig—1 + Py—1) + QP A3 BoP P yity

+ 1 + QPyeA5  @(tg + P + ) + QP A5 (7 — 67) = 0(2.8b)

-Q

B + Q1,0 Ay ;®(Tiy + Pig) — b = 0,(2.8¢)

Das Gleichungssystem (2.8a)-(2.8¢) hat jetzt die erwarteten Eigenschaften. Die
1. Gleichung widerspiegelt die eigentlich zugrundeliegende diskretisierte Differen-
tialgleichung in der u—Komponente. Die 3. Gleichung ist rein algebraisch und
ermoglicht die Bestimmung der v—Komponente, die lediglich algebraisch von den
anderen Komponenten abhingt. Die 2. Gleichung schliefllich repréisentiert den
algebraischen Zusammenhang zwischen der algebraischen (w—) Komponente und
den differentiellen Komponenten, wobei letztere zum Teil (Qv) differenziert (in
diskretisierter Form) eingehen.
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3 Stabilitits- und Konvergenzresultate

Bevor die erzielten Stabilitits- umd Konvergenzresultate angegeben werden, sol-
len hier zwei Lemmata bewiesen werden, die an spéterer Stelle gebraucht werden.

Lemma 3.1 Seien Ey,Fy,---,E,,F(n € N,n > 2) Banachriume und [ ei-
ne Ct-Abbildung einer offenen Teilmenge A von Ey X Ey X -+ X E, in F. Im
Punkt 2° := (29,25, ---,2%) von A sei f(2°) = 0, und die partielle Ableitung

D, f(x°) sei ein linearer Homomorphismus von E; auf F. Dann gibt es eine

zusammenhdngende offene Umgebung U von (x3,---,2%) in Ey x --- x E, und
eine eindeutig bestimmte C*~Abbildung v von U in Ey derart, dafi die Gleichung
w(xd, - 20) = 2V erfillt ist und fir alle (z9,--+,x,) € U die Beziehungen

(u(zay -+ xn), T2, -+ n) € A und fu(za, -+, 2,), 22, -, x,) =0 gelten.
Weiter gilt fir jedes (xo,---,x,) € U folgende Ungleichung:

(g, -+ zn) —u(zd, - 20)|| < (2| Duyul(ay, -+, 20| + 1)||zo — 25|

+
+ (201D, u(@d, - ap) L+ 1), — 2

Beweis: Die Existenz einer solchen Umgebung U und einer solchen (in U ein-
deutig bestimmten) Abbildung ergibt sich aus dem Satz i{iber implizite Funktio-
nen. Es soll nun gezeigt werden, dafl die angegebene Ungleichung gilt. Dazu sei
(82,++,8,) € By x --+ x E, so gewihlt, da§ der Punkt (23 + s5,---,2% + 5,) in
der Umgebung U liegt. Sei weiter s; := u(zd + s, -+, 20 + 5,) — w(xl, -+, 20).
Nach Voraussetzung gilt dann die Beziehung

f(u(xg,---,xg)+81,x8+82,---,x2+sn) =0

Auflerdem erhélt man s; — 0, falls (s,--+,s,) — (0,---,0). Da nun f in
(z3,- -+, 20) stetig differenzierbar ist, so existiert zu jedem § > 0 ein 7 > 0 derart,
daB fiir alle (s2,-- -, s,) mit ||s;|| < r, i =2,---,n, die Ungleichung

1F (2 +5) = f(2°) = > Dif (2")sill < 03 [lsill
i=1 i=1

erfiillt ist, wenn s := (s1, S2,- -, s,). Nach Definition ist diese Ungleichung mit
folgender dquivalent:

n

132 Dif (2%)sill <63 |lsill
i=1

i=1
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Da D, f(2°) ein linearer Homdomorphismus von E; auf F ist, so [t sich aus der
vorigen Beziehung schlielen, dafl

o1 + é(le(x°>>lDif<x°>si|| < BI(Duf (") ﬁ;usiu

Sei nun ¢ so gewéhlt worden, daB §||(Dy f(z°))7"| < 3. Dann folgt mit Hilfe der
Dreiecksungleichung;:

n 1 n
lsull = 2D )T Dif @) Hlsill < 5 X lsill
1=2 =1

also

sl < i@ll(le(xO))‘lDif(fvo)ll + 1) sl

Sei 0.B.d.A. U bereits so klein gewéihlt worden, da§ U C B(z?,r), dann widerspie-
gelt die letzte Gleichung nach Definition von sy, s5, - -+, s, gerade die Behauptung.
Ol

Lemma 3.2 Sei z, € CX eine Lésung des Systems (2.1). Dann gilt fiir die in
(2.5) definierten Funktionen ®, (¢ =1,2,...,N):
Fiir jedes € > 0 existiert ein (von der Zerleqgung unabhdngiger) Radius 6(€), so
dap fiir alle z € IR™ mit ||z]| < 0(¢) gilt:
(1) [[ ()] <ellzll, N1 Dp(2)]| <€
(i) Wenn Qy(t)A5'(t)g(-,t) stetig differenzierbar ist, so gilt auch:
1QueAZ Pe(2)[| < ellzll. [QueAsi @i(2)]| < e

Beweis: Zunéchst ist ¢/, nach Voraussetzung stetig. Ferner ist z.(-) stetig auf
[to, T] und damit die Menge

{z.(t) | t €[to, T] }
kompakt in IR™. Dann existiert ein Radius » > 0, so dafl die Menge
M :={(z+x.(t)) | t € [to,T], |2 <7, z€ R™}

eine kompakte Teilmenge von D ist. Dann ist g/, gleichméfig stetig auf M und es
gilt:
Ve>03d0(e) >0, de) <r VteE [ty, T):

12l < 0(€) = llg(z + zu(t), £) = g(zs(£), £) — g (w (1), 1)2]| < €]|z]| und

12l < d(€) = llga(z + zu(t), 1) — g (2 (1), 1) ]| < e.

Nach Definition von ®, folgt hieraus die Behauptung (7).
Analog 148t sich auch (7i) beweisen.

23



3.1 Allgemeiner Konvergenzsatz fiir das implizite Euler-
Verfahren

Der folgende Satz stellt das Hauptresultat dieser Arbeit dar. Es wird gezeigt,
daB} bei hinreichend genauen Startwerten und hinreichend kleinen Schrittweiten
das implizite Euler—Verfahren fiir ADGen der Form (2.1) eine Losung liefert, die
gegen die exakte Losung konvergiert, wenn nur die Anderung der numerischen
Storungen im Verhéltnis zur Schrittweite klein bleibt. Dies war nach den bisheri-
gen Ergebnissen der Untersuchungen zum impliziten Euler—Verfahren zu erwar-
ten gewesen. Uberraschend ist jedoch, daf die Stérungen i.a. auch wesentlichen
Einflufl auf die differentiellen Komponenten der Losung des Verfahrens haben
konnen. Dafl dieser Fakt weder an der Beweistechnik noch an der allgemeineren
Form der ADG liegt, macht das im Anschlufl an den Beweis des folgenden Satzes
angefiihrte Beispiel einer ADG in Hessenberg—Form deutlich.

Satz 3.3 Seiz, € C}, eine Lisung des Systems (2.1) und besitze die ADG (2.1)
den Traktabilitits-Index 2. Mit den Bezeichnungen aus Lemma 2.2 sei Q1 (-) ste-
tig differenzierbar auf T und Qy(t)Ay"(t)g(-,t) zweimal stetig differenzierbar. Sei
auflerdem fiir alle t € T die Bedingung

S(t)(g(y,t) — g(Py,t)) € im(S(t)B(t)Q),

y € Up(t), Up(t) € D Umgebung von x.(t), (I —S(t)) ein beliebiger Projektor auf
im(A(t)), aus Lemma 2.3 erfiillt.

Dann ezistieren Konstanten € > 0, C' > 0 und H,0p > 0, so dafs fiir jede Zerle-
gung (2.2) mit hyae < Hypaw folgende Implikation wahr ist:
Wenn die Relationen

10| < & £=0,1,....N
1
T Qua(Azb 9(z0,t0) — 9o (1) t0) =) | < e

N

N
‘.m
~

I
N
=2

1 _ _
h—£||Q1,zAz,§5e — Qu-1457_1 01|

erfillt sind, so liefert das implizite Fulerverfahren eine Lisung x, zum Zeitpunkt
te, £=1,2,...,N und es gilt:

(1)
(max [|P(z(te) = 20)| < C | llw(to) = woll + _max |6 — 7
+ [1Q1,0(Az5(g(w0, t0) — g((t0), o)) — o)l
1
+ Inax h—ZHQl,eAz_}(;z — Que—1A5 1001 ]| ]

2,..N
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(ii)

e [1Q(z (te) — mo)|| < C [ lloa(to) = woll + _max 6 = 7

+ 71 Qua(A7b g s t) = gz (t): 1) = )]

1 _ _
+ max h—EHQuAg,%e - Q1,471A2},15471|| ] -

(=2,..,N

Bemerkung: Die in der P-Komponente auftretende Instabilitit hat ihre Ursache
in der Aufsummierung der Defekte in den ableitungsfreien Gleichungen

Q1,645,700 — Qu -1 A5y deall.

Die Instabilitit in der Q—Komponente riihrt zuséitzlich vom Eingehen von durch
die Differentiation bedingten Termen der Form

Ql,eAz_}(;z - Q1,e—1A2_,%_15e—1
he

her.

Beweis: Sei zunéchst ¢ € {2,..., N} fest gew#hlt und der ¢-te Schritt des im-
pliziten Euler-Verfahrens entsprechend der Herleitung in Kapitel 3 dquivalent
umgeformt in das System:

i — i1 1 i X ) i
ZT“ + h_,_;P(Pl”f — Piy1)(@e—y + Poy_1) + PPy Ay By PP, il
+ PPl,gA;éq)g(ﬂg + Pvu, + ’LT)[) + PPI,ZA;,%(TE — 56) =0 (3.1&)
9 — 1 1 ) ) » N
- QT - h—EQ(Ql,tz — Q1) (g1 + Pg 1) + QPy oAy ¢ ByPPy ity
+ Wy + QP Ay B (tiy + Py + ) + QP Agy (10— 00) = 0 (3.1b)

¥ + QueAy [ Pl + Piy) — 0 = 0, (3.1¢)

wobei 6, := Ql,gAz_}(Sg. In Anlehnung an die Gleichung (3.1c) definieren wir die
Funktion:
Fo(v,u,8) :==v — 0 + Q1,A5;P¢(u + Pv). (3.2)

Dann ist F; zweimal stetig differenzierbar,
Fy(0)=0, F, (0) =1,

und wir konnen folgende Behauptung zeigen:
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Behauptung 1.
Es existieren ein von der Zerlegung unabhéngiger Radius o und eine eindeutig
bestimmte C2-Funktion

fe(u,d) : B(0,a) — B(0,p)

mit den Eigenschaften:

(i) Fo(folie, 00), e, ) = 0
(ii) fe(0) =0, f;(0) =(0,1)
(i) fo(@e 60) = Quef (i, br)

) (oo 80| < Nael| + 310

(iv
Die Aussage (7ii) ist eine einfache Folgerung von (i). Die Richtigkeit der Aus-
sagen (i),(ii) bzw. (iv) wére offensichtlich mit Hilfe des Satzes iiber implizite
Funktionen bzw. Lemma 3.1, wenn der Radius a abhéngig von ¢ gewahlt werden
kann. Um nun zu beweisen, dafl diese Aussagen auch fiir einen von der Zerlegung
unabhéngigen Radius a gelten, soll folgende ” Anwendung” des Banach’schen Fix-
punktsatzes (siehe Dieudonné [85], S.249) verwendet werden:

Lemma 3.4 FEs seien E, F zwei Banachrdume, U bzw. V eine offene Kugel in E
bzw. F mit dem Mittelpunkt 0 und dem Radius p bzw. «. Ferner sei v eine stetige
Abbildung von U x V in F derart, daf$ ||v(z,y1) — v(z,y2)|| < kl|lyr — ye|| fir
x e U,y €V, y €V erfiillt ist; dabei sei k eine der Bedingung 0 < k < 1
gentigende Konstante. Ist dann ||v(z,0)|| < p(1 — k) fiir jedes x € U, so ezistiert
eine eindeutig bestimmte Abbildung f von U in V derart, daf§ f(z) = v(z, f(z))
fiir jedes x € U erfillt ist. Die Abbildung f ist auf U stetig.

Fiir die Abbildung py(v, u,d) := v — Fp(v,u,d) gilt zunéchst:

||p€(vlvuv 5) —pz(vza% 5)“
= [|QueAsi (Pe(u + Pvy) — ®o(u+ Puy))||

1
— | /0 QA5 ¥+ Pvs + s(Pvy — Pua))ds(Pvy — Pus)|

IN

1
/0 ||Q17ZA2_,%(I)’£(U + Puvy + s(Pvy — Pug))||ds||P||||vr — va|| . (3.3)
Nach Lemma 3.2 existieren nun Radien a; und p (unabhéngig von der Zerlegung),
so daB fiir alle v € B(0, ay) und alle (Pvy + s(Pv; — Pvy)) € B(0, p)

1

||Q17[A27’%¢)2(U+P02 + s(Pv; — Pw))|| € === 2||P||
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gilt. Da die Kugel B(0, p) in IR™ konvex ist, so gilt die letzte Ungleichung offenbar
fiir alle s € [0, 1], wenn v; € B(0, p) und v, € B(0, p). Die Ungleichung (3.3) liefert
dann fiir u € B(0, 1), v1 € B(0, p) und vy € B(0, p):

1
||p€(vlvu75) _pZ(v%uv(S)H S 5””1 _UQH . (34)
Andererseits gilt:

lpe(0,u,0)[| =116 — Qu.eA3tPe(u)|
< (0] + [1Que Az @e(u)|

Nun existiert wieder nach Lemma 3.2 ein von der Zerlegung unabhéngiger Radius
a2, so dafl

1@, Az Pe(w)|| < flull
fiir jedes u € B(0, az) gilt. Man erhilt:

[1Pe(0, w O)|| < [6]] + || (3.5)

Wihlt man nun « := min{ip, ai,as}, so liefern die Ungleichungen (3.4) und
(3.5) die gewiinschten Abschétzungen:

1

||p€(07u75)|| < §p

1
|pe(v1,u,0) — pe(v2,u, )| < §||Ul—712||

fir (u,0) € B((0,0),a) und vy, vy € B(0, p).
Wenden wir jetzt Lemma 3.4 an, so erhalten wir:

Es existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung f, die die Kugel B(0, «) in die
Kugel B(0, p) derart abbildet, dafl

fﬁ(uv 5) = pz(fﬁ(uv 5)? u, 5)

fiir alle (u,0) € B(0, «) erfiillt ist, und diese Abbildung f, ist stetig. Wir erhalten
weiter, daf

Fé(fl(ua 5))“’,6) =0

Es bleibt zu zeigen, daf§ f; eine C2-Funktion ist. Dies 148t sich aber in {iblicher
Art und Weise wie beim Beweis des Satzes iiber implizite Funktionen unabhingig
von / zeigen.

Verfolgt man den Beweis von Lemma 3.1, so geniigt es fiir die Abschitzung (iv)
zu zeigen, daf} es einen von der Zerlegung unabhéngigen Radius r gibt, so daf fiir
(iip, 0¢) € Dy x R™ mit ||ig|| < r, ||| < r die Ungleichung

| Fo(fo(ic, 00), tie, 0¢) — foldie, 6¢) + 0ol < %(Hfz(ﬂe,gz)ﬂ + |Jaael| + [16¢)])
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erfiillt ist. Nach Definition von F} ist diese Ungleichung dquivalent zu

|Q1,0A5 P (i + P foltig, 00))| < %(er(ﬂ& 00) || + Nldiel| + 116) 1. (3.6)

Es existiert aber wieder nach Lemma 3.2 ein (von der Zerlegung unabhéngiger)
Radius r, so daB fiir [|ae]| < r, ||0¢]] < v mit || fe(@e, 00)|| < r gilt:

Q1 Az @0 (it + P folig, b¢)) || < 5 (el + [P fe(@e, 00) ).

-
L+ 1Pl

Sei nun 0.B.d.A. p < r, dann folgt unmittelbar die Ungleichung (3.6) und damit
die Behauptung 1.

Die soeben bewiesene Aussage gilt natiirlich auch fiir den vorangegangen Fuler-
Schritt, d.h. fiir die C*>-Funktion

F_i(v,u,0) :==v =0+ Q145 1Po_1(u+ Pv). (3.7)

gilt:
Fr-1(0) =0, Flle (0) =1,

und es existiert wieder eine eindeutig bestimmte C2-Funktion
fer(u,0) : B(0,a) = B(0,p)
mit folgenden Eigenschaften:
Fooy(foor(fig—y, 0p—r), the—1,00-1) =0
féfl(o) =0, féfl(o) = (Oa[)
fooa(le—1,00-1) = Que-1f(te-1,00-1) -

Beriicksichtigt man diese Resultate, so bleibt anstelle des Systems (3.1a)-(3.1c)
folgendes System zu 16sen:

Up — Up_
% + PPy A3L By PPy i
¢
1 5 -
+ —P(Piy— Pry—1)(t—1 + Pto_1)

I,
+ PPy Ay ;®o (i + Pfoliie, o) + We) + PPreAyf(te— ) = 0 (3.8a)

Foliie, 00) — fo1(the 1,00 1)
hy
- %Q(Qw — Q1,0-1) (U1 + Py_y) + Wy

+ QP Ay (it + Pfiliie, o) + W) + QPreAy (e — ) = 0 (3.8b)

- Q + QP A5 BePPy iy

O — foliig, 00) = 0. (3.8¢)
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Um nun die Gleichung (3.8b) nach w, auflésen zu konnen, ist es offenbar not-
wendig, die Differenz von fi(i, d¢) — fo_1(@_1,d¢_1) néher auf ihr Verhiltnis zur
Schrittweite h, hin zu untersuchen. Dazu schreiben wir die Gleichung

Fooy (-1, 10-1,00-1) =0
in folgender Form:
Be—1 — Oe—1 + QueAy [ @(lie—y + Ply—y) — (=0,
wobei
Co = QureAy ;Po(tig—1 + Pip1) — Quo—1Ayj_Po1 (i1 + Pip_y).
Dann gilt entsprechend den Eigenschaften von F} fiir die Funktion
Uy(v,u,0,() :=v—0+ Ql,gAz_éq)[(U + Pv) — C,
daBl ¥, von der Klasse C? ist und
T,(0) = 0, W, (0) = 1.

Es existieren ein von der Zerlegung unabhingiger Radius v und eine eindeutig
bestimmte C2-Funktion

e(u,0,¢) = B(0,y) — B(0,v")

mit den Eigenschaften:

\Ilg(g/)g(u,é, C),u,é, C) =0
1400 (u, 6, O < [lull + 3[16]] + 3IC]]- (3.9)

AuBlerdem haben wir nach Definition von WU,:
Fo(0, g, 0¢) = W (i, g, 07, 0) .
Aufgrund der Eindeutigkeit der Funktionen f, und 1, gilt:
foliie, 60) = ve(iig, 0, 0)

fiir
il < minfa,7} und ] < minfa,q}

Andererseits war (; gerade so definiert, daf} :

Fypq (D1, ft0—1,00-1) = Wo(Bp_1, fio_1, 001, ) -
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Die Eindeutigkeit der Funktionen f,_; und 1, liefert:
oot (=1, 60-1) = e(ite—1, 6¢-1, Cr)
fiir
[de-1]l < min{B, 9}, [[6-af] < min{B,9}  und |G < 7.

Es bleibt die Frage, unter welchen Bedingungen, die Relation ||(,|] < ~ gilt.
Deshalb wird jetzt (, genauer untersucht:

= QI,EAQ_,%(I)Z(alfl + Piy_q) — Ql,eflAg_},lq)tzfl(ﬁefl + Py_q)
Nun gilt fiir beliebige y € {Dy N Dy_y }:

QueA;Pi(y) — Qo145 1Pea(y) = g(= (te—1) + Yy, te1)

(te-1)ste1))

(T (te1)s te-1))y

w(te) +y,te) — g(x
= (9((t), te) — gl
(92 (@« (te), 1) = 0

= /01(51'(33*(3(8)) +y,2(5)) = §'(2:(2(5)), 2(5)) = (§') (@ (2(5)), 2(5))y) ds he

wobei §(z,t) == Q1(t) Ay (t)g(z,t) und z(s) := st + (1 — s)t,_; .
Da ¢ zweimal stetig differenzierbar beziiglich x ist, so gilt weiter:
Ve>0do>0V0<s<1:

19" (2. (2(s)) + 9, 2(5)) = §'(2:(2(5)), 2(5)) = (9 (@ (2(5)), 2())yll < eyl ,

wenn ||y|| < o.
Wir erhalten fiir (;:

1Gell < che(llte—1l] + [[POe-ll) (3.10)

wenn ||a,_1|| < o und ||P?,_1|| < . Dies bedeutet, da} ||(,|| < v gilt, falls die
Schrittweite h, hinreichend klein ist.

Setzen wir nun die entsprechenden Funktionswerte der Funktion 1), anstelle von
foltig, 00) — fo1(fi_1,0,—y) in die Gleichung (3.8b) ein, so ergibt sich:

_Q/ Pi(stie + (L= 8)iig1, 500 + L= 5)0¢1, (L= 9)C) dS( htl’ 1’(54_}31 x _hjé)

- h—EQ(Ql,e—QLeq)(@zq + Piyg_y) + 1 + QPre Ay @ (iig + P foliig, 0¢) + 1)
+ QP Ay Bty + QP Ay 7o — QPLyAs 16, = 0.
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Nun 148t sich mit Hilfe von (3.8a) W%ﬁf*l ersetzen durch

1 _ _ _ _
h—P(PLz — P 1) (tg—1 + Pop_y) — PP1,4A2,%BZPP1,4W
¢

— PPy Ay + PPy A3 360 — PPy oAz ®(iig + P fo(iie, 0¢) + i)
Zur kiirzeren Schreibweise seien:

i
he

_

= . 3.11
ve= (3.11)

b
Jetzt konnen wir (3.8b) nach w, auflésen. Dazu definieren wir folgende Funktion:
Ko(w, 1,0 — 7,00, @iy, Dp_1, jie, Vg) =
) /01 Wy(su+ (L—9) i1, 00 + (s — Dhgpie, (s— D) hery) ds *
« h%P(PM — Py 1) ity + Pii_1) — PPy oAy ;BePP gu
+PP1,4A2_}((5 —T)— PP1,ZA2_}‘I)E(U + Pfo(u,00) + w), pie, v )

— 2 QUQur = Qut) (s + Pey) +

+ QP A7 ®o(u + Pfo(u, 00) +w) + QPyeAs  Bou — QP A3 (6 — 7),
fiir die gilt: K, ist zweimal stetig differenzierbar,

K,(0) =0, K], (0) = 1.

Behauptung 2.
Es existieren ein von der Zerlegung unabhéngiger Radius o und eine eindeutig
bestimmte C'-Funktion

k((u,(s—T,g[,ﬁg,]_,@g,]_,/lg,l/g) : B(O’O-) - B(0777)

mit den Eigenschaften:

(i) Ko(ko(tio, 00 — 7oy 00y tho—1y Dp1, fhey Ve), Ggy O — To, Opy Ghe—1, Dy 1, oy Vo) = 0,
F(0) = 0
(i) kp(0) = (= QPr A5 Be, QP A3, 0, %IQ(QL@—QM—Q? h%,Q(Ql,Z_Ql,Z—I)a
Q, Q)

(iii) Kot 0 — Ty, 0p, tp—1, Vo1, for, V) = Qko(the, 6p — Ty, O, Thp—1, Vg1, fhe; Vo)
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(iv) |[ke(ite, ¢ — To, 00, b1, De—1, o, Vi) ||
< (1+21QPL Ay  Bell) lltiell + (1 + 2|QPye Az fll) 116 — 7ol + [|0¢]
+ (142 1Q(Que — Que I (|l + Nl8eal]) + (L +2(1QIN ([l zell + llwo)]])

Fiir die Richtigkeit dieser Behauptung bleibt wieder zu zeigen, dafl der Radius
o unabhéingig von der Zerlegung gewahlt werden kann. Die dazu anzustellenden
Uberlegungen sind im wesentlichen analog zu den Betrachtungen zu Behauptung
1. fiir Fy. Jedoch sind noch einige zusétzliche Fakten nachzuweisen. Deshalb sollen
sie im folgenden angefiihrt werden.

Wir wollen wieder Lemma 3.4 benutzen und definieren:

Qo(w, w, & — T, 00, thg—y, Vo1, pos i) = w — Ko(w,w,d — T, 0g, fbg—y, Vo1, fbes Ve)-
(1) Dann gilt:
lqe(wy,u, 6 — 7,00, Ttp—1, o1, f1g, Vo) — qe(wa, 1, 6 = T, ¢, Gy, D1, fre, )]
<|lQ /01 Yy (su+ (L=9iie—1, 00 + (s— Dhupe, (s—Dhevy) dis *
(= PPy oAy [ (®o(u+ P fo(u,d0) + wr) — o(u+ P fo(u, o) + w2)],0,0)]|
+|QP1 A5 (®o(u+ Pfolu, 00) + wy) — Oy (u + Pfo(u,d0) +ws))||. (3.12)
(a) Zunéchst soll die Differenz
@0 (u + Pfo(u,dp) +wi) — Do(u+ Pfo(u,de) +ws)||
abgeschiitzt werden. Sei dazu z := u + P fy(u, ;).
|Po(z + w1) — Po(z + wo)|

1
= | /0 Q) (z + 7wy + (1 — 7)ws) dr (w1 — ws)||

Sei k > 0 bliebig, aber fest. Dann existieren nach Lemma 3.2 Radien
o1(x) und 7 (k) (unabhéngig von der Zerlegung), so daf fiir alle z €
B(0,01(x)) und wy, ws € B(0,n1(k)) gilt:

|9 (2 4+ 1wy + (1 — T)ws)|| < k.
Von z wissen wir:

lell = lu+Pfe(woll
< el + [Pl + 3[l0l]),

wenn (u,d,) € B(0,a).
Also existiert ein o5(k) > 0 (von der Zerlegung unabhéngig), so daf}
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(2)

fiir (u,0;) € B(0,05(x)) die Elementbeziehung z € B(0,01(k)) gilt.
Damit erhalten wir folgende Ungleichung fiir (u,d,) € B(0, 02(x)) und
wy, wz € B(0, m(k)):

1@ (P fo(u, 00)+wy ) =P (utP fo(u, 0p)+ws)|| < & ||wi—ws]|. (3.13)

(b) Nun betrachten wir

1 ~
/0 Py(su + (L= 9)t—_1, 00 + (s— Voo, (s—)hovy) ds

etwas genauer. Es war v, stetig auf B(0,~). Daher ist fiir beliebige
0 < m < v die Funktion 1, auch stetig auf der kompakten Menge
B(0,4;) und somit 1, beschriankt auf B(0,+;). Dies bedeutet, daf es

eine Konstante C' > 0 gibt, so daf fiir (u, @¢_1, d¢, hepte, heve) € B(0,71)
gilt:

1 N
[ /0 Py(su+ L —98) 1,00 + (s—Dhope, (s—Dhery) ds|]| < C.  (3.14)

Unter Beriicksichtigung von (3.10) und (3.11) finden wir fiir hinrei-
chend kleine Schrittweiten h, einen (von der Zerlegung unabhéngigen)
Radius o3 > 0 so, daf} die folgende Relation gilt:

(U, a[*la 5(7 SE - g[*l) € B(Oa 0-3) = (U, al*la g@a h’é,ufa h(Vg) € B(Oa 71)

Fassen wir (3.12), (3.13), (3.14) zusammen und beachten, daf es eine von
der Zerlegung unabhéngige untere Schranke > 0 fiir ||QP1,ZA2_’,%|| gibt, so
finden wir feste Radien o4 > 0 und n > 0, so daf§ fiir

(w, p1, 0,00 — 55,1) € B(0,04) und wy,wy € B(0,7n)
gilt:
||qg(’LU1, u, o — T, Sﬁv a[—la 6Z—17 e, VZ) - QZ(U)Zv u, o — T, Sﬁv a[—lv QN}E—I? e, Vﬁ) ||

1

(0, u, 8 — 7, 8¢, o1, Vo1, fie, ve) |
= |-@ /01 Yy(su+ (L—9)ii_1, 00 + (s—Dhopie, (s— D hery) ds *
* (higP(Pl’e — Pyy1) (@1 + Py—y) — PPMA;’%BZPPMU
+ PPl,gAié(é —-7)— PPl,gA;éq)g(u + Pfo(u, Sg)), Lo, Ve)
- %Q(Qm — Q1,0-1) (U1 + Pp_y) + Qpl,eAg_}BeU

+ QP oAyt ®o(u+ Pfo(u,d0)) — QP Ay (6 — 7| (3.16)
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(a) Sei wieder z := u + P fy(u,0;). Nach Lemma 3.2 existiert ein (von der
Zerlegung unabhéngiger) Radius o5 > 0, so daf} fiir alle z € B(0, 05)
gilt:

[@e(2)] < Izl

Sei jetzt o5 > 0 so gewihlt, da o5 < a und fiir alle (u,d;) € B(0, 04)
gilt: )
[[wll + P[] + 3[16el]) < os.

Dann haben wir:

1@e(u + Pfo(u,d))ll = [1@e(2)]| < |2l i
< lull + [Pl + 31[0c]) < o5. (3.17)

(b) Wie schon in 1.(b) gezeigt wurde, existiert eine Konstante ¢; > 0, so
daf} fiir (U, Up_1, (5[, (5[ — (Sg_l) S B(O, 0'3) gllt

1 -
I /0 Yy(su+ L—8)tg_1,00 + (s— Dhope, (s—Dhory) ds|| < er. (3.18)

(c) Da Q1(:) und Pi(-) nach Voraussetzung stetig differenzierbar auf 7
sind, so existiert eine von der Zerlegung unabhéngige Konstante ¢y, so
daf :

1 1
h—||P1,é — Py1|| < co und h_HQM — Q1] < co. (3.19)
¢ ¢

Fassen wir (3.16)-(3.19) zusammen und beachten, daf} es eine von der Zer-
legung unabhiingige untere Schranke > 0 fiir | P, oA, ;| gibt, so finden wir
einen festen Radius o7 > 0 und eine Konstante C' > 0, so daf fiir

(U, 0 — T, Sﬂa SE - 5(*17 a[*la 6(*17 Le, V@) € B(07 07)
gilt:

||q€(07 u, 0 — T, Sla ﬂ'l*la 65717 Le, Vl)” <
C (Null + 106 = 7l + [ocll + Naie—all + [[Te—a [l + [lpzell + [[ve)[])

Sei nun o > 0 so klein, daB fir (u,0 — 7, 00,00 — Sg,l,ﬂg,l,@g,l,ug,ug) €
B(0,0) gilt:

. i X 1
C Cllull +110 = 7+ Woell + Nae—sll + |Feal] + el + leo)ll )< .

Dann gilt:
~ ~ 1
||q€(0a u, o — T, 5(7 Up—1,5Vo—1,5 Moty VZ)“ < 5"7 (320)
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Unter Anwendung von Lemma 3.4 folgen aus (3.15) und (3.20) die Aussagen
(i)-(iii) von Behauptung 2. Fiir die Abschitzung (iv) geniigt es nach Beweis
von Lemma 3.1 wieder zu zeigen, dafl es einen von der Zerlegung unabhéngigen
Radius r gibt, so daf fir (@, d, — 77, O, Tip—1, Vo1, e, ve) € B((0),r) gilt:

1Ko (Ko (i, 60 = To. g Tho—1, Be—, fhes Vo), Thes 60 — Toy g, Too—1, Be—1, fhe, V)
—Dic, (0) (i, 6¢ — 72, 0¢, g1, D1, e, ve) " ||
1, . < - -
< g laell +110e = 7ell + 110l + laell + oo | + lpsel| + lee)). - (3.21)
Beachtet man nun die Definition von K, und Lemma 3.2, so ist fiir die Richtigkeit

der Ungleichung (3.21) hinreichend, daf§ es fiir jedes € > 0 ein 7(¢) gibt, so daf
fir (u, w—1, 0¢, heie, heve) € B((0),7(€)) und alle £ = 1,2, ..., N gilt:

b (su + (1= 8)itg—1, 0¢ + (s — Dhopie, (s— Do) — 5(0)]] < €. (3.22)
Sei zur kiirzeren Schreibweise:
2= (su 4 (1 —8)tig_1,00 + (s — Dhepe, (s— 1) hery).
Dann gilt:
Pi(z) = —(I 4 QueAy ®o(su+ 1=ty + Pipy(z))P) ' =
# (QueAy Po(su+ (L =9ty + Pipe(2)), —1,—1)
und

102(0) = (Oalv I)'

Wendet man wiederum Lemma 3.2 an, so lift sich (3.22) nachweisen, womit auch
die Ungleichung (iv) und schliefilich die Behauptung 2. gilt.
Es bleibt, Gleichung (3.8a) nach @, aufzulosen, welche nun folgende Gestalt hat:

iy = Up—1+ P(Pig— Piy—1)(t—1 + Pvy_1)
— hgppl’gA;’%ngpl’gﬁg —+ hgpplngi; (5@ — Tg) (323)

— hePPy Ay @it + Pfo(tie, 6¢) + ke(Tie, 60 — 70, 00, g1, De_1, fie, )
Wir definieren:

Ro(w, 8¢ — 74,00, g1, Vg1, Jiay V) =
w— gy — P(Piy— Piy_1)(@—1 + P_1)
+ hyPPy Ay ByPPy gu — hyPPy oAy 3 (6, — 70)

+ hePPy Ay j®o(w+ P folu, 00) + ke(u, 6 — 70, 00, 1, Be_1, fie, V2)).
Es gilt: R, ist stetig differenzierbar,
Ry(0) =0, R}, (0) =1+ h PP, A;;B,PP,.
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Beachtet man die Eigenschaften von ®,, f, und £, so erhélt man mit den gleichen
Argumenten wie zuvor:

Es existieren fiir hinreichend kleine h, ein Radius x (unabhéngig von der Zerle-
gung) und eine eindeutig bestimmte C'-Funktion

Tg((s - T, SZ? ﬂﬁ—la 6Z—17 He, Vﬁ) : B((O)a X) — B(Oa XI)
mit den Eigenschaften:

Ry(re(0¢ — 70, 00, U1, Do—1, fbos Vi), 00 — Ta, Opy U1, Vo—1, foy Ve) = 0, 74(0) =0
re(0¢ — Ty, Opy o1, Vo1, fo, Vo) = PPy gr¢(60 — Ty, 0g, Uo—1, Vo1, foe, Vi)

Nun ist die so ermittelte Funktion

Fo(8 — 7, 60, Wy, Vo1, poy Vi) 1=
re(8 — 7, 00, dh—1, o1, e, Ve)
+ Pfo(re(0 — 7.0, Tig—1, Do, fies i), O0)
+ k(re(8 — 7, b, ey, D1, fhes Ve), Ot Tos dey g, Vo1, fhes V)

eine Losung des Systems (3.1a)—(3.1¢), d.h. das implizite Euler-Verfahren liefert
eine Losung x, zum Zeitpunkt ¢, fiir £ =2,..., N.

Betrachten wir wieder die Gleichung (3.23), so erhalten wir fiir hinreichend kleine
Schrittweiten h, mit Standardargumenten, daf fiir

(6 - T, Sﬂa a[*la 6(*17 e, V@) € B((0)7 X) :

]| <
-1 ~1 1 -1
| 1= he(|PPLeAL BeP Pl + LIPPLeAy |2+ | P+ 2|QPLeA § Bel))) |

* [ [1+[[P(Pre— Pre-1)|
_ 1 .
+ heL| PP Ay 7l (1 + 2h—€||Q(Q1,e — Que1) D]l
+ [I1P(Pre— Pre)ll

_ 1 .
+ heL|| PP Az ||(1 + Qh_EHQ(Ql,E — Que-)|) ] |ve-1]]

+ [hel PPreAs || + he LI PPyeAs || (14 21QP1eAg ) ] l1de — 7]
+heL|| PPLeAy | (L+ 3] P11 0]

+ heL|| PPyeA gl (1 +201QID) (llell + Ilwell) ] (3.24)
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wenn L Lipschitzkonstante von ®, ist.
Es sei hier bemerkt, daf} es ein I € IR gibt, so daf§ L Lipschitzkonstante von &,
auf Dy fiir alle £ = 1,2, ..., N ist. Denn fiir beliebige y, 2 € D, gilt:

|@e(y) — o(2)]|
< gy +@a(te), te) — g(z 4+ 2u(te), to) || + (195 (y + 2 (te), L[] [ly — 2]
< (L1 + Lo)|ly — 2|,

wobei Ly Lipschitzkonstante von g und Lo Lipschitzkonstante von ¢!, sind.
Es existieren also eine von der Zerlegung unabhéngige Konstante C7 und eine ma-
ximale Schrittweite H,,q., so daB fiir hy < H,,a, und (6 — 7, 8¢, Wp_1, Up_1, fbe, Vi) €

B((0), x) gilt:
ad] < (1 —heCr) s [ (1 + heC) |1 || 4 ReCr|De-1|

heC1l|6e = 7oll + heCylldell + heCr(llpuell + Nlvll) | -
Unter Beriicksichtigung von (3.10), (3.11), und der Tatsache, daf}
106l] = [|QueAzt8ell = Q1,455 (8¢ — 7).
finden wir eine Konstante Cy > 0, so dafl :

liagll < (1= heCo) ™% [ (1 + heCo) -] + heCol| B |
heCal|6¢ — 7] +Cz||5e—5ef1|| ] . (3.25)

Anfangs hatten wir vorausgesetzt, da3 ¢ > 2. So bleibt also noch der Fall / =1
zu untersuchen.

Verfolgt man noch einmal alle bisherigen Darlegungen, so lassen sich alle Schliisse
auch fiir £ = 1 nachvollziehen. Den einzigen Unterschied, den es zu beachten gilt,
ist die Tatsache, daf} wir keine Funktion f, zur Verfiigung haben und dement-
sprechend (; etwas anders definiert werden muss, ndmlich:

G = Q1,000 — 50 + Ql,lAﬁq’l(ﬂo + P?y).

Mit den Voraussetzungen des Satzes hat dann (; auch die Eigenschaften, die fiir
¢ (£ > 2) bendtigt wurden und es folgt mit Behauptung 1, Behauptung 2 und
(3.25) die Behauptung des Satzes.

Ol

3.2 Beispiel fiir die Verkopplung der verschiedenen Fehler

Wir betrachten folgendes autonome Index-2-Beispiel in Hessenberg-Form:

o (ry— 1)z = 0
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rh—x3 = 0
I’Q—]_

=0
T

mit der Anfangsbedingung

Tt (tg) =1
Offenbar gibt es nur die eine Losung

r1 = 1

To = 1

ry = 0

Es sei hier bemerkt, dafl das Beispiel gerade so konstruiert ist, dafl (x1,0,0) =
PPz, (0,22,0) = PQiz und (0,0, 23) = Qz entsprechend der obigen Notation
sind, und das System bereits in aufgespaltener Form vorliegt.

Das implizite Euler-Verfahren ergibt bei gegebenem Anfangswert 1 o und Stérun-
gen oy im /-ten Schritt folgende Iteration:

T — T10—
% + ("L.Q’[ - 1)1’%74 = (51,4 (326&)
Tay — T2,0-1 — 1y, = 52,£ (326b)
he
-1
LU (3.26¢)
T,

fir =1,2,...,N.
Zunichst liefert die Gleichung (3.26c¢):

Toy—1 = x1003, und

T20—-1 — 1 xl,E7153,€71

fiir £ =2,..., N.
Setzt man dies in Gleichung (3.26b) und (3.26a) ein, so ergibt sich

21,0030 — T1,0-103,0-1 = hexs ¢ + heday

und weiter

$1,z53,e - 331,[—153,z-1 2
— 09,0)° + hedy

T = T1,0-1 + her1,003,0( h
¢

Damit nun wiinschenswerter Weise

xl,Z = $17Z_1 + O(h)
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gelten kann (sei an dieser Stelle die Schrittweite h konstant), ist offenbar notwen-

dig, daf}
xl,e53,é - x1,€7163,471
h

0(1) = 3717[637[( - 62,()2 + 61,[ )

d.h.

030 — T1,0-103,0—
T1,003¢ }xll,e 103,0-1 _ 0(1)
gilt. Dies bedeutet, daf3 selbst die differentiellen Komponenten von der schwachen
Instabilitdt wesentlich beeinflufit werden.

Mit dem im 4. Abschnitt angegebenen Programm wurde dieses Beispiel auch mit
konstanten Schrittweiten (1072 — 10™*) und dem Anfangspunkt ¢, = 0 getestet.
Aufgrund der besonders einfachen Gestalt der algebraischen Nebenbedingung sind
die Fehler durch den Abbruch des Newtonverfahrens (bei einer Genauigkeit von
107®) und die Rundungsfehler bei Schrittweiten, die nicht kleiner als 1078 sind,
nicht sichtbar. Um nun aber den Einfluf} dieser Fehler auf die differentiellen Kom-
ponenten zu zeigen, wurden kiinstlich Rundungsfehler in der zweiten Komponente
der Gréfenordnung 1076 eingefiihrt. Die Auswirkungen auf die erste Komponente
zeigt die folgende Tabelle, in der der absolute Fehler angegeben ist:

Zeitpunkt Schrittweite
1.0E-2 1.0E-3 1.0E-4
1.0E+42 2.372E-11 2.151E-9 2.174E-7
2.0E+2 4.741E-11 4.302E-9 4.347E-7
3.0E+2 7.108E-11 6.452E-9 6.521E-7
4.0E+2 9.477E-11 8.603E-9 8.694E-7
5.0E+2 1.184E-10 1.075E-8 1.086E-6
6.0E+2 1.421E-10 1.290E-8 1.304E-6
7.0E+2 1.658E-10 1.505E-8 1.522E-6
8.0E+2 1.895E-10 1.721E-8 1.739E-6
9.0E+2 2.108E-10 1.935E-8 1.956E-6
1.0E+3 2.345E-10 2.129E-8 2.151E-6

Die erhaltenen Werte widerspiegeln also die theoretischen Ergebnisse. Im Ge-
gensatz zu den allgemeinen Erwartungen und Hoffnungen kann sich eine Ver-
kleinerung der Schrittweite bei bestimmten nichtlinearen Index-2-ADGen nicht
nur negativ auf die algebraische Komponente, sondern auch auf die differentielle
Komponente auswirken.

3.3 Stabilitéit fiir spezielle Probleme

Die Aussage des Satzes 3.3 1afit sich fiir spezielle Probleme in der gewiinschten
Weise verbessern, dafl der Einflufl der Stérungen durch die numerische Rechnung
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in der differentiellen Komponente Px unabhéngig von der Schrittweite beschrinkt
bleibt, wie dies z.B. fiir lineare Index-2-Probleme schon gut bekannt ist (vgl.
Abschnitt 1.3). Hier soll nun eine etwas groflere Klasse angegeben werden, fiir die
dies der Fall ist.

Satz 3.5 Seiz, € C} eine Lisung des Systems (2.1) und besitze die ADG (2.1)
den Traktabilitits-Index 2. Mit den Bezeichnungen aus Lemma 2.2 sei QQ1(+) stetig
differenzierbar auf T und Q1(t)Ay (t)g(-,t) stetig differenzierbar. Sei auferdem
in einer Umgebung der Kurve x,(-) die nichtlineare Funktion g darstellbar als

g(z,t) = §(Pz,t) + B(t)Qx,

hinge also nur linear von der algebraischen Komponente Qx ab.
Dann ezistieren Konstanten € > 0, C' > 0 und H,0p > 0, so dafs fiir jede Zerle-
gung (2.2) mit hyae < Hpae folgende Implikation wahr ist:
Wenn die Relationen
loc|| <€, £=0,1,...N

erfillt sind, so liefert das implizite Fulerverfahren eine Lisung x, zum Zeitpunkt
te, 0=1,2,..., N, und es gilt:
(1)

nax (Pt = ao) | < C [ [la(to) = ol + _max 1o — 7] |

(i)

nax (1Q(.(te) —xo)| < C | llw(to) = woll + _max 6 — 7

1
+ h—1||Q1,0A5,(1)(9($07 to) — g(x«(to), to) — do)||

1 _ _
+ max h—é“Ql,eAg}(Sé — Ql,eflAz,Lﬁe*lH ] .

0=2,...,N

Beweis: Sei £ € {1,..., N} fest gewihlt und der ¢-te Schritt des impliziten Euler-
Verfahrens wieder entsprechend der Herleitung in Kapitel 2 Aquivalent umgeformt
in das System:

Up — Up_ 1 N N _ -
% + h—P(Pl,g — Pl,g_l)(Ug_1 + Pvg_l) + PPl,gAQéBgPPLZ’U,g
0 ¢
+ PPy Ay & (ity + POy + W) + PPy Ay (10— 0) =0 (3.27a)

Vg — Vg 1 N - _ -
% = 7 QQue = Que—1)(te—1 + PU) + QP Az BeP P
¢ ¢

+ wp + QPL[A;’%QZ(’LNLZ + Pu, + ’LZ)g) + QPl,gAgé (Tg - (Sg) =0 (327b)

-Q

U+ QoA @iy + Ph) — 0, =0,  (3.27c)
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wobei &, 1= QLZAQ_,%Z. In dem jetzt betrachteten Fall vereinfacht sich dieses
System zu

Up — Up— 1 N - _ -
% + h—P(PLg — Plvg,l)(Ugfl —+ PUgfl) —+ PPI,EAQV;BEPPI,EUE
l l
+ PPy A5 @t + Pig) + PPy Ay y (1 — 6) =0 (3.28a)
Vg — U1 1 . - . .
- QT - h_éQ(Ql,é — Q1o 1) (g1 + Pp 1) + QPy Ay By PPy iy
+ w, + QPl,gA;éq)g(ﬂg + P@g) + QPl,gA;é (Tg — (5[) =0 (328b)

U+ Que Az, @ity + Piy) — b = 0, (3.28c¢)
denn aufgrund der speziellen Gestalt von g ergibt sich fiir ®,:
®,(y) = ®(Py) Vy € Dy.

Entscheidendend fiir die qualitative Verbesserung der Ergebnisse in dem jetzt
betrachteten Fall ist die Tatsache, daf§ die Gleichung (3.28a) nicht mehr von w,
abhédngt und somit die Diskretisierung der “eigentlichen” Differentialgleichung
nicht mehr mit der algebraischen Komponente verkoppelt ist. Damit konnen wir
auch unsere Strategie etwas dndern. Zunéchst 16sen wir wieder die Gleichung
(3.28¢) nach 9, auf. Dies ermoglicht es uns bereits die Gleichung (3.28a) als nicht-
lineare Gleichung in %, zu l6sen und am Ende ergibt sich die Komponente w, aus
der Gleichung (3.28b) als einfache Zuweisung. Wir definieren also wieder

Fo(v,u,0) :==v — 0 + Q1,0A5 ;1 ®¢(u + Pv). (3.29)

und es gilt wie im Beweis von Satz 3.3:
Es existieren ein von der Zerlegung unabhéngiger Radius o und eine eindeutig
bestimmte C'-Funktion

fl(uaé) : B((0,0),a) — B(O,p)

mit den Eigenschaften:

(i) Fo(fo(die, d¢), ite, 0¢) = 0
(11) fZ(OvO) = 07 fé(0,0) = (OvI)
(iii) fo(die, 0¢) = Quof (ilg, 00)
(iv)

(e, d) | < Naell + 3]16l- (3.30)
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Jetzt bleibt anstelle des Systems (3.28a)-(3.28¢) folgendes System zu lésen:

iy — g1 + hePPy A5 BeP Py giig
+P(Pip— Py 1)(t—1+ P q)
+ hePPy Ay ;O (g + Pfoliie, 00)) + hePPy oAy (7o —0)) = 0 (3.31a)

fo(y, Se) — v
hy

1 N - 5

- h_gQ(Ql’Z — Q1,0-1)(tg—1 + Py_1) + w,

+ QP Ay ;P it + Pfoliie, 00)) + QPreAyy(me—6) = 0 (3.31b)

- Q 1+ QP1, A5 BePPy i

o — fo(iig,00) = 0. (3.31c)
Um nun die Gleichung (3.31a) zu l6sen, definieren wir die Abbildung

R((U, 6( — Tu, g@a a[*la 6[*1) =
w— g1+ P(Prg— Pre 1)1+ P 1) + hePPy oAy BiPPygu
— hePPi A7y (8 — 7o) + hePPr A3 ®o(u+ Pfo(u, b))

Es existieren wieder fiir hinreichend kleine h, ein Radius x (unabhéingig von der
Zerlegung) und eine eindeutig bestimmte C'-Funktion

7"[(6 - T, S@a al*la 6Z*l) : B((O)a X) — B(Oa XI)
mit den Eigenschaften:

Ro(re(80 — 70,00, b1, T0_1), 00 — 7o, 00, lg_1, Do_1) = 0, 7¢(0) = 0
re(0¢ — Ty, 0py o1, Ve—1) = PPy (60 — T4, 0p, Up—1, V1)

und mit Standardargumenten erhalten wir fiir hinreichend kleine Schrittweiten
he, daf} fiir

(6 - T, Sﬂaﬂéflaﬁffl) € B((O)7X) :

laie|| <
-1
[ 1= (| PPyeAs i BeP Pyl + LI PPLAS I (1 + (1 P])) |

w [ L+ 1P(Pry = Pro—) [llite—all + [P(Pre = Pro—) || |5

+hel PPLeAs £ I8¢ = 72l + Re3LI PPLAS I PI 11061 ], (3.32)
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wenn L Lipschitzkonstante von ®, ist.
Schliellich gilt nun fiir w,:

Foliig, 0¢) — v
he

1 N _
+ h—EQ(Ql,e — Q1,0-1)(Gp—1 + PUy_y)
— QP A3 P (i + Pfolite, 00)) — QPreAsy (1o — 6).  (3.33)

W = @ S QP Ay B,PP, i

Die so ermittelte Funktion

Eo(6 — 7,00, W1, Tp_q) =
ro(0 — 7,00, o1, Do—1)
+ Pfo(re(6 — 7,00, Gh¢ 1,70 1), 0¢)
+ ke(re(8 — 7,60, g1, De-1), O¢, e, Oy The—1, Vo—1)

ist eine Losung des Systems (3.27a)—(3.27c), d.h. das implizite Euler-Verfahren
liefert eine Losung z, zum Zeitpunkt ¢, fiir £ =1,2,..., N.
Die erste im Satz angegebene Abschétzung (i) folgt nun unter Beriicksichtigung
der Beziehung 5

1300 = 1Qu.eA5 160l = @045 (6 — 7

aus den Ungleichungen (3.30) und (3.32).
Um nun die im Satz angegebene zweite Abschétzung (ii) zu erhalten, miissen wir
in der Gleichung (3.33) nochmals die Differenz

fo(t, Se) — Up—1

im Verhéltnis zur Schrittweite h, untersuchen. Dazu seien (, und ¥, wie im Beweis
von Satz 3.3 definiert und man erhélt ebenso fiir £ > 2:

Es existieren ein von der Zerlegung unabhingiger Radius v und eine Konstante
C > 0, so daB fiir (ﬁg — Uy 1, gg — 5471, Cg) € B((O),’}/):

| fo(ite, 60) — ?Nief1||

| fo(ie, f{z) — fo—1 (-1, 34:1)“
e (i, 07, Co) — e(to—1, 60—1,0)|

1 . . L
= /0 Yo(stie + (L —9) i1, 800 + (1 —9)0p1,8C) ds(te — 1,00 — 071, o) ||
< C(|lie = g || + 116¢ = de—1 | + 1)) (3.34)

Fiir (; bekommen wir:
Es existiert nun fiir jedes € > 0 eine Konstante 6 > 0, so daf fiir 9y < # gilt:

|Gl = [|Q1,000 — 50 + Ql,lAiiq’l(ﬂo + Piy) ||
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< |Q11A51(D1(80) — @o(d0)) || + [[(Q1.1 457 — Q1.0455)Po(d0)]]

+ [|Q10A5,5P0(d0) — 0y + Q1,00

eh1 + ||Q1,0A2_,f1)(¢0(50) — dg) + Q1,00]|

ehy + ||Q170(A2i(1](g(x0,t0) — g(z«(t0), o)) — o) || (3.35)

Mit den Gleichungen bzw. Ungleichungen (3.32)-(3.35) folgt nun die Behauptung.

<
<
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4 Praktische Realisierung der BDF

In den vergangenen Jahren wurden bereits einige effektive Codes mittels der
BDF fiir Anfangswertaufgaben von Algebro-Differentialgleichungen entwickelt.
An dieser Stelle seien die Programmpakete LSODI von Hindmarsh [80], DASSL
von Petzold [83] und SPRINT von Berzins & Furzeland [85] erwéhnt. Jedoch
sind diese nur fiir Systeme vom Index < 1 entwickelt worden und versagen i.a.
auch fiir Systeme hoéheren Index. Fiir Systeme hoheren Index ist mir nur das
Programm RADAUS5 von Hairer, Lubich & Roche [89] bekannt, welches auf dem
impliziten Runge-Kutta—Verfahren (RADAU ITA) der Ordnung 5 basiert. Es soll
nun eine Implementierung der BDF (DAE2SOL), vorgestellt werden, die erwar-
ten 148t, dafl diese auch in einer Reihe von Index—2-ADGen erfolgreich ist und
unnotige oder nachteilige Schrittweitenverkleinerung vermeidet. An dieser Stel-
le sei gesagt, daf} bei der Programmentwicklung lediglich die Schrittweiten— und
Ordnungssteuerung im Blickpunkt stand. Probleme wie die Bestimmung konsi-
stenter Anfangswerte, Wahl einer geeigneten Skalierung und Interpolation der
Losungspunkte wurden hier nicht betrachtet. Dies mufl Gegenstand zukiinftiger
Untersuchungen sein. Deshalb wurde hier auch noch auf Vergleiche mit den an-
deren ADG-Lésern verzichtet.

Das Programm DAE2SOL realisiert die BDF fiir ADGen der Form

f(@'(t), x(t),t) = 0, (4.1)

fiir die der Nullraum ker(f,(y, x,t)) konstant ist. Die Griinde, warum diese Ein-
schrankung notwendig ist, sind bereits im ersten Abschnitt der Arbeit ange-
geben. Wesentliche Grundlage fiir DAE2SOL ist die von Denk [88] vorgestell-
te numerische Integration von ADGen zur Simulation elektrischer Schaltkrei-
se. Die dort entwickelte duflerst effektive Fehlerschitzung und damit verbunde-
ne Schrittweiten— und Ordnungssteuerung wurde an das Verhalten der ADGen
héheren Index in der Form angepafit, dafl lediglich die differentiellen Kompo-
nenten fiir die Fehlerschétzung herangezogen werden. Die Idee, die algebraischen
Komponenten bei der Steuerung auszuschalten, findet man bereits in Arbeiten
von Petzold & Lotstedt [86] und Leimkuhler [86]. Zur Losung der nichtlinearen
Gleichungen konnte ich die von R. Lamour (wiss. Mitarbeiter im Bereich Numerik
am Institut fiir Angewandte Mathematik der Humboldt—Universitit Berlin) ent-
wickelte Routine NLSOLV benutzen, die er mir freundlicher Weise zur Verfiigung
stellte.

In den folgenden Abschnitten werden die wesentlichen Aspekte der Realisierung
in kurzer Form etwas niher erlautert. Betrachtet werden die BDF k-ter Ordnung
fiir Probleme (4.1) im n-ten Zeitschritt in der Form

1k
f(—h— > QiTpi1—iy Tnststygr) =0,
n =0

wobei z,, 11 durch Losung dieser nichtlinearen Gleichung ermittelt wird.
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4.1 Berechnung der Koeffizienten

Bei der Verwendung der BDF k-ter Ordnung wird als Ndherung fiir @ (¢,1) der
Wert des Polynoms P;(t) an der Stelle t,,; benutzt, wobei Py(t) ein Polynom
k-ten Grades ist, welches die Punkte (¢,11_%, Tni1-t), --s (tni1, Tny1) interpoliert.
Damit ergibt sich fiir die Koeffizienten

b1 — tn L :
ai:# H e HJ, 1=1,..k.

tn+1 - tn+17i j=1,j#i tn+17i - tn+17j

Der erste Koeffizient ergibt sich einfach aus der Beziehung

k
g = — Zai, (4.2)
i=1

da das Verfahren die Konsistenzordnung k besitzt.

Neben den BDF-Koeffizienten wird fiir die Lésung der impliziten Gleichungen ein
geeigneter Priadiktor bendtigt. Diesen erhélt man, wenn man das Polynom k-ten
Grades P(t) an der Stelle t,, 1 auswertet, welches die Punkte (¢, r, Zn ), .., (tn, Z5)
interpoliert. Sei nun

k
xﬁ-i—l = Z’lenfz
=0
dieser Pradiktor. Dann ergibt sich fiir die Koeffizienten

LA T .
Vi = H I i=1, ..k

§=0,j#i tn-l-l—i - tn+1_j

Der erste Koeffizient 143t sich wieder leicht ermitteln:

Yo=1-> 7 (4.3)

i=1

Es ist hier erwidhnenswert (wie bereits in Denk [88] bemerkt wurde), daf§ die
Beziehungen (4.2) und (4.3) nicht nur den Vorteil haben, daf sie relativ einfach
sind, sie sichern auch bei mit Rundungsfehlern behafteten Koeffizienten, daf3 die
Konsistenzbedingung fiir die Exaktheit von Polynomen k-ten Grades erfiillt ist.

4.2 Fehlerschitzung

Zur Fehler-Schéitzung wird eine Naherung des Diskretisierungsfehlers fiir regulére
gewoOhnliche Differentialgleichungen

Engo= hn+1(xn+1 - x(tn+1))
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benutzt. Entsprechend den Darlegungen in Denk [88] gilt die Beziehung

hon
Bt = — (0 = a?,) + O(H2). (4.4)
tn-i—l —tp—k

Der angegebene Pradiktor eignet sich damit sowohl als Startndherung fiir das
Newton—Verfahren als auch als Hilfe zur Fehlerschatzung.

4.3 Schrittweiten— und Ordnungssteuerung

Zunachst mufl entschieden werden, ob die berechnete Losung anndhernd im ge-
wiinschten Toleranzbereich liegt. Falls dies nicht der Fall sein sollte, muf} die
Schrittweite h verkleinert werden. Nun haben jedoch die Untersuchungen in Ab-
schnitt 1.3 und 3 gezeigt, dafl mindestens in den algebraischen Komponenten
eine Instabilitdt der Groflenordnung % auftritt. Dies bedeutet, dafl eine Verklei-
nerung der Schrittweite in diesen Komponenten nicht umbedingt wiinschenswert
ist. Ein gewisser Kompromif hinsichtlich der Schrittweitenbegrenzung nach oben
als auch nach unten wird dadurch erreicht, dafl man lediglich die differentiellen
Komponenten auf ihre Genauigkeit iiberpriift und nur diese fiir den néchsten
Schrittweitenvorschlag beriicksichtigt. Entsprechend den Darlegungen im 3. Ab-
schnitt ist dies fiir solche Probleme, die in Satz 3.5 angegeben sind, gerechtfertigt.
Die Testuntersuchungen ergaben jedoch auch fiir andere Probleme bei dieser Vor-
gehensweise positive Ergebnisse.

Der Benutzer kann die relative und absolute Fehlertoleranz (RELTOL und AB-
STOL) vorgeben. Dann wird der Integrationsschritt akzeptiert, falls die Relation

|EPY),| < AY .= RELTOL - max(|PzY),|,|PzY)|) + ABSTOL

erfiillt ist, wobei P ein konstanter Projektor auf den Nullraum ker(f,(y,z,t))
ist und EP,; := P x E, ;. Der Index (j) bezeichnet an dieser Stelle die j-te
Komponente des entsprechenden Vektors.

Die grofitmégliche Schrittweite h, damit diese Relation noch erfiillt ist, ergibt sich
dann mit Hilfe von (4.4) aus der Beziehung

EPY)| - (n9)"" = 40,

h
tn+1*tn

schlag ﬁ]ir den néchsten Integratiosschritt. Um auch hinsichtlich der Ordnung
steuern zu konnen, werden nach dem gleichen Prinzip zwei weitere Schrittweiten-
vorschlige h~ und h™ fiir die Ordnungen k& —1 und &+ 1 bestimmt. Das Maximum
dieser drei Vorschlige und die dazugehorige Ordnung werden dann beim néchsten
Integrationsschritt verwendet. Die bei der Berechnung von A~ und A" bendtigten

wobei minn¥) =: n =: . Dies wére also ein optimaler Schrittweitenvor-
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Koeffizienten v, und ;" fiir die entsprechenden Pridiktoren zur Fehlerschiitzung
lassen sich einfach mittels folgender Relationen ermitteln:

_ tnfi - tnfk .
Y; = — %, ZZO,...,k_l
' tn+1 - tnfk
t — btk
+ n+1 n—k—1 .
A N ) o
i tnfi - tnfkflly
k
'Ylj-q—l = 1- Z%—i—
=0

Auf diese Weise ist der Aufwand fiir die Ordnungsbestimmung relativ gering und
der dazugehorige Schrittweitenvorschlag an die Ordnung angepaft.

4.4 Der erste Zeitschritt

Beim ersten Integrationsschritt steht nur der Startwert z(to) zur Verfiigung. Da-
her ist die eben beschriebene Schrittweitensteuerung nach dem ersten Integra-
tionsschritt noch nicht moglich. Eine Moglichkeit, dennoch den ersten Fehler
schétzen zu konnen, ist die in Denk [88] verwendete Idee: Der erste Zeitschritt
wird einerseits mit einem Schritt der Schrittweite h = ¢; — ¢ty und andererseits mit
zwei Schritten der Schrittweite 2 durchgefiihrt. Dann liefert die Differenz der so
ermittelten Werte x1[h] und xl[g] in erster Naherung eine Schétzung des Fehlers
nach einem halben Integrationsschritt. Verfolgt man wieder obige Philosophie, so
kann der erste Schritt akzeptiert werden, falls die Relation

. 2
2[h] - =[]

< AW
2| =

2.

fiir jede Komponente j erfiillt ist, wobei die Fehlertoleranz analog der oben
gewihlten wie folgt gebildet wird:

)

AW = RELTOL - max (\x?)[h]

)
A”@D + ABSTOL.
Die neue Schrittweite h,., ergibt sich entsprechend aus der Beziehung
]‘ : (nm)z — AO),

2 e () - o[

wobei mjinn(j) =:n = h"%
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4.5 Test—Beispiele

An dieser Stelle werden drei Beispiele angefiihrt, die die ersten Erfahrungen mit
dem Programm DAE2SOL widerspiegeln sollen.

Ringmodulator

Der hier betrachtete Ringmodulator stellt einen kleinen Schaltkreis dar, bei dem
ein hochfrequentes Signal e;(¢) durch ein niederfrequentes Signal es(t) iiberlagert

wird.

Dieser Schaltkreis wurde von Horneber [76] mit Hilfe der folgenden 15 gewdhnli-
chen Differentialgleichungen simuliert.

CUy
CUs,
CsUs
CsU,
CsUs
CsUs
CpU-
LyL
LI,
Lol
Ls314
Lsols
Ls3Is

L—I;-05+1,-05+ 1 —Ui/R
I,—I5-05+1-05+Is — Us/R
I; — G(UD,) + G(UDy)

I+ G(UD,) — G(UDs)

Is + G(UD,) — G(UD,)

—Is — G(UDy) + G(UDy)

Us/R; + G(UDy) + G(UDs) — G(UD3) — G(UDy)
U

_U2

Up-0.5—Us — Ry - I

—Uy - 0.5+ Uy — Rys - I4
Us-0.5—Us — Ry - I

—Uy 0.5+ Us — Rys - Iy
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Lsil; = —Up+e(t)— (Ro+ Ry1) - I
Lsily = —U;— (Ro+ Rp) - Is,

wobei die Charakteristik der Dioden durch
G(UD) = 40.67286402 - 10 ? - [exp(17.7493332 - UD) — 1]
und die Spannungen an den verschiedenen Dioden durch

UD, = Us—Us—Us — es(t)
UDy = —Uy+Us—U; —esf
UDs = U+ Us+ Ur + ex(t)
UDy = —U;—Us+Us +es(t)

t)

gegeben sind. Fiir die technischen Parameter gilt:

Rj = 3630, Ry =Ry =173Q, Ry = R; = 500,

R, = 60092, R = 2500012,

C=16-10°F, Cp=10-10"°F,

L = 445H, Lsy =2- 10_3[‘[, Lgs = Lgs =0.5- 10_3[‘[,
Trigersignal: es(t) = 2 - sin(27 - 10* - ¢)

zu modulierendes Signal: e (t) = 0.5 - sin(27 - 10° - ¢).

Am Anfangspunkt liegen fogende Werte vor:

U;(0) = 0, j=1,..7
L) = 0, j=1,.8

Die hierbei beriicksichtigten kapazitiven Widerstinde der Dioden Cg liegen bei
Werten der Grofenordnung 1072F, wodurch das System auferordentlich steif
wird. Bei den Berechnungen von Horneber war es nur moglich, dieses System fiir
Werte von C's > 107°F zu 16sen. Hinzu kam das Problem der langen Rechenzei-
ten. Die spéteren Untersuchungen von Denk & Rentrop [89] und Hairer, Lubich
& Roche [89] haben gezeigt, dafl die auftretenden unerwiinschten Oszillationen in
den Diodenspannungen um so geringer werden, um so kleiner der Paramter Cg
ist. Der gemessene Kurvenverlauf wurde am besten durch die Berechnungen fiir
den Fall C's = 0, wodurch das System zu einer Index-2-ADG wird, widergespie-
gelt. Die Ergebnisse von Denk & Rentrop [89] mit dem Programm DAE34, das
Methoden vom Rosenbrock—Wanner—Typ benutzt, dienten mir als Anhaltspunkt
fiir die Resultate, die mit dem Programm DAE2SOL erreicht wurden. Bei einer
Toleranz von 10~% wurden bei der Integration bis zum Zeitpunkt 10~* folgende
Resultate erreicht:
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Programm Schritte Schrittweitenbereich Zeit

erfolgreich /schlecht
DAE34 496/84 1-1075—4-107""  ~ 3Zmin
DAE2SOL 195/67 1.8-10°=1-10"% ~ 2min

Zu den Zeitangaben ist hinzuzufiigen, dafl die Berechnungen mit DAE34 auf ei-
nem PC des Typs INTEL 8086/8087 CPU und die mit DAE2SOL auf einem
PC des Typs INTEL 80386SX/80387SX CPU durchgefiihrt wurden. Die mit
DAE2SOL bei der Integration bis zum Zeitpunkt 1072 mit einer Toleranz (REL-
TOL und ABSTOL) von 107¢ erreichten Ergebnisse sind fiir einige Komponenten
im folgenden dargstellt:

0.0002 0. 0004 0. 0006 0. 0008 01
-0.2
-0.4

Spannung Uy

Spannung Us Strom I

0. 002 0.001
0.0015 0. 00075
0.001 0. 0005

0. 0005 0. 00025

"
0.0002 0. 0004 . 0006 0. 0008 001

-0. 0005 - 0. 00025

-0.001 -0. 0005

-0.0015 -0. 00075

0.002 -0.001

Strom I Strom Ig

Da bei der in DAE2SOL verwendeten Steuerung (Steuerung 1) die algebraischen
Komponenten ausgeblendet wurden, ist es von Intersesse, wie der Kurvenverlauf
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dieser algebraischen Komponenten im Vergleich zur Steuerung aller Komponen-
ten (Steuerung 2) ausfillt. Die Unterschiede werden in der 3. Komponente U
sichtbar, wenn man zunéchst nur das kurze Intervall [0,2 - 10~*] betrachtet und
davon die Darstellung um den kritischen Punkt um 5 - 10~° genauer auflost.

Vﬁ/ 0.0001 o.\@t\lv 0. 0002 . 0J0RS 0.0001 o.\QTJ!J\l\s\/ 0. 0002

Steuerung 1 Steuerung 2
Us in [0,2-1074] Us in [0,2-1074]
0.4 0.4
0.2 0.2
0. 0000505 0.0/(});1 0. 0000515 0. 000052 0. 0000505 0. (00051 O. 0‘@15 0. 000052

-0.2_/) -0-2_/J
0.4 0.4

Steuerung 1 Steuerung 2

Us in [5.0-1075,5.2-1077] Us in [5.0-1075,5.2-107°]

Kurzzeitig treten also Schwankungen in der algebraischen Komponente auf, die
jedoch den Kurvenverlauf im gesamten nicht negativ beeinflussen. Der Aufwand,
der bei der Steuerung aller Komponenten notig ist, betrdgt ungefihr das 4-fache
der anderen Steuerung.

Lineares zeitabhingiges Beispiel

Betrachtet wurde das folgende lineare Index—2-System

try —try — (t+ 1)z +22 = 0

Th—rh—1 = t+1
mit dem Anfangspunkt z;(—1) =1 und z3(—1) = 1. Es liefert die Losung

T, = —t, To = tz.
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Dieses Beispiel ist ein sehr einfaches System, dafl die Bedingungen des Satzes 3.5
erfiillt und mit der Kenntnis der Losung eine Bestimmung des exakten Fehlers
ermoglicht. Damit 148t sich hierfiir die Qualitdt der Fehlerschétzung iiberpriifen.
Bei der Steuerung, die nur auf die differentiellen Komponenten zuriickgreift, wur-
de folgender Projektor P verwendet:

P=(40)

In den folgenden Abbildungen ist die zweite Komponente x5 dargestellt. Dabei
wurden Steuerung 1 (nur differentielle Komponenten) und Steuerung 2 (alle Kom-
ponenten) zum Vergleich gegeniibergestellt.

-1 -0.75-0.5-0.25 0 0.25 0.5 0.75 1 -1 -0.5 0 0.5 1

Steuerung 1: x5 bei
ABSTOL = RELTOL = 101

-1 -0.75-0.5-0.25 0 0.25 0.5 0.75 1

Steuerung 1: x5 bei
ABSTOL = RELTOL = 102

-1 -0.75-0.5-0.25 0 0.25 0.5 0.75 1

Steuerung 1: x5 bei
ABSTOL = RELTOL =103

Steuerung 2: x5 bei
ABSTOL = RELTOL = 101

Steuerung 2: x5 bei
ABSTOL = RELTOL = 102

Steuerung 2: x5 bei
ABSTOL = RELTOL =103

Interessant bei diesem Beispiel ist die Beobachtung der Anzahl der Schritte, die



sich fiir beide Steuerungen bei den unterschiedlichen Fehlertoleranzen ergaben:

10 1002 10® 10°* 10° 10°6

Steuerung 1 22
Steuerung 2 = 22

24 28 31 35 38
26 36 40 47 676

Hierbei ist also sowohl hinsichtlich der Qualitdt der Losung als auch hinsichtlich
des Aufwandes die Steuerung 1 vorzuziehen. Die geradezu explosionsartige Stei-
gerung des Aufwandes bei Steuerung 2 ist auf Probleme bei der Richtungsfindung
am Anfang der Losungskurve zuriickzufiihren.

Das mathematische Pendel

Mit dem Programm DAE2SOL wurde zunéchst auch die Originalversion des ma-
thematischen Pendels getestet, welches ja bekanntlich auf ein ADG-System vom

Index 3 fiihrt.

X2

Die folgenden Gleichungen beschreiben das System:

IL’,1
37,2
’Ull
UIQ

2 2
r7 + x5

= (4.5a)
= (4.5b)
= —g+2r\ (4.5¢)
= 2x9A (4.5d)
= 1. (4.5e)

Bei den nachfolgenden Rechnungen ist anstelle der Erdbeschleunigung der Wert
g = 13.750371636041 gewihlt worden, wodurch die Periodendauer den Wert 2
besitzt. Dies ermoglicht eine Bestimmung des exakten Fehlers zum Zeitpunkt
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t = 1. Die algebraische Komponente (der Lagrange—Parameter A) geht in die-
sem Beispiel nur linear in das System ein. Dieser Fakt 148t erwarten, dafl die in
DAE2SOL gewéhlte Steuerung geeigneter als eine Steuerung iiber alle Kompo-
nenten ist.

In der Tat bestétigte die Praxis die Erwartungen. Bei einer Steuerung aller Kom-
ponenten ist die Integration nur fiir Toleranzen der Gréfienordnung 10! moglich
gewesen. Wihrend die Pendelbewegung dabei noch relativ gut simuliert wird,
passieren bei der Berechnung des Lagrange-Parameters formlich Katastrophen.
Steuert man nur die differentiellen Komponenten, so wird der Lagrangeparameter
wesentlich besser approximiert, wenn auch der Kurvenverlauf noch zu Wiischen
iibrig 1a8t.

0.5 0.5

Steuerung 1 Steuerung 2
Pendelbewegung Pendelbewegung
ABSTOL = RELTOL = 10! ABSTOL = RELTOL = 10!

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Steuerung 1 Steuerung 2
Lagrange-Parameter A Lagrange—-Parameter A
ABSTOL = RELTOL = 107! ABSTOL = RELTOL = 107!

Doch ein wesentlicher Vorteil der Steuerung in DAE2SOL besteht darin, dafl die
Integration auch fiir kleinere Toleranzbereiche méglich ist und ab einer Genauig-
keit von etwa 10~ auch die Approximation des Lagrange-Parameters akzeptiert
werden kann.
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0.5

Steuerung 1
Pendelbewegung
ABSTOL = RELTOL = 102

50
40
30
20

10

-10

Steuerung 1
Lagrange—Parameter A
ABSTOL = RELTOL = 102

0.5

Steuerung 1
Pendelbewegung
ABSTOL = RELTOL = 10~*

50
40
30
20

10

-10

Steuerung 1
Lagrange—Parameter A
ABSTOL = RELTOL = 10*

o6

0.5

Steuerung 1
Pendelbewegung
ABSTOL = RELTOL =103

50
40
30
20

10

-10

Steuerung 1
Lagrange—Parameter A
ABSTOL = RELTOL =103

0.5

Steuerung 1
Pendelbewegung
ABSTOL = RELTOL = 1075

50
40
30
20

10

-10

Steuerung 1
Lagrange—Parameter A
ABSTOL = RELTOL = 107°



Von Interesse ist an dieser Stelle, welche Ergebnisse man erzielt, wenn man das
obige System (4.5a)-(4.5e) auf ein System vom Index 2 zuriickfithrt. Es wurden
hier zwei relativ vielversprechende Varianten getestet, die u.a. auch in Brenan,
Campell & Petzold [89] diskutiert wurden.

Die erste Variante besteht in der Differentiation der algebraischen Nebenbedin-
gung und anschlieBenden Substitution der Ableitungen von x; und x5:

T1U1 + ToUy = 0. (46)

Dann stellen die Gleichungen (4.5a)-(4.5d), (4.6) ein Index—2-System dar.

Die zweite Variante besteht in der zusétzlichen Einfiihrung eines kiinstlichen Pa-
rameters p, welches eine Stabilisierung des eben erhaltenen Systems zur Folge
hat. Anstelle der Gleichungen (4.5a) und (4.5b) werden die Gleichungen

T =01 + Tip (4.7a)
Ty = Uy + Toft (4.7b)

verwendet, und das System (4.7a), (4.7b), (4.5¢)- (4.5¢) und (4.6) besitzt wieder
den Index 2. Es gilt weiter, da} (1, xs, vy, v, A, i) eine Losung dieses Systems
genau dann ist, wenn g = 0 und (21, x2, v1,v2, \) eine Losung des Systems (4.5a)-
(4.5d), (4.6) ist.
Die folgenden Tabellen geben Aufschluf iiber Aufwand und Genauigkeiten der
verschiedenen Varianten bei Steuerung 1 (nur differentielle Komponenten) und
Steuerung 2 (alle Komponenten):

Anzahl der Schritte (erfolgreich/schlecht):

RELTOL=ABSTOL 102 10* 1076
Index 2, Var.2, Steuer.1 21/4  56/6 125/4
Index 2, Var.2, Steuer.2 56/54 153/145 761/842
Index 2, Var.1, Steuer.1 21/5  56/6 125/4
Index 2, Var.1, Steuer.2 44/40 60/17  479/517
Index 3, Steuer.1 34/21 81/42 515/467

Absoluter Fehler |z (1) — 2" (1)[:

RELTOL=ABSTOL 102 104 1076

Index 2, Var.2, Steuer.1 2.1-107% 1.2-107° 5.2.10712
Index 2, Var.2, Steuer.2 6.6-107° 9.8-1071° 8.2.10713
Index 2, Var.1, Steuer.1 1.3-107% 4.2.107> 2.1-107"
Index 2, Var.1, Steuer.2 8.6-10% 1.2-10°¢% 3.3.10°°¢
Index 3, Steuer.1 2.2-107% 93.107% 33.1074
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Absoluter Fehler |z® (1) — 2 (1)[:

RELTOL=ABSTOL
Index 2, Var.2, Steuer.1
Index 2, Var.2, Steuer.2
Index 2, Var.1, Steuer.1
Index 2, Var.1, Steuer.2
Index 3, Steuer.1

Absoluter Fehler [A(1) — A, (1)]:

RELTOL=ABSTOL
Index 2, Var.2, Steuer.1
Index 2, Var.2, Steuer.2
Index 2, Var.1, Steuer.1
Index 2, Var.1, Steuer.2
Index 3, Steuer.1

Absoluter Fehler (1) — u.(1)]:

RELTOL=ABSTOL
Index 2, Var.2, Steuer.1
Index 2, Var.2, Steuer.2

Absoluter Fehler max |p; — . (£5)|:
j

RELTOL=ABSTOL
Index 2, Var.2, Steuer.1
Index 2, Var.2, Steuer.2

1072

2.0-102
1.1-1072
9.5-1073
2.5-1072
2.1-10°2

1072
9.4-1073
1.9-1073

1072
6.3-1072
6.5-1072

1074
4.9 -
4.5 -
6.7 -
3.4.
4.3.

1074
1.3-
1.3-

1075
1075
1075
1074
1074

-107%
-107%
-107%
-1073
-1072

1073
1073

1076

3.2-10°6
1.4-1076
1.8-10°¢
1.5-107°
81-10°6

4.4-107°
1.9-107°
5.6-107°
2.1-107*
1.4-1074

1076
8.4-107°
8.9-107°

Qualitativ liefert also die Index—2-Formulierung des mathematischen Pendels mit
dem zusétzlichen Parameter i die besten Ergebnisse. Hinsichtlich der Art der
Steuerung liefert die Steuerung 2 (aller Komponenten) hierbei geringfiigig bessere
Ergebnisse als die Steuerung 1. Allerdings steigt der Aufwand bei Steuerung 2
mit zunehmender Genauigkeit rapide und ist wesentlich hoher als bei Steuerung

1.
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4.6 FORTRAN-Code

O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O O OO0

subroutine dae2sol(m,t0,tend,x0,proj,fyx,fably,fablx,w,*,%*,*)
The Subroutine dae2sol solves DAEs of the form
f(x’(t),x(t),t) = 0,

where the partial Jacobian df/dy(y,x,t) is constant,
with the initial condition x(t0) = x0
by BDF method with variable stepsize and variable order (max.5).

m dimension of the DAE

t0 initial point

tend last time point

x0 initial solution

proj(m,P) SUBROUTINE for calculating the project matrix P,

where P:=I-Q and Q is a constant projector onto ker(df/dy(y,x,t))
fyx(y,x,t) SUBROUTINE for calculating the DAE-Function f(y,x,t)
dfy(y,x,t) SUBROUTINE for calculating the Jacobian df/dy(y,x,t)
dfx(y,x,t) SUBROUTINE for calculating the Jacobian df/dx(y,x,t)

*1 working array to short

*2 additional opportunity for error messages
*3 stepsize to small
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Thesen

1. Als Algebro—Differentialgleichung (ADG) bezeichnet man implizite gewdhn-
liche Differentialgleichungen der Form

f(&'(t),z(t),t) =0, f:R"™xR"xIR — IR™,

deren partielle Ableitung f;(y,,t) singuldr ist und konstanten Rang auf
dem Definitionsgebiet von f hat. Hierbei sind reguldre gewthnliche Diffe-
rentialgleichungen mit algebraischen Gleichungen verkniipft. Algebro-Dif-
ferentialgleichungen verkérpern sowohl Integrations— als auch Differentia-
tionsprobleme. Der Index einer ADG gibt Aufschluf} iiber die Anzahl der
Differentiationen, die zur Lésung der ADG notwendig werden. Der Losungs-
begriff fiir ADGen ist somit vom Index dieser abhéngig.

2. Die numerische Behandlung von Algebro—Differentialgleichungen erfordert
Kenntnisse iiber deren Struktur. Einige Komponenten der Ldsung einer
ADG sind algebraisch bestimmt. Das bedeutet fiir die Losbarkeit von An-
fangswertaufgaben, dafy die Anfangswerte nicht frei wahlbar sind. Sie miissen
"konsistent” mit der ADG sein. Ungenauigkeiten bei der Losung der alge-
braischen Gleichungen fiithren zu einem ” Abdriften” von der Losungsman-
nigfaltigkeit, womit Instabilitdten hervorgerufen werden.

3. Unter den fiir reguldre gewohnliche Differentialgleichungen bekannten nu-
merischen Verfahren haben sich zur Lésung von ADGen die BDF in vielen
Fillen bewihrt. Schwierigkeiten tauchen bei Systemen hoheren Index (> 2)
auf, deren Grad zunimmt, um so grofler der Index ist. Bereits bei linearen
Index—2-Problemen ist schon die Durchfiihrbarkeit der BDF nicht immer
gewdhrleistet.

4. Die BDF der Ordnung p > 2 sind fiir ADGen vom Index 2 der Form

f(&'(t), z(t),t) =0, ker(f,(y.xz,t)) = const,

durchfiihrbar, konvergent und schwach instabil. Bei linearen Problemen be-
trifft die Instabilitdt nur die algebraischen Komponenten, bei denen auf-
grund der auftretenden Differentiation auch nichts besseres zu erwarten ist.

5. Das implizite Euler—Verfahren bewéltigt als ein Verfahren erster Ordnung
die auftretende Differentiation bei solch allgemeinen nichtlinearen Index—2—
Systemen nicht ohne Probleme. Selbst bei einfacheren Aufgaben vom Index
2 der Form

A(t)x' () + g(z(t), t) = 0, ker(A(t)) = const,
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ist Durchfiihrbarkeit und Konvergenz nur gewéahrleistet, wenn noch zuséitz-
liche Bedingungen an die Genauigkeit der Losung der beim Verfahren ent-
stehenden nichtlinearen Gleichungen in Abhéngigkeit von der verwendeten
Schrittweite gestellt werden. Die auftretende schwache Instabilitat betrifft
i.a. nicht mehr nur die algebraischen, sondern alle Komponenten.

. Die Resultate, die man von den BDF hoherer Ordnung kennt, sind fiir
das implizite Euler—Verfahren dann zu erreichen, wenn die algebraischen
Komponenten lediglich linear in das System eingehen. In diesem Fall sind
die Fehler, die bei der Lésung der nichtlinearen Gleichungen entstehen, nicht
mehr mit den Fehlern, die durch das numerische Verfahren hervorgerufen
werden, verkoppelt.

. Bei der praktischen Durchfiihrung der BDF fiir Index—2-Probleme ist die
auftretende Instabilitdt mindestens in den algebraischen Komponenten zu
beriicksichtigen. Zu kleine Schrittweiten fiithren zu schlechteren numerischen
Ergebnissen in diesen Komponenten. Eine Moglichkeit dieser Schwierigkeit
zu begegnen, ist die Ausblendung der algebraischen Komponenten aus der
Fehlerschitzung fiir die Schrittweiten— und Ordnungssteuerung. Die auf die-
se Weise erzielten Resultate sind in den getesteten Beispielen zufriedenstel-
lend, jedoch sollten weitere Untersuchungen zu diesem Problem unternom-
men werden, um fiir die Praxis zuverléssige Ergebnisse liefern zu kénnen.
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