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EinleitungIn der gegenw�artigen Wissenschaft und Technik tauchen immer h�au�ger Problemeauf, die sich in nat�urlicher Weise durch Algebro{Di�erentialgleichungen (ADG)beschreiben lassen, d.h. mit Hilfe impliziter gew�ohnlicher Di�erentialgleichungender Form f(x0(t); x(t); t) = 0;deren partielle Ableitung f 0y(y; x; t) singul�ar ist, mathematisch modelliert werdenk�onnen. Stellvertretend hierf�ur seien an dieser Stelle die Modellierung mecha-nischer Mehrk�orpersysteme, die Analyse elektrischer Netzwerke, die Simulationchemischer Prozesse und Probleme der optimalen Steuerung genannt. Bereitsin den 70er Jahren wurden die ersten Versuche unternommen, solche Algebro{Di�erentialgleichungen numerisch zu behandeln. In vielen F�allen bew�ahrt hatsich davon der Vorschlag von Gear [71], die ADGen mit Hilfe der BDF (back-ward di�erentiation formulas, dt.: r�uckw�arts genommene Di�erenzenformeln) zul�osen. Jedoch lieferte die Praxis auch Beispiele, bei denen die BDF und andere bisdahin bekannte numerische Verfahren versagten. Dies war u.a. ein Grund daf�ur,da� man sich seit etwa den 80er Jahren eingehender mit der Theorie der Algebro{Di�erentialgleichungen besch�aftigte. Das unterschiedliche numerische Verhaltenvon L�osungen von ADGen erforderte eine Klassi�zierung dieser, welche durch denIndexbegri� gegeben ist. Mit einer ausf�uhrlichen Darstellung dessen und der da-mit verbundenen Probleme befa�t sich der erste Abschnitt dieser Arbeit. Dabeiwird u.a. dargelegt, da� zur L�osung von ADGen vom Index 2 neben der eigentli-chen Integration auch Di�erentiationen notwendig werden, wodurch die Aufgabezu einem "schlecht gestellten" Problem im Sinne von Hadamard (Louis [89]) wird.Damit numerische Verfahren wie die BDF erfolgreich angewandt werden k�onnen,ist nun von entscheidender Bedeutung, wie diese Di�erentiationen in das Problemeingehen.Ziel der Arbeit war, die Klasse von Index{2{Problemen herauszuarbeiten, f�urdie die inzwischen in der Praxis h�au�g verwendeten BDF tats�achlich zuverl�assi-ge Ergebnisse liefern. Ausgangspunkt f�ur meine Untersuchungen waren Resultatevon Gear, Gupta & Leimkuhler [85], L�otstedt & Petzold [86], Brenan & Eng-quist [89], M�arz [92] u.a. Auf diese Arbeiten wird am Ende des ersten Abschnittsetwas n�aher eingegangen. In ihren Abhandlungen wird deutlich, da� Verfahrenh�oherer Ordnung (� 2) eine einmalige Di�erentiation, wie sie bei den Index{2{Problemen auftritt, relativ gut bew�altigen. Problematisch wird es beim implizitenEuler{Verfahren, insbesondere f�ur nichtlineare Systeme. Dennoch schien es, da�zumindest Hessenberg{Systeme vom Index 2 der Formu0(t) + g(u(t); v(t)) = 0h(u(t)) = 0mit dem impliziten Euler{Verfahren erfolgreich numerisch gel�ost werden k�onnen.Die theoretische Analyse, mit der sich der zweite Abschnitt und weitergehend3



der dritte Abschnitt besch�aftigen, lie� nun deutlich werden, da� selbst eine Ein-schr�ankung auf diese Klasse nicht immer die gew�uschten Resultate liefert. Einentsprechendes Beispiel daf�ur ist im dritten Abschnitt angegeben. Vielmehr stell-te sich bei den Untersuchungen heraus, da� eine gewisse Linearit�atsbedingung f�urbestimmte Komponenten erf�ullt sein mu�. Mit den im dritten Abschnitt gezeig-ten Konvergenz{ und Stabilit�atsresultaten wird neben den eben angesprochenenFragen erstmalig bewiesen, da� die Einzugsbereiche des Newton{Verfahrens f�urdie hier auftretenden nichtlinearen Gleichungen unabh�angig von der Schrittwei-te sind. Erst damit ist gesichert, da� das implizite Euler{Verfahren tats�achlichdurchf�uhrbar ist.Im letzten Abschnitt wird eine Implementierung der BDF mit variabler Schritt-weite und variabler Ordnung vorgestellt, die die theoretischen Ergebnisse dahinge-hend ber�ucksichtigt, da� f�ur die Schrittweiten{ und Ordnungssteuerung lediglichdie di�erentiellen Komponenten herangezogen werden. Auf diese Weise k�onneneinerseits Rechenzeiten minimiert und andererseits einige Probleme, bei denenVerfahren mit herk�ommlicher Steuerung versagten, gel�ost werden.
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1 Einf�uhrende Betrachtungen1.1 L�osungs- und Index-Begri� f�ur ADGenWir betrachten die allgemeine nichtlineare Algebro{Di�erentialgleichungf(x0(t); x(t); t) = 0; f : IRm � IRm � IR ! IRm; (1.1)wobei x0 := dxdt bezeichnet, und die partielle Ableitung f 0y(y; x; t) konstanten Rangauf dem De�nitionsgebiet von f hat. Es w�urde gen�ugen (vgl. Rabier & Rhein-boldt [91]), da� diese Rangbedingung auf einer o�enen Umgebung von f�1(0) inIRm � IRm � IR erf�ullt ist. Der Einfachheit und �Ubersichtlichkeit halber gelte dieRangbedingung in den hier betrachteten F�allen auf dem De�nitionsgebiet von f ,Df := IRm �D � I;hier bezeichnen D 2 IRm ein o�enes Gebiet und I 2 IR ein o�enes Zeitintervall.Eine "klassische" L�osung einer solchen Algebro{Di�erentialgleichung w�are eineauf I stetig di�erenzierbare Funktion x(�), die der Gleichung (1.1) gen�ugt. DieUntersuchungen von ADGen haben nun gezeigt, da� es f�ur die L�osbarkeit sol-cher impliziten Gleichungen einerseits notwendig sein kann, da� Teile der L�osungh�ohere Glattheitsbedingungen erf�ullen m�ussen, und andererseits bestimmte Tei-le der L�osung nur stetig zu sein brauchen. Ein weiteres Problem gegen�uber den(regul�aren) gew�ohnlichen Di�erentialgleichungen besteht darin, da� zu beliebi-gen Anfangswerten f�ur ADGen nicht unbedingt eine L�osung existiert. Nicht zu-letzt gibt es bei manchen ADGen erhebliche numerische Probleme, diese zul�osen. Es entstand die Frage, ob sich die Algebro{Di�erentialgleichungen in be-stimmter Art und Weise charakteresieren lassen, so da� die Kriterien Aufschlu�dar�uber geben, wie L�osungsraum und Anfangswerte zu w�ahlen sind, um �uber-haupt L�osbarkeit der ADGen erreichen zu k�onnen. Eine solche Charakteresierungist der Index einer ADG. Bei den verschiedenen Untersuchungen zu den Algebro{Di�erentialgleichungen ist es nun zu unterschiedlichen Indexbegri�en und dem-zufolge auch unterschiedlichen L�osungsbegri�en gekommen. Ausgangsbasis s�amt-licher De�nitionen sind jedoch die Ergebnisse des Studiums linearer ADGen mitkonstanten Koe�zienten Ax0(t) +Bx(t) = q(t); (1.2)hier sind A;B 2 L(IRm), A singul�ar. Die L�osung eines solchen Gleichungssystemssteht in unmittelbarem Zusammenhang zu den Eigenschaften des Matrixb�uschelsfA;Bg. So ist f�ur die Eindeutigkeit von Anfangswertproblemen, die der Gleichung(1.2) gen�ugen, notwendig, da� das Matrixb�uschel fA;Bg regul�ar ist, d.h. dasPolynom p(�) := det(�A + B) nicht identisch verschwindet (vgl. Griepentrog5



& M�arz [86]). Nun lassen sich regul�are Matrixb�uschel fA;Bg mittels regul�arerMatrizen E; F 2 L(IRm) zu einem SystemEAF = diag(I; J); EBF = diag(W; I)transformieren (vgl. Gantmacher [54]), wobei W 2 L(IRk), und J 2 L(IRm�k) isteine nilpotente Blockmatrix mit Jordanbl�ocken der Form2666664 0 10 . . .. . . 10
3777775 :Dementsprechend erh�alt man durch geeignete Koordinatentransformation ein zu(1.2) �aquivalentes System u0(t) +Wu(t) = p(t) (1.3a)Jv0(t) + v(t) = r(t): (1.3b)Die erste Gleichung (1.3a) stellt o�enbar eine regul�are gew�ohnliche Di�erenti-algleichung dar, w�ahrend die L�osung der zweiten Gleichung (1.3b) die Formv(t) = ��1Xk=0(�1)k(Jkr(t))(k) (1.4)hat, wenn r(�) entsprechend oft di�erenzierbar und � die Nilpotenz der Jordan{Block{Matrix J ist. Dieses � ist unabh�angig von der Wahl der Transformationund wird der Index des Matrix-B�uschels fA;Bg genannt. Entsprechend de�niertman den Index der ADG (1.2) ebenfalls als diese nat�urliche Zahl �. Das System(1.3a), (1.3b) und dessen L�osung (vgl. (1.4)) machen nun folgendes deutlich:(i) Algebro{Differentialgleichungen verk�orpern sowohl Integrationsprobleme alsauch Di�erentiationsprobleme. Teile der rechten Seite m�ussen hinreichendoft di�erenzierbar sein. Der L�osungsraum ist so zu w�ahlen, da� bestimmteKomponenten hinreichend glatt sind.(ii) Einige Komponenten der L�osung sind algebraisch bestimmt. Das bedeutetf�ur die L�osbarkeit von Anfangswertproblemen, da� die Anfangswerte nichtfrei w�ahlbar sind, sie m�ussen "konsistent" mit der ADG sein.Auf diesen Fakten bauen nun die verschiedenen Indexkonzepte f�ur allgemeinereADGen auf, so entstanden- der Di�erentiations{Index (Gear & Petzold [83], Gear, Gupta & Leimkuhler[85], Brenan, Campbell & Petzold [89], Gear [90]),6



- der Traktabilit�ats{Index (Griepentrog & M�arz [86], M�arz[90], M�arz[92]),- der St�orungs{Index (Hairer & Lubich & Roche [89]),- der geometrische Index (Rheinboldt [84], Rabier &Rheinboldt [91], Reich[90], Griepentrog [91]).Die Aufz�ahlung beansprucht keine Vollst�andigkeit, beinhaltet aber wohl die we-sentlichen bisherigen Konzepte zu diesem Thema. Sie unterscheiden sich durchdie Herangehensweise an die ADGen. So orientieren sich die drei erstgenanntenan analytischen Gesichtspunkten, die sowohl zu Existenzaussagen als auch zupraktischen numerischen Ergebnissen f�uhren. Beim geometrischen Index werdendie ADGen als gew�ohnliche Di�erentialgleichungen auf Mannigfaltigkeiten be-trachtet und damit die nat�urliche Herkunft der ADGen erkl�art. Die praktischeAnwendung der geometrischen Resultate scheint momentan noch eng an die Ent-wicklung der Computeralgebra gebunden zu sein.Bei all diesen Arbeiten sind die Indexbegri�e im Falle allgemeiner nichtlinearerADGen (1.1) an bestimmte Eigenschaften der Funktion f gekoppelt. So wird z.B.h�au�g vorausgesetzt, da� die gesamte Funktion f hinreichend oft di�erenzierbarist. In dieser Arbeit verwende ich den Traktabilit�ats{Index, der sich dadurch aus-zeichnet, da� er mit minimalen Glattheitsforderungen an die Funktion f, als auchan die L�osung auskommt. Daf�ur wird jedoch die Eigenschaft von f gebraucht, da�der Nullraum von f 0y(y; x; t) von (y,x) unabh�angig ist und glatt von t abh�angt.Es sei hier bemerkt, da� dies in der �uberwiegeden Zahl der bisherigen prakti-schen Anwendungen der Fall ist. Mit dieser Voraussetzung existiert ein ProjektorQ 2 C1(I; L(IRm)) auf den Nullraum ker(f 0y(y; x; t) und es gilt folgende Identit�at:f(y; x; t)� f(P (t)y; x; t) =1Z0 f 0y(sy + (1� s)P (t)y; x; t)Q(t) ds = 0; (y; x; t) 2 Df ;wobei P := I � Q bezeichnet. So kann die Gleichung (1.1) auch geschriebenwerden als f((Px)0(t)� P 0(t)x(t); x(t); t) = 0; (1.5)und der Funktionenraum, zu dem die L�osungen geh�oren sollten, ist der folgende:C1N(I0; IRm) := fx 2 C(I0; IRm) : Px 2 C1(I0; IRm)g; (1.6)hier sei I0 � I ein gewisses Intervall.1.2 Numerische Verfahren f�ur Anfangswertprobleme vonADGenF�ur die numerische Behandlung von Algebro{Di�erentialgleichungen ist es nahe-liegend, die f�ur regul�are gew�ohnliche Di�erentialgleichungen bew�ahrten Verfah-7



ren zu untersuchen. Die erste Frage, die sich sofort ergibt, ist die Frage nach derDurchf�uhrbarkeit dieser Verfahren. Die implizite Gestalt der Algebro{Differen-tialgleichungen erfordert zun�achst die Untersuchung, unter welchen Bedingungenein Verfahren eine L�osung liefert. Daran anschlie�end erhebt sich die Frage, inwelcher Beziehung die numerische L�osung zur exakten L�osung der ADG steht,wenn die ADG �uberhaupt eine L�osung besitzt. Im Gegensatz zu den regul�arengew�ohnlichen Di�erentialgleichungen bereitet bereits die Entscheidung der erstenFrage erhebliche Probleme, was jedoch nicht anders zu erwarten ist, wenn manber�ucksichtigt, da� schon die Frage nach der L�osbarkeit der ADG nicht in jedemFall beantwortet werden kann. Wendet man sich der zweiten Frage zu, so wird manmit einem neuen Problem konfrontiert. Man stellt fest, da� bei Verkleinerung derSchrittweite eines numerischen Verfahrens die Approximation der exakten L�osungnicht unbedingt besser werden mu�, wie man es zun�achst (ohne eingehendere Ana-lyse der Struktur der ADGen) erwarten k�onnte. Der Grund daf�ur ist das obengenannte Eingehen von Di�erentiationsproblemen in eine ADG. Gerade dieserFakt bereitet bei in der Praxis auftretenden Problemen gro�e Schwierigkeitenund erfordert umfangreiche theoretische und numerische Untersuchungen zu denADGen. Betrachtet man noch einmal das System (1.3a), (1.3b) und Gleichung(1.4), so ist eine Di�erentiation bestimmter Komponenten erst bei einem Index� 2 notwendig. Deshalb treten die entscheidenden numerischen Schwierigkeitenerst bei solchen Problemen auf, und diese Probleme werden in der Literatur Sy-steme h�oheren Index genannt. Schon bei allgemeinen Index-2-Systemen wird einebesondere Steuerung der numerischen Verfahren notwendig, was in den n�achstenAbschnitten meiner Arbeit auch zum Ausdruck kommen wird.1.3 Bisherige Resultate zu den BDFIn einer Reihe von Arbeiten wurden die BDF schon f�ur Index-2-Probleme unter-sucht. Gegenstand der ersten Untersuchungen waren u.a. die linearen Index{2{ADGen mit variablen Koe�zientenA(t)x0(t) +B(t)x(t) = q(t): (1.7)Dabei zeigte sich, da� sich schon diese relativ einfache Klasse von Aufgaben mitHilfe der BDF nicht mehr vollst�andig bew�altigen l�a�t. Zur Illustration dessenm�ochte ich hier ein Beispiel anf�uhren, welches von Gear & Petzold [84] konstruiertwurde. Wir betrachten die Index{2{ADG 0 01 �t !x0 +  1 �t0 1 + � ! x = q(t):Hierbei ist � ein beliebiger Parameter und q(�) eine beliebige stetige Funktion, des-sen erste Komponente q1(�) stetig di�erenzierbar ist. Die L�osung dieses Systems8



ist dann eindeutig durch x1(t) = q1(t)� �tx2(t);x2(t) = q2(t)� q01(t)gegeben. Wendet man nun das implizite Euler{Verfahren auf die ADG an, soergibt sich f�ur den Fall � 6= �1 folgende L�osung:x1;j = q1(tj)� �tjx2;j;x2;j = �1 + �x2;j�1 + 11 + �fq2(tj)� 1hj (q1(tj)� q1(tj�1))g:Das Verfahren ist dann auf einem abgeschlossenen Intervall [t0; tN ] schwach in-stabil und konvergent, falls � > �0:5, und exponentiell instabil, falls � < �0:5.F�ur � = �1 versagt das Verfahren. Leicht zu sehen sind diese Aussagen f�ur diespeziellen rechten Seiten q1(t) = q2(t) = ct;betrachtet auf dem abgeschlossenen Intervall [0; 1]. In diesem Fall ergibt sich beiexaktem Anfangswert x2;0 = x2(0) = �c und tN = 1:x2;N � x2(tN ) = ch� 24 �1 + �!N � 135 :Diese Tatsache beweist, da� die BDF nur f�ur eine eingeschr�ankte Problemklassevon Index{2{ADGen geeignet sind. Die wohl schw�achste Voraussetzung, die ei-ne solche Aufgabe erf�ullen mu�, um mit den BDF erfolgreich behandelt werdenzu k�onnen, ist die von R. M�arz angegebene Bedingung, da� der Nullraum vonA(�) kostant ist. An dieser Stelle sollen die in der Arbeit von M�arz [92] bewie-senen Konvergenz{ und Stabilit�atsresultate f�ur solche linearen Index{2{ADGenangef�uhrt werden, um deutlich zu machen, welchen Einu� die beim Index 2 auf-tretenden Di�erentiationen auf die numerische L�osung haben.Es seien die BDF mit der Ordnung s f�ur die regul�aren gew�ohnlichen Di�erential-gleichungen auf der Klasse von Zerlegungen des abgeschlossenen Intervalls [t0; tN ]stabil. Weiter besitze die ADG (1.7) den Traktabilit�ats{Index 2 und der Nullraumker(A(t)) sei von t unabh�angig. Dann liefern die BDF eine L�osung xj (j=s,...,N),f�ur die folgende scharfe Fehlerabsch�atzung gilt:maxj�s jP (x�(tj)� xj)j �� SPfmaxj�s�1 jP (x�(tj)� xj)j+maxj�s j�j � �jjgund jQ(x�(tj)� xj)j � 9



� SQfmaxj�s�1 jP (x�(tj)� xj)j+maxj�s j�j � �jjg+ 1hj jQQ1(tj) sXi=0 �jiQ1(tj�i)G2(tj�i)�1~�j�ij;wobei x�(�) die exakte L�osung der Gleichung (1.7) ist, SP und SQ gewisse Kon-stanten sind, ~�j := G2(tj)(x�(tj) � xj) f�ur j = 0; : : : ; s � 1 die Fehler in denStartwerten darstellen, ~�j := �j, �j die Rundungsfehler und �j f�ur j � s die loka-len Fehler sind.Die hierbei auftretenden Projektoren P , Q und Q1 sind wie folgt de�niert:� Q ist ein beliebiger konstanter Projektor auf ker(A(t)), P := I �Q.� Q1(t) ist der kanonische Projektor auf ker(A1(t)) l�angs S1(t), wobeiA1(t) := A(t) +B(t)Q und S1(t) := fz 2 IRm : B(t)Pz 2 im(A(t))g.Schlie�lich ist hierbei G2(t) := A1(t) +B(t)PQ1(t).Da diese Darstellung auf den ersten Blick etwas kompliziert erscheint, m�ochte ichhierzu einige Erl�auterungen angeben. Die Projektion Q bewirkt eine Projektionauf die Komponenten, die lediglich algebraisch, d.h. nicht di�erenziert, in dasSystem eingehen. Die Projektion PP1(t) liefert eine Projektion auf die Kompo-nenten, f�ur die eine regul�are gew�ohnliche Di�erentialgleichung implizit im Systemgegeben ist (vgl. hierzu (1.3a)). Die Matrix G2(t) besitzt die Eigenschaft, da� siegenau dann regul�ar ist, wenn das System den Index 2 besitzt.Aus den angegebenen Absch�atzungen l�a�t sich nun ablesen:� Sind die Startwerte exakt und treten keine Rundungsfehler auf, so gilt:maxj�0 jx�(tj)� xjj � const �maxj�s j�jj;d.h. die BDF konvergieren formal mit der erwarteten Ordnung.� Stabilit�at erreicht man nur f�ur die P{Komponente; in der algebraischenKomponente ist eine schwache Instabilit�at zu sehen, die darauf zur�uck-zuf�uhren ist, da� bei der Berechnung dieser Komponenten implizit Di�eren-tiationen (hier in diskretisierter Form) auftreten. An dieser Stelle sei daranerinnert, da� Di�erentiationsprobleme schlecht gestellte Probleme sind.F�ur die linearen Index{2{ADGen ist das Verhalten der BDF also bereits vollst�andiggekl�art. Wie sieht es nun mit den nichtlinearen Problemen dieser Form aus? We-sentliche Resultate hierzu sind in den Arbeiten von� Gear, Leimkuhler & Gupta [85], 10



� L�otstedt & Petzold [86],� Brenan & Engquist [88],� M�arz [92]zu �nden.In der Arbeit von Gear, Leimkuhler & Gupta [85] wurde f�ur Probleme der Formx0 + g1(x; y; t) = 0 (1.8a)g2(x; t) = 0 (1.8b)die Konvergenz der BDF der Ordnung k nach k + 1 Schritten unter folgendenVoraussetzungen gezeigt:� Die Funktionen g1 und g2 besitzen in einer Umgebung der L�osung des Sy-stems (1.8a), (1.8b) stetige partielle Ableitungen bis zur ben�otigten Ord-nung.� Die Schrittweiten hn sind von der Form, da� : maxhnminhn � const.� Die Schrittweiten seien so gew�ahlt, da� die f�ur regul�are gew�ohnliche Di�e-rentialgleichungen bekannte Stabilit�atsbedingung erf�ullt ist.� Falls g1 nichtlinear in y oder g2 nichtlinear in x ist, so gelte weiter:1. �1, � und e0 sind O(h){genau.2. �2 ist O(h2){genau.3. Die Matrix [g20x(x; t)g10y(x�(t); y�(t); t)]�1 existiert und ist beschr�ankt f�urx in einer Umgebung der L�osung x�(t).Es gelten dann dar�uberhinaus die Absch�atzungen:kexnk = O(e0 + � + �1 + �2);keynk = O(e0 + � + �1 + �2h ):Hierbei bezeichnen exn bzw. eyn die Fehler in den x{ bzw. y{Komponenten, e0 dieFehler in den Startwerten, � den maximalen lokalen Fehler, �1 bzw. �2 die maxima-len Fehler, die in jedem Integrations{Schritt durch Rundung und approximativeL�osung der nichtlinearen Gleichungen in der 1. bzw. 2. Gleichung entstehen, undh die maximale Schrittweite.F�ur eine etwas allgemeinere Problemklasse erzielten L�otstedt & Petzold [86] fol-gende Resultate:Betrachtet wurden Systeme der FormF1(x; x0; y; t) = 0 (1.9a)F2(x; y; t) = 0 (1.9b)Unter den Voraussetzungen, da� f�ur alle t11



� die Schrittweite h konstant ist,� die Ordnung k � 6 ist,� die partiellen Ableitungen von F1 und F2 in Richtung x, x0 und y existierenund beschr�ankt sind,� die partielle Ableitung F10x0 eine quadratische Matrix ist und deren Inverseexistiert,� die Inverse des Schur{Komplements (der zu den BDF geh�orenden Iterati-onsmatrix) F20y � hF20x(�0F10x0 + hF10x)�1F10y existiert,� die von Null verschiedenen Zeilen der Matrix F20y linear unabh�angig sind,� die Fehler in den Startwerten einer Genauigkeit von O(hk) gen�ugen,� die Fehler, die durch Rundung und Newton{Abbruch bei L�osung der nicht-linearen Gleichung aus (1.9a) bzw. (1.9b) entstehen, die Genauigkeit O(hk)bzw. O(hk+1) besitzen,ist die diskrete L�osung nach k+1 Schritten genau mit der Gr�o�enordnung O(hk).In der Arbeit von Brenan & Engquist [88] wurden diese Ergebnisse f�ur semiex-plizite Probleme der Form y0 = E(t; y; u); (1.10a)0 = H(t; y); (1.10b)dahingehend verbessert, da� die angegebene Konvergenz bereits vom erstenSchritt an gilt, vorausgesetzt, da� die Anfangswerte numerisch konsistent sind,d.h.: Die Startwerte in der y{Komponente besitzen eine Genauigkeit von O(hk+1).O�en blieb bei diesen Arbeiten, wie sich die Einzugsbereiche f�ur die Konvergenzdes Newton{Verfahrens zur L�osung der nichtlinearen Gleichungen in Bezug aufdie Schrittweite verhalten und damit auch die Frage, ob die BDF tats�achlichdurchf�uhrbar sind. Diese Frage wird teilweise in der Arbeit von M�arz [92] beant-wortet, in der auch Stabilit�atsabsch�atzungen f�ur nichtlineare Index{2{Systemebewiesen wurden.F�ur Probleme der allgemeinen Formf(x0; x; t) = 0 (1.11)wird dort unter den Voraussetzungen, da�� die Schrittweiten hj von der Form sind, da�: maxhjminhj � const,und die BDF f�ur regul�are gew�ohnliche DGLen stabil sind,12



� die Ordnung s > 1 ist,� die partiellen Ableitungen f 0y und f 0x in einer Umgebung der Trajektorie derL�osung x� existieren und Lipschitzstetig sind,� der Nullraum ker(f 0y(y; x; t)) konstant ist und� der Bildraum im(f 0y(y; x; t)) unabh�angig von y ist,gezeigt, da� die BDF durchf�uhrbar und schwach instabil sind. Falls die Start-werte in der Q1{Komponente eine Genauigkeit von O(hs+1) und in den anderenKomponenten die Genauigkeit O(hs) besitzen, so konvergiert das Verfahren mitder Genauigkeit O(hs).Die hier auftauchenden Projektoren P , Q und Q1 sind entsprechend den obenangegebenen f�ur den Fall linearer ADGen f�ur die in der L�osung x� linearisierteADG von (1.11) gew�ahlt.Mit der dort gew�ahlten Beweisstrategie lie�en sich die Resultate nur f�ur den Fallder Ordnung s � 2 zeigen. An dieser Stelle sei erw�ahnt, da� auch in den Beweisender vorangegangenen zitierten Arbeiten der Fall der Ordnung s = 1 gesondert be-handelt werden mu�te. Es blieb also o�en, ob das implizite Euler{Verfahren f�ursolche Problemklassen auch durchf�uhrbar ist, und wie sein Stabilit�atsverhaltenaussieht. Die n�achsten beiden Abschnitte geben Antworten auf diese Fragen.
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2 Vorbereitende Analyse der Index-2-ADGenDie Systeme von Algebro{Di�erentialgleichungen, die hier untersucht werden sol-len, sind die quasilinearen ADGen der Form:A(t) x0(t) + g(x(t); t) = 0 : (2.1)Hierbei seien A : I ! L(IRm) eine stetige Matrixfunktion, I � IR ein o�enesIntervall. Zus�atzlich sei aus den in Abschnitt 1.3 genannten Gr�unden ker(A(t))von t unabh�angig und bezeichne Q : I ! L(IRm) einen konstanten Projektorauf ker(A(t)), P := I �Q.Weiter seien g : D � I ! IRm eine beliebige stetige Funktion, D � IRm eino�enes Gebiet, und g(�; t) stetig di�erenzierbar f�ur alle t � I.Sei x� 2 C1N eine L�osung des Systems (2.1). Nun besitzt die ADG (2.1) denTraktabilit�ats{Index 2 lokal um x�, wenn f�ur alle (x; t) in einer Umgebung Uvon (x�(t); t) in IRm � I die Matrix A1(x; t) := A(t) + g0x(x; t)Q singul�ar ist,rang(A1(x; t)) konstant ist und folgende Beziehung gilt:ker(A1(x; t)) \ S1(x; t) = f0g 8(x; t) 2 U;wobei S1(x; t) := fz 2 IRm : g0x(x; t)Pz 2 im(A1(x; t))g.Um nun ADGen vom Index 2 n�aher untersuchen zu k�onnen, sollen zun�achst einigehilfreiche algebraische �Uberlegungen angestellt werden.2.1 Algebraische HilfsbetrachtungenEinen grundlegenden Zusammenhang zwischen den beim Traktabilit�ats-Indexauftretenden R�aumen und der Auswahl entsprechender Projektoren liefert fol-gendes Lemma, das sich direkt aus Griepentrog & M�arz [86], Theorem A.13. undLemma A.14., ableiten l�a�t.Lemma 2.1 Seien �A; �B; �Q 2 L(IRm) gegeben, �Q2 = �Q, im( �Q) = ker( �A), d.h. �Qsei ein Projektor auf ker( �A). Bezeichne �S := fz 2 IRm : �Bz 2 im( �A)g. Dannsind folgende Bedingungen �aquivalent:(i) Die Matrix �G := �A + �B �Q ist regul�ar.(ii) IRm = �S � ker( �A).(iii) �S \ ker( �A) = f0g.
14



Wenn �G regul�ar ist, so gilt f�ur den kanonischen Projektor �Qs (d.h. �Qs projeziertIRm auf ker( �A) l�angs �S) die Beziehung:�Qs = �Q �G�1 �B:Beweis:(i )!(ii ) Zun�achst l�a�t sich IRm darstellen als �S + ker( �A), denn f�ur beliebigez 2 IRm gilt: z = (I � �Q �G�1 �B)z + �Q �G�1 �Bz =: z1 + z2: (�)Nun liegt z2 o�enbar in ker( �A), da �Q ein Projektor auf ker( �A) ist. F�ur z1 erh�altman, da� �Bz1 = (I � �B �Q �G�1) �Bz = �A �G�1 �Bz 2 im( �A);d.h. z1 2 �S.Es bleibt zu zeigen, da� �S \ ker( �A) = f0g. Sei dazu x 2 �S \ ker( �A) beliebig.Dann gilt x = �Qx und es existiert ein z 2 IRm, so da��Az = �Bx = �B �Qx und somit �G�1 �Az = �G�1 �B �Qx;d.h. (I � �Q)z = �Qx, also 0 = �Qx = x.(ii )!(iii ) Dies gilt trivial nach De�nition.(iii )!(i ) Sei x 2 IRm so gew�ahlt, da� �Gx = 0, d.h. �B �Qx = � �Ax und somit�Qx 2 �S. Da nun andererseits �Qx in ker( �A) liegt, so gilt nach Voraussetzungx 2 ker( �Q). Dies bedeutet wiederum �Ax = 0, also x 2 im( �Q). Damit mu� x = 0gelten, und �G ist regul�ar.Aufgrund der Eindeutigkeit der Zerlegung (�), folgt die letzte Behauptung sofort.2Lemma 2.2 Sei x� 2 C1N eine L�osung des Systems (2.1) und besitze die ADG(2.1) den Traktabilit�ats-Index 2 lokal um x�. Sei au�erdem t 2 I beliebig, aberfest gew�ahlt, P = I � Q und Q1(t) der kanonische Projektor auf ker(A1(t)),A1(t) := A1(x�(t); t), d.h. Q1(t) projeziert l�angs S1(t) := S1(x�(t); t).Dann gilt:(i) Die Matrix A2(t) := A1(t) + g0x(x�(t); t)PQ1(t) ist regul�ar.(ii) IRm = S1(t) � ker(A1(t))(iii) Q1(t) = Q1(t)A2(t)�1g0x(x�(t); t)P; Q1(t)Q � 0.
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Beweis: Die Behauptung folgt aus Lemma 2.1, wenn man�A := A1(t); �B := g0x(x�(t); t)P und �Qs := Q1(t)setzt. 2Bemerkung: Dieses Lemma impliziert: Wenn die ADG (2.1) den Traktabilit�ats-Index 2 lokal um x� besitzt, so besitzt auch die in x� linearisierte ADG denTraktabilit�ats-Index 2.2.2 Implizites Euler-VerfahrenSei x� 2 C1N eine L�osung des Systems (2.1) und besitze die ADG (2.1) den Trak-tabilit�ats-Index 2 lokal um x�. Sei weiter � eine Zerlegung des abgeschlossenenIntervalls [t0; T ] � I mit folgenden Eigenschaften:� : t0 < t1 < � � � < tN = T; (2.2)hmin � t` � t`�1 � hmax; hmin > 0; ` = 1; 2; :::; N:Das implizite Eulerverfahren l�a�t sich dann f�ur ADGen der Form (2.1) in folgenderWeise formulieren: x0 � x�(t0) = �0 (2.3a)A(t`)x` � x`�1h` + g(x`; t`) = �` ; ` = 1; 2; :::; N: (2.3b)Hier bezeichnen �0 die St�orung im Anfangswert und �` (` = 1; 2; :::; N) dieSt�orungen, die durch die numerische Rechnung im `-ten Schritt auftreten. Mit h`wird wie �ublich die Schrittweite im `-ten Schritt bezeichnet, d.h. h` = t` � t`�1.Zur Vereinfachung der Untersuchungen werden f�ur ` = 1; 2; :::; N folgende Be-zeichnungen eingef�uhrt:~x` := x` � x�(t`)�` := A(t`)x�(t`)� x�(t`�1)h` + g(x�(t`); t`)~g`(y) := g(y + x�(t`); t`) :Letztere liefert eine stetige Funktion ~g`, die auf ~D` de�niert ist, wobei ~D` := fy 2IRm : y + x�(t`) 2 Dg f�ur jedes ` = 1; 2; :::; N eine Nullumgebung ist. Es seibemerkt, da� das so de�nerte �` den lokalen Fehler des impliziten Eulerverfahrensim `-ten Schritt darstellt und damit bekannter Weise von der Gr�o�enordnungO(h`) ist, was durch anschlie�ende Taylorreihenentwicklung leicht zu sehen ist:Px�(t`�1) = Px�(t`)� h` (Px�)0(t`) +O(h2̀) :16



Da x�(t`) das System (2.1) l�ost, so ergibt sich sofort�` = A(t`)x�(t`)� x�(t`�1)h` + g(x�(t`); t`)= A(t`) Px�(t`)� Px�(t`�1)h` � (Px�)0(t`)!= O(h`) :Es sei daraufhingewiesen, da� f�ur den lokalen Fehler gilt: �` 2 im(A(t`)). DieserFakt erlangt an sp�aterer Stelle Bedeutung.Jetzt hat das System (2.3a),(2.3b) folgende Form,x0 � x�(t0)� �0 = 0A(t`) ~x` � ~x`�1h` + ~g`(~x`)� ~g`(0) + �` � �` = 0 ; ` = 1; 2; :::; N ;welche �aquivalent ist zu: x0 � x�(t0)� �0 = 0 (2.4a)A` ~x` � ~x`�1h` +B`~x` + �`(~x`) + �` � �` = 0 ; ` = 1; 2; :::; N ; (2.4b)wobei A` := A(t`);B` := ~g 0̀(0);�`(y) := ~g`(y)� ~g`(0)� ~g`0(0)y ; ` = 1; 2; :::; N : (2.5)Die zuletzt eingef�uhrten Gr�o�en haben folgende gew�unschten Eigenschaften:(1) Das Matrix-B�uschel fA`; B`g besitzt den Traktabilit�ats-Index 2 f�ur` = 1; 2; :::; N .(2) F�ur ` = 1; 2; :::; N gilt: �`(0) = 0 .(3) Ist g(�; t) als Funktion des Ortes auf D von der Klasse C1, d.h. einmal stetigdi�erenzierbar, so ist �` stetig di�erenzierbar und es gilt:�0̀ (0) = 0; ` = 1; 2; :::; N .Ziel ist es nun, die Systeme in (2.4b) f�ur jeden Schritt so aufzuspalten, da�sich zun�achst die di�erentiellen Komponenten der L�osung berechnen lassen unddann in Abh�angigkeit von diesen die algebraischen Komponenten ermittelt wer-den k�onnen. Dabei seien die di�erentiellen Komponenten der L�osung diejenigen,die in abgeleiteter Form in die ADG eingehen. Entsprechend werden die anderen17



algebraisch genannt. Mit anderen Worten: Px� stellen die di�erentiellen und Qx�die algebraischen Komponenten der L�osung x� dar. Nun sind Systeme h�oherenIndex' (also auch Index-2-Systeme) gerade dadurch charakterisiert, da� es keinealgebraische Transformation gibt, die den di�erentiellen und den algebraischenTeil vollst�andig voneinander trennt. Man erreicht jedoch unter Umst�anden eineAufspaltung in 3 Teile,(a) eigentliche Di�erentialgleichung (diskretisiert)(b) Zusammenhang von algebraischen und di�erentiellen Komponenten(c) rein algebraische Gleichung.Dies soll im folgenden gezeigt werden. SeienA1;` := A` +B`Q;P1;` := I �Q1;`und A2;` := A1;` +B`PQ1;`;wobei Q1;` der kanonische Projektor auf ker(A1;`) l�angsS1;` := fz 2 IRm : B`Pz 2 im(A1;`)g ist.Mit Lemma 2.2 sind folgende Beziehungen leicht nachzuvollziehen:A�12;`A` = P1;`PA�12;`B` = A�12;`B`PP1;` + A�12;`B`PQ1;` + A�12;`B`Q= A�12;`B`PP1;` +Q1;` +Q:Multipliziert man die `-te Gleichung von (2.4b) mit der regul�aren Matrix A�12;` , soerh�alt man die dazu �aquivalente GleichungP1;`P ~x` � ~x`�1h` + A�12;`B`PP1;`~x` +Q1;`~x` +Q~x` + A�12;`�`(~x`) + A�12;`(�` � �`) = 0:(2.6)Unter Beachtung der Tatsache, da� PP1;`, QP1;` und Q1;` Projektoren sind, l�a�tsich die Gleichung (2.6) durch Multiplikation mit diesen Projektoren in folgendesSystem �aquivalent umformen:PP1;` ~x` � ~x`�1h` + PP1;`A�12;`B`PP1;`~x`+ PP1;`A�12;`�`(~x`) + PP1;`A�12;`(�` � �`) = 0 (2.7a)�QQ1;` ~x` � ~x`�1h` +Q~x` +QP1;`A�12;`B`PP1;`~x`+QP1;`A�12;`�`(~x`) +QP1;`A�12;`(�` � �`) = 0 (2.7b)Q1;`~x` +Q1;`A�12;`�`(~x`)�Q1;`A�12;`�` = 0 (2.7c)18



In der letzten Gleichung (2.7c) verschwindet gl�ucklicher Weise der Einu� deslokalen Fehlers, da �` 2 im(A`) (wie bereits weiter oben bemerkt wurde) undQ1;`A�12;`A` � 0.Unser vorl�au�ges Ziel ist fast erreicht. Bisher wurde lediglich davon Gebrauchgemacht, da� die in der L�osung x� linearisierte ADG den Traktabilit�ats{Index2 besitzt. Andererseits gibt es Beispiele (siehe R. M�arz [91]), die zeigen, da�f�ur die eindeutige L�osbarkeit einer solchen ADG der Index 2 in einer o�enenUmgebung gegeben sein sollte. Das folgende Lemma (vgl. Lemma 2.2 in M�arz [91])gibt hierf�ur eine hinreichende Bedingung an, die wir auch im weiteren benutzenwerden.Lemma 2.3 Es sei x� 2 C1N eine L�osung des Systems (2.1) und besitze diein x� linearisierte ADG den Traktabilit�ats-Index 2. Dann sind mit den zuvoreingef�uhrten Projektoren folgende Bedingungen �aquivalent:(i) Q1(t)A�12 (t)(g(y; t)� g(Py; t)) = 0f�ur y in einer Umgebung U0(t) � D von x�(t), t 2 I.(ii) S(t)(g(y; t)� g(Py; t)) 2 im(S(t)B(t)Q)f�ur y in einer Umgebung U0(t) � D von x�(t) und (I � S(t)) ein beliebigerProjektor auf im(A(t)), t 2 I.Ferner gilt unter Voraussetzung von einer der beiden Bedingungen:F�ur jedes abgeschlossene Intervall I0 � I existiert ein Radius � > 0, so da� dieADG (2.1) in der Umgebung U := St2I0B((x�(t); t); �) den Traktabilit�ats{Index 2lokal um x� besitzt.Beweis: Es wird zun�achst die �Aquivalenz der angegebenen Bedingungen gezeigt.Es sei t 2 I fest gew�ahlt, y 2 U0(t) und z := g(y; t)� g(Py; t).(i )!(ii )S(t)z = S(t)A2(t)A�12 (t)z = S(t)B(t)QA�12 (t)z + S(t)B(t)PQ1(t)A�12 (t)z= S(t)B(t)QA�12 (t)z 2 im(S(t)B(t)Q):(ii )!(i ) Da im(A(t)) � ker(Q1(t)A�12 (t)) und (I � S(t)) ein Projektor aufim(A(t)) ist, so gilt die Identit�atQ1(t)A�12 (t) � Q1(t)A�12 (t)S(t):Damit gilt:Q1(t)A�12 (t)z = Q1(t)A�12 (t)S(t)z = Q1(t)A�12 (t)S(t)B(t)Qy; gew. y 2 IRm= Q1(t)A�12 (t)S(t)A1(t)y = Q1(t)A�12 (t)A1(t)y = 0:19



Analog zum Beweis von Lemma 2.2 in M�arz [91] l�a�t sich auch die letzte Behaup-tung zeigen. Sei wieder t 2 I fest gew�ahlt. So gilt aufgrund der Voraussetzungenf�ur y 2 U0(t):Q1(t)A�12 (t)g0y(y; t)Q = Q1(t)A�12 (t)g0y(Py; t)PQ = 0:Dies bedeutet, da� f�ur A1(y; t) := A(t) + g0y(y; t)Q die RelationQ1(t)A�12 (t)A1(y; t) = 0erf�ullt ist. Da Q1(t) der kanonische Projektor auf ker(A1(t)) l�angs S1(t) = fz 2IRm : B(t)Pz 2 im(A1(t))g ist, so ist nunim(A�12 (t)A1(y; t)) � S1(t):Demzufolge giltrang(A�12 (t)A1(y; t)) � dim(S1(t)) = rang(P1(t));und mit der Kenntnis, da�A�12 (t)A1(x�(t); t) = A�12 (t)A1(t) = P1(t)stets erf�ullt ist, �nden wir jetzt eine Umgebung U1(t) � U0(t) von x�(t), so da�der Rang der Matrix A�12 (t)A1(y; t) f�ur y 2 U1(t) konstant ist. Also ist auch dieDimension des Raumes ker(A1(y; t)) f�ur y 2 U1(t) konstant. Sei jetzt Q1(y; t) derorthogonale Projektor auf ker(A1(y; t), y 2 U1(t). Dieser h�angt dann stetig von yab, da A1(y; t) stetig von y abh�angt. Damit ist auchA2(y; t) := A1(y; t) + g0y(y; t)PQ1(y; t)stetig bez�uglich y.Da die in x� linearisierte ADG den Traktabilit�ats-Index 2 besitzt, so ist au�erdemA2(x�(t); t) := A1(x�(t); t) + g0x(x�(t); t)PQ1(t)regul�ar und stetig bez�uglich t. Somit h�angtA2(y; t) := A1(y; t) + g0y(y; t)PQ1(y; t)stetig von (y; t) ab. Ferner gilt die gleichm�a�ige Stetigkeit auf f(y; t) j ky�x�(t)k ��0; t 2 I0g, falls I0 � I ein abgeschlossenes Intervall ist und �0 > 0 so gew�ahlt ist,da� fy j ky � x�(t)k < �0; t 2 I0g � D. Da die Determinantenfunktion ebenfallsgleichm�a�ig stetig auf kompakten Mengen ist, so �ndet man nun einen Radius� > 0, so da� f�ur alle t 2 I0 die Matrix A2(y; t) mit y 2 B(x�(t); �) regul�ar ist.220



Bemerkung: Die im obigen Lemma angegebenen Bedingungen sind z.B. f�urIndex{2{Hessenberg{Systeme trivial erf�ullt. Eine ausf�uhrlichere Diskussion dieserBedingungen ist in M�arz[91] nachzulesen.F�ur die weiteren Betrachtungen seien die Voraussetzungen von Lemma 2.3 erf�ullt.Sei im folgenden f�ur ` = 1; 2; :::; N :~u` := PP1;`~x`; ~v` := Q1;`~x`; ~w` := Q~x`;Dann hat das System (2.7a){(2.7c) die Gestalt:~u` � ~u`�1h` + 1h`P (P1;` � P1;`�1)(~u`�1 + P ~v`�1) + PP1;`A�12;`B`PP1;`~u`+ PP1;`A�12;`�`(~u` + P ~v` + ~w`) + PP1;`A�12;`(�` � �`) = 0 (2.8a)�Q~v` � ~v`�1h` � 1h`Q(Q1;` �Q1;`�1)(~u`�1 + P ~v`�1) +QP1;`A�12;`B`PP1;`~u`+ ~w` +QP1;`A�12;`�`(~u` + P ~v` + ~w`) +QP1;`A�12;`(�` � �`) = 0 (2.8b)~v` +Q1;`A�12;`�`(~u` + P ~v`)� ~�` = 0; (2.8c)Das Gleichungssystem (2.8a)-(2.8c) hat jetzt die erwarteten Eigenschaften. Die1. Gleichung widerspiegelt die eigentlich zugrundeliegende diskretisierte Di�eren-tialgleichung in der u{Komponente. Die 3. Gleichung ist rein algebraisch underm�oglicht die Bestimmung der v{Komponente, die lediglich algebraisch von denanderen Komponenten abh�angt. Die 2. Gleichung schlie�lich repr�asentiert denalgebraischen Zusammenhang zwischen der algebraischen (w{) Komponente undden di�erentiellen Komponenten, wobei letztere zum Teil (Qv) di�erenziert (indiskretisierter Form) eingehen.
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3 Stabilit�ats- und KonvergenzresultateBevor die erzielten Stabilit�ats- umd Konvergenzresultate angegeben werden, sol-len hier zwei Lemmata bewiesen werden, die an sp�aterer Stelle gebraucht werden.Lemma 3.1 Seien E1; E2; � � � ; En; F (n 2 N ; n � 2) Banachr�aume und f ei-ne C1-Abbildung einer o�enen Teilmenge A von E1 � E2 � � � � � En in F . ImPunkt x0 := (x01; x02; � � � ; x0n) von A sei f(x0) = 0, und die partielle AbleitungD1f(x0) sei ein linearer Hom�oomorphismus von E1 auf F. Dann gibt es einezusammenh�angende o�ene Umgebung U von (x02; � � � ; x0n) in E2 � � � � � En undeine eindeutig bestimmte C1{Abbildung u von U in E1 derart, da� die Gleichungu(x02; � � � ; x0n) = x01 erf�ullt ist und f�ur alle (x2; � � � ; xn) 2 U die Beziehungen(u(x2; � � � ; xn); x2; � � � ; xn) 2 A und f(u(x2; � � � ; xn); x2; � � � ; xn) = 0 gelten.Weiter gilt f�ur jedes (x2; � � � ; xn) 2 U folgende Ungleichung:ku(x2; � � � ; xn)� u(x02; � � � ; x0n)k � (2kDx2u(x02; � � � ; x0n)k+ 1)kx2 � x02k+ � � �+ (2kDxnu(x02; � � � ; x0n)k+ 1)kxn � x0nkBeweis: Die Existenz einer solchen Umgebung U und einer solchen (in U ein-deutig bestimmten) Abbildung ergibt sich aus dem Satz �uber implizite Funktio-nen. Es soll nun gezeigt werden, da� die angegebene Ungleichung gilt. Dazu sei(s2; � � � ; sn) 2 E2 � � � � � En so gew�ahlt, da� der Punkt (x02 + s2; � � � ; x0n + sn) inder Umgebung U liegt. Sei weiter s1 := u(x02 + s2; � � � ; x0n + sn) � u(x02; � � � ; x0n).Nach Voraussetzung gilt dann die Beziehungf(u(x02; � � � ; x0n) + s1; x02 + s2; � � � ; x0n + sn) = 0 :Au�erdem erh�alt man s1 ! 0, falls (s2; � � � ; sn) ! (0; � � � ; 0). Da nun f in(x02; � � � ; x0n) stetig di�erenzierbar ist, so existiert zu jedem � > 0 ein r > 0 derart,da� f�ur alle (s2; � � � ; sn) mit ksik � r, i = 2; � � � ; n, die Ungleichungkf(x0 + s)� f(x0)� nXi=1Dif(x0)sik � � nXi=1 ksikerf�ullt ist, wenn s := (s1; s2; � � � ; sn). Nach De�nition ist diese Ungleichung mitfolgender �aquivalent: k nXi=1Dif(x0)sik � � nXi=1 ksik :
22



Da D1f(x0) ein linearer Hom�oomorphismus von E1 auf F ist, so l�a�t sich aus dervorigen Beziehung schlie�en, da�ks1 + nXi=2(D1f(x0))�1Dif(x0)sik � �k(D1f(x0))�1k nXi=1 ksik :Sei nun � so gew�ahlt worden, da� �k(D1f(x0))�1k � 12 . Dann folgt mit Hilfe derDreiecksungleichung:ks1k � nXi=2 k(D1f(x0))�1Dif(x0)k ksik � 12 nXi=1 ksik ;also ks1k � nXi=2(2k(D1f(x0))�1Dif(x0)k+ 1)ksik :Sei o.B.d.A. U bereits so klein gew�ahlt worden, da� U � B(x0; r), dann widerspie-gelt die letzte Gleichung nach De�nition von s1; s2; � � � ; sn gerade die Behauptung.2Lemma 3.2 Sei x� 2 C1N eine L�osung des Systems (2.1). Dann gilt f�ur die in(2.5) de�nierten Funktionen �` (` = 1; 2; :::; N):F�ur jedes � > 0 existiert ein (von der Zerlegung unabh�angiger) Radius �(�), soda� f�ur alle z 2 IRm mit kzk � �(�) gilt:(i) k�`(z)k � � kzk, k�0̀ (z)k � �(ii) Wenn Q1(t)A�12 (t)g(�; t) stetig di�erenzierbar ist, so gilt auch:kQ1;`A�12;`�`(z)k � � kzk, kQ1;`A�12;`�0̀ (z)k � �Beweis: Zun�achst ist g0x nach Voraussetzung stetig. Ferner ist x�(�) stetig auf[t0; T ] und damit die Menge f x�(t) j t 2 [t0; T ] gkompakt in IRm. Dann existiert ein Radius r > 0, so da� die MengeM :=f (z + x�(t)) j t 2 [t0; T ]; kzk � r; z 2 IRm geine kompakte Teilmenge von D ist. Dann ist g0x gleichm�a�ig stetig auf M und esgilt:8 � > 0 9 �(�) > 0; �(�) < r 8 t 2 [t0; T ]:kzk � �(�) ) kg(z + x�(t); t)� g(x�(t); t)� g0x(x�(t); t)zk � � kzk undkzk � �(�) ) kg0x(z + x�(t); t)� g0x(x�(t); t)k � �:Nach De�nition von �` folgt hieraus die Behauptung (i).Analog l�a�t sich auch (ii) beweisen. 223



3.1 Allgemeiner Konvergenzsatz f�ur das implizite Euler-VerfahrenDer folgende Satz stellt das Hauptresultat dieser Arbeit dar. Es wird gezeigt,da� bei hinreichend genauen Startwerten und hinreichend kleinen Schrittweitendas implizite Euler{Verfahren f�ur ADGen der Form (2.1) eine L�osung liefert, diegegen die exakte L�osung konvergiert, wenn nur die �Anderung der numerischenSt�orungen im Verh�altnis zur Schrittweite klein bleibt. Dies war nach den bisheri-gen Ergebnissen der Untersuchungen zum impliziten Euler{Verfahren zu erwar-ten gewesen. �Uberraschend ist jedoch, da� die St�orungen i.a. auch wesentlichenEinu� auf die di�erentiellen Komponenten der L�osung des Verfahrens habenk�onnen. Da� dieser Fakt weder an der Beweistechnik noch an der allgemeinerenForm der ADG liegt, macht das im Anschlu� an den Beweis des folgenden Satzesangef�uhrte Beispiel einer ADG in Hessenberg{Form deutlich.Satz 3.3 Sei x� 2 C1N eine L�osung des Systems (2.1) und besitze die ADG (2.1)den Traktabilit�ats-Index 2. Mit den Bezeichnungen aus Lemma 2.2 sei Q1(�) ste-tig di�erenzierbar auf I und Q1(t)A�12 (t)g(�; t) zweimal stetig di�erenzierbar. Seiau�erdem f�ur alle t 2 I die BedingungS(t)(g(y; t)� g(Py; t)) 2 im(S(t)B(t)Q);y 2 U0(t), U0(t) � D Umgebung von x�(t), (I �S(t)) ein beliebiger Projektor aufim(A(t)), aus Lemma 2.3 erf�ullt.Dann existieren Konstanten � > 0, C > 0 und Hmax > 0, so da� f�ur jede Zerle-gung (2.2) mit hmax � Hmax folgende Implikation wahr ist:Wenn die Relationen k�`k � �; ` = 0; 1; :::; N1h1kQ1;0(A�12;0(g(x0; t0)� g(x�(t0); t0))� �0)k � �;1h`kQ1;`A�12;`�` �Q1;`�1A�12;`�1�`�1k � �; ` = 2; :::; Nerf�ullt sind, so liefert das implizite Eulerverfahren eine L�osung x` zum Zeitpunktt`, ` = 1; 2; :::; N und es gilt:(i) max`=1;2;:::;N kP (x�(t`)� x`)k � C h kx�(t0)� x0k+ max`=1;2;:::;N k�` � �`k+ kQ1;0(A�12;0(g(x0; t0)� g(x�(t0); t0))� �0)k+ max`=2;:::;N 1h`kQ1;`A�12;`�` �Q1;`�1A�12;`�1�`�1k i24



(ii) max`=1;2;:::;N kQ(x�(t`)� x`)k � C h kx�(t0)� x0k+ max`=1;2;:::;N k�` � �`k+ 1h1kQ1;0(A�12;0(g(x0; t0)� g(x�(t0); t0))� �0)k+ max`=2;:::;N 1h`kQ1;`A�12;`�` �Q1;`�1A�12;`�1�`�1k i :Bemerkung: Die in der P{Komponente auftretende Instabilit�at hat ihre Ursachein der Aufsummierung der Defekte in den ableitungsfreien GleichungenkQ1;`A�12;`�` �Q1;`�1A�12;`�1�`�1k:Die Instabilit�at in der Q{Komponente r�uhrt zus�atzlich vom Eingehen von durchdie Di�erentiation bedingten Termen der FormQ1;`A�12;`�` �Q1;`�1A�12;`�1�`�1h`her.Beweis: Sei zun�achst ` 2 f2; :::; Ng fest gew�ahlt und der `-te Schritt des im-pliziten Euler-Verfahrens entsprechend der Herleitung in Kapitel 3 �aquivalentumgeformt in das System:~u` � ~u`�1h` + 1h`P (P1;` � P1;`�1)(~u`�1 + P ~v`�1) + PP1;`A�12;`B`PP1;`~u`+ PP1;`A�12;`�`(~u` + P ~v` + ~w`) + PP1;`A�12;`(�` � �`) = 0 (3.1a)�Q~v` � ~v`�1h` � 1h`Q(Q1;` �Q1;`�1)(~u`�1 + P ~v`�1) +QP1;`A�12;`B`PP1;`~u`+ ~w` +QP1;`A�12;`�`(~u` + P ~v` + ~w`) +QP1;`A�12;`(�` � �`) = 0 (3.1b)~v` +Q1;`A�12;`�`(~u` + P ~v`)� ~�` = 0; (3.1c)wobei ~�` := Q1;`A�12;`�`. In Anlehnung an die Gleichung (3.1c) de�nieren wir dieFunktion: F`(v; u; �) := v � � +Q1;`A�12;`�`(u+ Pv): (3.2)Dann ist F` zweimal stetig di�erenzierbar,F`(0) = 0; F 0̀v(0) = I;und wir k�onnen folgende Behauptung zeigen:25



Behauptung 1.Es existieren ein von der Zerlegung unabh�angiger Radius � und eine eindeutigbestimmte C2-Funktion f`(u; �) : B(0; �) ! B(0; �)mit den Eigenschaften:(i) F`(f`(~u`; ~�`); ~u`; ~�`) = 0(ii) f`(0) = 0; f 0̀(0) = (0; I)(iii) f`(~u`; ~�`) � Q1;`f(~u`; ~�`)(iv) kf`(~u`; ~�`)k � k~u`k+ 3k~�`k.Die Aussage (iii) ist eine einfache Folgerung von (i). Die Richtigkeit der Aus-sagen (i),(ii) bzw. (iv) w�are o�ensichtlich mit Hilfe des Satzes �uber impliziteFunktionen bzw. Lemma 3.1, wenn der Radius � abh�angig von ` gew�ahlt werdenkann. Um nun zu beweisen, da� diese Aussagen auch f�ur einen von der Zerlegungunabh�angigen Radius � gelten, soll folgende "Anwendung" des Banach'schen Fix-punktsatzes (siehe Dieudonn�e [85], S.249) verwendet werden:Lemma 3.4 Es seien E, F zwei Banachr�aume, U bzw. V eine o�ene Kugel in Ebzw. F mit dem Mittelpunkt 0 und dem Radius � bzw. �. Ferner sei v eine stetigeAbbildung von U � V in F derart, da� kv(x; y1) � v(x; y2)k � k ky1 � y2k f�urx 2 U , y1 2 V , y2 2 V erf�ullt ist; dabei sei k eine der Bedingung 0 � k < 1gen�ugende Konstante. Ist dann kv(x; 0)k � �(1� k) f�ur jedes x 2 U , so existierteine eindeutig bestimmte Abbildung f von U in V derart, da� f(x) = v(x; f(x))f�ur jedes x 2 U erf�ullt ist. Die Abbildung f ist auf U stetig.F�ur die Abbildung p`(v; u; �) := v � F`(v; u; �) gilt zun�achst:kp`(v1; u; �)� p`(v2; u; �)k= kQ1;`A�12;`(�`(u+ Pv1)� �`(u+ Pv2))k= k Z 10 Q1;`A�12;`�0̀ (u+ Pv2 + s(Pv1 � Pv2))ds(Pv1 � Pv2)k� Z 10 kQ1;`A�12;`�0̀ (u+ Pv2 + s(Pv1 � Pv2))kdskPkkv1 � v2k : (3.3)Nach Lemma 3.2 existieren nun Radien �1 und � (unabh�angig von der Zerlegung),so da� f�ur alle u 2 B(0; �1) und alle (Pv2 + s(Pv1 � Pv2)) 2 B(0; �)kQ1;`A�12;`�0̀ (u+ Pv2 + s(Pv1 � Pv2))k � 12kPk26



gilt. Da die Kugel B(0; �) in IRm konvex ist, so gilt die letzte Ungleichung o�enbarf�ur alle s 2 [0; 1], wenn v1 2 B(0; �) und v2 2 B(0; �). Die Ungleichung (3.3) liefertdann f�ur u 2 B(0; �1), v1 2 B(0; �) und v2 2 B(0; �):kp`(v1; u; �)� p`(v2; u; �)k � 12kv1 � v2k : (3.4)Andererseits gilt: kp`(0; u; �)k = k� �Q1;`A�12;`�`(u)k� k�k+ kQ1;`A�12;`�`(u)kNun existiert wieder nach Lemma 3.2 ein von der Zerlegung unabh�angiger Radius�2, so da� kQ1;`A�12;`�`(u)k � kukf�ur jedes u 2 B(0; �2) gilt. Man erh�alt:kp`(0; u; �)k � k�k+ kuk (3.5)W�ahlt man nun � := minf14�; �1; �2g, so liefern die Ungleichungen (3.4) und(3.5) die gew�unschten Absch�atzungen:kp`(0; u; �)k < 12�kp`(v1; u; �)� p`(v2; u; �)k � 12kv1 � v2kf�ur (u; �) 2 B((0; 0); �) und v1; v2 2 B(0; �).Wenden wir jetzt Lemma 3.4 an, so erhalten wir:Es existiert eine eindeutig bestimmte Abbildung f`, die die Kugel B(0; �) in dieKugel B(0; �) derart abbildet, da�f`(u; �) = p`(f`(u; �); u; �)f�ur alle (u; �) 2 B(0; �) erf�ullt ist, und diese Abbildung f` ist stetig. Wir erhaltenweiter, da� F`(f`(u; �); u; �) = 0 :Es bleibt zu zeigen, da� f` eine C2-Funktion ist. Dies l�a�t sich aber in �ublicherArt und Weise wie beim Beweis des Satzes �uber implizite Funktionen unabh�angigvon ` zeigen.Verfolgt man den Beweis von Lemma 3.1, so gen�ugt es f�ur die Absch�atzung (iv)zu zeigen, da� es einen von der Zerlegung unabh�angigen Radius r gibt, so da� f�ur(~u`; ~�`) 2 ~D` � IRm mit k~u`k � r, k~�`k � r die UngleichungkF`(f`(~u`; ~�`); ~u`; ~�`)� f`(~u`; ~�`) + ~�`k � 12(kf`(~u`; ~�`)k+ k~u`k+ k~�`)k)27



erf�ullt ist. Nach De�nition von F` ist diese Ungleichung �aquivalent zukQ1;`A�12;`�`(~u` + Pf`(~u`; ~�`))k � 12(kf`(~u`; ~�`)k+ k~u`k+ k~�`)k): (3.6)Es existiert aber wieder nach Lemma 3.2 ein (von der Zerlegung unabh�angiger)Radius r, so da� f�ur k~u`k � r, k~�`k � r mit kf`(~u`; ~�`)k � r gilt:kQ1;`A�12;`�`(~u` + Pf`(~u`; ~�`))k � 12(1 + kPk)(k~u`k+ kPk kf`(~u`; ~�`)k):Sei nun o.B.d.A. � < r, dann folgt unmittelbar die Ungleichung (3.6) und damitdie Behauptung 1.Die soeben bewiesene Aussage gilt nat�urlich auch f�ur den vorangegangen Euler-Schritt, d.h. f�ur die C2{FunktionF`�1(v; u; �) := v � � +Q1;`�1A�12;`�1�`�1(u+ Pv): (3.7)gilt: F`�1(0) = 0; F 0̀�1v(0) = I;und es existiert wieder eine eindeutig bestimmte C2-Funktionf`�1(u; �) : B(0; �) ! B(0; �)mit folgenden Eigenschaften:F`�1(f`�1(~u`�1; ~�`�1); ~u`�1; ~�`�1) = 0f`�1(0) = 0; f 0̀�1(0) = (0; I)f`�1(~u`�1; ~�`�1) � Q1;`�1f(~u`�1; ~�`�1) :Ber�ucksichtigt man diese Resultate, so bleibt anstelle des Systems (3.1a)-(3.1c)folgendes System zu l�osen: ~u` � ~u`�1h` + PP1;`A�12;`B`PP1;`~u`+ 1h`P (P1;` � P1;`�1)(~u`�1 + P ~v`�1)+ PP1;`A�12;`�`(~u` + Pf`(~u`; ~�`) + ~w`) + PP1;`A�12;`(�` � �`) = 0 (3.8a)�Qf`(~u`; ~�`)� f`�1(~u`�1; ~�`�1)h` +QP1;`A�12;`B`PP1;`~u`� 1h`Q(Q1;` �Q1;`�1)(~u`�1 + P ~v`�1) + ~w`+QP1;`A�12;`�`(~u` + Pf`(~u`; ~�`) + ~w`) +QP1;`A�12;`(�` � �`) = 0 (3.8b)~v` � f`(~u`; ~�`) = 0: (3.8c)28



Um nun die Gleichung (3.8b) nach ~w` au�osen zu k�onnen, ist es o�enbar not-wendig, die Di�erenz von f`(~u`; ~�`)� f`�1(~u`�1; ~�`�1) n�aher auf ihr Verh�altnis zurSchrittweite h` hin zu untersuchen. Dazu schreiben wir die GleichungF`�1(~v`�1; ~u`�1; ~�`�1) = 0in folgender Form:~v`�1 � ~�`�1 +Q1;`A�12;`�`(~u`�1 + P ~v`�1)� �` = 0 ;wobei �` := Q1;`A�12;`�`(~u`�1 + P ~v`�1)�Q1;`�1A�12;`�1�`�1(~u`�1 + P ~v`�1):Dann gilt entsprechend den Eigenschaften von F` f�ur die Funktion	`(v; u; �; �) := v � � +Q1;`A�12;`�`(u+ Pv)� � ;da� 	` von der Klasse C2 ist und	`(0) = 0; 	0̀ v(0) = I:Es existieren ein von der Zerlegung unabh�angiger Radius  und eine eindeutigbestimmte C2-Funktion `(u; �; �) : B(0; ) ! B(0; 0)mit den Eigenschaften: 	`( `(u; �; �); u; �; �) = 0 `(0) = 0;  0̀(0) = (0; I; I)k `(u; �; �)k � kuk+ 3k�k+ 3k�k: (3.9)Au�erdem haben wir nach De�nition von 	`:F`(~v`; ~u`; ~�`) = 	`(~v`; ~u`; ~�`; 0) :Aufgrund der Eindeutigkeit der Funktionen f` und  ` gilt:f`(~u`; ~�`) =  `(~u`; ~�`; 0)f�ur k~u`k � minf�; g und k�`k � minf�; g :Andererseits war �` gerade so de�niert, da� :F`�1(~v`�1; ~u`�1; ~�`�1) = 	`(~v`�1; ~u`�1; ~�`�1; �`) :29



Die Eindeutigkeit der Funktionen f`�1 und  ` liefert:f`�1(~u`�1; ~�`�1) =  `(~u`�1; ~�`�1; �`)f�ur k~u`�1k � minf�; g ; k�`�1k � minf�; g und k�`k �  :Es bleibt die Frage, unter welchen Bedingungen, die Relation k�`k �  gilt.Deshalb wird jetzt �` genauer untersucht:�` = Q1;`A�12;`�`(~u`�1 + P ~v`�1)�Q1;`�1A�12;`�1�`�1(~u`�1 + P ~v`�1)Nun gilt f�ur beliebige y 2 f ~D` \ ~D`�1g:Q1;`A�12;`�`(y)�Q1;`�1A�12;`�1�`�1(y) = ĝ(x�(t`) + y; t`)� ĝ(x�(t`�1) + y; t`�1)� (ĝ(x�(t`); t`)� ĝ(x�(t`�1); t`�1))� (ĝ0x(x�(t`); t`)� ĝ0x(x�(t`�1); t`�1))y= Z 10 (ĝ0(x�(z(s)) + y; z(s))� ĝ0(x�(z(s)); z(s))� (ĝ0)0x(x�(z(s)); z(s))y) ds h` ;wobei ĝ(x; t) := Q1(t)A�12 (t)g(x; t) und z(s) := st` + (1� s)t`�1 .Da ĝ zweimal stetig di�erenzierbar bez�uglich x ist, so gilt weiter:8 c � 0 9 % � 0 8 0 � s � 1 :kĝ0(x�(z(s)) + y; z(s))� ĝ0(x�(z(s)); z(s))� (ĝ0)0x(x�(z(s)); z(s))yk � c kyk ;wenn kyk � %.Wir erhalten f�ur �`: k�`k � c h`(k~u`�1k+ kP ~v`�1k) ; (3.10)wenn k~u`�1k � % und kP ~v`�1k � %. Dies bedeutet, da� k�`k �  gilt, falls dieSchrittweite h` hinreichend klein ist.Setzen wir nun die entsprechenden Funktionswerte der Funktion  ` anstelle vonf`(~u`; ~�`)� f`�1(~u`�1; ~�`�1) in die Gleichung (3.8b) ein, so ergibt sich:�QZ 10  0̀(s~u` + (1�s)~u`�1; s~�` + (1�s)~�`�1; (1�s)�`) ds ( ~u`�~u`�1h` ; ~�`�~�`�1h` ; ��`h` )� 1h`Q(Q1;`�Q1;`�1)(~u`�1 + P ~v`�1) + ~w` +QP1;`A�12;`�`(~u` + Pf`(~u`; ~�`) + ~w`)+ QP1;`A�12;`B`~u` +QP1;`A�12;`�` �QP1;`A�12;`�` = 0 :
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Nun l�a�t sich mit Hilfe von (3.8a) ~u`�~u`�1h` ersetzen durch1h`P (P1;` � P1;`�1)(~u`�1 + P ~v`�1)� PP1;`A�12;`B`PP1;`~u`� PP1;`A�12;`�` + PP1;`A�12;`�` � PP1;`A�12;`�`(~u` + Pf`(~u`; ~�`) + ~w`)Zur k�urzeren Schreibweise seien:�` := ~�`�~�`�1h` ; �` := ��`h` : (3.11)Jetzt k�onnen wir (3.8b) nach ~w` au�osen. Dazu de�nieren wir folgende Funktion:K`(w; u; � � �; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`) :=�Q Z 10  0̀(su+ (1�s)~u`�1; ~�` + (s�1)h`�`; (s�1)h`�`) ds �� � 1h`P (P1;` � P1;`�1)(~u`�1 + P ~v`�1)� PP1;`A�12;`B`PP1;`u+PP1;`A�12;`(� � �)� PP1;`A�12;`�`(u+ Pf`(u; ~�`) + w); �`; �` �� 1h`Q(Q1;` �Q1;`�1)(~u`�1 + P ~v`�1) + w+QP1;`A�12;`�`(u+ Pf`(u; ~�`) + w) +QP1;`A�12;`B`u�QP1;`A�12;`(� � �);f�ur die gilt: K` ist zweimal stetig di�erenzierbar,K`(0) = 0; K 0̀w(0) = I:Behauptung 2.Es existieren ein von der Zerlegung unabh�angiger Radius � und eine eindeutigbestimmte C1-Funktionk`(u; � � �; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`) : B(0; �) ! B(0; �)mit den Eigenschaften:(i) K`(k`(~u`; �` � �`; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`); ~u`; �` � �`; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`) = 0,k`(0) = 0(ii) k 0̀(0) = (�QP1;`A�12;`B`; QP1;`A�12;` ; 0; 1h`Q(Q1;`�Q1;`�1); 1h`Q(Q1;`�Q1;`�1);Q; Q)(iii) k`(~u`; �` � �`; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`) � Qk`(~u`; �` � �`; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`)31



(iv) kk`(~u`; �` � �`; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`)k� (1 + 2kQP1;`A�12;`B`k) k~u`k+ (1 + 2kQP1;`A�12;`k) k�` � �`k+ k~�`k+(1+2 1h`kQ(Q1;`�Q1;`�1)k) (k~u`�1k+ k~v`�1k)+ (1+2kQk)(k�`k+ k�`)k)F�ur die Richtigkeit dieser Behauptung bleibt wieder zu zeigen, da� der Radius� unabh�angig von der Zerlegung gew�ahlt werden kann. Die dazu anzustellenden�Uberlegungen sind im wesentlichen analog zu den Betrachtungen zu Behauptung1. f�ur F`. Jedoch sind noch einige zus�atzliche Fakten nachzuweisen. Deshalb sollensie im folgenden angef�uhrt werden.Wir wollen wieder Lemma 3.4 benutzen und de�nieren:q`(w; u; � � �; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`) := w �K`(w; u; � � �; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`):(1) Dann gilt:kq`(w1; u; � � �; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`)� q`(w2; u; � � �; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`)k� kQ Z 10  0̀(su+ (1�s)~u`�1; ~�` + (s�1)h`�`; (s�1)h`�`) ds ��[�PP1;`A�12;`(�`(u+ Pf`(u; ~�`) + w1)� �`(u+ Pf`(u; ~�`) + w2)]; 0; 0)k+kQP1;`A�12;`(�`(u+ Pf`(u; ~�`) + w1)� �`(u+ Pf`(u; ~�`) + w2))k: (3.12)(a) Zun�achst soll die Di�erenzk�`(u+ Pf`(u; ~�`) + w1)� �`(u+ Pf`(u; ~�`) + w2)kabgesch�atzt werden. Sei dazu z := u+ Pf`(u; ~�`).k�`(z + w1)� �`(z + w2)k= k Z 10 �0̀ (z + �w1 + (1� �)w2) d� (w1 � w2)kSei � > 0 bliebig, aber fest. Dann existieren nach Lemma 3.2 Radien�1(�) und �1(�) (unabh�angig von der Zerlegung), so da� f�ur alle z 2B(0; �1(�)) und w1; w2 2 B(0; �1(�)) gilt:k�0̀ (z + �w1 + (1� �)w2)k � �:Von z wissen wir:kzk = ku+ Pf`(u; ~�`)k� kuk+ kPk(kuk+ 3k~�`k);wenn (u; ~�`) 2 B(0; �).Also existiert ein �2(�) > 0 (von der Zerlegung unabh�angig), so da�32



f�ur (u; ~�`) 2 B(0; �2(�)) die Elementbeziehung z 2 B(0; �1(�)) gilt.Damit erhalten wir folgende Ungleichung f�ur (u; ~�`) 2 B(0; �2(�)) undw1; w2 2 B(0; �1(�)):k�`(u+Pf`(u; ~�`)+w1)��`(u+Pf`(u; ~�`)+w2)k � � kw1�w2k: (3.13)(b) Nun betrachten wirZ 10  0̀(su+ (1�s)~u`�1; ~�` + (s�1)h`�`; (s�1)h`�`) dsetwas genauer. Es war  0̀ stetig auf B(0; ). Daher ist f�ur beliebige0 < 1 <  die Funktion  0̀ auch stetig auf der kompakten Menge�B(0; 1) und somit  0̀ beschr�ankt auf �B(0; 1). Dies bedeutet, da� eseine Konstante C > 0 gibt, so da� f�ur (u; ~u`�1; ~�`; h`�`; h`�`) 2 �B(0; 1)gilt:k Z 10  0̀(su+ (1�s)~u`�1; ~�` + (s�1)h`�`; (s�1)h`�`) dsk � C: (3.14)Unter Ber�ucksichtigung von (3.10) und (3.11) �nden wir f�ur hinrei-chend kleine Schrittweiten h` einen (von der Zerlegung unabh�angigen)Radius �3 > 0 so, da� die folgende Relation gilt:(u; ~u`�1; ~�`; ~�` � ~�`�1) 2 B(0; �3)) (u; ~u`�1; ~�`; h`�`; h`�`) 2 �B(0; 1):Fassen wir (3.12), (3.13), (3.14) zusammen und beachten, da� es eine vonder Zerlegung unabh�angige untere Schranke > 0 f�ur kQP1;`A�12;`k gibt, so�nden wir feste Radien �4 > 0 und � > 0, so da� f�ur(u; ~u`�1; ~�`; ~�` � ~�`�1) 2 B(0; �4) und w1; w2 2 B(0; �)gilt:kq`(w1; u; � � �; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`)� q`(w2; u; � � �; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`)k� 12kw1 � w2k: (3.15)(2) kq`(0; u; � � �; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`)k= k �Q Z 10  0̀(su+ (1�s)~u`�1; ~�` + (s�1)h`�`; (s�1)h`�`) ds �� ( 1h`P (P1;` � P1;`�1)(~u`�1 + P ~v`�1)� PP1;`A�12;`B`PP1;`u+ PP1;`A�12;`(� � �)� PP1;`A�12;`�`(u+ Pf`(u; ~�`)); �`; �`)� 1h`Q(Q1;` �Q1;`�1)(~u`�1 + P ~v`�1) +QP1;`A�12;`B`u+QP1;`A�12;`�`(u+ Pf`(u; ~�`))�QP1;`A�12;`(� � �)k (3.16)33



(a) Sei wieder z := u+ Pf`(u; ~�`). Nach Lemma 3.2 existiert ein (von derZerlegung unabh�angiger) Radius �5 > 0, so da� f�ur alle z 2 B(0; �5)gilt: k�`(z)k � kzk:Sei jetzt �6 > 0 so gew�ahlt, da� �6 < � und f�ur alle (u; ~�`) 2 B(0; �6)gilt: kuk+ kPk(kuk+ 3k~�`k) � �5:Dann haben wir:k�`(u+ Pf`(u; ~�`))k = k�`(z)k � kzk� kuk+ kPk(kuk+ 3k~�`k) � �5: (3.17)(b) Wie schon in 1.(b) gezeigt wurde, existiert eine Konstante c1 > 0, soda� f�ur (u; ~u`�1; ~�`; ~�` � ~�`�1) 2 B(0; �3) gilt:k Z 10  0̀(su+ (1�s)~u`�1; ~�` + (s�1)h`�`; (s�1)h`�`) dsk � c1: (3.18)(c) Da Q1(�) und P1(�) nach Voraussetzung stetig di�erenzierbar auf Isind, so existiert eine von der Zerlegung unabh�angige Konstante c2, soda� : 1h`kP1;` � P1;`�1k � c2 und 1h`kQ1;` �Q1;`�1k � c2: (3.19)Fassen wir (3.16)-(3.19) zusammen und beachten, da� es eine von der Zer-legung unabh�angige untere Schranke > 0 f�ur kP1;`A�12;`k gibt, so �nden wireinen festen Radius �7 > 0 und eine Konstante C > 0, so da� f�ur(u; � � �; ~�`; ~�` � ~�`�1; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`) 2 B(0; �7)gilt: kq`(0; u; � � �; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`)k �C ( kuk+ k� � �k+ k~�`k+ k~u`�1k+ k~v`�1k+ k�`k+ k�`)k )Sei nun � > 0 so klein, da� f�ur (u; � � �; ~�`; ~�` � ~�`�1; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`) 2B(0; �) gilt:C ( kuk+ k� � �k + k~�`k+ k~u`�1k+ k~v`�1k+ k�`k+ k�`)k )� 12�:Dann gilt: kq`(0; u; � � �; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`)k � 12�: (3.20)34



Unter Anwendung von Lemma 3.4 folgen aus (3.15) und (3.20) die Aussagen(i){(iii) von Behauptung 2. F�ur die Absch�atzung (iv) gen�ugt es nach Beweisvon Lemma 3.1 wieder zu zeigen, da� es einen von der Zerlegung unabh�angigenRadius r gibt, so da� f�ur (~u`; �` � �`; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`) 2 B((0); r) gilt:kK`(k`(~u`; �` � �`; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`); ~u`; �` � �`; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`)�DK`(0)(~u`; �` � �`; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`)Tk� 12(k~u`k+ k�` � �`k+ k~�`k+ k~u`�1k+ k~v`�1k+ k�`k+ k�`)k): (3.21)Beachtet man nun die De�nition von K` und Lemma 3.2, so ist f�ur die Richtigkeitder Ungleichung (3.21) hinreichend, da� es f�ur jedes � > 0 ein r(�) gibt, so da�f�ur (u; ~u`�1; ~�`; h`�`; h`�`) 2 B((0); r(�)) und alle ` = 1; 2; :::; N gilt:k 0̀(su+ (1�s)~u`�1; ~�` + (s�1)h`�`; (s�1)h`�`)�  0̀(0)k � �: (3.22)Sei zur k�urzeren Schreibweise:z := (su+ (1�s)~u`�1; ~�` + (s�1)h`�`; (s�1)h`�`):Dann gilt: 0̀(z) = �(I +Q1;`A�12;`�`(su+ (1�s)~u`�1 + P `(z))P )�1 �� (Q1;`A�12;`�`(su+ (1�s)~u`�1 + P `(z));�I;�I)und  0̀(0) = (0; I; I):Wendet man wiederum Lemma 3.2 an, so l�a�t sich (3.22) nachweisen, womit auchdie Ungleichung (iv) und schlie�lich die Behauptung 2. gilt.Es bleibt, Gleichung (3.8a) nach ~u` aufzul�osen, welche nun folgende Gestalt hat:~u` = ~u`�1 + P (P1;` � P1;`�1)(~u`�1 + P ~v`�1)� h`PP1;`A�12;`B`PP1;`~u` + h`PP1;`A�12;`(�` � �`) (3.23)� h`PP1;`A�12;`�`(~u` + Pf`(~u`; ~�`) + k`(~u`; �` � �`; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`))Wir de�nieren:R`(u; �` � �`; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`) :=u� ~u`�1 � P (P1;` � P1;`�1)(~u`�1 + P ~v`�1)+ h`PP1;`A�12;`B`PP1;`u� h`PP1;`A�12;`(�` � �`)+ h`PP1;`A�12;`�`(u+ Pf`(u; ~�`) + k`(u; �` � �`; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`)):Es gilt: R` ist stetig di�erenzierbar,R`(0) = 0; R0̀u(0) = I + h`PP1;`A�12;`B`PP1;`:35



Beachtet man die Eigenschaften von �`, f` und k`, so erh�alt man mit den gleichenArgumenten wie zuvor:Es existieren f�ur hinreichend kleine h` ein Radius � (unabh�angig von der Zerle-gung) und eine eindeutig bestimmte C1-Funktionr`(� � �; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`) : B((0); �) ! B(0; �0)mit den Eigenschaften:R`(r`(�` � �`; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`); �` � �`; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`) = 0; r`(0) = 0r`(�` � �`; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`) � PP1;`r`(�` � �`; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`) :Nun ist die so ermittelte Funktion~x`(� � �; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`) :=r`(� � �; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`)+ Pf`(r`(� � �; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`); ~�`)+ k`(r`(� � �; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`); �`; �`; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`)eine L�osung des Systems (3.1a){(3.1c), d.h. das implizite Euler-Verfahren lieferteine L�osung x` zum Zeitpunkt t` f�ur ` = 2; :::; N .Betrachten wir wieder die Gleichung (3.23), so erhalten wir f�ur hinreichend kleineSchrittweiten h` mit Standardargumenten, da� f�ur(� � �; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`) 2 B((0); �) :k~u`k �h 1� h`(kPP1;`A�12;`B`PP1;`k+ LkPP1;`A�12;`k(2 + kPk+ 2kQP1;`A�12;`B`k)) i�1� h [1 + kP (P1;` � P1;`�1)k+ h`LkPP1;`A�12;`k(1 + 2 1h`kQ(Q1;` �Q1;`�1)k)]k~u`�1k+ [ kP (P1;` � P1;`�1)k+ h`LkPP1;`A�12;`k(1 + 2 1h`kQ(Q1;` �Q1;`�1)k) ] k~v`�1k+ [ h`kPP1;`A�12;`k+ h`LkPP1;`A�12;`k(1 + 2kQP1;`A�12;`k) ] k�` � �`k+ h`LkPP1;`A�12;`k(1 + 3kPk) k~�`k+ h`LkPP1;`A�12;`k(1 + 2kQk)) (k�`k+ k�`k) i; (3.24)36



wenn L Lipschitzkonstante von �` ist.Es sei hier bemerkt, da� es ein L 2 IR gibt, so da� L Lipschitzkonstante von �`auf ~D` f�ur alle ` = 1; 2; :::; N ist. Denn f�ur beliebige y; z 2 ~D` gilt:k�`(y)� �`(z)k� kg(y + x�(t`); t`)� g(z + x�(t`); t`)k+ kg0x(y + x�(t`); t`)k ky � zk� (L1 + L2)ky � zk;wobei L1 Lipschitzkonstante von g und L2 Lipschitzkonstante von g0x sind.Es existieren also eine von der Zerlegung unabh�angige Konstante C1 und eine ma-ximale Schrittweite Hmax, so da� f�ur h` < Hmax und (�� �; ~�`; ~u`�1; ~v`�1; �`; �`) 2B((0); �) gilt:k~u`k � (1� h`C1)�1� h (1 + h`C1)k~u`�1k+ h`C1k~v`�1kh`C1k�` � �`k+ h`C1k~�`k+ h`C1(k�`k+ k�`k) i :Unter Ber�ucksichtigung von (3.10), (3.11), und der Tatsache, da�k~�`k = kQ1;`A�12;`�`k = kQ1;`A�12;`(�` � �`)k;�nden wir eine Konstante C2 > 0, so da� :k~u`k � (1� h`C2)�1� h (1 + h`C2)k~u`�1k+ h`C2k~v`�1kh`C2k�` � �`k+ C2k~�` � ~�`�1k i : (3.25)Anfangs hatten wir vorausgesetzt, da� ` � 2. So bleibt also noch der Fall ` = 1zu untersuchen.Verfolgt man noch einmal alle bisherigen Darlegungen, so lassen sich alle Schl�usseauch f�ur ` = 1 nachvollziehen. Den einzigen Unterschied, den es zu beachten gilt,ist die Tatsache, da� wir keine Funktion f0 zur Verf�ugung haben und dement-sprechend �1 etwas anders de�niert werden muss, n�amlich:�1 := Q1;0�0 � ~�0 +Q1;1A�12;1�1(~u0 + P ~v0):Mit den Voraussetzungen des Satzes hat dann �1 auch die Eigenschaften, die f�ur�` (` � 2) ben�otigt wurden und es folgt mit Behauptung 1, Behauptung 2 und(3.25) die Behauptung des Satzes. 23.2 Beispiel f�ur die Verkopplung der verschiedenen FehlerWir betrachten folgendes autonome Index-2-Beispiel in Hessenberg-Form:x01 + (x2 � 1)x23 = 037



x02 � x3 = 0x2 � 1x1 = 0mit der Anfangsbedingung x1(t0) = 1 :O�enbar gibt es nur die eine L�osungx1 � 1x2 � 1x3 � 0 :Es sei hier bemerkt, da� das Beispiel gerade so konstruiert ist, da� (x1; 0; 0) =PP1x, (0; x2; 0) = PQ1x und (0; 0; x3) = Qx entsprechend der obigen Notationsind, und das System bereits in aufgespaltener Form vorliegt.Das implizite Euler-Verfahren ergibt bei gegebenem Anfangswert x1;0 und St�orun-gen �` im `-ten Schritt folgende Iteration:x1;` � x1;`�1h` + (x2;` � 1)x23;` = �1;` (3.26a)x2;` � x2;`�1h` � x3;` = �2;` (3.26b)x2;` � 1x1;` = �3;` ; (3.26c)f�ur ` = 1; 2; :::; N .Zun�achst liefert die Gleichung (3.26c):x2;` � 1 = x1;`�3;` undx2;`�1 � 1 = x1;`�1�3;`�1f�ur ` = 2; :::; N:Setzt man dies in Gleichung (3.26b) und (3.26a) ein, so ergibt sichx1;`�3;` � x1;`�1�3;`�1 = h`x3;` + h`�2;`und weiterx1;` = x1;`�1 + h`x1;`�3;`(x1;`�3;` � x1;`�1�3;`�1h` � �2;`)2 + h`�1;` :Damit nun w�unschenswerter Weisex1;` = x1;`�1 +O(h)38



gelten kann (sei an dieser Stelle die Schrittweite h konstant), ist o�enbar notwen-dig, da� O(1) = x1;`�3;`(x1;`�3;` � x1;`�1�3;`�1h � �2;`)2 + �1;` ;d.h. x1;`�3;` � x1;`�1�3;`�1h = O(1)gilt. Dies bedeutet, da� selbst die di�erentiellen Komponenten von der schwachenInstabilit�at wesentlich beeinu�t werden.Mit dem im 4. Abschnitt angegebenen Programm wurde dieses Beispiel auch mitkonstanten Schrittweiten (10�2 � 10�4) und dem Anfangspunkt t0 = 0 getestet.Aufgrund der besonders einfachen Gestalt der algebraischen Nebenbedingung sinddie Fehler durch den Abbruch des Newtonverfahrens (bei einer Genauigkeit von10�8) und die Rundungsfehler bei Schrittweiten, die nicht kleiner als 10�8 sind,nicht sichtbar. Um nun aber den Einu� dieser Fehler auf die di�erentiellen Kom-ponenten zu zeigen, wurden k�unstlich Rundungsfehler in der zweiten Komponenteder Gr�o�enordnung 10�6 eingef�uhrt. Die Auswirkungen auf die erste Komponentezeigt die folgende Tabelle, in der der absolute Fehler angegeben ist:Zeitpunkt Schrittweite1.0E-2 1.0E-3 1.0E-41.0E+2 2.372E-11 2.151E-9 2.174E-72.0E+2 4.741E-11 4.302E-9 4.347E-73.0E+2 7.108E-11 6.452E-9 6.521E-74.0E+2 9.477E-11 8.603E-9 8.694E-75.0E+2 1.184E-10 1.075E-8 1.086E-66.0E+2 1.421E-10 1.290E-8 1.304E-67.0E+2 1.658E-10 1.505E-8 1.522E-68.0E+2 1.895E-10 1.721E-8 1.739E-69.0E+2 2.108E-10 1.935E-8 1.956E-61.0E+3 2.345E-10 2.129E-8 2.151E-6Die erhaltenen Werte widerspiegeln also die theoretischen Ergebnisse. Im Ge-gensatz zu den allgemeinen Erwartungen und Ho�nungen kann sich eine Ver-kleinerung der Schrittweite bei bestimmten nichtlinearen Index{2{ADGen nichtnur negativ auf die algebraische Komponente, sondern auch auf die di�erentielleKomponente auswirken.3.3 Stabilit�at f�ur spezielle ProblemeDie Aussage des Satzes 3.3 l�a�t sich f�ur spezielle Probleme in der gew�unschtenWeise verbessern, da� der Einu� der St�orungen durch die numerische Rechnung39



in der di�erentiellen Komponente Px unabh�angig von der Schrittweite beschr�anktbleibt, wie dies z.B. f�ur lineare Index-2-Probleme schon gut bekannt ist (vgl.Abschnitt 1.3). Hier soll nun eine etwas gr�o�ere Klasse angegeben werden, f�ur diedies der Fall ist.Satz 3.5 Sei x� 2 C1N eine L�osung des Systems (2.1) und besitze die ADG (2.1)den Traktabilit�ats-Index 2. Mit den Bezeichnungen aus Lemma 2.2 sei Q1(�) stetigdi�erenzierbar auf I und Q1(t)A�12 (t)g(�; t) stetig di�erenzierbar. Sei au�erdemin einer Umgebung der Kurve x�(�) die nichtlineare Funktion g darstellbar alsg(x; t) = ĝ(Px; t) + B̂(t)Qx;h�ange also nur linear von der algebraischen Komponente Qx ab.Dann existieren Konstanten � > 0, C > 0 und Hmax > 0, so da� f�ur jede Zerle-gung (2.2) mit hmax � Hmax folgende Implikation wahr ist:Wenn die Relationen k�`k � �; ` = 0; 1; :::; Nerf�ullt sind, so liefert das implizite Eulerverfahren eine L�osung x` zum Zeitpunktt`, ` = 1; 2; :::; N , und es gilt:(i) max`=1;2;:::;N kP (x�(t`)� x`)k � C h kx�(t0)� x0k+ max`=1;2;:::;N k�` � �`k i(ii) max`=1;2;:::;N kQ(x�(t`)� x`)k � C h kx�(t0)� x0k+ max`=1;2;:::;N k�` � �`k+ 1h1kQ1;0A�12;0(g(x0; t0)� g(x�(t0); t0)� �0)k+ max`=2;:::;N 1h`kQ1;`A�12;`�` �Q1;`�1A�12;`�1�`�1k i :Beweis: Sei ` 2 f1; :::; Ng fest gew�ahlt und der `-te Schritt des impliziten Euler-Verfahrens wieder entsprechend der Herleitung in Kapitel 2 �aquivalent umgeformtin das System:~u` � ~u`�1h` + 1h`P (P1;` � P1;`�1)(~u`�1 + P ~v`�1) + PP1;`A�12;`B`PP1;`~u`+ PP1;`A�12;`�`(~u` + P ~v` + ~w`) + PP1;`A�12;`(�` � �`) = 0 (3.27a)�Q~v` � ~v`�1h` � 1h`Q(Q1;` �Q1;`�1)(~u`�1 + P ~v`�1) +QP1;`A�12;`B`PP1;`~u`+ ~w` +QP1;`A�12;`�`(~u` + P ~v` + ~w`) +QP1;`A�12;`(�` � �`) = 0 (3.27b)~v` +Q1;`A�12;`�`(~u` + P ~v`)� ~�` = 0; (3.27c)40



wobei ~�` := Q1;`A�12;`�`. In dem jetzt betrachteten Fall vereinfacht sich diesesSystem zu~u` � ~u`�1h` + 1h`P (P1;` � P1;`�1)(~u`�1 + P ~v`�1) + PP1;`A�12;`B`PP1;`~u`+ PP1;`A�12;`�`(~u` + P ~v`) + PP1;`A�12;`(�` � �`) = 0 (3.28a)�Q~v` � ~v`�1h` � 1h`Q(Q1;` �Q1;`�1)(~u`�1 + P ~v`�1) +QP1;`A�12;`B`PP1;`~u`+ ~w` +QP1;`A�12;`�`(~u` + P ~v`) +QP1;`A�12;`(�` � �`) = 0 (3.28b)~v` +Q1;`A�12;`�`(~u` + P ~v`)� ~�` = 0; (3.28c)denn aufgrund der speziellen Gestalt von g ergibt sich f�ur �`:�`(y) = �`(Py) 8 y 2 ~D`:Entscheidendend f�ur die qualitative Verbesserung der Ergebnisse in dem jetztbetrachteten Fall ist die Tatsache, da� die Gleichung (3.28a) nicht mehr von ~w`abh�angt und somit die Diskretisierung der \eigentlichen" Di�erentialgleichungnicht mehr mit der algebraischen Komponente verkoppelt ist. Damit k�onnen wirauch unsere Strategie etwas �andern. Zun�achst l�osen wir wieder die Gleichung(3.28c) nach ~v` auf. Dies erm�oglicht es uns bereits die Gleichung (3.28a) als nicht-lineare Gleichung in ~u` zu l�osen und am Ende ergibt sich die Komponente ~w` ausder Gleichung (3.28b) als einfache Zuweisung. Wir de�nieren also wiederF`(v; u; �) := v � � +Q1;`A�12;`�`(u+ Pv): (3.29)und es gilt wie im Beweis von Satz 3.3:Es existieren ein von der Zerlegung unabh�angiger Radius � und eine eindeutigbestimmte C1-Funktionf`(u; �) : B((0; 0); �) ! B(0; �)mit den Eigenschaften:(i) F`(f`(~u`; ~�`); ~u`; ~�`) = 0(ii) f`(0; 0) = 0; f 0̀(0; 0) = (0; I)(iii) f`(~u`; ~�`) � Q1;`f(~u`; ~�`)(iv) kf`(~u`; ~�`)k � k~u`k+ 3k~�`k: (3.30)41



Jetzt bleibt anstelle des Systems (3.28a)-(3.28c) folgendes System zu l�osen:~u` � ~u`�1 + h`PP1;`A�12;`B`PP1;`~u`+P (P1;` � P1;`�1)(~u`�1 + P ~v`�1)+ h`PP1;`A�12;`�`(~u` + Pf`(~u`; ~�`)) + h`PP1;`A�12;`(�` � �`) = 0 (3.31a)�Qf`(~u`; ~�`)� ~v`�1h` +QP1;`A�12;`B`PP1;`~u`� 1h`Q(Q1;` �Q1;`�1)(~u`�1 + P ~v`�1) + ~w`+QP1;`A�12;`�`(~u` + Pf`(~u`; ~�`)) +QP1;`A�12;`(�` � �`) = 0 (3.31b)~v` � f`(~u`; ~�`) = 0: (3.31c)Um nun die Gleichung (3.31a) zu l�osen, de�nieren wir die AbbildungR`(u; �` � �`; ~�`; ~u`�1; ~v`�1) :=u� ~u`�1 + P (P1;` � P1;`�1)(~u`�1 + P ~v`�1) + h`PP1;`A�12;`B`PP1;`u� h`PP1;`A�12;`(�` � �`) + h`PP1;`A�12;`�`(u+ Pf`(u; ~�`)):Es existieren wieder f�ur hinreichend kleine h` ein Radius � (unabh�angig von derZerlegung) und eine eindeutig bestimmte C1-Funktionr`(� � �; ~�`; ~u`�1; ~v`�1) : B((0); �) ! B(0; �0)mit den Eigenschaften:R`(r`(�` � �`; ~�`; ~u`�1; ~v`�1); �` � �`; ~�`; ~u`�1; ~v`�1) = 0; r`(0) = 0r`(�` � �`; ~�`; ~u`�1; ~v`�1) � PP1;`r`(�` � �`; ~�`; ~u`�1; ~v`�1) ;und mit Standardargumenten erhalten wir f�ur hinreichend kleine Schrittweitenh`, da� f�ur (� � �; ~�`; ~u`�1; ~v`�1) 2 B((0); �) :k~u`k �h 1� h`(kPP1;`A�12;`B`PP1;`k+ LkPP1;`A�12;`k(1 + kPk)) i�1� h [1 + kP (P1;` � P1;`�1)k]k~u`�1k+ kP (P1;` � P1;`�1)k k~v`�1k+ h`kPP1;`A�12;`k k�` � �`k+ h`3LkPP1;`A�12;`kkPk k~�`k i; (3.32)
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wenn L Lipschitzkonstante von �` ist.Schlie�lich gilt nun f�ur ~w`:~w` = Qf`(~u`; ~�`)� ~v`�1h` �QP1;`A�12;`B`PP1;`~u`+ 1h`Q(Q1;` �Q1;`�1)(~u`�1 + P ~v`�1)�QP1;`A�12;`�`(~u` + Pf`(~u`; ~�`))�QP1;`A�12;`(�` � �`): (3.33)Die so ermittelte Funktion~x`(� � �; ~�`; ~u`�1; ~v`�1) :=r`(� � �; ~�`; ~u`�1; ~v`�1)+ Pf`(r`(� � �; ~�`; ~u`�1; ~v`�1); ~�`)+ k`(r`(� � �; ~�`; ~u`�1; ~v`�1); �`; �`; ~�`; ~u`�1; ~v`�1)ist eine L�osung des Systems (3.27a){(3.27c), d.h. das implizite Euler-Verfahrenliefert eine L�osung x` zum Zeitpunkt t` f�ur ` = 1; 2; :::; N .Die erste im Satz angegebene Absch�atzung (i) folgt nun unter Ber�ucksichtigungder Beziehung k~�`k = kQ1;`A�12;`�`k = kQ1;`A�12;`(�` � �`)kaus den Ungleichungen (3.30) und (3.32).Um nun die im Satz angegebene zweite Absch�atzung (ii) zu erhalten, m�ussen wirin der Gleichung (3.33) nochmals die Di�erenzf`(~u`; ~�`)� ~v`�1im Verh�altnis zur Schrittweite h` untersuchen. Dazu seien �` und 	` wie im Beweisvon Satz 3.3 de�niert und man erh�alt ebenso f�ur ` � 2:Es existieren ein von der Zerlegung unabh�angiger Radius  und eine KonstanteC > 0, so da� f�ur (~u` � ~u`�1; ~�` � ~�`�1; �`) 2 B((0); ):kf`(~u`; ~�`)� ~v`�1k= kf`(~u`; ~�`)� f`�1(~u`�1; ~�`�1)k= k `(~u`; ~�`; �`)�  `(~u`�1; ~�`�1; 0)k= Z 10  0̀(s~u` + (1�s)~u`�1; s~�` + (1�s)~�`�1; s�`) ds(~u` � ~u`�1; ~�` � ~�`�1; �`)k� C(k~u` � ~u`�1k+ k~�` � ~�`�1k+ k�`)k): (3.34)F�ur �1 bekommen wir:Es existiert nun f�ur jedes � > 0 eine Konstante � > 0, so da� f�ur �0 � � gilt:k�1k = kQ1;0�0 � ~�0 +Q1;1A�12;1�1(~u0 + P ~v0)k43



� kQ1;1A�12;1(�1(�0)� �0(�0))k+ k(Q1;1A�12;1 �Q1;0A�12;0)�0(�0)k+ kQ1;0A�12;0�0(�0)� ~�0 +Q1;0�0k� �h1 + kQ1;0A�12;0(�0(�0)� �0) +Q1;0�0k� �h1 + kQ1;0(A�12;0(g(x0; t0)� g(x�(t0); t0))� �0)k (3.35)Mit den Gleichungen bzw. Ungleichungen (3.32)-(3.35) folgt nun die Behauptung.
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4 Praktische Realisierung der BDFIn den vergangenen Jahren wurden bereits einige e�ektive Codes mittels derBDF f�ur Anfangswertaufgaben von Algebro{Di�erentialgleichungen entwickelt.An dieser Stelle seien die Programmpakete LSODI von Hindmarsh [80], DASSLvon Petzold [83] und SPRINT von Berzins & Furzeland [85] erw�ahnt. Jedochsind diese nur f�ur Systeme vom Index � 1 entwickelt worden und versagen i.a.auch f�ur Systeme h�oheren Index. F�ur Systeme h�oheren Index ist mir nur dasProgramm RADAU5 von Hairer, Lubich & Roche [89] bekannt, welches auf demimpliziten Runge{Kutta{Verfahren (RADAU IIA) der Ordnung 5 basiert. Es sollnun eine Implementierung der BDF (DAE2SOL), vorgestellt werden, die erwar-ten l�a�t, da� diese auch in einer Reihe von Index{2{ADGen erfolgreich ist undunn�otige oder nachteilige Schrittweitenverkleinerung vermeidet. An dieser Stel-le sei gesagt, da� bei der Programmentwicklung lediglich die Schrittweiten{ undOrdnungssteuerung im Blickpunkt stand. Probleme wie die Bestimmung konsi-stenter Anfangswerte, Wahl einer geeigneten Skalierung und Interpolation derL�osungspunkte wurden hier nicht betrachtet. Dies mu� Gegenstand zuk�unftigerUntersuchungen sein. Deshalb wurde hier auch noch auf Vergleiche mit den an-deren ADG{L�osern verzichtet.Das Programm DAE2SOL realisiert die BDF f�ur ADGen der Formf(x0(t); x(t); t) = 0; (4.1)f�ur die der Nullraum ker(fy(y; x; t)) konstant ist. Die Gr�unde, warum diese Ein-schr�ankung notwendig ist, sind bereits im ersten Abschnitt der Arbeit ange-geben. Wesentliche Grundlage f�ur DAE2SOL ist die von Denk [88] vorgestell-te numerische Integration von ADGen zur Simulation elektrischer Schaltkrei-se. Die dort entwickelte �au�erst e�ektive Fehlersch�atzung und damit verbunde-ne Schrittweiten{ und Ordnungssteuerung wurde an das Verhalten der ADGenh�oheren Index in der Form angepa�t, da� lediglich die di�erentiellen Kompo-nenten f�ur die Fehlersch�atzung herangezogen werden. Die Idee, die algebraischenKomponenten bei der Steuerung auszuschalten, �ndet man bereits in Arbeitenvon Petzold & L�otstedt [86] und Leimkuhler [86]. Zur L�osung der nichtlinearenGleichungen konnte ich die von R. Lamour (wiss. Mitarbeiter im Bereich Numerikam Institut f�ur Angewandte Mathematik der Humboldt{Universit�at Berlin) ent-wickelte Routine NLSOLV benutzen, die er mir freundlicher Weise zur Verf�ugungstellte.In den folgenden Abschnitten werden die wesentlichen Aspekte der Realisierungin kurzer Form etwas n�aher erl�autert. Betrachtet werden die BDF k-ter Ordnungf�ur Probleme (4.1) im n-ten Zeitschritt in der Formf(� 1hn kXi=0 �ixn+1�i; xn+1; tn+1) = 0;wobei xn+1 durch L�osung dieser nichtlinearen Gleichung ermittelt wird.45



4.1 Berechnung der Koe�zientenBei der Verwendung der BDF k-ter Ordnung wird als N�aherung f�ur _x(tn+1) derWert des Polynoms _Pk(t) an der Stelle tn+1 benutzt, wobei Pk(t) ein Polynomk-ten Grades ist, welches die Punkte (tn+1�k; xn+1�k); :::; (tn+1; xn+1) interpoliert.Damit ergibt sich f�ur die Koe�zienten�i = tn+1 � tntn+1 � tn+1�i kYj=1;j 6=i tn+1 � tn+1�jtn+1�i � tn+1�j ; i = 1; :::k:Der erste Koe�zient ergibt sich einfach aus der Beziehung�0 = � kXi=1 �i; (4.2)da das Verfahren die Konsistenzordnung k besitzt.Neben den BDF{Koe�zienten wird f�ur die L�osung der impliziten Gleichungen eingeeigneter Pr�adiktor ben�otigt. Diesen erh�alt man, wenn man das Polynom k-tenGrades P (t) an der Stelle tn+1 auswertet, welches die Punkte (tn�k; xn�k); :::; (tn; xn)interpoliert. Sei nun xpn+1 = kXi=0 ixn�idieser Pr�adiktor. Dann ergibt sich f�ur die Koe�zienteni = kYj=0;j 6=i tn+1 � tn+1�jtn+1�i � tn+1�j ; i = 1; :::k:Der erste Koe�zient l�a�t sich wieder leicht ermitteln:0 = 1� kXi=1 i: (4.3)Es ist hier erw�ahnenswert (wie bereits in Denk [88] bemerkt wurde), da� dieBeziehungen (4.2) und (4.3) nicht nur den Vorteil haben, da� sie relativ einfachsind, sie sichern auch bei mit Rundungsfehlern behafteten Koe�zienten, da� dieKonsistenzbedingung f�ur die Exaktheit von Polynomen k-ten Grades erf�ullt ist.4.2 Fehlersch�atzungZur Fehler{Sch�atzung wird eine N�aherung des Diskretisierungsfehlers f�ur regul�aregew�ohnliche Di�erentialgleichungenEn+1 := hn+1(xn+1 � x(tn+1))46



benutzt. Entsprechend den Darlegungen in Denk [88] gilt die BeziehungEn+1 = hn+1tn+1 � tn�k (xn+1 � xpn+1) +O(hk+2): (4.4)Der angegebene Pr�adiktor eignet sich damit sowohl als Startn�aherung f�ur dasNewton{Verfahren als auch als Hilfe zur Fehlersch�atzung.4.3 Schrittweiten{ und OrdnungssteuerungZun�achst mu� entschieden werden, ob die berechnete L�osung ann�ahernd im ge-w�unschten Toleranzbereich liegt. Falls dies nicht der Fall sein sollte, mu� dieSchrittweite h verkleinert werden. Nun haben jedoch die Untersuchungen in Ab-schnitt 1.3 und 3 gezeigt, da� mindestens in den algebraischen Komponenteneine Instabilit�at der Gr�o�enordnung 1h auftritt. Dies bedeutet, da� eine Verklei-nerung der Schrittweite in diesen Komponenten nicht umbedingt w�unschenswertist. Ein gewisser Kompromi� hinsichtlich der Schrittweitenbegrenzung nach obenals auch nach unten wird dadurch erreicht, da� man lediglich die di�erentiellenKomponenten auf ihre Genauigkeit �uberpr�uft und nur diese f�ur den n�achstenSchrittweitenvorschlag ber�ucksichtigt. Entsprechend den Darlegungen im 3. Ab-schnitt ist dies f�ur solche Probleme, die in Satz 3.5 angegeben sind, gerechtfertigt.Die Testuntersuchungen ergaben jedoch auch f�ur andere Probleme bei dieser Vor-gehensweise positive Ergebnisse.Der Benutzer kann die relative und absolute Fehlertoleranz (RELTOL und AB-STOL) vorgeben. Dann wird der Integrationsschritt akzeptiert, falls die RelationjEP (j)n+1j � A(j) := RELTOL �max(jPx(j)n+1j; jPx(j)n j) + ABSTOLerf�ullt ist, wobei P ein konstanter Projektor auf den Nullraum ker(f 0y(y; x; t))ist und EPn+1 := P � En+1. Der Index (j) bezeichnet an dieser Stelle die j-teKomponente des entsprechenden Vektors.Die gr�o�tm�ogliche Schrittweite h, damit diese Relation noch erf�ullt ist, ergibt sichdann mit Hilfe von (4.4) aus der BeziehungjEP (j)n+1j � ��(j)�k+1 = A(j);wobei minj �(j) =: � =: htn+1�tn . Dies w�are also ein optimaler Schrittweitenvor-schlag f�ur den n�achsten Integratiosschritt. Um auch hinsichtlich der Ordnungsteuern zu k�onnen, werden nach dem gleichen Prinzip zwei weitere Schrittweiten-vorschl�age h� und h+ f�ur die Ordnungen k�1 und k+1 bestimmt. Das Maximumdieser drei Vorschl�age und die dazugeh�orige Ordnung werden dann beim n�achstenIntegrationsschritt verwendet. Die bei der Berechnung von h� und h+ ben�otigten47



Koe�zienten �i und +i f�ur die entsprechenden Pr�adiktoren zur Fehlersch�atzunglassen sich einfach mittels folgender Relationen ermitteln:�i = tn�i � tn�ktn+1 � tn�k i; i = 0; :::; k � 1+i = tn+1 � tn�k�1tn�i � tn�k�1 i; i = 0; :::; k+k+1 = 1� kXi=0 +i :Auf diese Weise ist der Aufwand f�ur die Ordnungsbestimmung relativ gering undder dazugeh�orige Schrittweitenvorschlag an die Ordnung angepa�t.4.4 Der erste ZeitschrittBeim ersten Integrationsschritt steht nur der Startwert x(t0) zur Verf�ugung. Da-her ist die eben beschriebene Schrittweitensteuerung nach dem ersten Integra-tionsschritt noch nicht m�oglich. Eine M�oglichkeit, dennoch den ersten Fehlersch�atzen zu k�onnen, ist die in Denk [88] verwendete Idee: Der erste Zeitschrittwird einerseits mit einem Schritt der Schrittweite h = t1�t0 und andererseits mitzwei Schritten der Schrittweite h2 durchgef�uhrt. Dann liefert die Di�erenz der soermittelten Werte x1[h] und x1[h2 ] in erster N�aherung eine Sch�atzung des Fehlersnach einem halben Integrationsschritt. Verfolgt man wieder obige Philosophie, sokann der erste Schritt akzeptiert werden, falls die Relation2 � �����x(j)1 [h]� x(j)1 [h2 ]����� � A(j)f�ur jede Komponente j erf�ullt ist, wobei die Fehlertoleranz analog der obengew�ahlten wie folgt gebildet wird:A(j) = RELTOL �max ���x(j)1 [h]��� ; �����x(j)1 [h2 ]�����!+ ABSTOL:Die neue Schrittweite hnew ergibt sich entsprechend aus der Beziehung2 � �����x(j)1 [h]� x(j)1 [h2 ]����� � ��(j)�2 = A(j);wobei minj �(j) =: � =: hnewh .
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4.5 Test{BeispieleAn dieser Stelle werden drei Beispiele angef�uhrt, die die ersten Erfahrungen mitdem Programm DAE2SOL widerspiegeln sollen.RingmodulatorDer hier betrachtete Ringmodulator stellt einen kleinen Schaltkreis dar, bei demein hochfrequentes Signal e1(t) durch ein niederfrequentes Signal e2(t) �uberlagertwird.
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Ri e (t)2CpDieser Schaltkreis wurde von Horneber [76] mit Hilfe der folgenden 15 gew�ohnli-chen Di�erentialgleichungen simuliert.C _U1 = I1 � I3 � 0:5 + I4 � 0:5 + I7 � U1=RC _U2 = I2 � I5 � 0:5 + I6 � 0:5 + I8 � U2=RCS _U3 = I3 �G(UD1) +G(UD4)CS _U4 = �I4 +G(UD2)�G(UD3)CS _U5 = I5 +G(UD1)�G(UD3)CS _U6 = �I6 �G(UD2) +G(UD4)CP _U7 = U7=Ri +G(UD1) +G(UD2)�G(UD3)�G(UD4)Lh _I1 = �U1Lh _I2 = �U2LS2 _I3 = U1 � 0:5� U3 �Rg2 � I3LS3 _I4 = �U1 � 0:5 + U4 � Rg3 � I4LS2 _I5 = U2 � 0:5� U5 �Rg2 � I5LS3 _I6 = �U2 � 0:5 + U6 � Rg3 � I649



LS1 _I7 = �U1 + e1(t)� (R0 +Rg1) � I7LS1 _I8 = �U2 � (Ra +Rg1) � I8;wobei die Charakteristik der Dioden durchG(UD) = 40:67286402 � 10�9 � [exp(17:7493332 � UD)� 1]und die Spannungen an den verschiedenen Dioden durchUD1 = U3 � U5 � U7 � e2(t)UD2 = �U4 + U6 � U7 � e2(t)UD3 = U4 + U5 + U7 + e2(t)UD4 = �U3 � U6 + U7 + e2(t)gegeben sind. F�ur die technischen Parameter gilt:Rg1 = 36:3
, Rg2 = Rg3 = 17:3
, R0 = Ri = 50
,Ra = 600
, R = 25000
,C = 16 � 10�9F , CP = 10 � 10�9F ,Lh = 4:45H, LS1 = 2 � 10�3H, LS2 = LS3 = 0:5 � 10�3H,Tr�agersignal: e2(t) = 2 � sin(2� � 104 � t)zu modulierendes Signal: e1(t) = 0:5 � sin(2� � 103 � t).Am Anfangspunkt liegen fogende Werte vor:Uj(0) = 0; j = 1; :::; 7Ij(0) = 0; j = 1; :::; 8:Die hierbei ber�ucksichtigten kapazitiven Widerst�ande der Dioden CS liegen beiWerten der Gr�o�enordnung 10�12F , wodurch das System au�erordentlich steifwird. Bei den Berechnungen von Horneber war es nur m�oglich, dieses System f�urWerte von CS � 10�9F zu l�osen. Hinzu kam das Problem der langen Rechenzei-ten. Die sp�ateren Untersuchungen von Denk & Rentrop [89] und Hairer, Lubich& Roche [89] haben gezeigt, da� die auftretenden unerw�unschten Oszillationen inden Diodenspannungen um so geringer werden, um so kleiner der Paramter CSist. Der gemessene Kurvenverlauf wurde am besten durch die Berechnungen f�urden Fall CS = 0, wodurch das System zu einer Index{2{ADG wird, widergespie-gelt. Die Ergebnisse von Denk & Rentrop [89] mit dem Programm DAE34, dasMethoden vom Rosenbrock{Wanner{Typ benutzt, dienten mir als Anhaltspunktf�ur die Resultate, die mit dem Programm DAE2SOL erreicht wurden. Bei einerToleranz von 10�6 wurden bei der Integration bis zum Zeitpunkt 10�4 folgendeResultate erreicht:
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Programm Schritte Schrittweitenbereich Zeiterfolgreich/schlechtDAE34 496/84 1 � 10�6 � 4 � 10�11 � 312minDAE2SOL 195/67 1:8 � 10�6 � 1 � 10�8 � 2minZu den Zeitangaben ist hinzuzuf�ugen, da� die Berechnungen mit DAE34 auf ei-nem PC des Typs INTEL 8086/8087 CPU und die mit DAE2SOL auf einemPC des Typs INTEL 80386SX/80387SX CPU durchgef�uhrt wurden. Die mitDAE2SOL bei der Integration bis zum Zeitpunkt 10�3 mit einer Toleranz (REL-TOL und ABSTOL) von 10�6 erreichten Ergebnisse sind f�ur einige Komponentenim folgenden dargstellt:
0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.001

-0.6

-0.4

-0.2

0.2

0.4

0.6

Spannung U1
0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.001

-0.6

-0.4

-0.2

0.2

0.4

0.6

Spannung U2
0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.001

-0.6

-0.4

-0.2

0.2

0.4

0.6

Spannung U3
0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.001

      -6
-3. 10

      -6
-2. 10

      -6
-1. 10

     -6
1. 10

     -6
2. 10

     -6
3. 10

Strom I2
0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.001

-0.002

-0.0015

-0.001

-0.0005

0.0005

0.001

0.0015

0.002

Strom I7
0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.001

-0.001

-0.00075

-0.0005

-0.00025

0.00025

0.0005

0.00075

0.001

Strom I8Da bei der in DAE2SOL verwendeten Steuerung (Steuerung 1) die algebraischenKomponenten ausgeblendet wurden, ist es von Intersesse, wie der Kurvenverlauf51



dieser algebraischen Komponenten im Vergleich zur Steuerung aller Komponen-ten (Steuerung 2) ausf�allt. Die Unterschiede werden in der 3. Komponente U3sichtbar, wenn man zun�achst nur das kurze Intervall [0; 2 � 10�4] betrachtet unddavon die Darstellung um den kritischen Punkt um 5 � 10�5 genauer au�ost.
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Steuerung 2U3 in [5:0 � 10�5; 5:2 � 10�5]Kurzzeitig treten also Schwankungen in der algebraischen Komponente auf, diejedoch den Kurvenverlauf im gesamten nicht negativ beeinussen. Der Aufwand,der bei der Steuerung aller Komponenten n�otig ist, betr�agt ungef�ahr das 4-facheder anderen Steuerung.Lineares zeitabh�angiges BeispielBetrachtet wurde das folgende lineare Index{2{Systemtx01 � tx02 � (t + 1)x1 + x2 = 0x01 � x02 � x1 = t+ 1mit dem Anfangspunkt x1(�1) = 1 und x2(�1) = 1. Es liefert die L�osungx1 = �t; x2 = t2:52



Dieses Beispiel ist ein sehr einfaches System, da� die Bedingungen des Satzes 3.5erf�ullt und mit der Kenntnis der L�osung eine Bestimmung des exakten Fehlerserm�oglicht. Damit l�a�t sich hierf�ur die Qualit�at der Fehlersch�atzung �uberpr�ufen.Bei der Steuerung, die nur auf die di�erentiellen Komponenten zur�uckgreift, wur-de folgender Projektor P verwendet:P =  0 0�1 1 !In den folgenden Abbildungen ist die zweite Komponente x2 dargestellt. Dabeiwurden Steuerung 1 (nur di�erentielle Komponenten) und Steuerung 2 (alle Kom-ponenten) zum Vergleich gegen�ubergestellt.
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Steuerung 2: x2 beiABSTOL = RELTOL = 10�1
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Steuerung 2: x2 beiABSTOL = RELTOL = 10�2
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Steuerung 2: x2 beiABSTOL = RELTOL = 10�3Interessant bei diesem Beispiel ist die Beobachtung der Anzahl der Schritte, die53



sich f�ur beide Steuerungen bei den unterschiedlichen Fehlertoleranzen ergaben:10�1 10�2 10�3 10�4 10�5 10�6Steuerung 1 22 24 28 31 35 38Steuerung 2 22 26 36 40 47 676Hierbei ist also sowohl hinsichtlich der Qualit�at der L�osung als auch hinsichtlichdes Aufwandes die Steuerung 1 vorzuziehen. Die geradezu explosionsartige Stei-gerung des Aufwandes bei Steuerung 2 ist auf Probleme bei der Richtungs�ndungam Anfang der L�osungskurve zur�uckzuf�uhren.Das mathematische PendelMit dem Programm DAE2SOL wurde zun�achst auch die Originalversion des ma-thematischen Pendels getestet, welches ja bekanntlich auf ein ADG{System vomIndex 3 f�uhrt. x2x1 -? vSSSSSS
Die folgenden Gleichungen beschreiben das System:x01 = v1 (4.5a)x02 = v2 (4.5b)v01 = �g + 2x1� (4.5c)v02 = 2x2� (4.5d)x21 + x22 = 1: (4.5e)Bei den nachfolgenden Rechnungen ist anstelle der Erdbeschleunigung der Wertg := 13:750371636041 gew�ahlt worden, wodurch die Periodendauer den Wert 2besitzt. Dies erm�oglicht eine Bestimmung des exakten Fehlers zum Zeitpunkt54



t = 1. Die algebraische Komponente (der Lagrange{Parameter �) geht in die-sem Beispiel nur linear in das System ein. Dieser Fakt l�a�t erwarten, da� die inDAE2SOL gew�ahlte Steuerung geeigneter als eine Steuerung �uber alle Kompo-nenten ist.In der Tat best�atigte die Praxis die Erwartungen. Bei einer Steuerung aller Kom-ponenten ist die Integration nur f�ur Toleranzen der Gr�o�enordnung 10�1 m�oglichgewesen. W�ahrend die Pendelbewegung dabei noch relativ gut simuliert wird,passieren bei der Berechnung des Lagrange{Parameters f�ormlich Katastrophen.Steuert man nur die di�erentiellen Komponenten, so wird der Lagrangeparameterwesentlich besser approximiert, wenn auch der Kurvenverlauf noch zu W�uschen�ubrig l�a�t.
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Steuerung 2Lagrange{Parameter �ABSTOL = RELTOL = 10�1Doch ein wesentlicher Vorteil der Steuerung in DAE2SOL besteht darin, da� dieIntegration auch f�ur kleinere Toleranzbereiche m�oglich ist und ab einer Genauig-keit von etwa 10�4 auch die Approximation des Lagrange{Parameters akzeptiertwerden kann. 55
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Von Interesse ist an dieser Stelle, welche Ergebnisse man erzielt, wenn man dasobige System (4.5a)-(4.5e) auf ein System vom Index 2 zur�uckf�uhrt. Es wurdenhier zwei relativ vielversprechende Varianten getestet, die u.a. auch in Brenan,Campell & Petzold [89] diskutiert wurden.Die erste Variante besteht in der Di�erentiation der algebraischen Nebenbedin-gung und anschlie�enden Substitution der Ableitungen von x1 und x2:x1v1 + x2v2 = 0: (4.6)Dann stellen die Gleichungen (4.5a)-(4.5d), (4.6) ein Index{2{System dar.Die zweite Variante besteht in der zus�atzlichen Einf�uhrung eines k�unstlichen Pa-rameters �, welches eine Stabilisierung des eben erhaltenen Systems zur Folgehat. Anstelle der Gleichungen (4.5a) und (4.5b) werden die Gleichungenx01 = v1 + x1� (4.7a)x02 = v2 + x2� (4.7b)verwendet, und das System (4.7a), (4.7b), (4.5c)- (4.5e) und (4.6) besitzt wiederden Index 2. Es gilt weiter, da� (x1; x2; v1; v2; �; �) eine L�osung dieses Systemsgenau dann ist, wenn � � 0 und (x1; x2; v1; v2; �) eine L�osung des Systems (4.5a)-(4.5d), (4.6) ist.Die folgenden Tabellen geben Aufschlu� �uber Aufwand und Genauigkeiten derverschiedenen Varianten bei Steuerung 1 (nur di�erentielle Komponenten) undSteuerung 2 (alle Komponenten):Anzahl der Schritte (erfolgreich/schlecht):RELTOL=ABSTOL 10�2 10�4 10�6Index 2, Var.2, Steuer.1 21/4 56/6 125/4Index 2, Var.2, Steuer.2 56/54 153/145 761/842Index 2, Var.1, Steuer.1 21/5 56/6 125/4Index 2, Var.1, Steuer.2 44/40 60/17 479/517Index 3, Steuer.1 34/21 81/42 515/467Absoluter Fehler jx(1)(1)� x(1)� (1)j:RELTOL=ABSTOL 10�2 10�4 10�6Index 2, Var.2, Steuer.1 2:1 � 10�4 1:2 � 10�9 5:2 � 10�12Index 2, Var.2, Steuer.2 6:6 � 10�5 9:8 � 10�10 8:2 � 10�13Index 2, Var.1, Steuer.1 1:3 � 10�3 4:2 � 10�5 2:1 � 10�7Index 2, Var.1, Steuer.2 8:6 � 10�3 1:2 � 10�6 3:3 � 10�6Index 3, Steuer.1 2:2 � 10�4 9:3 � 10�8 3:3 � 10�1157



Absoluter Fehler jx(2)(1)� x(2)� (1)j:RELTOL=ABSTOL 10�2 10�4 10�6Index 2, Var.2, Steuer.1 2:0 � 10�2 4:9 � 10�5 3:2 � 10�6Index 2, Var.2, Steuer.2 1:1 � 10�2 4:5 � 10�5 1:4 � 10�6Index 2, Var.1, Steuer.1 9:5 � 10�3 6:7 � 10�5 1:8 � 10�6Index 2, Var.1, Steuer.2 2:5 � 10�2 3:4 � 10�4 1:5 � 10�5Index 3, Steuer.1 2:1 � 10�2 4:3 � 10�4 8:1 � 10�6Absoluter Fehler j�(1)� ��(1)j:RELTOL=ABSTOL 10�2 10�4 10�6Index 2, Var.2, Steuer.1 2:7 � 10�1 6:7 � 10�4 4:4 � 10�5Index 2, Var.2, Steuer.2 1:5 � 10�1 6:1 � 10�4 1:9 � 10�5Index 2, Var.1, Steuer.1 1:2 � 100 9:3 � 10�4 5:6 � 10�5Index 2, Var.1, Steuer.2 3:6 � 10�1 4:7 � 10�3 2:1 � 10�4Index 3, Steuer.1 1:9 � 100 1:4 � 10�2 1:4 � 10�4Absoluter Fehler j�(1)� ��(1)j:RELTOL=ABSTOL 10�2 10�4 10�6Index 2, Var.2, Steuer.1 9:4 � 10�3 5:8 � 10�9 3:5 � 10�10Index 2, Var.2, Steuer.2 1:9 � 10�3 5:5 � 10�5 9:1 � 10�7Absoluter Fehler maxj j�j � ��(tj)j:RELTOL=ABSTOL 10�2 10�4 10�6Index 2, Var.2, Steuer.1 6:3 � 10�2 1:3 � 10�3 8:4 � 10�5Index 2, Var.2, Steuer.2 6:5 � 10�2 1:3 � 10�3 8:9 � 10�5Qualitativ liefert also die Index{2{Formulierung des mathematischen Pendels mitdem zus�atzlichen Parameter � die besten Ergebnisse. Hinsichtlich der Art derSteuerung liefert die Steuerung 2 (aller Komponenten) hierbei geringf�ugig bessereErgebnisse als die Steuerung 1. Allerdings steigt der Aufwand bei Steuerung 2mit zunehmender Genauigkeit rapide und ist wesentlich h�oher als bei Steuerung1.
58



4.6 FORTRAN{Codec subroutine dae2sol(m,t0,tend,x0,proj,fyx,fably,fablx,w,*,*,*)cc The Subroutine dae2sol solves DAEs of the formcc f(x'(t),x(t),t) = 0,cc where the partial Jacobian df/dy(y,x,t) is constant,c with the initial condition x(t0) = x0c by BDF method with variable stepsize and variable order (max.5).cc m dimension of the DAEc t0 initial pointc tend last time pointc x0 initial solutionc proj(m,P) SUBROUTINE for calculating the project matrix P,c where P:=I-Q and Q is a constant projector onto ker(df/dy(y,x,t))c fyx(y,x,t) SUBROUTINE for calculating the DAE-Function f(y,x,t)c dfy(y,x,t) SUBROUTINE for calculating the Jacobian df/dy(y,x,t)c dfx(y,x,t) SUBROUTINE for calculating the Jacobian df/dx(y,x,t)cc *1 working array to shortc *2 additional opportunity for error messagesc *3 stepsize to small
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Thesen1. Als Algebro{Di�erentialgleichung (ADG) bezeichnet man implizite gew�ohn-liche Di�erentialgleichungen der Formf(x0(t); x(t); t) = 0; f : IRm � IRm � IR ! IRm;deren partielle Ableitung f 0y(y; x; t) singul�ar ist und konstanten Rang aufdem De�nitionsgebiet von f hat. Hierbei sind regul�are gew�ohnliche Di�e-rentialgleichungen mit algebraischen Gleichungen verkn�upft. Algebro{Dif-ferentialgleichungen verk�orpern sowohl Integrations{ als auch Di�erentia-tionsprobleme. Der Index einer ADG gibt Aufschlu� �uber die Anzahl derDi�erentiationen, die zur L�osung der ADG notwendig werden. Der L�osungs-begri� f�ur ADGen ist somit vom Index dieser abh�angig.2. Die numerische Behandlung von Algebro{Di�erentialgleichungen erfordertKenntnisse �uber deren Struktur. Einige Komponenten der L�osung einerADG sind algebraisch bestimmt. Das bedeutet f�ur die L�osbarkeit von An-fangswertaufgaben, da� die Anfangswerte nicht frei w�ahlbar sind. Sie m�ussen"konsistent" mit der ADG sein. Ungenauigkeiten bei der L�osung der alge-braischen Gleichungen f�uhren zu einem "Abdriften" von der L�osungsman-nigfaltigkeit, womit Instabilit�aten hervorgerufen werden.3. Unter den f�ur regul�are gew�ohnliche Di�erentialgleichungen bekannten nu-merischen Verfahren haben sich zur L�osung von ADGen die BDF in vielenF�allen bew�ahrt. Schwierigkeiten tauchen bei Systemen h�oheren Index (� 2)auf, deren Grad zunimmt, um so gr�o�er der Index ist. Bereits bei linearenIndex{2{Problemen ist schon die Durchf�uhrbarkeit der BDF nicht immergew�ahrleistet.4. Die BDF der Ordnung p � 2 sind f�ur ADGen vom Index 2 der Formf(x0(t); x(t); t) = 0; ker(f 0y(y; x; t)) � const;durchf�uhrbar, konvergent und schwach instabil. Bei linearen Problemen be-tri�t die Instabilit�at nur die algebraischen Komponenten, bei denen auf-grund der auftretenden Di�erentiation auch nichts besseres zu erwarten ist.5. Das implizite Euler{Verfahren bew�altigt als ein Verfahren erster Ordnungdie auftretende Di�erentiation bei solch allgemeinen nichtlinearen Index{2{Systemen nicht ohne Probleme. Selbst bei einfacheren Aufgaben vom Index2 der Form A(t)x0(t) + g(x(t); t) = 0; ker(A(t)) � const;63



ist Durchf�uhrbarkeit und Konvergenz nur gew�ahrleistet, wenn noch zus�atz-liche Bedingungen an die Genauigkeit der L�osung der beim Verfahren ent-stehenden nichtlinearen Gleichungen in Abh�angigkeit von der verwendetenSchrittweite gestellt werden. Die auftretende schwache Instabilit�at betri�ti.a. nicht mehr nur die algebraischen, sondern alle Komponenten.6. Die Resultate, die man von den BDF h�oherer Ordnung kennt, sind f�urdas implizite Euler{Verfahren dann zu erreichen, wenn die algebraischenKomponenten lediglich linear in das System eingehen. In diesem Fall sinddie Fehler, die bei der L�osung der nichtlinearen Gleichungen entstehen, nichtmehr mit den Fehlern, die durch das numerische Verfahren hervorgerufenwerden, verkoppelt.7. Bei der praktischen Durchf�uhrung der BDF f�ur Index{2{Probleme ist dieauftretende Instabilit�at mindestens in den algebraischen Komponenten zuber�ucksichtigen. Zu kleine Schrittweiten f�uhren zu schlechteren numerischenErgebnissen in diesen Komponenten. Eine M�oglichkeit dieser Schwierigkeitzu begegnen, ist die Ausblendung der algebraischen Komponenten aus derFehlersch�atzung f�ur die Schrittweiten{ und Ordnungssteuerung. Die auf die-se Weise erzielten Resultate sind in den getesteten Beispielen zufriedenstel-lend, jedoch sollten weitere Untersuchungen zu diesem Problem unternom-men werden, um f�ur die Praxis zuverl�assige Ergebnisse liefern zu k�onnen.
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