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Zusammenfassung

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Untersuchung dynamischer Allokationsproble-
me.

Eine Betrachtung des zeitdiskreten Falls und des von Gittins stammenden Konzepts der
dynamischen Alllokationsindizes bildet den ersten Teil der Arbeit, der sich an den Lo-
sungen von El Karoui und Karatzas [10] und Whittle [29] orientiert. Technisch weniger
aufwindig als die Situation stetiger Zeit wird hier die Struktur der Probleme und der Lo-
sung ausfiihrlich beschrieben. Numerische Ergebnisse fiir das Beispiel Bernoulli-verteilter
Auszahlungsprozesse vervollstdndigen diesen Abschnitt.

Im zweiten Teil der Arbeit werden Allokationsprobleme in stetiger Zeit behandelt. Anhand
einer neuen Darstellung des erwarteten Gewinns werden die Gittins-Indexprozesse als Lo-
sungen einer Familie von Darstellungsproblemen optionaler Prozesse charakterisiert. Die-
ser Ansatz ermoglicht die Herleitung einer Regularitiat der Pfade der Indexprozesse, einen
weiteren Beweis des bekannten Gittins-Indextheorems sowie eine vollstéandige Beschrei-
bung der Menge der optimalen Strategien. Die Konstruktion einer optimalen Strategie
bildet den Abschluss der Arbeit.
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Einleitung

Dynamische Allokationsprobleme beschreiben die Aufteilung einer knappen Ressource
zwischen mehreren unabhédngigen Projekten im Laufe der Zeit. Die verschiedenen Pro-
jekte entwickeln sich nur dann weiter, wenn in sie investiert wurde und liefern abhéngig
von ihrem Zustand zufillige Ertrige. Entscheidungen iiber die Zuteilung der Ressource
beriicksichtigen vorher erfolgte Auszahlungen und die beobachteten Zustéinde der Projek-
te. Gesucht ist eine Strategie, eine Folge von Entscheidungen, die den maximalen Ertrag
liefert.

Dieses Konzept spiegelt einen zentralen Konflikt des menschlichen Handelns wider, die
Entscheidung zwischen Tétigkeiten, die unmittelbaren Nutzen bringen, und jenen, deren
Nutzen erst in der Zukunft sichtbar wird.

Probleme dieser Art konnen in unterschiedlichen Zusammenhéngen auftreten. Beispiele
sind das Ausfithren verschiedener Auftrige durch eine einzelne Maschine, wiederkehrende
Entscheidungen zwischen verschiedenen Forschungsprojekten und medizinische Versuchs-
reihen. Eine weitere Anwendung bildet die Modellierung von Lernprozessen.
Dynamische Allokationsprobleme werden ihrer Struktur wegen auch als mehrarmige Ban-
diten bezeichnet. Dieser Begriff beschreibt eine Situation, in der sich ein Spieler einer
Anzahl von Gliicksspielautomaten gegeniiber sieht, welche haufig einarmige Banditen ge-
nannt werden. Der Spieler muss sich jeweils entscheiden, welchen er durch Einwurf einer
Miinze betétigt. Durch die Benutzung eines Gerétes erhilt er eine zufillige Auszahlung
und damit auch Informationen iiber die den Auszahlungen dieses Gerites zugrunde lie-
gende Wahrscheinlichkeitsverteilung. Diese kann er bei der Entscheidung iiber weitere
Betitigungen nutzen. Weiter kann man von einem Zustand sprechen, in dem sich der

Bandit befindet und der sich durch eine Betétigung dndern kann.

Das klassische und sicher meistbehandelte Problem ist das folgende. Es stehen zur Be-
handlung einer Folge von Patienten verschiedene Mittel zur Verfiigung. Das Ergebnis einer
Behandlung ist zuféllig und die Entscheidung iiber die Behandlung eines Patienten kann
auf der Grundlage der Behandlungsergebnisse der zuvor behandelten Patienten getrof-
fen werden. Gesucht ist eine Strategie, die eine erfolgreiche Behandlung moglichst vieler

Patienten ermoglicht. Die Resultate der verschiedenen Behandlungsmoglichkeiten werden



durch unabhéingige Folgen von Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen modelliert. Diese sind
jeweils bedingt auf den gemeinsamen unbekannten Bernoulli-Parameter der Folge unab-

héngig.

Allokationsprobleme mit Bernoulli-verteilten Armen wurden seit etwa 1930 untersucht.
Die erste Verdffentlichung stammt von Thompson [24]. Er betrachtete zwei unabhéngige
Bernoulli-Prozesse mit dem Ziel, fiir einen endlichen Zeithorizont die erwartete Anzahl
von Erfolgen zu maximieren. Dazu schlug er eine randomisierte Strategie vor, deren Ent-
scheidungswahrscheinlichkeiten von der Anzahl der beobachtetetn Erfolge und Misserfolge
abhéngen.

Robbins [22] formulierte eine Strategie, deren Entscheidung nur vom Ergebnis der letzten
Betéatigung abhéangt: Betdtige denselben Arm bei einem Erfolg, betdtige den anderen Arm
beir einem Misserfolg. Sein Ziel war die Maximierung des Erfolgsanteils auf lange Sicht.
Diese von ihm betrachtete 'stay on a winner, switch on a looser’ Strategie war die Grund-
lage fiir die spéter betrachteten Strategien mit endlichem Geddchtnis, die nur die letzten

r Ergebnisse beriicksichtigten.

Der Gewinn einer Strategie hdngt von den unbekannten Bernoulli-Parametern ab. Das
Konzept, dem Robbins und spéter andere folgten, besteht aus der Betrachtung einer
gewissen Klasse von Strategien. Wenn der Nutzen einer Strategie als Funktion der un-
bekannten Parameter den der anderen Strategien dieser Klasse gleichméfiig dominiert, so
ist die betrachtete Strategie innerhalb dieser Klasse optimal. Im Allgemeinen kann man
jedoch nicht erwarten, eine in diesem Sinne in der Menge aller Strategien optimale Stra-

tegie zu finden.

Das Bayessche Konzept, dem neuere Arbeiten folgen, nimmt dagegen an, dass die un-
bekannten Parameter einer a priori bekannten Verteilung geniigen und versucht, den er-
warteten Gewinn einer Strategie unter dieser Verteilung zu maximieren.

Die Dynamik einer Strategie im Bernoulli-Banditen hédngt von den sukzessive erfolgten
Beobachtungen ab. Fiir die Kenntnis der bedingten Verteilung der unbekannten Para-
meter unter diesen Beobachtungen ist nur eine suffiziente Statistik notwendig. In der
betrachteten Situation Bernoulli-verteilter Renditen w#hlt man als solche die Anzahlen
der beobachteten Erfolge und Misserfolge. Paare natiirlicher Zahlen kénnen damit als Zu-
stande des Armes betrachtet werden. Die Entwicklung des Zustandes jedes Armes wird so
unter der Bayesschen Betrachtungsweise durch eine Markovkette auf N x N beschrieben.
Insbesondere wird das Allokationsproblem so mit Hilfe der dynamischen Programmierung
numerisch 16sbar. Die Komplexitidt der Rechnung ist allerdings sehr hoch, da alle zukiinf-
tigen moglichen gemeinsamen Entwicklungen der verschiedenen Projekte beriicksichtigt

werden miissen.



Die wegweisende Arbeit von Gittins und Jones [13] 16st schliefllich den Fall allgemeiner
Renditeprozesse mit Markovschen Zusténden in diskreter Zeit und unter geometrischer
Diskontierung. Sie liefert erstmals grundlegende Einsichten in die Struktur mehrarmiger
Banditen als spezielle Optimierungsprobleme.

Da die einzelnen Projekte und damit die Entwicklungen der verschiedenen Arme unab-
héngig voneinander sind, ist die Reihenfolge der Betédtigungen der unterschiedlichen Arme
nur deshalb wichtig, weil die Diskontierung frithere Betétigungen belohnt. Eine optima-
le Strategie sollte also stets einen Arm wéahlen, der in der ndheren Zukunft maximale
Renditen liefert. Die Hohe dieser Renditen wird durch den von Gittins eingefiihrten dy-
namischen Allokationsindex gemessen, welcher seitdem als Gittins-Indexr bekannt ist.
Gittins und Jones zeigen, dass im Markovschen Fall eine Strategie, die den erwarteten
Gewinn maximiert, stets einen Arm mit maximalem Index wéhlt. Dieser hangt nur vom
aktuellen Zustand des Armes und der Dynamik seines Renditeprozesses ab. Mit Hilfe die-
ses Ansatzes kann das mehrdimensionale Allokationsproblem als Familie eindimensionaler
Stoppprobleme formuliert werden. Dadurch erhélt man neben einer vereinfachten Struk-
tur auch eine erhebliche Verringerung der numerischen Komplexitit des Problems. Das

Ergebnis von Gittins und Jones wird meist als Gittins-Indextheorem bezeichnet.

Whittle [29] liefert einen Beweis des Indextheorems, der weitere Einsicht in die Struktur
des Problems erméglicht. Er betrachtet die in der dynamischen Programmierung auftre-
tende Wertfunktion des Problems und nutzt die Unabhéngigkeit der Arme, um eine mul-
tiplikative Zerlegung dieser Funktion zu erhalten. Varaiya et al. [25] und Mandelbaum [19]
erweitern die Losung iiber den Markovschen Fall hinaus, dabei formuliert Mandelbaum
das Allokationsproblem erstmals als Kontrollproblem mit mehrdimensionalem Zeitpara-
meter. Ein weiterer, dem Ansatz von Whittle folgender Beweis stammt von El Karoui und
Karatzas [10]. Erwéhnt seien auch noch die umfangreichen Monographien von Gittins [14]
und Berry und Fristedt [2]. Letztere beinhaltet neben einer ausfiihrlichen Untersuchung

Bernoulli-verteilter Arme auch die Betrachtung anderer Diskontierungsarten.

Eine erste Analyse des zeistetigen Falls jenseits des Markovschen Rahmens unternimmt
Mandelbaum [20]. Er beweist die die Optimalitidt von Strategien, die ausschlieflich Arme
mit maximalem Gittins-Index betétigen. Dies geschieht unter der Voraussetzung stetiger
Renditeprozesse, unter der Annahme stetiger Gittins-Indexprozesse und mit Hilfe einer
Approximation der betrachteten Strategien durch solche, die sich wie in diskreter Zeit
verhalten. El Karoui und Karatzas [11] zeigen unter der Voraussetzung quasi linkssteti-
ger Filtrationen ebenfalls die Optimalitdt von Strategien, die nur Arme mit maximalem
Gittins-Index betétigen.

Die konkrete Berechnung der Indizes kann kompliziert sein. Kaspi und Mandelbaum [16]



entwickeln fiir Lévy-Auszahlungsprozesse verschiedene Darstellungen des Index. Weiter
zeigen sie fiir adaptierte Renditeprozesse [17] die Optimalitdt von Strategien, die aus-
schliefllich Arme mit maximalem Index wéhlen und zusétzlich die sogenannte Exkursions-
eigenschaft besitzen. Dieses ist unseres Wissens nach das bisher allgemeinste Resultat in

stetiger Zeit.

El Karoui und Karatzas [12] konstruieren eine optimale Indexstrategie, die ebenfalls die
Exkursionseigenschaft besitzt. Die von ihnen verwendeten Methoden des Optimalen Stop-
pens ermoglichen die Verallgemeinerung der Unabhéngigkeit der Arme auf die Giiltigkeit
der Cairoli- Walsh-FEigenschaft, also bedingte Unabhéngigkeit unter der gemeinsamen Ver-
gangenheit.

Die vorliegende Arbeit besteht aus zwei Teilen. Im ersten Kapitel werden wir uns mit
dem zeitdiskreten Fall beschéftigen. Die hier betrachtete Losung des Allokationsproblems
ist bereits bekannt und technisch wenig aufwéndig, wir nutzen diesen Rahmen zur aus-
fithrlicheren Einfithrung und Untersuchung der Eigenschaften und Struktur des Problems.
Der dazu betrachtete Beweis des Indextheorems im zeitdiskreten Fall folgt der Losung von
El Karoui und Karatzas [10]. Nach der mathematischen Formulierung des Problems unter-
suchen wir die spezielle Situation fallender Auszahlungsprozesse. Diese ist von besonderer
Bedeutung, da verschiedene Ansétze den allgemeinen Fall hierauf zuriickfithren.

Nach einer Erinnerung an die Grundlagen der Theorie des Optimalen Stoppens wird jeder
der Auszahlungsprozesse um eine Familie von Stoppproblemen erweitert. Mit Hilfe dieser
kann der Gittins-Index des Armes als Indifferenzwert definiert und die oben erwihnte
erwartete Hohe der Auszahlungen in der ndheren Zukunft gemessen werden.

Mit dem Ansatz von Whittle [29] wird anschliefiend die in der Dynamischen Programmie-
rung auftretende Wertfunktion zerlegt. Dies liefert eine Verbindung der Gittins-Indizes
mit der Bellman-Gleichung, aus der folgt, dass eine Strategie genau dann optimal ist,
wenn sie stets einen Arm mit maximalem Gittins-Index wahlt. Weiter werden wir ver-
schiedene im Rahmen dieser Losung auftretende Gréflen am Beispiel Bernoulli-verteilter

Auszahlungsprozesse numerisch berechnen.

Im zweiten Kapitel wenden wir uns der stetigen Zeit zu und entwickeln eine neue Be-
weisstrategie des Gittins-Indextheorems, die sich insbesondere grundlegend von der im
zeitdiskreten Fall betrachteten unterscheidet. Da keine besonderen Annahmen an die Re-
gularitdt der Auszahlungsprozesse oder deren Filtrationen getroffen werden, sind der tech-
nische Aufwand hier hoher und die Formulierung subtiler als in diskreter Zeit.

Nach der Einfithrung der grundlegenden Begriffe werden wir an einige wesentliche Eigen-
schaften optionaler Prozesse und optionaler Projektionen erinnern und eine neue Darstel-

lung fiir den Gewinn einer Strategie herleiten. Diese liefert die Verbindung der von Bank
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und El Karoui [1] gelosten Darstellungsprobleme fiir optionale Prozesse mit unserem Al-
lokationsproblem. Mit Hilfe der Konstruktion von Bank und El Karoui werden wir zeigen,
dass die Losungen der Darstellungsprobleme in unserem Fall unterhalbstetig von rechts
sind. Dies ermoglicht eine Charakterisierung der Gittins-Indexprozesse als Losungen sol-
cher Darstellungsprobleme und die Reduzierung des allgemeinen Allokationsproblems auf
eines mit fallenden rechtsstetigen Auszahlungsprozessen. Mit der von El Karoui und Ka-
ratzas [12] erstmals in diesem Zusammenhang eingefithrten Synchronization Identity lasst
sich dieses sehr leicht 16sen.

Anhand eines einfachen Beispiels werden wir zeigen, dass es im Allgemeinen in stetiger
Zeit im Gegensatz zum zeitdiskreten Fall fiir die Optimalitét einer Strategie nicht hinrei-
chend ist, ausschlieflich Arme mit maximalem Gittins-Index zu betétigen.

Mit Hilfe der Regularitit der Pfade der Indexprozesse werden wir das Gittins-Indextheorem
beweisen und zeigen, dass die von Kaspi und Mandelbaum [17] definierten Indexstrategi-
en, die die Exkursionseigenschaft besitzen, genau die optimalen Strategien ergeben.
Durch die Konstruktion einer solchen Indexstratgie werden wir schliefflich die Existenz
einer optimalen Strategie beweisen. Diese stammt im Wesentlichen von El Karoui und
Karatzas [12] und setzt in ihrer urspriinglichen Formulierung die pfadweise Unterhalbst-
etigkeit von links der Indexprozesse voraus. Wir werden den in unserem allgemeineren
Rahmen noch offenen Fall mit Hilfe einer Konstruktion von Kaspi und Mandelbaum [17]

16sen, nach der die problematischen Aufwiértsspriinge der Indexprozesse vorhersehbar sind.
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Kapitel 1

Mehrarmige Banditen in diskreter
Zeit

1.1 Ubersicht

In diesem Kapitel unternehmen wir eine ausfiihrliche Einfithrung und Untersuchung des
Problems des mehrarmigen Banditen und seiner Eigenschaften in diskreter Zeit.

Nach der mathematischen Formulierung des Allokationsproblems und einer ersten Be-
trachtung des Bernoulli-Banditen in Abschnitt 1.2 beweisen wir in Abschnitt 1.3 die Op-
timalitit kurzsichtiger Strategien in der Situation fallender Auszahlungsprozesse. Dies
geschieht mit Hilfe eines einfachen Tauscharguments, &hnlich dem von Gittins und Jones
[13].

In Abschnitt 1.4 erinnern wir an einige Grundlagen von Snells Theorie des Optimalen
Stoppens. Dabei orientieren wir uns an Neveu [21]. Anschliefend folgen wir dem Beweis
des Indextheorems von El Karoui und Karatzas [10]. Dazu assoziieren wir zunéchst in
Abschnitt 1.5 mit jedem Arm eine Familie von Stoppproblemen, indem man die Beté-
tigung des Armes mit dem Erhalt einer zusétzlichen Zahlung vergleicht. Mit Hilfe einer
Indifferenz- oder Schwellenwertcharakterisierung kann man so die erwartete Hohe der
Auszahlungen des Armes in der nédheren Zukunft quantifizieren. Der entsprechende Wert
wird als Gittins-Index definiert. Dies erfolgt in Abschnitt 1.6, hier findet man neben ver-
schiedenen Darstellungen des Gittins-Index auch numerische Ergebnisse fiir das Beispiel
Bernoulli-verteilter Auszahlungsprozesse. Weiter werden fiir dieses Beispiel von Berry und
Fristedt [2] angegebene untere Schranken fiir den Index betrachtet.

In Abschnitt 1.7 wird der mehrarmige Bandit ebenfalls um die Moglichkeit zusétzlicher
Zahlungen erweitert und die bei der Dynamischen Programmierung auftretenden Groflen
definiert. Die Unabhéngigkeit der verschiedenen Projekte macht mehrarmige Banditen
zu besonderen Optimierungsproblemen. Mit Hilfe dieser Eigenschaft wird in Abschnitt

1.8, einem Ansatz von Whittle [29] folgend, eine multiplikative Zerlegung fiir die in der
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Dynamischen Programmierung genutzte Wertfunktion hergeleitet. Jeder der auftretenden
Faktoren hangt nur noch vom Auszahlungsprozess jeweils eines Armes ab. Dadurch wird
die Struktur der Wertfunktion vereinfacht und eine Verbindung zwischen der Bellman-
Gleichung des erweiterten Allokationsproblems und den Gittins-Indizes der Arme auf-
gezeigt. Es folgt, dass die Wertfunktion unter einer Strategie stets ein Supermartingal
ist und ein Martingal genau dann, wenn die Strategie stets einen Arm mit maximalem
Gittins-Index aktiviert. Dies beweist schliefilich das Indextheorem im zeitdiskreten Fall.
In Abschnitt 1.9 kommen wir erneut auf das Beispiel Bernoulli-verteilter Auszahlungs-
prozesse zuriick und betrachten Resultate von Wang [27] und Gittins und Wang [15]. Der
Gittins-Index und damit die optimalen Strategien beriicksichtigen neben der erwarteten
Auszahlung eines Armes im néchsten Zeitpunkt die Moglichkeit einer zukiinftigen Ver-
besserung. Der Index kann damit in zwei Komponenten zerlegt werden.

Mit zunehmender Anzahl von Beobachtungen stehen mehr Informationen iiber die un-
bekannten Parameter zur Verfiigung und eine bedeutende Verdnderung der geschéitzten
Erfolgswahrscheinlichkeit ist nicht mehr zu erwarten. Es wird gezeigt, dass die mogliche
zukiinftige Verédnderungen bewertende Komponente gegen Null konvergiert und numeri-

sche Beobachtungen dieser Asymptotik dargestellt.

1.2 Formulierung des Allokationsproblems

Es stehen d € N verschiede Verwendungsmoglichkeiten fiir eine knappe Ressource, die wir
im Folgenden als Zeit interpretieren, zur Verfiigung. Diese Alternativen nennen wir Arme
des Banditen. Die zufilligen Ergebnisse der Arme werden durch unabhéngige stochastische

Prozesse
(Zk(t))tZI, k=1,..,d

auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P) modelliert und als Auszahlungs- oder Ren-
diteprozesse bezeichnet. Z;(t) nehme fiir gegebene Konstanten K € (0,00) und o € (0, 1)
Werte in [0, (1 — o) K] an. In jedem Zeitpunkt ¢ € N muss genau eine dieser d Moglichkei-
ten genutzt werden. Wird zur Zeit t der Arm k gewéhlt, so liefert dieser im Zeitpunkt ¢+ 1
eine zuféllige Auszahlung. Zx(t) gibt die Hohe der Auszahlung an, die Bandit k liefert,

nachdem er zum ¢. Mal betétigt wurde.

Die Bewertung zukiinftiger Zahlungen erfolgt mittels geometrischer Diskontierung, der
Wert zum Zeitpunkt 0 einer im zukiinftigen Zeitpunkt ¢ erfolgenden Zahlung in Héhe von
X sei o' X. Die Auszahlungsprozesse geniigen der Integrabilititsbedingung

(1.1) E iatZk(t)

< OQ.
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Fir k =1,...,d werden die durch sukzessive Beobachtung der Auszahlungen des Armes k
akkumulierten Informationen durch die unabhéngigen Filtrationen % = (F*(¢)) 1> dar-
gestellt. Der Prozess Zj, sei adaptiert an 3%. Hat man die Arme 1, ..., d jeweils sq,...,54 €

Ny mal betétigt, so werden die dann verfiighbaren Informationen durch die o—Algebra
d
F(3) £\ F(s:) 5= (51, ,50) € N§
i=1

modelliert.

Eine Strategie T ist ein Ng- wertiger stochastischer Prozess

T(t) = (Ti(t), ..., Ty(t)) .

Dabei gibt Tj(t) die Zeit an, die man bis zum Zeitpunkt ¢ in Arm & investiert hat. Da
man in jedem Zeitpunkt genau einen Arm aktiviert und bei der Entscheidung fiir einen
Arm nur die bis zu diesem Zeitpunkt verfiigbaren Informationen beriicksichtigen kann,
soll eine Strategie die folgenden Bedingungen erfiillen:

T(0) = 0 und T'(¢) ist wachsend in ¢,
(1.2) Ti(t)+ ...+ Ty(t) =t vVt € |0, 00),
{T(t+1)=T() +&,T(t) =35} € F(3) Vt € [0,00),5 € N,

é; bezeichnet den i. Einheitsvektor in N¢. Strategien kénnen als mehrdimensionale Zeit-

wechsel interpretiert werden, die Menge der Strategien nennen wir 8(0).

Setzt man Z;(0) = 0, so liefert die Strategie 7' den zufilligen Gewinn

(1.3) RT) £ o' Y Z (T(t) - (Tr(t) — Th(t — 1)).

Das Problem des mehrarmigen Banditen besteht darin, eine Strategie T zu finden, die
den erwarteten Gewinn maximiert:

(L4) E[R(T)] = max E[R(T)].

Das folgende Beispiel beschreibt das klassische Problem des Bernoulli-Banditen.

Beispiel 1.1. Es seien (Z1(t))i>1 und (Za(t))i>1 zwei unabhingige Folgen von Zufalls-
variablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P). Diese seien Bernoulli-verteilt zu
den unbekannten Parametern ©1 und ©,. Die Parameter seien ebenfalls unabhdngig und
gleichverteilt auf [0, 1]. Bedingt auf ©; sollen die Zufallsvariablen Z;(t),t > 1, unabhingig
sein, es soll also gelten

n

(15)  PlZi()=2,....Zin)=2,10; =0 =[] (0 Lspmry + (1= 0) - 1sm0y) -
k=1

15



Die sukzessiven Beobachtungen der Zufallsvariablen liefern Informationen tiber ©;, die
von einer optimalen Strategie beriicksichtigt werden sollten. Wurden die Zufallsvariablen
Zi(1), ..., Zi(n) beobachtet und sind a;(n) =3 7_, 1{z,)=1y die Zahl der Erfolge, b;(n) =
n — a;(n) die der Misserfolge, so ist ©; unter diesen Beobachtungen betaverteilt zu den
Parametern a', + 1,b%, + 1. Insbesondere ist

al +1

011 1), 2] =

Die bedingte Verteilung von ©; unter den ersten n Beobachtungen des Armes i hdingt nur
von (al, b)) ab. Der Zustand eines Bernoulli-Armes kann durch ein solches Paar charak-

n-n

terisiert werden und bildet eine Markovkette auf N x N.

Fine mogliche Strategie ist es, stets einen Arm i mit dem hochsten bedingten Erwartungs-
wert von ©; zu wahlen. Diese einfache Strategie liefert tatsdchlich gute Ergebnisse, ist aber
nicht optimal. Sind beispielsweise zum Zeitpunkt n = ny + ngy die bedingten Erwartungs-
werte der ©; gleich, haben wir den i. Arm jeweils n; mal aktiviert und gilt ny > ns, so ist
die bedingte Varianz von Oy grifer als die von ©1. Damit ist eine zukinftige Anderung des
bedingten Erwartungswertes von O, wahrscheinlicher als von ©1. Von einer positiven An-
derung profitiert man in der gesamten Zukunft, im Falle einer negativen Anderung wdihlt
man statt dessen den anderen Arm. Es ist also anzunehmen, dass eine optimale Stra-
tegie nicht nur den bedingten Erwartungswert, sondern auch die Moglichkeit zukiinftiger

Verdinderungen dieses Wertes berticksichtigt.

Dieses Beispiel macht deutlich, dass es unter Umsténden vorteilhaft ist, kurzfristig gerin-
gere Auszahlungen in Kauf zu nehmen um zusétzliche Informationen zu erhalten. Ebenso
kann man Beispiele betrachten, in denen die Betétigung eines Armes mit geringeren Aus-
zahlungen in naher Zukunft geboten ist, um dadurch erst den Zugang zu spéter folgenden
Auszahlungen zu erhalten. Im Allgemeinen ist die Bestimmung einer optimalen Strategie

also ein komplexes Problem.

1.3 Fallende Auszahlungsprozesse

Sind die Renditeprozesse (Zj(t))i>0 P-fast sicher monoton fallend in ¢, so kann es nicht von
Vorteil sein, einen Arm mit geringer kurzfristiger Auszahlung zu aktivieren. Weder wird
dieser dadurch zukiinftig hohere Auszahlungen liefern, noch kénnen zusétzliche Informa-
tionen hohere zukiinftige Auszahlungen offenbaren. Die Diskontierung bestraft dagegen
eine Verzogerung der Betdtigung eines Armes, wenn dieser die hochste Auszahlung im
néchsten Zeitpunkt verspricht.

Optimale Strategien in der Situation fallender Auszahlungsprozesse sollten also darin be-

stehen, kurzsichtig zu handeln. Dabei wird jeweils der Arm aktiviert, der die hochste
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bedingte erwartete Auszahlung im néchsten Zeitpunkt aufweist.

Einige Beweisstrategien ([28],[17]) fithren das allgemeine Problem auf ein Problem mit
fallenden Renditeprozessen zuriick. Wir werden das Resultat dieses Abschnitts fiir unsere
zeitdiskrete Untersuchung nicht bendtigen. Der Beweis beruht auf einem Tauschargument,
wie es in dhnlicher Form auch im urspriinglichen Beweis des Indextheorems von Gittins
und Jones [13] verwendet wurde.

Unserem Beweis der Optimalitit kurzsichtiger Strategien liegt die folgende Uberlegung
zugrunde. Eine Strategie, die zu einem Zeitpunkt nicht einen Arm mit maximaler er-
warteter Rendite im néchsten Schritt wéhlt, kann man verbessern. Dies geschieht, indem
man solch einen Arm maximaler Rendite aktiviert und anschlieBend mit der betrachteten
Strategie fortfahrt. So erhéilt man eine Folge von Strategien, die gegen die kurzsichtige

Strategie konvergiert und deren erwartete Gewinne zunehmen.

Theorem 1.2. Es sei T' eine Strategie, die fiir alle Zeitpunkte t die folgende Bedingung
erfullt:

Es gilt Ty(t+1) = Ty(t) + 1 nur dann, wenn

E[Zk(Tk(t—i-l))]ff(T(t))} - \/E[Zi(ﬁ(t+1))\3’(f(t))].

Durch eine solche Strategie T wird der erwartete Gewinn mazimiert, das heifst es gilt

E [R(T)} — max E[R(T)].

TES(0)

Beweis. Die Strategie T liefert den erwarteten Gewinn

E [R(T)] ~E

YotV E(Zu(it + 1) | F(T ()

Auf der Menge der Strategien 8(0) definieren wir den Abstand d zweier Strategien T und
T? durch

AT, T%) =] > o' Lpngyerag Il -

t=0

Eine Folge (T™) von Strategien konvergiert damit genau dann gegen eine Strategie T,
wenn zu jedem t > 0 ein n € N existiert, so dass alle T™ mit m > n P—fast-sicher bis

zum Zeitpunkt ¢ mit der Strategie T {ibereinstimmen.

Das Funktional E[R(-)] ist stetig auf (§(0),d), denn stimmen zwei Strategien 7" und T2
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bis zum Zeitpunkt ¢ iiberein, so gilt wegen der Monotonie der Renditeprozesse

[ER(T)] - ER(TH)]| < E[Y o) (Zu(Ti(s) + Zu(Ti(s))]

IN

ozt]E[Z a’ Z 27Z;(1)] — 0 fiir ¢ T oo.

s=1 k=1

Es sei nun T eine beliebige Strategie. Wir definieren rekursiv eine Folge (7). Dazu sei
TO & T. Zu T" sei 7, die Stoppzeit

T 2 if{t > 0:T"(t+1) £ T+ 1)},

A

also der erste Zeitpunkt, in dem die Strategie T™ einen anderen Arm wéhlt als T'.
Es sei k, der Arm, den T in 7, wihlt, das heifit Tkn (T +1) — T k., (Tn) = 1. Die Stoppzeit

T, sei der erste Zeitpunkt nach 7,, in dem die Strategie 7" den Arm k, wahlt:

o Einf{t > 7, TP (E+ 1) = T} (1) = 1}

Es ist moglich, dass die Strategie T™ ab dem Zeitpunkt 7,, nicht mehr den Arm k,, aktiviert,

also 7, = oo gilt. 7" wird nun wie folgt definiert:

T (t) t<m,
T ) 2T (E—1) 4 e, To<t<Tm+1
T (t) t> 7+ 1.

A

Es gilt 7,, > n und T™(t) = T'(¢t) fiir t < 7,, + 1, also konvergiert die Folge der Strategien
(T™) gegen T beziiglich d.
Wir zeigen nun, dass das Funktional E[R(-)] entlang der Folge (7") wichst, woraus die
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~

Behauptung E[R(T')] < E[R(T)] folgt. Es gilt

E [R(T"Y)] - E[R(T™)] = E[aTn“an@kn(TnH))]

[ 7n+1 d
+E Z atz Ze(TP(t— D)(TP(t— 1) — TPt — 2))]

Tn

“E| Y atzzk@s(t))(mt)—Tw—m]

Lt=7n+1

~E [0 2, (T, (1 + 1)

= E[(a™* = a2, (1, (72 + 1))

(@—=1) Y o'y Z(TP@)TE(E) — Tt — 1))]

t=1n+1 k=1

+E

v

E [(of”“ —a™ Y Zy (T, (1 + 1))]

+E[(a—1) Y a'Z, (Th,(ra + 1))
t=7p+1
= 0.
Die Ungleichung gilt wegen
d
E |2k, [T (7) + 11| = \/ E | Zi{Ti(r) + 1]

i=1

und der Monotonie der Renditeprozesse. O

1.4 Optimales Stoppen

Wir erinnern in diesem Abschnitt an einige Grundlagen der Theorie des Optimalen Stop-

pens. Eine Einfithrung in diese Theorie in diskreter Zeit findet man beispielsweise in Neveu
[21].

Es sei (X,)nen eine adaptierte Folge integrierbarer Zufallsvariablen auf einem filtrierten
Wahrscheinlichkeitsraum (€2, &, (F,,), P) mit

E[sup,cy X,/] < 00.
Weiter seien die (X,,) nach unten durch eine integrierbare Zufallsvariable X beschrinkt:
(1.6) inf,ey X, > X € L.

Betrachtet man X, als Gewinn eines Spielers bis zum Zeitpunkt n, so stellt sich die

Frage, wie lange er spielen soll. Den Zeitpunkt des Spielendes kann er dynamisch, das
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heifit abhéngig vom Spielverlauf wihlen. Stoppt er im Zeitpunkt n das Spiel, so soll er dies
allerdings nur aufgrund der bis n verfiigbaren Information tun, der zuféllige Endzeitpunkt
v fiir das Spiel soll also eine (F,,)—Stoppzeit sein. Die Menge der P-fast-sicher endlichen
Stoppzeiten bezeichnen wir mit A. Weiter sei A(n) = {v € A : v > n}.

Man sucht nun nach einer optimalen Stoppzeit vy, die den erwarteten Gewinn maximiert:

E[X,,] = supE[X,].
veA

Die Losung von Snell [23] dieses Problems wird klar, wenn man zunéchst annimmt, dass
die sukzessiven Gewinne (X,,) = (x,,) deterministisch sind. Man sucht nach einem p, € N
mit

Tp, = SUP Tp,.
n

Angenommen, solch ein pqy existiert. Man kann die fallende Folge

A
Yn = SUP Tp.
p>n

definieren und macht die folgende Beobachtung. Die Folge (y,) dominiert (z,) und der

kleinste Index n mit y, = x, ist gerade das optimale py. Weiter gilt

Yo = Ypo = Tpo = SUP T
n>0

Insbesondere ist (y,,) die kleinste fallende Folge, die (z,) dominiert.
Im stochastischen Fall ist das Supremum iiber die X,, a priori nicht bekannt. Die Rolle

der Folge (y,) iibernehmen nun die Zufallsvariablen

(1.7) Y, £ ess sup E[X,|F,]
veA(n)

Die Folge (Y},) ist nicht mehr fallend, sondern ein Supermartingal. (Y;,) wird als Snellsche
Enveloppe von (X,,) bezeichnet. Die folgenden Propositionen zeigen, dass im stochasti-

schen Fall analoge Aussagen gelten.

Proposition 1.3 ([21], Proposition VI-1-2). (Y, )nen ist eine adaptierte Folge integrier-

barer Zufallsvariablen. Diese erfiillen die Gleichungen
(1.8) Y, = max(X,,E[Y,1 ]| F.)).

Sind die Zufallsvariablen X, positiv, so ist (Y,) das kleinste (F,)—Supermartingal, das
die Folge (X,) dominiert. Weiter gilt

(1.9) E[Y,] = sup E[X,].
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Auch die optimale Stoppzeit ist von dhnlicher Gestalt wie im deterministischen Fall.

Proposition 1.4 ([21], Propositions VI-1-3.4). Das Supremum sup, ¢, E[X,]| wird ange-

nommen, genau dann wenn die von dem Supermartingal (Y,,) definierte Stoppzeit
(1.10) vw £ infneN:Y, =X,)

IP-fast-sicher endlich ist. In diesem Fall ist E[X,,] = sup,cp E[X,] und vy ist die kleinste
endliche Stoppzeit, die dies erfillt.
Weiter ist der Prozess (Y oan) €in integrierbares Martingal.

Die konkrete Berechnung der (Y;,) erweist sich jedoch meist als nicht ganz einfach. Aller-
dings ist es unter Umstéinden moglich, das Problem approximativ zu 16sen, indem man

von einem endlichen Zeithorizont = ausgeht. Fiir diesen setzt man

)(57

£ max(X,,E[Y,>, | F,)) fir n < E.

“ﬁ]
(1>

(11

YTL
Man sucht nun nach einer Stoppzeit vy < = mit

E[X,z]) = Y& = supE[X, ]

v<E

Eine solche ist wieder v £ min(n < Z : Y,Z = X,,). Fiir eine sinnvolle Approximation
sollte fiir = — oo gelten Y= — Y.

Wegen Y= < Y,=*! kénnen wir definieren

Y 2 lim Y7=.

=—00

Es sei A’(n) £ {v € A : v > n und beschréinkt}. Man zeigt leicht, dass gilt

Y = sup E[X, | F(n)

veAb

und Y*° das kleinste integrierbare Supermartingal ist, das X dominiert. Insbesondere gilt
Y < Y. Existiert eine integrierbare untere Schranke fiir den Prozess X, wie in (1.6)

vorausgesetzt, so gilt mit dem Lemma von Fatou fiir Stoppzeiten v € A,;:
E[X, | F(n)] < limkinfE[Xl,/\k | F(n)] <Y>.

Damit ist Y = Y °. Fiir beliebige Renditeprozesse muss dies jedoch nicht gelten, ein Bei-

spiel findet man in Neveu [21].
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1.5 Der erweiterte einarmige Bandit

Mehrarmige Banditen sind besondere Optimierungsprobleme. Da die Renditeprozesse un-
abhéngig sind und sich nur nach einer Betétigung weiterentwickeln, liefert die Aktivierung
eines Armes weder Informationen iiber andere Arme, noch verdndern sich dadurch deren
Auszahlungen oder Zusténde. Die Reihenfolge, in der die verschiedenen Arme betétigt
werden, spielt also nur deshalb eine Rolle, weil die spétere Auszahlung hoher Renditen
aufgrund der Diskontierung nachteilig ist. Arme mit hohen Auszahlungen in der ndheren
Zukunft sollten also eher betétigt werden.

Wie kann man die Hohe der Auszahlungen eines Armes in der ndheren Zukunft messen?
Dies geschieht durch den Vergleich des Armes mit einer deterministischen Auszahlung.
Dabei betrachtet man das folgende Stoppproblem. Bis zu einer Stoppzeit 7 betétigt man
ausschlielich diesen Arm und erhélt die dabei anfallenden Auszahlungen. In 7 erfolgt die
deterministische Zahlung m.

Fiir m = 0 wird man moglicherweise nie stoppen, je grofler m ist, desto eher wird eine
weitere Betédtigung des Armes nachteilig gegeniiber der Zahlung m. Man betrachtet den
Schwellenwert M, fiir den man indifferent zwischen einer vorldufigen Betétigung des Ar-
mes und spaterem Erhalt von m sowie dem sofortigen Erhalt von m ist. Dieser Wert kann
als Maf fiir die Hohe der erwarteten Auszahlungen des Armes in der ndheren Zukunft in-
terpretiert werden. Man sollte stets einen Arm wéhlen, der einen hohen Wert M besitzt.
Der erste Schritt zur Losung unseres Allokationsproblems ist also eine Erweiterung um
eine Familie von Stoppproblemen.

Wir betrachten Arm & mit Auszahlungsprozess (Zi(t)) fur k € {1,...,d}. Beenden wir die
Betéatigung des Armes im Zeitpunkt ¢, so erfolgt in diesem Zeitpunkt eine deterministische

Zahlung m € [0, 00). Das Spielen bis zum Zeitpunkt ¢ liefert dann gerade
t
(1.11) Xi(t,m) = Za“Zk(u) + a'm.
u=1

Beendet man das Spiel zeitig, so verzichtet man auf Auszahlungen des Armes. Betétigt
man dagegen den Arm eine lédngere Zeit, so verringert sich wegen der Diskontierung der
Wert der abschlieenden Zahlung. Wir erhalten fiir m € [0,00) und ¢ € N das Stopppro-
blem

(1.12) Vi(t,m) = ess sup E| Z QT Z () + " m | FE(1)]
TEAR) i1

Vi wird als Wertfunktion bezeichnet und gibt den maximalen erwarteten Gewinn an. Die

Snellsche Enveloppe zu (X(t,m))ien ist der Prozess

(1.13) Yi(t,m) = o' Vi(t,m) + Y a"Zy(u).

u=1
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Die Theorie des Optimalen Stoppens liefert die nun folgenden Ergebnisse. Die Stoppzeit
(1.14) or(t,m) =inf(u >t : Vi(u,m) = m)

16st das Problem (1.12). Die Folge

(1.15) (Ye(u A op(t,m))oZ,

ist ein Martingal und es gilt die Gleichung der Dynamischen Programmierung

(1.16) Vi(t,m) = max{m, aE[Zy(t + 1) + Vi(t + 1,m) | F*(t)]}.

Die Abhéngigkeit der Wertfunktion Vi (¢, m) und der optimalen Stoppzeit oy (¢, m) von m

wollen wir nun untersuchen.

Beispiel 1.5. Wir wollen die Wertfunktion Vi(t,m) eines Armes mit Bernoulli-Aus-
zahlungsprozess berechnen. Dazu betrachten wir das Problem bis zum Zeitpunkt = > t.
Wir setzen V:E(2,m) = m. Nach den Uberlequngen des letzten Abschnitts konvergiert
VE(t,m) fiir = — oo gegen V (t,m).

Man erhdlt mit (1.13) firt < E rekursiv

VE(t,m) 2 max[m;aR[Z,(t+1) | F*)] + aE[VE(t + 1,m) | F*(1)]]
Firt =0, a = 0.8 und m = 2.5 ergeben sich die folgenden Approzimationen fiir Vi(t,m):

VIo(t,m) = 2.50910348531,
VIO>t,m) = 2.53035310302,
V%t m) = 2.53035310306.

Beispiel 1.6. FEine bessere Approzimation liefert die folgende Uberlequng. Statt in =
stets die determainistische Zahlung m zu erhalten, entscheidet man sich zwischen m oder

der Maoglichkeit unbegrenzt weiterzuspielen. Das letztere liefert die erwartete Auszahlung
TE[Zi(T + 1) | F¥(Z)]. Man erhilt dann

VEEm) 2 maxim ——E[Z(E+1) | FE)]),

ViE(t,m) wird fiir t < = ebenso wie oben rekursiv berechnet und konvergiert fiir = — oo
monoton. Diese Sichtweise entspricht der Betrachtung von Bhulai und Koole [3], welche
im Falle eines mehrarmigen Banditen mit Bernoulli-verteilten Auszahlungsprozessen die
folgenden beiden Situationen vergleichen. In der ersten nutzt der Spieler fiir Entscheidun-
gen nur die ersten = Beobachtungen jedes Arms. In der anderen erhdlt er nach jeweils =

Beobachtungen die vollstindige Information tiber den Parameter des Armes. Bhulai und
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Koole zeigen, dass die Differenz der Wertfunktionen in diesen unterschiedlichen Situa-
tionen mit = — oo gegen 0 geht. Da die Wertfunktion im Standardfall zwischen diesen
beiden Wertfunktionen liegt, erhdilt man V=(t,m) — V(t,m).

Unsere Situation ist vergleichbar mit einem zweiarmigen Banditen, dessen zweiter Arm
deterministisch und konstant ist. Fs ist klar, dass das Resultat von Bhulai und Koole in
diesem Fall ebenfalls gilt und damit konvergiert V;=(t,m) mit = — oo tatsdichlich gegen
Vi(t,m).

Fiir gleichen Werte der Parameter wie oben, t =0, a = 0.8 und m = 2.5 erqibt sich

VI(t,m) = 2.53022260033,
VI%>t,m) = 2.53035310306,
VIt m) = 2.53035310306.

Es ist zu erwarten, dass man frither stoppt wenn die zum Stoppzeitpunkt erfolgende
Zahlung m steigt. Ist m hinreichend grof}; so wird man sofort stoppen. Dies sagt die

folgende

Proposition 1.7. Die Abbildung m — oy (t,m) ist P-fast sicher fallend und rechtsstetig,

fiir m — oo gilt op(t,m) — t.

Beweis in Abschnitt 1.10.

Wie reagiert die Wertfunktion Vi (¢, m) auf Verdnderungen von m? Wegen der Rechtsste-
tigkeit von oy (t,m) dndert sich die optimale Stoppzeit nicht, wenn sich m nur minimal
erhoht. Der Wert der Auszahlung erhoht sich also um denselben Betrag, allerdings diskon-
tiert vom erwarteten Zeitpunkt dieser Auszahlung, der in der Zukunft liegen kann. Dieser

erwartete Diskontfaktor ist damit die rechtsseitige Ableitung der Wertfunktion.

Proposition 1.8. Die Abbildung m — Vj(t,m) ist konvex, wachsend und mit rechtssei-
tiger Ableitung
o+

(1.17) %Vk(t, m) = E [a7+Em=H | FE(1)]

Insbesondere ist lim %Vk(zﬁ,m) =1 und lim Vi(t,m) — m=0.

m—0o0 m—oo

Beweis in Abschnitt 1.10.

Die Abhéngigkeit der Wertfunktion V;(0,m) eines Bernoulli-Armes von der Endzahlung
m zeigt Abbildung 1.1 auf Seite 25.

24



4
3,
’f
L4
2 L
’t’ —V(0,m)
f’ m
’f
11 L
4
L4
4
4
4
4
’l
0 T T T
0 1 2 3 4

Abbildung 1.1: Wertfunktion m +— V' (0, m) fiir einen Bernoulli-Arm und o = 0.8

1.6 Der Gittins-Index

Wir werden nun den im letzten Abschnitt erwahnten Schwellenwert definieren und dessen
Eigenschaften untersuchen.

Definition 1.9. Die F*(t)—messbare nichtnegative Zufallsvariable
(1.18) My (t) £ essinf{X F*(t) — messbar : Vi(t,X) = X P — f.s.}
heifst Gittins-Index zum Zeitpunkt t.

Diese Definition des Gittins-Index als Schwellenwert stammt von Whittle [29]. Jedoch
bezeichnen Whittle ebenso wie Mandelbaum [20] und Weber [28] den Wert =2 M, (¢) als
Gittins-Index, eine naheliegende Darstellung, wenn man den Index mittels der Gleichung
(1.25) definiert. Wir folgen hier der Notation von El Karoui und Karatzas [10].

Da in unserer Beschreibung des mehrarmigen Banditen die auf eine Betétigung eines
Armes folgende Auszahlung erst im ndchsten Zeitpunkt erfolgt, unterscheidet sich der in
(1.18) definierte Gittins-Index von der von El Karoui und Karatzas definierten Gréfie um
den Faktor o.

Beispiel 1.10. Im Fuall eines Bernoulli-verteilten Renditeprozesses erhdlt man mit den

Parameterwerten fir o = 0.8 den folgenden Gittins-Index im Zeitpunkt 0:
Mg (0) = inf{m : V,(0,m) = m} = 2.565261.

My (t) ist zufdllig, hingt allerdings in diesem Beispiel nur von der Anzahl der Erfolge a;
und Misserfolge by bis t ab, da die Beobachtungen bedingt auf den Parameter unabhdngig

und identisch verteilt sind.
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b\a, | 0 1 2 3 4 5 6

0 |25653 3,0385 3,2628 3,3968 34871 3,5526 3,6024
1,7719 2,3591 2,6859 2.8992 30492 3,1618 3,2493
1,3280 1,0046 2,2636 2,5122 2.6942 2,8362 2,9486
1,0516 1,5908 1,9466 2,2083 24082 2,5657 2,6932
0,8653 1,3591 1,7068 1,9656 2,1723 2,3394 2,4769
0,7320 1,1852 1,5160 1,7719 1,9759 2,1469 2,2903
0,6325 1,0482 1,3610 1,6105 18136 19821 2,1280

D O = W N~

Tabelle 1.1: Gittins-Indizes eines Bernoulli-Armes nach verschiedenen Anzahlen von Er-

folgen a; und Misserfolgen b; und o = 0.8.

Tabelle 1.1 gibt den Wert des Gittins-Index fiir verschiedene Werte von a; und by an.
Entsprechende Tafeln - mit der oben erwdhnten abweichenden Skalierung - findet man
auch im Anhang von Gittins [14].

Wie bisher gilt fiir F*(#)—messbare Zufallsvariablen X die Gleichung

T

(1.19) Vi(t, X) =esssupE | Y a"'Z,(t) + o' X | FH(2)

TE€A: u=t+1

mit optimaler Stoppzeit
(1.20) op(t,X) & inf{u >t:Vi(u,X) = X}.

Weiter gelten ebenfalls fiir F*(t)—messbare Zufallsvariablen X, X, mit X; > X, die
Ungleichungen

(1.21) Vi(t, X1) > Vi(t, X5) und
(1.22) Vi(t, X1) — X7 < Vi(t, Xy) — Xo.

Im Stoppproblem muss man sich zwischen sofortigem Erhalt von X und Weiterspielen
mit spaterem Erhalt von X entscheiden. Die Wertfunktion ist in einer solchen Situati-
on beschriankt durch die erwartete Rendite bei unbegrenztem Weiterspiel und sofortiger
Auszahlung X:

> " Z(u) | FH(1)

u=t+1

X <Vit,X)< X +E

Fiir X hinreichend groB ist V (¢, X) = X. Ein solches X findet man beispielsweise durch

die Uberlegung im Beweis von Proposition 1.7:

1
1l -«

X2 E

> " Z(u) | FH()

u=t+1
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Abbildung 1.2: Darstellung der Gittins-Indizes aus Tabelle 1.1

Damit ist insbesondere die den Gittins-Index M definierende Menge
Af 2 {X F*(t) — messbar : Vi (t,X) = X P— f.s.}
nicht leer. Schliefilich gilt wegen der Stetigkeit von m +— Vi (t,m)
(1.23) Vi(t, M(t)) = M(t).
Das folgende Lemma liefert eine zweite Darstellung von M (t) als Schwellenwert.

Lemma 1.11. Es gilt die Darstellung
(1.24) My, (t) = esssup{X F*(t) — messbar : Vi(t,X) > X P — f.s.}.

Beweis in Abschnitt 1.10.

Die folgende, als Forward Induction bezeichnete Charakterisierung (1.25) des Gittins-
Index entspricht der urspriinglichen Definition von Gittins und Jones [13]. Diese Darstel-
lung ergibt sich, wenn man statt der Einfithrung einer deterministischen Zahlung m das
Allokationsproblem um einen zusétzlichen deterministischen Arm erweitert, der in jedem

Zeitpunkt eine konstante Auszahlung m liefert.
Proposition 1.12. Der Gittins-Index My(t) hat die Darstellung

! aMk(t) = ess sup [Zu:t:_rl " Zy(u) L (t)]
a i1 B[, ot | FR()]

Er lisst sich damit als maximal erzielbarer erwarteter Ertrag pro erwarteter Zeiteinheit

(1.25)

bei vorldufiger Fortsetzung des Spiels interpretieren.
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Beweis in Abschnitt 1.10.

Bemerkung 1.13. Die folgende Stoppzeit realisiert das Supremum in (1.25):

op(t+1, Mp(t)) = min{s >t+1:V(s, Mi(t)) = My(t)}
= min{s >t+1: My(s) < My(t)}

Die zweite Gleichung liefert eine Verbindung zu FExkursionen des Prozesses My von sei-
nem laufenden Minimum. Diese spielen eine wichtige Rolle in unserer Untersuchung des
zeitstetigen Falls.

Die Stoppzeit op(t + 1, My(t)) ist im Allgemeinen nicht leicht zu berechnen. Durch das
FEinsetzen geeigneter Stoppzeiten kann man allerdings untere Schranken fir den Gittins-
Index erhalten.

Berry und Fristedt [2] (Theorem 5.4.1) tun dies in der Situation des Bernoulli-verteilter
Auszahlungsprozesse. Die Stoppzeit € = inf{t > 1: Z(t) = 0} sei der Zeitpunkt des ersten
Misserfolgs. Zu r € NU{oo} setzt man

ag <T
(1.26) Lals

00 ag > T.

Im Zeitpunkt des ersten Misserfolgs stoppt man also, falls davor weniger als r FErfolge
beobachtet wurden, sonst stoppt man nicht. Damit erhdlt man fir den Gittins-Index die
folgenden Abschdtzung

a Y B[O | F(t)]

(1.27) M) = o S e T =

Firt =0 gilt © ~ U[0, 1] und man erhdlt

r au—l a”
ro_ O PR v i ol oy
o r qu—l or )
l—a} 5+ r1)(1—a)

(1.28) Ko = — (1+;>.

1—a\a  log(l—a)

Numerische Auswertungen dieser Schranken sind in Tabelle 1.2 dargestellt.

Wir kommen nun zuriick zum Stoppproblem (1.12). Zu der Folge der Gittins-Indizes

(Mg (t))i>0 definieren wir deren laufende Minima durch

M, (t,s) = min M(u),

t<u<s

My(s) £ M(0,s).
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a | K.  M(0) a Ko M(0)
0,1 10,0565 0,0565 | 0,6 | 0,8630  0,8681
0,21]0,1296 0,1297 | 0,7 | 1,3953  1,4107
0,3 10,2270 0,2271 | 0,8 | 2,147  2,5653
0,4 10,3616 0,3621 | 0,9 | 6,0913  6,3260
05| 05573 0,5590 || 0,95 | 13,6576 14,4672

Tabelle 1.2: Der Gittins-Index M (0) und die untere Schranke K, aus (1.28) fiir verschie-

dene Diskontfaktoren

Die optimale Stoppzeit ox(t, m) héngt eng mit dem Prozess M, zusammen. Es sei s > t.
Falls gilt o4 (t,m) > s, so ist offenbar in jedem Zeitpunkt zwischen ¢ und s Weiterspielen
der Zahlung von m vorzuziehen, insbesondere also Vi (u,m) > m Vt < u < s. Wenn
wiederum diese Bedingung erfiillt ist, so ist m < My (u) Vt < u < s. Die Umkehrung gilt

ebenfalls, man erhilt die folgende Aquivalenz:

or(t,m) >s < Vi(uym)>m Vi<u<s
(1.29) S m < M(t,s).

Daraus folgt die folgende Darstellung der optimalen Stoppzeit oy (t,m):

or(t,m) = inf{s >t: M,(t,s) <m}
(1.30) = inf{s > t: M(s) < m},

sowie die Beziehung
M,(t,s) = inf{m >0:04(t,m) < s}
= sup{m > 0: ox(t,m) > s}.

Diese Zusammenhénge von o, und M, liefern die folgenden Darstellungen der erwarteten

Gewinne und der Wertfunktion in Abhéngigkeit der Gittins-Indizes.

Proposition 1.14. Es gelten P-f.s. die Beziehungen

[e.9] [e.9]

(1.31) El Y a"Z(u)|S®)] = (1-a)E[ Y o"M(tu)|S(t),
u=0o(t,m)+1 u=0o(t,m)

(L32V(,0) =E[ > o""Z(u) | §(t)] = (1—a)E[> a"'M(t,u)|S(t),

(1.33) V(tom) = (1-aE[> a"(mV M(t,u)) | §(t)].

Beweis in Abschnitt 1.10.
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Bemerkung 1.15. Die Gleichung (1.52) stellt die erwartete Auszahlung eines Armes mit
Renditeprozess Z in Abhdngigkeit der unteren Finhiillenden M des Gittins-Indexprozess
des Armes dar. Diese Identitit spielt beispielsweise in ([17]) eine wichtige Rolle. Eine
hilfreiche Interpretation dieser Gleichung liefert Weber [28].

Der Auszahlungsprozess wird als einarmiger Bandit betrachtet, dessen Aktivierung jeweils
einen gewissen Betrag kostet. Im Zeitpunkt O wird dieser als fairer Preis festgelegt und
entspricht gerade dem Gittins-Index. Dieser Preis bleibt unverdndert so lange ein ratio-
naler Spieler unter diesen Bedingungen zu spielen bereit ist. Genau dann ist dies nicht
mehr der Fall, wenn der Gittins-Indexprozess ein neues Minimum erreicht. Da der Preis
fair war, ist der erwartete Gewinn des Spiels bis zu diesem zufdlligen Zeitpunkt 0. Um ein
Weiterspielen zu ermdglichen wird nun ein neuer Preis festgesetzt, man wdhlt wieder den
aktuellen Gittins-Index. So wird ein faires Spiel konstruiert, die erwarteten Einnahmen
und Ausgaben sind gleich und das bedeutet (1.32).

Fiir unsere Betrachtung der zeitstetigen Situation ist eine Variante dieser Gleichung eben-

falls von grofler Bedeutunyg.

1.7 Dynamische Programmierung

Nach der Betrachtung der einzelnen Arme und ihrer Gittins-Indizes kommen wir nun
zuriick zum mehrdimensionalen Allokationsproblem. Dieses wollen wir, weiter El Karoui
und Karatzas [10] folgend, mit Hilfe der untersuchten Stoppprobleme und Dynamischer
Programmierung l6sen. In diesem Abschnitt fithren wir zunéchst einige dazu notwendige
Begriffe und Notationen ein. Ndheres zum Problem des Optimalen Stoppens fiir mehrpa-

rametrige Prozesse findet man beispielsweise bei Mandelbaum und Vanderbei [18].

Zu 5 € N4 bezeichnen wir die Menge der Strategien T, fiir die gilt 7'(0) = 3, mit §(5). Der

Gewinn unter einer Strategie 7" war von der Form

RT) 2 o' Y Zu (Ti(t) - (Tr(t) — Th(t — 1)).
Die Abbildung
(1.34) ®(5) £ ess sup E[R(T) | F(3)]

TeS(3)

heifit Wertfunktion im Punkt 5. In § = (s1,...,84) wurde fiir £ = 1,...,d der Arm k
genau s; mal betédtigt. & gibt den maximal erreichbaren erwarteten Gewinn nach s an

und erfiillt die Bellman-Gleichung der Dynamischen Programmierung

(1.35) ®(5) = max [aE[Z;(s; + 1) | F(3)] + oE[P(5+¢€;) | F(5)]],

1<j<d
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¢; sei wieder der j. Einheitsvektor in NZ.

Wir erweitern das obige Problem um die Méglichkeit, das Spiel zu beenden und dafiir eine
Zahlung m > 0 zu erhalten. Dazu benétigen wir den Begriff einer Stoppzeit beziiglich der
mehrparametrigen Filtration F mit Werten in Ng.

Analog zum eindimensionalen Fall heifit eine messbare Abbildung
7:Q— Nd

Stoppzeitpunkt beziiglich der Filtration &, wenn { = 3§} € F(3) fiir alle § € Nd. Die
o-Algebra der v-Vergangenheit definiert man wie im eindimensionalen Fall:

Fw)E2{AcT An{p =35} € F(3) V5 € NI}

Gemiifl der Definition einer Strategie (1.2) gilt fiir eine Strategie T und t € Ny, 5§ € N

{T(t) =3} = U{T(t +1)=T(t)=¢é,T(t) =3} € F(3).

Zu einer Strategie T' ist insbesondere die Filtration (F(7'(t))),s, wohldefiniert. Diese be-

schreibt die unter der Strategie T sukzessive verfiigharen Informationen.

Ein Paar II = (7,7), bestehend aus einer Strategie 7' € 8(5) und einer Ny-wertigen
F(T(-))—Stoppzeit T nennen wir erweiterte Strategie, die Menge solcher Paare bezeichnen

wir mit P(3).

Analog zu (1.3) und (1.12) definieren wir fiir m > 0 den Gewinn unter der erweiterten
Strategie 11

R(IL,m) £ 0" Z, (Th(t) - (Te(t) — Ti(t — 1)) + a’m

sowie die Wertfunktion im Zeitpunkt § € Ng

(1.36) ®(5,m) = ess sup E[R(IL,m) | F(3)].
eP(3)
Wieder gilt die Bellman-Gleichung, die nun die folgende Form annimmt

(1.37) ¢ (5, m) = max |m, max [oE[Z;(s; + 1) | F(3)] + aE[Q(5+ €;,m) | F(5)]]

1<5<d

Neben einer Strategie muss man nun zusétzlich eine optimale Stoppzeit wéhlen. Die Erwei-
terung ermoglicht jedoch die Nutzung der betrachteten eindimensionalen Stoppprobleme
zur Losung des mehrdimensionalen Allokationsproblems. Dies ist Thema des néchsten
Abschnitts.
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1.8 Der Whittle-Ansatz und das Gittins-Indextheo-

rem

In diesem Abschnitt beweisen wir das zentrale Gittins-Indextheorem, welches die Klasse
der optimalen Strategien charakterisiert. Dies geschieht mit Hilfe der von Whittle [29]
stammenden multiplikativen Zerlegung der Wertfunktion. Wir folgen dabei weiter El Ka-

roui und Karatzas [10].

In dem um die Zahlung m erweiterten Allokationsproblem ist ein Weiterspielen so lan-
ge optimal, wie es mindestens einen Arm gibt, dessen Betétigung vorteilhafter als die
Zahlung m erscheint. Dies ist genau dann der Fall, wenn der Gittins-Index eines Armes
grofer oder gleich m ist. Man betétigt also ausschliefllich Arme, deren Gittins-Indizes
hinreichend grof3 sind und spielt, bis die Indizes aller Arme m erreicht oder unterschritten
haben. Vom Zeitpunkt § € N¢ betéitigt man dazu Arm k jeweils o4 (sg, m) mal bevor man
stoppt. Die Stoppzeit 7 einer optimalen erweiterten Strategie Il = (7', 7) sollte also die
Gestalt 7 = Zizl ok (sk, m) besitzen.

Im eindimensionalen Stoppproblem mit Endauszahlung m ist mit (1.17) die rechtsseitige
Ableitung der Wertfunktion m +— Vi (t,m) der erwartete Diskontfaktor des optimalen
Stoppzeitpunkts:

ﬁv — or(t;m)—t k

5 Ve(t,m) = Ela | T ()]

Nehmen wir nun an, dass die Wertfunktion des erweiterten Allokationsproblems m
(35, m) ebenfalls rechtsseitig differenzierbar und die Ableitung wieder der erwartete Dis-
kontfaktor des optimalen Stoppzeitpunkts ist. Wegen der Unabhéngigkeit der Filtrationen

konnten wir dann annehmen, dass gilt

o+
5, 20m) = Ela” | F(5)]
= EloZiolem) | 5(3)
d
= I sl 56)
k=1
d
o+
= H a—ka(Sk, m)
k=1
Damit wiirde folgen, dass
d(3) m=0
(1.38) O(5,m) =< K — fn{f I, %Vi(si,x) de 0<m< K
m m > K.
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Diesen Ansatz werden wir indirekt verifizieren, weiter ([10]) folgend. Wir setzen

K — f I, ¢ 896 Vi(siyx) de 0<m< K
m m > K.

(1.39) F(3,m)=

Die Form von F' ermdoglicht den Beweis des folgenden Theorems. Die Gleichung (1.40)
liefert eine Verbindung der Bellman-Gleichung mit dem Gittins-Index, die es erlaubt, die

Optimalitdt von Indexstrategien zu zeigen.

Theorem 1.16. Die Funktion F(§,m) erfillt die Gleichung der Dynamischen Program-

mierung (1.37) des erweiterten d-armigen Banditen. Insbesondere gilt
(1.40) F(5,m) =aE[Z;(s; + 1) | F(5)] + aE[F (5 + é;,m) | F(3)]
auf der Menge {m < M;(s;) = maxi<j<q M;(s;)}.

Beweis in Abschnitt 1.10.
Um fiir die Abbildung F : N¢ — R mit

F(3) 2 / —v (s;,m) dm

die gewiinschte Identitit F' = ® zu erhalten, betrachtet man den fiir § € N¢ und T' € §(3)
definierten Prozess Q1 mit

Qr(t) 2 +Z sz (Ti () (T (w) — Tho(u — 1)).

Mit Hilfe der Darstellung (1.40) erhélt man nun das folgende Resultat.
Korollar 1.17. Qr ist ein beschrinktes Supermartingal beziiglich der Filtration (F(T(t)).

Q4 st ein Martingal genau dann, wenn T eine Indexstrategie ist.

Beweis in Abschnitt 1.10.

Q7 konvergiert fiir jede Strategie T' gegen den von T' erzielten Gewinn R[T]. Aus der

Supermartingaleigenschaft folgt fiir beliebige Strategien T € §(5)

F(3) = Qr(0) 2 E[R(T) | F(5)].
Die Gleichheit gilt genau dann, wenn 7" eine Indexstrategie ist. Man erhélt fiir Indexstra-

tegien T die folgenden Identitédten

E[R(T) | 5(3)] = F(T(0)) = F(3) = ess TSG%%E[R(T) | F(3)] = 2(s).

Qr(t) ist damit tatsichlich der erwartete Wert des Gewinns unter der Strategie 7' zum

Zeitpunkt ¢ und es folgt das bekannte Indextheorem.
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Abbildung 1.3: Entwicklung des Informationsteils L(a, b) des Gittins-Index fiir « = 0.8

Theorem 1.18. Es ezistiert eine optimale Strategie fiir das Problem (1.4). Die Mengen

der optimalen Strategien und der Indexstrategien sind gleich.

1.9 Eine Zerlegung des Gittins-Index im Bernoulli-
Banditen

Das Indextheorem rechtfertigt die einleitenden Uberlegungen, nach denen es unter Um-
stdnden optimal ist, einen Arm mit geringerer erwarteter Auszahlung im néchsten Schritt
zu aktivieren. Dies ist genau dann der Fall, wenn dessen Gittins-Index grofler als die der
anderen Arme ist.

Hat man bis zu einem Zeitpunkt a Erfolge und b Misserfolge eines Armes beobachtet, so
ist der unbekannte Parameter © des Armes unter dieser Beobachtung betaverteilt mit den
Koeffizienten a+1 und b+ 1. Die erwartete Auszahlung des Armes in der nédchsten Runde
unter dieser Beobachtung ist E[© | a,b] = 4.

Unter vollstdndiger Kenntnis der Parameter ist es optimal, stets den Arm mit der gréfiten
erwarteten Auszahlung der néchsten Runde zu betétigen. Die Differenz zwischen dem ent-
sprechend skalierten Gittins-Index =M (a,b) eines Armes und diesem Erwartungswert
kann deshalb als Maf§ fiir den Nutzen zusdtzlicher Information {iber den unbekannten
Parameter © angesehen werden. Den Wert

1 -« a—+1

M(a,b) — ———
a (a,0) a+b+2

(1.41) L(a,b) =

nennen wir in Anlehnung an Gittins und Wang [15] Informationsanteil des Gittins-Index
M (a,b).

Hat man bis zum Zeitpunkt ¢ genau a; Erfolge und b; Misserfolge zweier Arme i = 1, 2,

beobachtet und gilt - atl - _axtl g4 gollte der Informationsanteil des Armes, der bis
1+b1+2 az+ba+2
t seltener betétigt wurde, grofer sein. Dies gilt tatséichlich nach dem folgenden Theorem

von Gittins und Wang [15].
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< a1+1 az+1 .
Theorem 1.19. Es sei a1ib1+2 < @jb2+2 und ay + by < ag + by. Dann gilt

(1.42) M(ay,by) < M(as, by).

Die Ungleichung ist strikt, wenn dies fiir mindestens eine der beiden vorausgesetzten Un-

gleichungen gilt.

Damit folgt, dass der Informationsanteil der Gittins-Indizes entlang von Pfaden (a,b),

a+1
a+b+2

Beobachtungen fillt. Tatsdachlich gilt noch mehr, der Informationsanteil konvergiert mit

auf denen der bedingte Erwartungswert konstant ist, mit zunehmender Anzahl von
steigender Zahl von Beobachtungen gleichméfig gegen 0. Dies zeigt das folgende Lemma
von Wang [27], das wir hier mit Hilfe eines Arguments von Berry und Fristedt [2] beweisen.

Abbildung 1.3 illustriert diese Konvergenz.

Lemma 1.20. Fir den Informationsanteil L des Gittins-Index gilt
(1.43) L(a,b) — 0 fir a+b— oc.

Beweis. Gilt die Aussage nicht, dann existieren ¢ > 0 und eine Folge (a,,, b,) mit a,+b, —

00, so dass 1TTO‘M (Gnyby) — % > e. Wegen a,;lfbt 1+2 € [0,1] existiert eine Teilfolge

(ax, b) mit a;ﬁl;;iz — A fiir ein X € [0, 1].

Die Folge der Betaverteilungen mit den Parametern (aj + 1,b; + 1) konvergiert gegen
das Diracma$ ¢,. Der Gittins-Index ist nach Korollar 5.3.3 von Berry und Fristedt [2]

stetig beziiglich der zugrundeliegenden Verteilung und der Index eines Bernoulli-Armes

mit bekanntem Parameter A hat wegen der Darstellung (1.25) den Wert *~\. Damit gilt

L(ag, by) = =2 M (ag, by,) — a:f;ciﬂ — 0 und die Behauptung ist bewiesen. O

Dieses Resultat stimmt mit der in Abschnitt 1.5 erwéhnten Betrachtung von Bhulai und
Koole [3] iiberein, ohne dass diese den Gittins-Index verwenden.

Nach Gittins und Wang [15] konvergiert L(a,b) entlang von Kurven (a,b) mit konstan-
tem Index M(a,b) von der Ordnung O(%). Die in Abbildung dargestellten 1.4 numeri-
schen Ergebnisse lassen vermuten, dass dies ebenfalls gleichméBig in (a,b) gilt, das heifit

L(a,b) = O(-1).

a+b

1.10 Anhang

Beweis von Proposition 1.7. Die Abbildung
m— Vi(t,m) —m
ist P-fast sicher fallend, also gilt fiir my; < my

‘/k(taml) =mi = Vk(t,mz) = My.
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Abbildung 1.4: Asymptotik des Informationsanteils: (a 4+ b) - L(a,b),a« = 0.8

und damit oy (¢, ms) < ox(t,mq).
Nehmen wir an, o (t, m) sei nicht P-fast sicher rechtsstetig in m. Da die Stoppzeit mit

fallendem m monoton steigt, existieren n € N und d,, > 0 mit P[A] > 0 fiir
AE{o(t,m+6)=n<oa(t,m) Vs <6y}
Auf A gilt Vi(o(t,m +0),m) = Vi(n,m) > m Vo < ¢*. Also existiert ein € > 0 mit
PANA{Vi(ox(t,m +9),m) >m+¢e V5 <5} > 0.

Damit ist auch
P[AN {lir?l(i)nka(ak(t, m+9),m)>m+e}t] > 0.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gelte oy (t,m 4 ¢) < oo fiir 6 > 0. Dann gilt
Vi(ok(t,m+0),m) < Vi(ox(t,m+0d),m+38§) =m+0d.

und damit lir?lénf Vi(ok(t,m + 0),m) < m. Dies liefert den Widerspruch und damit die
Rechtsstetigkeit.

Ist nun m so groB, dass die erwartete Gesamtauszahlung des Armes kleiner als der bei
einer Verzogerung der Auszahlung m durch die Diskontierung entstehende Verlust ist, so

wird sofortiges Stoppen optimal. Es sei

E[ > "' Z(u) | F¥(t)] < (1 — a)m.

u=t+1

Nun ist nach (1.16) ox(¢,m) = t dquivalent dazu, dass
m > oB[Z,(t + 1) + Vi(t 4+ 1,m) | F*(t)],

und dies gilt wegen

QB[ Zp(t +1) + Vi(t +1,m) | T*(t)] < aB]| i Q" Zi(u) | FE()] + am < m.

u=t+1

Also konvergiert o (t,m) monoton fallend gegen ¢ fiir m — oc. O
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Beweis von Proposition 1.8. Es ist klar, dass m — Vj(t, m) wachsend ist. Weiter existiert
eine Folge von Stoppzeiten (7,,), so dass

Vi(t,m) = supE[ Y~ a" ' Zy(t) + o™ 'm | FH(2)).

nz0 u=t+1

Als Supremum iiber affin-lineare Abbildungen ist V' (¢,m) konvex.
Es sei § > 0. Wegen (1.15) und oy (t,m) > ox(t,m + 6) > t folgt aus dem Stoppsatz

(1.44) Yiu(t,m) = E[Yi(on(t,m + 6),m) | FF(1)].

Zusammen mit (1.13) erhélt man

t

Vit,m) = o 'Yi(t,m) = o Zy(u)

u=1
= o 'E[Yi(ow(t,m +8),m) | FE(t) Za“ 7 (u

ok (t,m+9)
= Ela ok (t;m+9) th(O'k<t m+6), Z at tZ |9:k(t)]

u=t+1
- E[aak(t’m+6)_tvl€(0k(t7 m + 6)7 m)

+Vi(t,m + 6) — oo EmHO=t (1 L §) | FH(1))]
Z E[aak(t,m—i—d)—tm + V;g(t,m + 5) . aak(t,m-i—é)—t(m + 5) | f-fk(t)]
= E[Vi(t,m+6) — a7-Eme=ts | F(p)].

Wegen der Rechtsstetigkeit von oy (¢, m) ergibt sich

lim sup Vit,m +9) = Vilt,m) < limsup E[a?stm+=t | Fk(1)]
J
510 510

(1.45) = E[a”"™7 | 5 (1)

Andererseits ist Y (¢, m + J) ein Supermartingal, also gilt
Yi(t,m + 8) > E[Yi(ow(t, m),m + ) | FF(t)],

und damit

t
Vi(t,m+6) = o 'Yi(t,m+08) =Y a""Zy(u)
u=1

> a 'E[Yi(ox(t,m),m + ) — ZO‘UZ ) | FH ()]

ok (t,m)

= E[o™"™ (ot m),m+0) + Y a"Zy(u) | F(2)]

u=t+1
> Ela®E ™~ m 4 6) + Vi(t, m) — o &=ty | FF(1)].
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Daraus folgt

(1.46) lim inf Ve +0) = Vit m)

> ok (t,m)—t k
ni ) > Blar (-t | (1)

(1.45) und (1.46) liefern 2-Vi.(t,m) = E[a7Em =t | F%(1)).
Wegen o (t,m) | t fir m — oo gilt lim g—;Vk(t,m) = 1 und aus der Form von oy(t, m)
folgt schliellich lim Vi (t,m) = m. O

m—0o0

Beweis von Lemma 1.11. Wir definieren die Menge
A™ 2 {X F*(t) — messbar : Vi(t,X) > X P — f.5.},

die insbesondere alle negativen F*(t)—messbaren Zufallsvariablen enthélt.
Zu X, € At Xy € A™ ist Vi (¢, X1V Xs)— (X1 VXy) echt positiv auf der Menge { X > X }.
Wegen (X; V X3) > X; und (1.22) gilt P-f.s.

Vk(t,Xl V X2) - (X1 vV XQ) - 07
also ist X; > X5 und damit AT > A~ sowie
ZT & essinf AT > esssup A” £ 77,

Wir nehmen an, die Menge B £ {Z" > Z7} besitze positive Wahrscheinlichkeit. Wir
wihlen ein X~ € A~ und setzen Y 2 X " 1zc + %13. Wegen Y £ Z~ gilt YV ¢ A-
und damit V(¢,Y) =Y mit positiver Wahrscheinlichkeit.

Auf BY ist Vi(t,Y) > Y, also existiert F%(t) > C' C B mit P(C) > 0 und Vi(t,Y) =Y
auf C. SchlieBlich definiert man zu einem beliebigen Y+ € At die Zufallsvariable Y* £
1CZ++TT—|—1CcY+. Es gilt Vi (¢t,Y™*) = Y*, aber Y* 2 Z* und damit Y* ¢ A™. Dies liefert
den Widerspruch. O

Beweis von Proposition 1.12. Sei X € A™. Dann gilt

o(t,X)
0<Vi(t, X) =X =E[ ) a" " Zy(u) + o™X — X | F(1)).

u=t+1

Wegen X € A~ ist ox(t, X) > t+ 1 und es gilt

1—a B 0t Zuw | 540) B[S0 0" Zulu) | F(0)
< or (0% < ess sup = —
“ ER S ar | IH(1)] e B ot | IR

Damit ist Mj(t) kleiner gleich der rechten Seite. Andererseits gilt fiir X € A* und jede
Stoppzeit 7 >t + 1:

X = Vit X) > B[ 0" Zy(u) + 07X | (1),

u=t+1
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also gilt
1—« E[lem " Zy(u) | ?k(t)]

a T ERC o | TR
und damit ist
_ E[S T vy Tt
1 OéX Z ess sup [Zu:tjl « k(u) L ( )]
@ >t B[ g ot | FE()]

und My (t) grofer gleich der rechten Seite. Dies liefert die Behauptung.

Beweis von Proposition 1.14. Wegen (1.29) gilt

Oégk(t’m)it = (1 — Oé) Z aul{ak(t,m)gu—i—t} = (1 — Oé) Z Oéujtl{Mk(t’u)Sm}.

u=0 u=t

Damit erhalten wir zusammen mit (1.17),(1.29) und dem Satz von Fubini:

QD|Q.'>
8| +

Vi(t, m) — Vi(t, 0) :/ Vit 2)da

E[a &)= | FF (1)) da

I
S —

— (=Bl [ 30" L gaende | 540
0 u=t

= (1-E_a""(m — My(t,u))* | F4(1)

u=t
00

(1.47) = (1-aE[ Yo" (m—Mtu)| ).

U=0} (t7m)

Andererseits gilt ohne Einschrinkung oy (¢,0) = oo und wegen

ok (t,m)
Vi(t,m) = Bl ™ m 4 3 = o Zy(u) | (1)
u=t+1
die Gleichung
Vi(t,m) = Va(t,0) = Ela” ™ tm — 3= ' Zy(u) | F4(1)].
u=cop(t,m)+1

Daraus folgt (1.31), mit m — oo erhélt man (1.32). Weiter gilt

Vi(t,0) = E[ Y o""Zy(u) | F*(t)]

u=t+1

= (1-E[Y_ a""My(t,u) | ()]

u=t

Zusammen mit (1.47) und (1.29) folgt dann (1.33).
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Beweis von Theorem 1.16. Wegen 0 < Hle % i(si,m) <1 ist zunéchst

F(5,m) > m. Auf der Menge {m > maxi<;<q M;(s;)} gilt fiir x > m die Gleichung
%Vi(si,x) = 1 und damit F(5,m) = m.

Hingegen gilt auf der komplementdren Menge {m < max;<j<q4M;(s;)} fiir ein ¢ und
m < x < M; die Ungleichung %‘/;(si, x) < 1, also F\(§,m) > m.

Zui € {l1,...,d} setzen wir s) £ (sy,...,8;_1,5i11,...,54) € Ni™' und Pi(s®,m) £
[z %Vj(sj, m). Die Abbildung m + P;(s®), m) ist wachsend, das dadurch induzierte

MaB auf [0, 00) nennen wir P;(s¥). Mittels partieller Integration erhilt man fiir m < K

K d 8-1-
F(s,m) = K—/ H —xl/;(si,x) dx

Damit gilt
F(3+é.m) = B(s¥, m)Vi(s; +1,m)
—i—/KVE(Si +1,2) Pi(s(i))(d:c),
EIF(+ é,m) | F5)] = Ps® mE[Vi(s: +1,m) | 5(6)]
b BV 1) |56 B ),

Setzt man nun
@i(t,m) £ Vi(t,m) — aE[Z;(t + 1) | F(3)] — aEVi(t +1,m) | F(3)],
so folgt

F(5,m) — aE[Z;i(s; + 1) | F(8)] — aE[F(5+ &,m) | F(3)]
= Py(s", m)Vi(s;, m) +/ Vi(si, ) Py(s)(dx)

m

—aE[Zi(s; +1) | F(3)] — aPi(s"), m)E[Vi(s; + 1,m) | F(3)]

o / E[Vi(si + 1,z) | 5(3)] Bi(s®)(dx)

=

(1.48) = Pi(s(i),m)gpi(si,m)—l—/ ©i(s5, ) Pi(sD) (dx),
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die letzte Gleichung gilt wegen P;(s®, K) = 1. Wegen (1.16) ist ¢; > 0 und damit auch
die rechte Seite von (1.48). Damit ist also

(1.49) F(3,m) > aE[Zi(si +1) | F(3)] — aB[F(3 + &,m) | F(3)].

Betrachten wir nun die Menge {m < M, = max M;}. Fir m < M;(s;) gilt i(s;,m) = 0.
<j<
Dagegen ist fiir m > M;(s;) und alle j # i ‘g—;\/j(sj,m) = 1 und damit P;(s®”),m) = 1.
Mit diesen Eigenschaften liefert (1.48)
F(8,m) — oE[Z;(t+ 1) | F(5)] — aE[F(5+ é&;,m) | F(5)]

(1.50) - /%(si,x) Py(sD)(dx) = 0.

M;

Es bleibt zu zeigen, dass

{m < M; = max M,}

1<j<d

= {m < max[aE[Z;(s; + 1) | F(5)] + aE[F (5 + ¢&;,m) | F(3)]}

1<j<d

P-fast sicher erfiillt ist. Dies gilt, denn ist m > M; £ max M;, so gilt
7>
m = F(5,m) > oE[Z;(t +1) | F(3)] + aE[F(5+ ¢;,m) | F(35)]

fiir alle 7 und damit auch fiir das Maximum.

Gilt dagegen m < M;, so erhélt man
m < F(5,m) =aE[Z;(t + 1) | F(5)] + «E[F(5 + é&;,m) | F(5)],

die rechte Seite kann man durch das Maximum iiber j € {1,...,d} abschétzen.
Damit erfiillt F' die Gleichung der Dynamischen Programmierung (1.37) und das Theorem
ist bewiesen. O

Beweis von Korollar 1.17. Ohne Einschrénkung nehmen wir an, die Strategie 7" wahlt im
Zeitpunkt ¢ den Arm k. Dann gilt wegen (1.49)

a ' E[Qr(t + 1) — Qr(t) | F(T(1))]

=E[aF(T(t) +ex)) +aZ"(T(t) + er) | F(T())] — F(T(t))

<0,

und @Qr ist fiir beliebige Strategien T ein Supermartingal. Ein Gleichheitszeichen und

damit ein Martingal erhélt man, wenn die Strategie stets einen Arm mit maximalem

Gittins-Index wéhlt: My = max M; wegen (1.50). Ist T keine Indexstrategie, so ist der
SIS

Term ffwi wi(s5,m) P;(s)(dm) in (1.50) fiir ein 3 ungleich 0 und damit Q7 kein Martingal.
[
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Kapitel 2

Mehrarmige Banditen in stetiger
Zeit

2.1 Ubersicht

Die Untersuchung dynamischer Allokationsprobleme und ihrer Lésungen in stetiger Zeit
sowie ein weiterer Beweis des Gittins-Indextheorems sind die Themen dieses Kapitels.
Die Formulierung des Problems erfolgt in Abschnitt 2.2, Abschnitt 2.3 erinnert an einige
Eigenschaften optionaler Prozesse und optionaler Projektionen. Eine neue Darstellung fiir
den erwarteten Ertrag einer Strategie wird in Abschnitt 2.4 hergeleitet. Der erwartete Bei-
trag der einzelnen Arme zum Ertrag einer Strategie fithrt auf die von Bank und El Karoui
[1] gelosten Darstellungsprobleme fiir optionale Prozesse. Genauer bleibt die Darstellung
des erwarteten Ertrags giiltig, wenn man die Auszahlungsprozesse der Arme durch die
laufenden Infima gewisser optionaler Prozesse ersetzt. Dies wird in Abschnitt 2.5 gezeigt.
Falls diese Prozesse pfadweise unterhalbstetig von rechts sind, so gilt nach Bank und El
Karoui eine Darstellung, die sie als die bekannten Gittins-Indexprozesse identifiziert.
Dass die Losungen der Darstellungsprobleme in dem hier betrachteten Fall tatsidchlich die
gewiinschte Regularitéit besitzen, wird in Abschnitt 2.6 demonstriert.

Die Darstellung des Ertrags in Abhéngigkeit der Indexprozesse wird in Abschnitt 2.7 ge-
nutzt, um fiir diesen mit Hilfe zweier Abschitzungen eine obere Schranke zu erhalten. Gilt
fiir eine Strategie zweimal die Gleichheit in den betrachteten Abschitzungen, so ist diese
optimal.

Eine der Ungleichungen fiithrt das Allokationsproblem auf eines mit fallenden rechtssteti-
gen Auszahlungsprozessen zuriick. Dieses wird, El Karoui und Karatzas [12] folgend, in
Abschnitt 2.8 gelost.

Ein einfaches Beispiel zeigt in Abschnitt 2.9, dass im Gegensatz zum zeitdiskreten Fall nun
Strategien, die ausschlieflich Arme mit maximalem Gittins-Index wéhlen, nicht optimal

sein miissen. Anschlieend werden hier die von Kaspi und Mandelbaum [17] eingefiihrten
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Indexstrategien und ihre Verbindung zu den Strategien vom Index-Typ von El Karoui und
Karatzas [11] studiert.

In Abschnitt 2.12 wird gezeigt, dass der erwartete Ertrag einer Strategie genau dann die
erwahnte obere Schranke realisiert, wenn dies eine Indexstrategie im Sinne von Kaspi
und Mandelbaum ist. Zusammen mit der in den Abschnitten 2.10 und 2.11 konstruierten
Indexstrategie beweist dies das Gittins-Indextheorem und charakterisiert die Menge der

optimalen Strategien vollstandig.

2.2 Formulierung des Allokationsproblems

Es seien d nichtnegative stochastische Prozesse (h,(t)):>0, die die Auszahlungsraten der
Arme p =1,...,d modellieren. Der Prozess h, sei adaptiert an eine Filtration J?, die die
iiblichen Bedingungen erfiillt. Die Filtrationen 37, p = 1,...,d, seien unabhéngig.

Weiter seien wie im zeitdiskreten Fall

(2.1) F(3) £\ Is,),

(2.2) F(t) 2 St_(oo,...,t,...,oo)
= F(t) v \/ F(c0).

k#p

h,, erfiille fiir den vorgegebenen Diskontierungsparameter o > 0 die Integrabilitétsbedin-

gung
(2.3) E [/OOO eo‘thp(t)dt] < o0.

Eine Strategie T ist ein [0, co)-wertiger stochastischer Prozess mit

(2.4) T(0) = 0 und T'(¢) ist wachsend in ¢,
(2.5) Ty(t)+ ...+ Tu(t) =t Vt € [0, 00),
(2.6) {T(t) <3} € F(3) Vt € [0,00),5 € [0,00)%

Mit diesen Eigenschaften ist P-f.s. jeder Pfad ¢t — T,(t) einer Strategie T absolutstetig
beziiglich des Lebesguemafles und es gilt

1,0~ [ (sl
0
fiir geeignete Prozesse x, mit x,(¢) € [0,1] und 2221 Xp(t) = 1. x,(t) kann als Rate

interpretiert werden, mit der die Strategie T den Arm p im Zeitpunkt ¢ betétigt. Der

Unterschied zum zeitdiskreten Fall besteht darin, dass nun mehrere Arme gleichzeitig
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betéatigt werden kénnen. Die Menge der Strategien bezeichnen wir mit 8.
Welche Informationen zum Zeitpunkt ¢ € [0,00) zur Verfiigung stehen, hangt von der

Strategie T ab, mit der bis ¢ gespielt wurde. Diese sind definiert durch die o-Algebra
F(T)={AeTF: An{T(t) <5} € F(3)}.

Zu jeder Strategie T" erhilt man so eine Filtration (F(7'())),s, die die unter dieser Strate-
gie sukzessive verfiigharen Informationen darstellt und den {iblichen Bedingungen geniigt.

Die Strategie T liefert den zufalligen Wert
d 0o
2.7) RT) =Y [T 0) dTy0).
p=1

Gesucht ist eine Strategie T, die den maximalen erwarteten Wert liefert:

~

(2.8) E[R(T)] = maxE[R(T)].

TeS

Der erste Schritt unserer Untersuchung ist die Herleitung einer weiteren Darstellung der
Auszahlung R(T') und ihres Erwartungswertes. Dazu bendtigen wir einige Eigenschaften

optionaler Prozesse, die im néichsten Abschnitt zusammengefasst sind.

2.3 Optionale Projektionen

Gegeben sei ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum (€2, &, (§(¢)), P), der die tiblichen Be-

dingungen erfiillt.

Definition 2.1. Die o—Algebra © auf R, x Q, die von den adaptierten reellwertigen
Prozessen mit cadlag Pfaden erzeugt wird, heifit optionale o—Algebra.

Fin stochastischer Prozess X heif$t optional, wenn die Abbildung

R+XQ — R
(t,w) — X(i,w)

messbar beziiglich © ist.

Eine wichtige Folgerung aus Meyers Theorem iiber optionale Schnitte ([6]-IV-84) ist, dass

ein optionaler Prozess durch seine Werte zu allen Stoppzeiten festgelegt ist.

Theorem 2.2 ([6]-1V-86). Es seien X und Y zwei optionale Prozesse und fiir jede Stopp-
zeit o gelte P—f.s. X(u) =Y (n) auf {u < oo}. Dann sind X und Y ununterscheidbar.

Im Folgenden benotigen wir den Begriff der optionalen Projektion eines stochastischen

Prozesses:
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Theorem 2.3 ([7]-VI1-43). Es sei H ein produktmessbarer stochastischer Prozess
H:Qx[0,00) = R,.

Dann existiert ein optionaler Prozess mwg[H|, der fir alle G—Stoppzeiten p P—f.s. die

folgende Bedingung erfillt:

E[H (1)1 {u<ooy | ()] = mg[H] (1)1 <o}

7g|H| heifit optionale Projektion von H beziiglich der Filtration G. Ist H selbst bereits
optional, so ist mg[H| = H.

Sind X, X™ Y produktmessbare nichtnegative Prozesse mit X" T X < Y so folgt
lim mg[X,,] = mg[X] < mg[Y]. Weiter gilt das folgende

Theorem 2.4 ([5]-V-24). Es seien Hy und Hy produktmessbare nichtnegative Prozesse

mit wg|Hy| = mg[Hs|. Dann gilt fir alle wachsenden rechtsstetigen G-adaptierten Prozesse

E [ /0 T ) dA(t)] _E [ /0 T ) dA(t)} |

Gewisse Pfadeigenschaften bleiben unter der optionalen Projektion erhalten:

Theorem 2.5 ([7]-VI-47). Es sei H produktmessbar und von der Klasse (D). Besitzt H
rechtsstetige (bzw. cadlag) Pfade, so gilt dies auch fir wg[H|.

Das folgende Lemma spielt eine wichtige Rolle bei der Betrachtung des Darstellungspro-
blems (2.13). Es sagt, dass die optionalen Projektionen beziiglich zweier verschiedener

Filtrationen unter gewissen Bedingungen gleich sind.

Lemma 2.6. Es sei A C F eine von G(oco) unabhingige o— Algebra und die Filtration
(§(t))t>0 definiert durch G(t) = G(t) V A.
Dann sind fiir jede G(oo) ® B[0, 00)-messbare Abbildung H : 2 x [0,00) — Ry die optio-

nalen Projektionen wg[H| und wg[H| ununterscheidbar.

Beweis. Wir setzen

lI>

P {H:Qx[0,00) = R, : Hist §(oco) ® B[0, 00)-messbar und beschriankt},
H £ {H € P:mg[H] ist ununterscheidbar von mg[H]}.

H ist ein Vektorraum, der alle konstanten Abbildungen enthélt. Weiter ist JH unter mo-
notoner Konvergenz abgeschlossen und damit eine monotone Klasse.
Wir betrachten die Menge

CE{HeP: Hw,t) =14(w)lyp(t) fir A€ G(oo) und a,b € Ry}
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Fir H € P und t € R, gilt wegen der vorausgesetzten Unabhéngigkeit P—f.s.

mglH](t) = E[H(t) | S(1)]
= E[H(#) [ S(1) VA]
= E[H() | S()]
(2.9) = mglH](?).

Ist H € C, so sind die Pfade von H rechtsstetig. Nach Theorem 2.5 besitzen die optionalen
Projektionen ebenfalls rechtsstetige Pfade und sind damit wegen (2.9) ununterscheidbar.
Also gilt € C H. Weiter ist € abgeschlossen beziiglich punktweiser Multiplikation.

Aus dem Satz iiber monotone Klassen folgt, dass H = P, der Satz iiber monotone Kon-

vergenz liefert schliefllich die Behauptung fiir beliebige nichtnegative produktmessbare
Abbildungen. m

Bemerkung 2.7. Wir werden Lemma 2.6 auf die Filtrationen 7 und F anwenden.
Tatsdchlich behdlt es seine Gliltigkeit auch unter den allgemeineren Voraussetzungen von
El Karoui und Karatzas [12] an die mehrparametrige Filtration .

Statt der Bedingung (2.1) setzt man dort neben den tiblichen Bedingungen die schwdchere
Cairoli-Walsh-Eigenschaft voraus.

Eine mehrparametrige Filtration (F(5))sepo,00)e besitzt die Cairoli-Walsh-Eigenschaft, wenn

folgendes gilt:
(2.10) F(5), F(7) sind bedingt unabhingig, gegeben F(5 N 7).

Daraus folgt nach Cairoli und Walsh [4]: Fir alle beschrinkten oder nichtnegativen Zu-
fallsvariablen X und 7,5 € [0, 00]? gilt

EX [T A8 =EEX |FFE)]]FE)).

Die Struktur der Filtrationen spielt im Beweis des Lemmas nur in den Gleichungen (2.9)
eine Rolle. Besitzt F die Cairoli-Walsh-Eigenschaft, so gelten diese Identitdten ebenfalls.

Dazu setzt man § = (0,...,0,,0,...,0) und 7 = (00, ...,00,t,00,...,00) und erhdlt

ra[H|(t) = E[H()|F (1)

2.4 Eine Darstellung der Rendite

Die Interaktion der verschiedenen Zeitskalen macht die Maximierung von (2.7) kompli-

ziert. Eine andere Darstellung kann man mit der folgenden Uberlegung herleiten. Der
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Beitrag des Arms p zum Gewinn einer Strategie T' ist der aus einer ununterbrochenen
Betétigung dieses Armes resultierende Gewinn, verringert um die wegen der méglichen
Betétigung anderer Arme durch die Strategie 1" entstehenden Diskontierungsverluste. Er-
hoht sich TP wahrend des Zeitraumes At um den Betrag ATP, so verringert sich der Wert
der darauffolgenden Zahlungen des Armes p durch die zusétzliche Diskontierung mit dem

Faktor e~ *(At=AT"(1)  Dies motiviert die folgende Darstellung.

Lemma 2.8. Der Wert einer Strategie T hat die Darstellung
d (o, ¢]
(2.11) RT) = ) / e~ hy(s) ds
p=1"0

d o0 o
+Z/ / e~ hy(s) ds de =T,
p:l 0 Tp(t)

fiir seinen Erwartungswert gilt

(2.12) E[R(T)] = é]}i { /0 h e—%h,,(sms}
d /OOOE

+Y E / e *hy(s)ds | T (T,(t))
Beweis. Die Pfade des nichtnegativen Prozesses

Tp(t)

dea(tTpm)] _

p=1

K02 [ ens) ds

Tp(t)

sind P-f.s. fallend und stetig. Spielt man bis zum Zeitpunkt ¢ mit Strategie T, so ist K, (¢)
die zukiinftige Rendite von Arm p, wenn nur noch dieser Arm betétigt wird.
Wegen dK,(t) = —e *Te®h,(T,(t))dT,(t) erhilt der Beitrag des Armes p die folgende

Form

| et dne = [ e m0ar, o)
Partielle Integration liefert
/ h e~ h,(T,(1)) dT,(t) = / h e *h,(s) ds + / h K,(t) de= @t To®),
0 0 0
und damit folgt (2.11).

Der Prozess K, besitzt stetige Pfade und ist von der Klasse (D), damit sind nach Theorem
2.5 die Pfade von 7[K,]| cadlag. Mit Theorem 2.4 folgt (2.12). O
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Die Darstellung (2.12) liefert die Verbindung zu den von Bank und El Karoui [1] betrach-

teten Darstellungsproblemen. Genauer suchen wir Prozesse M, mit

E

| e s |7 10

Tp(t)

(2.13) =E

/00 ae”®  inf  M,(v) ds | F(T,(t))

Tp(t) vE[Tp(t),s]

fir p = 1,...,d und t > 0. Dies ist eine Verallgemeinerung der Darstellung (3.7) von
El Karoui und Karatzas [11], in der M, der Gittins-Indexprozess des Armes p ist. Eine

Interpretation dieser Gleichung findet man in Bemerkung 1.15.

2.5 Das Darstellungsproblem

In diesem Abschnitt werden wir zunéchst das Darstellungsproblem (2.13) mit der kleine-
ren Filtration 7 betrachten, zu dem nach Bank und El Karoui [1] eine optionale Losung
M, existiert.

Falls M, pfadweise unterhalbstetig von rechts ist erhdlt man mit Theorem 1 von [1] eine
Darstellung, die M, als den Gittins-Indexprozess des Armes p identifiziert. Diese Regula-
ritdt der Pfade von M, werden wir im néchsten Abschnitt iiberpriifen.

Die Giiltigkeit der Darstellung (2.13) fiir die grofere Filtration F” folgt schlieBlich aus

Lemma 2.6.

Bank und El Karoui [1] 16sen eine Verallgemeinerung des folgenden Darstellungsproblems.
Auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, G, (5(¢)), P), der die iiblichen Bedingun-
gen erfiillt, betrachtet man einen reellwertigen optionalen Prozess (X (t))icjo,o0) der Klasse

D, der unterhalbstetig in Erwartung ist und X (co) = 0 erfiillt. Weiter sei
f:]0,00] x R—R

eine Abbildung, die die folgenden Bedingungen der Assumption 1 in [1] erfiillt:
(i) Fir jedes t € [0,00] ist die Funktion f(t,-) : R — R stetig und streng mononton
wachsend von —oo nach +00.

(it) Fir jedes 1 € R gelte [~ | f(t,1) | dt < +oo.

Bank und El Karoui zeigen, dass ein optionaler Prozess M, mit Werten in R U {—o0}

existiert, so dass X fiir jede §-Stoppzeit 77 mit Werten in [0, oo] die Darstellung

214 X = | [ fte, int M)t | S0
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besitzt. M, erfiillt fiir jede Stoppzeit 1 die Integrabilitdtsbedingung

Ft, inf M, (0)1p,00(t) € L'(P @ di)

n<v<t

und wird mit Hilfe besonderer Snellscher Enveloppes konstruiert.

Um dieses Resultat fiir unser Darstellungsproblem (2.13) zu nutzen, sei X die optionale

Projektion des Prozesses H

(2.15) H(t)é/ e “hy(s)ds
t
beziiglich der Filtration 7. Weiter seien
1) & ael,
S(t) = I*().

A bezeichne die Menge der FP-Stoppzeiten mit Werten in [0, oo] und fiir n € A seien

Af) E{pehp>nt, A () ={peAln),p>nauf {n<oc}}

Die Gleichung (2.14) erhélt damit in unserer Situation fiir n € A die Gestalt

E [ /n oo (s)ds | 3@(77)} _E [ /n T e inf M, (0)dt | srp(m}.

n<v<t

Falls M, pfadweise unterhalbstetig von rechts ist, gilt nach Theorem 1 in [1] fir n € A

die als Forward Induction bekannte Darstellung

(2.16) M,(n) = E [fnu ™ hy(t) dt | rfp(n)]
. p\7]) = €88 ueslgp(n) E [fnu e—ot dt ’ ffp(n)]

Damit ist M, der bekannte Gittins-Indexprozess des Armes p. Setzt man

I(t) é/ e inf M,(v) ds,
t

vE[t,s]

so stimmen insbesondere die optionalen Projektionen von H und [ beziiglich F? in allen

FP-Stoppzeiten iiberein und sind damit nach Theorem 2.2 ununterscheidbar:
(217) 7T3'“p(H) = 7T3'“p([).

Fiir die Giiltigkeit der gewiinschten Darstellung (2.13) ist notwendig, dass dies auch fiir
die optionalen Projektionen beziiglich der gréferen Filtration F gilt.
Wendet man zweimal Lemma 2.6 auf die Filtrationen 2 und F und die Prozesse H und

I an, so erhélt man mit (2.17) die folgenden Identitédten

to(H) = o (H) = mg0(I) = 70 (I).
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Damit gilt (2.13). Aus der pfadweisen Unterhalbstetigkeit von rechts der Prozesse M,
folgt weiter, dass die fallenden Prozesse

inf  M,(v
<ve[Tp(t)7s] 7l ))ssz(t)

cadlag und damit ebenfalls optional sind.
Im néchsten Abschnitt werden wir zeigen, dass die von Bank und El Karoui konstru-
ierte Losung M, des Darstellungsproblems in unserem Fall tatséchlich die gewiinschte

Regularitiat aufweist.

2.6 Regularitit der Indexprozesse

Wir benotigen die folgenden Begriffe.

Definition 2.9 ([8]). Es sei X ein optionaler Prozess mit Werten in R.

(i) X heifit oberhalbstetig von rechts, wenn fiir jede fallende Folge von Stoppzeiten (pu,)
auf der Menge {p = lim,, p, } P-f.s. gilt X (p) > limsup,, X ().

(11) X heifit oberhalbstetig von rechts in Erwartung, wenn X (u) integrierbar ist fir je-
de Stoppzeit u und fiir jede fallende Folge von Stoppzeiten (u,) — p gilt E[X (u)] >
liminf, B [X (u,)].

(111) X heifit unterhalbstetig von rechts (in Erwartung), wenn —X oberhalbstetig (in

Erwartung) ist.

In unserer Situation ist der Prozess X stetig in Erwartung und rechtsstetig. Wir werden
nun mit Hilfe der Konstruktion von Bank und El Karoui zeigen, dass daraus die gewiinsch-

te Regularitdt fiir den Prozess M, folgt.

Lemma 3.11 in [1] zeigt die Existenz einer mit [ € R indizierten Familie Snellscher Enve-

loppes Y, die unter anderem die folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) Die Abbildung

Y:Qx[0,00] xR — R
(w,t, 1) +— Yl(w,t)

15t produktmessbar.
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(ii) Fiir 1 € R ist der Prozess Y': Q x [0, 00] — R optional und fiirn € A gilt

Yi(n) = ess inf E[X(u)—/:f(t,l) dt|9(n)} P—fs. .

wEA(n)

(i4i) Fiir (w,t) € Q x [0, 00] ist die Abbildung | — Y'(w,t) stetig und monoton fallend mit
limy| o Yi(w, t) = X (w, ).

In unserem Fall nimmt Y die folgende Form an:

(2.18) Yi(n) =ess inf E U:o e_ashp(s)ds—/u ae”dt | 9(77)] .

neA(n) n
Lemma 2.10. Die Pfade des optionalen Prozesses Y' sind P-f.s. rechtsstetiq.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass Y oberhalbstetig von rechts in Erwartung ist. Dazu

sei (1) eine fallende Folge von Stoppzeiten mit 7, — 7. Wir miissen zeigen, dass

E [ess supE [— /:o e”“hy(s)ds + /# e “'1dt | 9(77)”

uzn n

00 m
<limsupE {ess sup E [—/ e “hy(s)ds —i—/ e *dt | 9(%)” :
I

n /"Znn Mn

Die rechte Seite ist gleich

o0 p
lim sup (ess sup E [—/ e “hy(s)ds + / ae_“tldt})
n H>Tn Iz In

o0 p
= esssup E [—/ e “hy(s)ds +/ ae‘atldt] :
p n

u>n

Da X stetig in Erwartung ist, erhélt man die gewiinschte Ungleichung. Y ist also oberhalb-
stetig von rechts in Erwartung und gleichgradig integrierbar, damit gilt nach Théoréme
12 von [8], dass Y oberhalbstetig von rechts ist.

Analog zeigt man, dass Y ebenfalls unterhalbstetig von rechts ist und damit nach [7]-VI-
50 rechtsstetige Pfade besitzt. n

Bemerkung 2.11. Ist X wie in [1] nur unterhalbstetig in Erwartung, so muss Y im

Allgemeinen nicht oberhalbstetig in Erwartung sein.

Analog zur Schwellenwertcharakterisierung (1.18) im zeitdiskreten Fall kann man nun den

Prozess M, wie folgt definieren:
(2.19) My(w,t) £ inf{—-l € R: Y'(w,t) = X(w,t)} fiir (w,t) € Q x [0, 00].

M, ist nach Lemma 3.12 in [1] ebenfalls optional mit Werten in (—oo, +oc] und nimmt
in unserem Fall nur positive Werte an. Das folgende Lemma liefert die gewiinschte Regu-

laritat von M,
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Lemma 2.12. Die Pfade des optionalen Prozesses M, sind P-f.s. unterhalbstetig von

rechts.

Beweis. Nach Proposition 2 in [8] gentigt es zu zeigen, dass M,(x) < lim,, M,(p,) P—f.s.
fir jede Folge von Stoppzeiten p,, | g mit p, > pauf {y < oo} und fir die lim,, oo M, (1n)
P—{f.s. existiert.

Es sei (u,,) eine solche Folge und Z £ lim,, M, (u,). Wir miissen zeigen, dass Y =% (u) =
X (p). Dazu sei € > 0 gegeben. Zu w € Q existiert dann n¥, so dass fiir alle n > n¥ gilt

M,(w, pn(w)) > Z(w) — € und damit
W, in(W)) = X(pn(w))-

Y ist stetig in [, damit erhilt man wegen der Rechtsstetigkeit der Prozesse X und Y

V=@ u(w)) > lim sup Y- E") (W, (w) = X (p(w))

n—oo

Dies gilt fiir jedes € > 0, es folgt

V7w, p(w)) = X (p(w)).

Der optionale Prozess M, ist damit unterhalbstetig von rechts, nach (2.42) in [9] besitzen

seine Pfade dann ebenfalls diese Eigenschaft. n

2.7 Zwei Schranken fiir die Rendite

Die Darstellung (2.12) setzt die erwartete Rendite einer Strategie in Verbindung mit den
unteren Einhiillenden der Gittins-Indexprozesse M,,. Diese bezeichnen wir von nun an mit

M,(u,s) £ inf M,(v),

vE[u,s]

M,(s) £ M,0,s).

—D

Da M, (0,s) < M, (T,(t), s) gilt fiir s > T,,(¢) und die Prozesse e~*""»(!) monoton fallen,
folgt aus (2.12)

ER(T)] < zd:E _ / ) e M, (0, s)ds] +
+ iE -/OOIE /O:) e‘aSMp((), s)ds | ?p(Tp(t) de—a(t—Tp(t))]
(2.20) - E [5%(7;)] .

Dabei ist R(T') der Gewinn von 7' an einem d—armigen Banditen mit den fallenden pfad-

weise rechtsstetigen Renditeprozessen h,(s) = M(0, s).
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Bemerkung 2.13. Im Allgemeinen muss eine Strategie T fiir das urspringlich betrachte-
te Optimierungsproblem keine Strategie fir den Banditen mit den betrachteten fallenden
Renditeprozessen sein, wenn man diesen mit seiner kanonischen Informationsstruktur
betrachtet. Die Filtration spielt in der Situation fallender rechtsstetiger Renditeprozes-
se jedoch nur eine untergeordnete Rolle, da die optimale Strategie hier sogar pfadweise

optimal in der grifseren Menge der antizipierenden Strategien ist.

Definition 2.14. Ein stochastischer Prozess T mit Werten in [0, 00)¢ heifit antizipierende
Strategie, wenn er die Wachstumsbedingungen (2.4) und (2.5) erfillt. Die Menge der

antizipierenden Strategien bezeichnen wir mit Q.

Es gilt also fiir den erwarteten Wert einer Strategie im Optimierungsproblem (2.8)

(2.21) E[R(T)] < EIR(T)] < sup E[R(T)]

TeQ
Eine Strategie T, fiir die zweimal die Gleichheit gilt, ist offensichtlich optimal fiir das
Problem (2.8). Wir werden zeigen, dass dies genau fiir die in Abschnitt 2.9 definierten in-
dexstrategien erfiillt ist. Existiert eine solche, so muss auch jede andere optimale Strategie

Indexstrategie sein.

2.8 Fallende Auszahlungsprozesse

Um die zweite Ungleichung in (2.21) zu untersuchen, betrachten wir nun einen Banditen
mit fallenden, pfadweise rechtsstetigen Auszahlungsprozessen. Wie im zeitdiskreten Fall
bedeutet hier das Verzogern hoher Renditen eines Armes zu Gunsten niedrigerer Rendi-
ten eines anderen Armes einen Verlust durch die Diskontierung. Da man also stets den
Arm mit der hochsten gegenwirtigen Rendite wihlen sollte, liefern Informationen iiber
zukiinftige Renditen keinen Vorteil. Die Filtration kann beliebig erweitert werden, ohne
die Losung des Problems zu veréndern.

Wir folgen dem Beweis von Theorem 3.7 in [12]. Die dort genutzte Synchronization Identi-
ty ermoglicht eine sehr kurze Losung. In Lemma 2.22 des néchsten Abschnittes werden wir
zeigen, dass eine antizipierende Strategie in der Situation fallender rechtsstetiger Renditen
genau dann die Synchronization Identity erfiillt, wenn sie stets einen Arm p mit der grof-
ten gegenwértigen Rendite wahlt. Optimale Strategien sind also ganz wie im zeitdiskreten
Fall kurzsichtig. Die Formulierung dieser Eigenschaft durch die Synchronization Identity
ermoglicht jedoch den kurzen Beweis von El Karoui und Karatzas unseres Lemmas 2.17.
Wir fixieren w € 2 und erhalten fiir p = 1, ..., d die rechtsstetigen fallenden Abbildungen

t M, (t) ,t €0,00)
und deren rechtsstetige Inversen

o,(m) = inf{t > 0: M, (t) <m} ,m € [0,00).
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Die Summe der Inversen bezeichnen wir mit

d

l(m) £ ng(m) ym € [0700)

p=1

Bis zur Kalenderzeit 7(m) ist es moglich, den Banditen so zu spielen, dass die Auszah-
lungsraten nicht unterhalb von m liegen. Eine optimale Strategie sollte dies auch tun,
da anderenfalls Arme mit geringerer Auszahlung frither gespielt werden miissen, was den
Gewinn aufgrund der Diskontierung verringert.

Gilt fiir ein p nun T,(z(m)) > g,(m), so wurde Arm p betétigt, obwohl seine Rendite
zwischenzeitlich m erreicht oder unterschritten hatte und Arme mit hoherer Rendite zur
Verfiigung standen. Falls umgekehrt T},(7(m)) < g,(m) gilt, so wurde ein von p verschie-
dener Arm mit geringerer Rendite als m betétigt, obwohl Arm p eine hohere Rendite

versprach. Es sollte also T),(z(m)) = g, (m) gelten.

Definition 2.15. ([12]) Eine antizipierende Strategie T  fiir den betrachteten fallenden

Banditen erfillt die Synchronization Identity, wenn sie die folgenden Gleichungen erfillt:

(2.22) T,(z(m)) = a,(m) Vm € [0,00),p=1,...,d.

Bemerkung 2.16. Man zeigt leicht, dass (2.22) dquivalent zu

d
(2.23) > T, (t) Aa,(m) =t Az(m) Ym,t € [0,00),

p=1

ist. Siehe dazu auch Proposition 3.8 in [12]. Wir werden beide Darstellungen nutzen,
(2.28) zum Beweis von Lemma 2.17 zur Optimalitit in der Situation fallender Rendi-
teprozesse, (2.22) um die Verbindung der Synchronization Identity zu den im ndchsten

Abschnitt definierten Indexstrategien aufzuzeigen.

Lemma 2.17. Eine antiziperende Strategie T mazimiert die Rendite eines mehrarmigen
Banditen mit fallenden rechtsstetigen Renditeprozessen M, genau dann, wenn T (2.23)
erfillt.

Beweis. Wir setzen fiir A, t € [0, 00)

Ap(t, A\, T) = Tp,(t) A gp()\)7

>

d
At \T) S AENT) <tAT(N).

p=1
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Damit gilt fiir jede antizipierende Strategie T

d oo
RT) = 3 / et M (T, (1)) dT, (1)
p=1
d o0 o0
= > / e ( / Loxanmr (1, () dA) dT,(t)
10 0
d [ee] [ee]
— Z/ (/ e_atl(,\<Mp(Tp(t))) dTp(t)) d\
=10 0

_ i/ooo (/OOO et dA(1, )\,T)) dA
S /0 h ( /0 e A (N T) dt) dA

d
p=

= /Oio (/OOO ae At \,T) dt) d\
< /OOO (/OOO ae "t AT(N)) dt) d\

1 [e.e]
= = / 1 —e o™ gy,
0

(07

Der letzte Term ist unabhéingig von der gewéhlten antizipierenden Strategie und liefert
eine obere Schranke fiir den erzielbaren Gewinn. Eine antizipierende Strategie T erzielt

genau dann diesen maximalen Gewinn, wenn Gleichheit gilt, also genau dann wenn
(2.24) At,\,T) =t ANT(\) YAt € [0, 00).
Dies ist die Synchronization Identity (2.23) fiir 7' O

Bemerkung 2.18. In der Situation allgemeiner Renditeprozesse ist die Synchronization
Identity (2.23) notwendig, aber nicht hinreichend fir die Optimalitit. Man zeigt leicht,
dass die nicht optimale Strategie T' aus dem unten folgenden Beispiel 2.19 die Eigenschaft
(2.23) besitzt.

2.9 Indexstrategien

In diesem Abschnitt definieren wir Indexstrategien. Wir folgen dabei Kaspi und Man-
delbaum [16], die zum ersten Mal die wichtige Ezkursionseigenschaft (2.27) formulieren.
Die von El Karoui und Karatzas [12] konstruierte optimale Strategie, die wir im néchsten
Abschnitt betrachten, besitzt ebenfalls diese Eigenschaft.

Im zeitdiskreten Fall sind genau jene Strategien optimal, welche einen Arm nur dann be-

tétigen, wenn sein Gittins-Index maximal unter denen aller Arme ist. Steigt der Index
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eines solchen Armes nach einer Betétigung, so ist er grofler als der jedes anderen Armes.
Eine Indexstrategie wird dann ausschliellich diesen Arm betétigen, bis sein Index den
anfanglichen Wert wieder erreicht. Insbesondere ist dieses Vorgehen notwendig fiir die
Optimalitét einer Strategie.

In der zeitstetigen Situation besitzen Strategien, die nur Arme mit maximalem Gittins-
Index betétigen, nicht immer diese Eigenschaft. Werden zwei Arme gleichzeitig betétigt,
so konnen die Gittins-Indizes beider Arme simultan steigen. Diese Situation kann in dis-
kreter Zeit nicht eintreten, muss aber im Hinblick auf das folgende Beispiel beriicksichtigt
werden. Dieses zeigt, dass es im zeistetigen Fall nicht mehr hinreichend fiir die Optimalitéit

einer Strategie ist, ausschlieSlich Arme mit maximalem Gittins-Index zu aktivieren.

Beispiel 2.19. Wir betrachten einen zweiarmigen Banditen mit den Filtrationen F°, i =
1,2. Es sei F'(s) = (Q,9) fiir s <1 und F'(s) = o(A") fiir s > 1 und unabhingige A® C Q
mit P[A"] = %

Gegeben seien weiter die Renditeprozesse

2 s<1
(2.25) hi(s) =
31Az+1Q\Az SZ]_

Mit Hilfe der Forward Induction (2.16) kann man die Gittins-Indizes M;(s) fir s <1
berechnen. Man zeigt leicht, dass die Stoppzeiten, die die wesentlichen Suprema realisieren,
die Form 7; = 00 - 14 + 1o\ a¢ besitzen. Damit ergibt sich fiir die Gittins-Indizes

e — 7@
M;(s) = — fir 0 <s < 1.
(s) So—av —p=a 0 <s
M;(s) ist stetig und wachsend fiir s € [0,1) mit Werten im Intervall (2,3) und M;(1—) =
3. Fir s > 1 ist M;(s) = hi(s).
Wir definieren die Strategie T wie folgt. T soll bis zum Zeitpunkt t = 2 beide Arme mit
Rate % betdtigen, anschlieffend Arm 1 wdihlen, falls dieser dann die Rendite 3 besitzt, sonst

Arm 2. Der erwartete Gewinn unter dieser Strategie betrdgt

2 e} 1 00
E[R(T)] = / 2e~dt + §/ 3e~dt + —/ e dt
0 4 2 4 2

1
_6—204)'

= —(2
a(+2

Offensichtlich wdhlt T stets einen Arm mit mazimalem Gittins-Index.

Wir betrachten die Strategie S, die bis s = 1 ausschliefSlich Arm 1 betdtigt. Falls dessen
Rendite sich dann auf 3 erhéht, wahit S nur noch diesen Arm. Anderenfalls betdtigt S
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nur noch Arm 2. Der erwartete Wert ist

1 1 00 1 2
E[R(S)] = / 2~ dt + — / 3e~dt + — / 2e~dt
0 2 1 2 1

1 [ . 1 [
= gt 4 = e~ dt
+4/2 e —1-4/2 e

1 1
— (24 Ze @
~(245e™)

Damit ist T offenbar nicht optimal.

Bemerkung 2.20. Betrachtet man dasselbe Problem mit einer diskreten Zeitstruktur,
so wird eine - in dieser Situation stets optimale - Indexstrategie ebenso wie S zundchst
ausschlieflich einen Arm betdtigen. Die Indexstrategie T ist - im Gegensatz zu S - nicht
der Grenzwert einer Folge von optimalen Strategien auf einer Folge feiner werdender
diskreter Zeitstrukturen.

Uberlegungen zur Approzimation von zeitstetigen durch diskrete Strategien findet man in

[20], Section 6.

Unter Umstédnden ist es offenbar vorteilhaft, ausschliellich einen Arm zu betétigen. Diese

Beobachtung motiviert die folgende

Definition 2.21. FEine Strategie T heif$t Indexstrategie, wenn sie die folgenden Bedin-
gungen erfillt.

(i) T folgt dem grofiten M,,:

d oo
(2.26) > /O L0, (T, (8)) <mascy <<a Mi(Ti(8))} ALp() = 0.
p=1

(i1) T besitzt die Exkursionseigenschaft:

d 0o
(2.27) Z/ Liag, (1, (0> 0, (T, (1)) At — T,(t)) = 0.
p=1"0

Eine Indexstrategie wéhlt also stets einen Arm mit maximalem Gittins-Index und betétigt
wéhrend einer Exkursion des Indexprozesses M, eines Armes von seinem laufenden Mini-
mum M, diesen Arm mit voller Intensitét. Beginnen die Indizes zweier Arme gleichzeitig
eine Exkursion, so muss sich eine Indexstrategie fiir einen der beiden Arme entscheiden

und fiir die Dauer der Exkursion ausschliellich diesen Arm betétigen.

Die Strategie S in Beispiel 2.19 ist eine Indexstrategie. Die Strategie T" folgt dem grofiten
M,,, ist allerdings keine Indexstrategie. Denn fiir p = 1,2 und ¢ € [0,2) ist d(t—T),(t)) = 3dt
und es gilt M, (T,(t)) > M,(0,T,(t)), die Gittins-Indizes beider Arme sind also auf einer
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Exkursion.
Aus S kann man durch Vertauschung der Reihenfolge der Betétigungen der beiden Arme
eine weitere Indexstrategie konstruieren. Im Allgemeinen kann es also mehrere Indexstra-

tegien geben.

Wir haben im letzten Abschnitt die von El Karoui und Karatzas [12] eingefithrte Synchro-
nization Identity genutzt. Weiter werden dort Strategien betrachtet, die dem grdfiten M,
folgen, also nur Arme betétigen, deren untere Einhiillende M, der Gittins-Indexprozesse
M,, maximal ist unter denen der verschiedenen Arme. Das folgende Lemma verdeutlicht
den Zusammenhang dieser Begriffe untereinander und zu den von uns betrachteten In-

dexstrategien nach Mandelbaum.

Lemma 2.22. Fir jede Strategie T' sind die beiden folgenden Eigenschaften dquivalent:

(i) T folgt dem grofiten M., :

d x
(2.28) > /0 L{ar, (7, (1)) <mass <pca M (Tr(8))} ALp(E) = 0.
p=1

(1)" T erfillt die Synchronization Identity:
(2.29) T,(z(m)) = g,(m) Vm € [0,00),p=1,...,d.

Erfillt eine Strategie T' die Eigenschaft (2.26), so auch (2.28) und (2.29).
Die Umkehrung gilt, falls T' zusdtzlich (2.27) erfiillt.

Beweis. Es sei T eine Strategie.

(2.26) = (2.28) : Es sei t > 0 mit M, (T,(t)) < maxj<p<qg M, (T)(t)). Wir nehmen an, fiir
t gelte M,(T,(t)) = maxi<p<qg My (Ti(t)). Dann ist M,(T,(t)) > M, (T,(t)), also existiert
ein s < ¢ mit

M,(T,(s) < max M, (T}(t)) < max My(Tk(r))

1<k<d ~ 1<k<d

fir r € [s,t]. Insbesondere ist T,,(t) > T,(s). Wegen (7) gilt

t t
0= / L{ My (T (u) <maxy<pea Mi(Tp(w)} d1p(u) = / LdT,(u) = Tp(t) — Tp(s).

Dies ist ein Widerspruch, es folgt M,(7,(t)) < maxi<p<q Mi(T%(t)) und damit die Be-
hauptung.

(2.28) = (2.29) : Wir nehmen an, T erfiille nicht (2.29). Dann existieren 7, j € {1,...,d}
und m € [0, 00) mit Ti(z(m)) < g;(m) und Tj(z(m)) > a,;(m).
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Weiter gibt es s < 7(m) mit Tj(s) = o;(m) und Tj(z(m)) — Tj(s) > 0. Allerdings gilt
wegen M;(T(r)) < m < M(Ty(z(m))) fir r € [s,t] und (i)’ T;(z(m)) — T;(s) = 0.

(2.29) = (2.28) : Dies entspricht Proposition 3.12 in [12].

Wir nehmen an, (2.28) sei nicht erfiillt. Wegen der pfadweisen Unterhalbstetigkeit von
rechts der Prozesse M, existieren p,k € {1,...,d}, m > 0und 0 < s < ¢t < oo mit
Ty(t) —Tp(s) > 0 und M (Tp(r)) < m < My (Ti(r)) fiir r € [s,t].

Gilt nun ¢ < £(m), so ist T,,(z(m)) > g,(m), im Widerspruch zu (7)". Falls t > 7(m), so
gilt Ty (7(m)) < m, ebenfalls ein Widerspruch.

(2.29) + (2.27) = (2.26) : Angenommen, (2.26) gelte nicht. Wie oben erhélt man aus der
Regularitét der Pfade von M, die Existenz von p,k € {1,...,d}, m >0und 0 < s <t <
oo mit T,(t) — T,(s) > 0 und M,(T,(r)) < m < M (Tk(r)) fur r € [s,1].

Im Fall ¢ < 7(m) liefert wieder Tp,(z(m)) > g,(m) einen Widerspruch zu ()"”. Ebenfalls
einen Widerspruch liefert die Annahme t > 7(m), M, (Tx(t)) > m. Einzig der Fall ¢ >
T(m*), M, (Ti(t)) < m < My(Tx(t)) bleibt moglich.

Damit existiert fiir £ > 0 mit M,(7,(t)) < maxj<p<q Mi(T%(t)) ein Arm k # p, dessen
Gittins-Indexprozess M, sich im Zeitpunkt T} (¢) auf einer Exkursion von seinem laufenden
Minimum M, befindet.

Da T nach Voraussetzung die Exkursionseigenschaft besitzt, wéchst Ty zur Zeit ¢ mit Rate
1 und 7, dndert sich nicht. Formal bedeutet das

/O L{0, (T (8)) <masy << My (T ()} ALp(1)

< Y /O Liag (1 (0)> 0, (T )y d1p(t)

k#p
- Z/ Lo man=ar, @y it = Ti(t)) = 0.
k#p 0
Das Gleichheitszeichen folgt aus (2.27), damit ist die Behauptung bewiesen. O

Bemerkung 2.23. Fir die Folgerung (2.29) = (2.26) ist die Exkursionseigenschaft (2.27)

hinreichend, aber nicht notwendig. Dies illustriert Strategie T' aus Beispiel 2.19.

Bemerkung 2.24. Kaspi und Mandelbaum [17] weisen darauf hin, dass durch die Defi-
nition des Begriffs der Indexstrategie nicht klar ist, fiir welchen der Arme sich eine solche
entscheidet, wenn die Indizes mehrerer Arme gleichzeitig eine Ezkursion beginnen. Sie
bemerken, dass die Synchronization Identity von El Karoui und Karatzas [12] dieses Pro-
blem nicht lost. Die Bedeutung der Synchronization Identity ist mit Lemma 2.22 klar und
hat tatsdchlich nichts mit diesen Entscheidungen zu tun.

Konstruiert man eine Indexstrategie, so muss sich diese in den beschriebenen Situationen
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natirlich fir einen Arm entscheiden. Die von El Karoui und Karatzas [12] konstruierte
Strategie, die wir im ndchsten Abschnitt genauer betrachten werden, lost das erwdhnte
Problem durch die Verwendung eines der von Mandelbaum [20] definierten Priorititsche-

mata.

Bemerkung 2.25. El Karoui und Karatzas [11] definieren (Def 7.1) Strategien vom
Index-Typ als jene, die dem grifsten M, folgen. Sie beweisen die Optimalitit solcher
Strategien (Thm 8.1) unter der Voraussetzung der Quasi-Linksstetigkeit der Filtrationen.
Diese ist beispielsweise erfillt, wenn die Dynamik der Arme durch Diffusionsprozesse be-
stimmt wird.

Gilt nicht zusdtzliche die pfadweise Unterhalbstetigkeit der Indexprozesse von links, so
scheint es uns problematisch, nur die laufenden Minima der Indexprozesse zu beriicksich-
tigen. Betrachtet man eine Variante des Beispiels 2.19, in welchem die Sprungzeiten der
Auszahlungsprozesse nicht vorhersehbar sind, so wdre mit dem obigen Resultat die folgende
Strategie optimal. Man betditigt beide Arme mit Rate % bis einer der Auszahlungsprozesse
nach unten springt, anschlieflend den anderen Arm. Dies ist jedoch keine Indexstrategie

und somit nach dem unten folgenden Gittins-Indextheorem nicht optimal.

Bemerkung 2.26. Kaspi und Mandelbaum [16],[17], auf die die oben eingefiihrten Index-
strategien zuriickgehen, formulieren deren Eigenschaften nicht durch Integraldarstellungen
wie (2.26) und (2.28), sondern in Abhdingigkeit der Pfade der Abbildungent — T,(t). Wir

geben hier thre Formulierung wieder:

Eine Strategie T heifit Indexstrategie, wenn jedes T, = (T,(t)) nur dann rechtsseitig

wdchst, wenn gilt

p(Tp(1)) = max M(Ti(t))

i=1,....d
und alle Zeitpunkte t, in denen T,(t) linksseitig und nicht rechtsseitig wdchst oder rechts-
seitig mit Rate kleiner als 1 wdchst, im Abschluss der folgenden Menge liegen

(2.30) {s>0: My(s) = M,(s)}.

Dies ist die zufillige Menge von Zeitpunkten, in denen M, gleich seinem laufenden Mini-
maum 1St.
Diese Definition entspricht den Darstellungen (2.26) und (2.27), die fir unseren Beweis

allerdings zweckmdf$iger erscheinen.

2.10 Existenz von Indexstrategien

Die Konstruktion einer Indexstrategie erscheint zunéchst nicht schwierig, man aktiviert

stets einen Arm mit maximalem Gittins-Index und wahlt wahrend der Exkursion des
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Indexprozesses eines Armes von seinem laufenden Minimum ausschliefSlich diesen Arm.
Allerdings ist es denkbar, dass wiahrend der Betétigung zweier Arme beide Gittins-Index-
prozesse eine Exkursion durch einen Sprung nach oben beginnen. Unter einer Indexstrate-
gie diirfen solche Situationen nicht auftreten, da diese sonst nach dem Sprung beide Arme

mit voller Intensitéit betéitigen miisste.

Wir werden auf der Grundlage der Konstruktion von El Karoui und Karatzas [12], die
allerdings die pfadweise Unterhalbstetigkeit von links der Indexprozesse voraussetzt, die
Existenz einer Indexstrategie beweisen. Um auf diese Annahme verzichten zu koénnen,

miissen wir die oben beschriebenen Situationen gleichzeitiger Spriinge untersuchen.

Fiir p € {1,...,d} setzen wir

op(m) = inf{u>0:M,(u) <m},m € [0,00),
7(m) £ ) oy(m) ,m € [0,00),
N (u) £ inf{m >0:7(m) <u}, 0 <u< oo,

D £ {u>0:7(N(u)-)>u}.

Mit Hilfe dieser Bezeichnungen lassen sich die Situationen beschreiben, die unter einer
Strategie, welche die Synchronization Identity erfiillt, auftreten kénnen. Wir unterschei-

den fiir t > 0 wie El Karoui und Karatzas die folgenden Fille, einzig IIb ist neu.

Fall I. t € [0,00) \ D. Dann gilt 7(N(t)—) = t und wir setzen
(2.31) Ti(t) £ oi(N(t)-).

Erfiillt T die Synchronization Identity, so sind dies die Zeitpunkte ¢, in denen die Gittins-
Indizes aller Arme gleich ihren laufenden Minima sind und weiter fallen. Eine Indexstra-
tegie sollte die Arme so betétigen, dass die Indizes gleichermaflen fallen. Dieses Vorgehen
beschreibt (2.31).

Fiir t € [0,00) \ D gilt 7(N(t)—) =t und damit

S (1) = Y o, (N(1)-) = 7(N()-) = .

p=1 p=1

Fall I1. t € D. Dann ist ¢t € [7(N(t)+), 7(N(t)—)) und wir unterscheiden weiter:
Fall ITa. t € [7(N(t)), 7(N(t)—)). Im Zeitpunkt 7(N(¢)) haben die Gittins-Indizes aller
Arme das Niveau N (t) erreicht. Man folgt hier einem der von Mandelbaum [20] definierten

Priorititsschemata und spielt zunédchst den ersten Arm bis sein Index unter N(t) fillt,
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anschliefend den zweiten Arm, und so weiter. Da T hier stets nur einen Arm aktiviert,
konnen nicht mehrere Exkursionen gleichzeitig beginnen. El Karoui und Karatzas geben

eine explizite Darstellung dieser Vorgehensweise an. Man setzt

lI>

Yo T(N()),
T Yio1 — Aoy(N(t) i=1,...,d,

wobei Ac;(N(t)) £ 0;(N(t)) — o;(N(t)—) und erhilt die disjunkte Zerlegung
[T(N (), 7(N(£)=)) = ULy [yi-1. 9)-

Nun wihlt man das eindeutige Intervall [y._1,yx), in dem t enthalten ist. Zu diesem

Zeitpunkt hat man bereits die ersten £ — 1 Arme gespielt und wahlt jetzt Arm k:

o (N(t)—) i=1,... k-1
(2.32) Ti(t) £ S of(N(t)) +t —yq 1=k
o (N(1)) i=k+1,...,d

Fall ITb. t € [7(N(t)+),7(N(t))). In diesem Fall gab es nach einem Intervall vom Typ I im
Zeitpunkt 7(N(t)+) offenbar einen Arm i*, dessen Gittins-Index M;« nach oben gesprun-
gen ist und eine Exkursion begonnen hat. Hier ist das oben beschriebene problematische
Ereignis des Sprunges eines zweiten Armes denkbar. Dass im Zeitpunkt 7(N(t)+) tat-
sichlich P-f.s. der Gittins-Index hochstens eines Armes nach oben springen kann, sagt die

folgende Proposition, die wir im néchsten Abschnitt interpretieren und beweisen werden.

Proposition 2.27. Firp =1,...,d sei J, £ {m > 0 : o,(m+) < 0,(m)} die zufillige
Menge von Niveaus, von denen der Gittins-Index M, unmittelbar nach Erreichen eines

neuen Minimums nach oben springt. Dann gilt fiir p # k
(2.33) PlJ,NJ # @] =0.

Da es keinen Sprung des Index eines weiteren Armes nach oben gibt, ist der des Armes *
maximal und auf einer Exkursion. Entsprechend betétigt man ausschliefllich diesen Arm,
bis sein Index tatsédchlich N(¢) erreicht und definiert fiir P—f.a. w:
oi(N({t)+) +t —7(N(t)+) i=1i

2.34 T.(t) £
(234 N ai(N(t)+) i # 0

T erfiillt nach Konstruktion die Synchronization Identity sowie die Messbarkeitsbedingung

(2.6). Da T ebenfalls die Exkursionseigenschaft besitzt, gilt mit Lemma 2.22 das folgende

Theorem 2.28. Die beschriebene Konstruktion liefert eine Indexstrategie T'.
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Bemerkung 2.29. Es gilt die Beziehung op(m+) = a,(m). Im Allgemeinen sind die
Pfade der Abbildungen m +— o,(m) weder links- noch rechtsstetig. Sind die Pfade der
Indexprozesse nicht unterhalbstetig von links, so kann o,(m) > o,(m+) gelten. Beispiel
2.34 zeigt, dass solche Situationen existieren.

Dies entspricht dem oben beschriebenen Fall IIb, welcher nicht in der Konstruktion von
El Karoui und Karatzas [12] bericksichtigt wird. Aus demselben Grund muss die in Fall
IT ihrer Konstruktion betrachtete Stoppzeit T(N(t)) durch T(N(t)+) ersetzt werden. Dies

entspricht der Formulierung unseres Falls Ila.

Bemerkung 2.30. Um weitere Indexstrategien zu erhalten, kann man im Fall Ila andere

Priorititsschemata als das angegebene I1(p) = p verwenden.

Kaspi und Mandelbaum [16] konstruieren ebenfalls eine Indexstrategie, hier spielen die

erwahnten Prioritatsschemata eine zentrale Rolle.

Definition 2.31 (]20]). Ein Prioritdtsschema II ist eine Permutation von {1,...,d}.
FEine dem grofsten M, folgende Strategie T" folgt dem statischen Prioritétschema II, wenn
T, mit I(p) > II(k) nur dann in t wdchst, wenn der Index des priorisierten Armes k in
unmittelbarer Zukunft fdllt:

(2.35) M(Tk(t) > My (u) Vu > Ti(b).

Zur Konstruktion einer Indexstrategie ist ein statisches Prioritdtsschema niitzlich, da es
verhindert, dass die Gittins-Indizes zweier Arme gleichzeitig eine Exkursion beginnen. Im
Allgemeinen ist eine solche Prioritét jedoch nicht notwendig fiir die Optimalitdt einer

Strategie.

Wir mochten an dieser Stelle auf zwei Punkte der Konstruktion von Kaspi und Mandel-
baum hinweisen.

Sind M, nicht Index-, sondern nur beliebige cadlag Prozesse, wie von Kaspi und Mandel-
baum vorausgesetzt, so liefert das in [16] zitierte Theorem von Walsh [26] nicht unbedingt

das angegebene Prioritéitsschema. Ein Gegenbeispiel liefern die Funktionen

M(t) = (2—1)- Ty +3 - L1y,
My(t) & 2. Ly + 1 1y

Wegen Proposition 2.32 ist M; jedoch kein Indexprozess. Moglicherweise gilt die Aussage
fiir Indexprozesse, allerdings miissen dabei mogliche Spriinge der Indexprozesse beriick-
sichtigt werden.

Kaspi und Mandelbaum schlieflen, dass eine dem grofiten M, und einem statischen Priori-
titsschema folgende Strategie auch dem grofiten M, folgt. Das zitierte Theorem 12 aus [20]
setzt allerdings stetige Rendite- und Indexprozesse voraus. Bei einer Verallgemeinerung

dieses Theorems auf die Situation von [16] spielt Proposition 2.27 ebenfalls eine Rolle.
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2.11 Positive Antizipation der Gittins-Indexprozesse

Der Gittins-Index eines Armes bewertet die zukiinftigen Gewinne dieses Arms mit Hilfe ei-
nes Stoppproblems. Sollten die Auszahlungen geringer ausfallen als erwartet, beendet man
die Betétigung des Armes. Unter dieser Betrachtungsweise misst der Index nur die Chance
auf hohere Gewinne. Dass diese Erklarung tatsichlich sinnvoll ist und der Gittins-Index
die Moglichkeit hoherer Gewinne in der ndheren Zukunft antizipiert, zeigt die folgende

Proposition von Kaspi und Mandelbaum [17].

Dazu seien fiir jeden der Arme die folgenden zufilligen Grofien definiert, die Bezeichnung
des Armes p € {1,...,d} wird dabei vernachlassigt.

M 2 clos{t>0: M(t) = M(t)},
D; £ inf{u>t:ueM},
G & {t>0:D, =t,D, >t}

N & {teG:M(t)> M(t-)}.

M ist der Abschluss der Menge, auf der der Index gleich seiner unteren Einhiillenden ist.
Dy ist der erste Zeitpunkt nach ¢, in dem der Index - wegen Unterhalbstetigkeit von rechts
- gleich seiner unteren Einhiillenden ist. Die Menge G besteht aus den Zeitpunkten, in
denen der Index eine Exkursion beginnt und N aus solchen, in denen dies durch einen

Sprung nach oben geschieht.

Besteht, wie in Beispiel 2.19, in einem vorhersehbaren Zeitpunkt 7 die Moglichkeit auf ho-
here zukiinftige Auszahlungen, so bedeutet die erwéhnte vollstindige Antizipation hoher
Gewinne, dass bei Eintreten eines solchen Ereignisses der Indexprozess in 7 nicht nach

oben springen kann. Dies wiirde bedeuten 7 ¢ N. Tatséchlich gilt die folgende

Proposition 2.32 ([17] Prop.10). Fiir jede vorhersehbare <§"p(Dt)> — Stoppzeit T gilt
>0
P[r € N] =0.

Mit Hilfe dieser Aussage kann man die zur Konstruktion einer Indexstrategie wichtige
Proposition 2.27 beweisen. Dazu argumentieren wir wie Kaspi und Mandelbaum im Be-

weis von Theorem 1 von [17].

Es sei m > 0, dann ist der zufillige Zeitpunkt o,(m+) eine vorhersehbare <§"p(Dt)>—
Stoppzeit mit der ankiindigenden Folge Jp(m+%). Nach Proposition 2.32 gilt damit P—f.s.
My(o(m+)) = M,(c(m+)) = m. Insbesondere ist damit die Abbildung m ~ o,(m) in
jedem m P—f.s. rechtsstetig.
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Bemerkung 2.33. Dass dies nicht pfadweise gelten muss, zeigt Beispiel 2.34, insbe-
sondere ist die Formulierung von Lemma 2.2 in [11] selbst im Fall quasi linksstetiger

Filtrationen nicht pfadweise zu verstehen.

Beweis von Proposition 2.27. Fiir jedes w € 2 ist die Menge J,(w) abzdhlbar. Es
gelte also J, = UneN{Y;)"}. Damit gilt wegen Unabhéngigkeit der Renditeprozesse

PlI,NJ#92] = P[UpmenY) = Y]
< X Pl =YY

n,meN

= Z / / =y APy (Y, Ui

n,meN

S / / g APy (y7) dPym (y17)

n,meN

= Y / v APy (yi)

n mEN

O

Ereignisse zu nicht vorhersehbaren Stoppzeiten kann der Gittins-Index nicht antizipieren
und damit miissen die Pfade der Indexprozesse im Allgemeinen nicht unterhalbstetig von

links sein. Dies illustriert das folgende

Beispiel 2.34. Es sei & eine exponentialverteilte Zufallsvariable mit Pe(dx) = e dx
fiir ein X > 0. Weiter sei A € F unabhingig von & mit P[A] = 1 und (F(t));>0 die von

dem Prozess
(1a(w) + 2 Lova(W)) - Lig(w),o0) ()0
erzeugte o— Algebra. Wir betrachten den Auszahlungsprozess

2e~° s <&

36_5'1A+€_8'1Q\A SZ£

(2.36) h(s) £

Mit der Forward Induction ldsst sich der dazugehdrige Gittins-Indexprozess M berechnen.
Wegen des schnellen Fuallens der Renditen wird fiir hinreichend kleines A das Supremum
stets durch sofortiges Stoppen approximiert, das heifst es gilt M (s) = h(s).

Auf A gilt damit M(§—) < M(&), die Pfade des Indexprozesses sind also nicht P-f.s. un-
terhalbstetig von links. Insbesondere ist die Abbildung m +— o(m) nicht P-f.s. rechtsstetig
inm = h(§—) =2e¢.
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2.12 Das Gittins-Indextheorem

Zur ersten Gleichheit in (2.21) ist dquivalent, dass P—f.s. gilt

2.37 e~ (M (0,8) — M, (T,(t),s)) ds de”*"=51) =
( P p\=P )

0 JTp()
fir p=1,...,d. Dazu wiederum aquivalent ist

/ / Liar, (0,9)<M, (T, (1),5)} ds d(t —T,(t)) = 0.
0 JT)

Wegen der pfadweisen Rechtsstetigkeit von s+ M (0, s) — M, (T,(t), s) ist dafiir hinrei-

—Pp
chend und notwendig, dass

(2.38) M,(T,(£)) = M,,(0, T, (t)) fiir d(u — T)(u)) — fa. ¢,

und damit -
/ Lo, (1, )>m, (13 At — Tp(t)) = 0.
0

Dies ist die Exkursionseigenschaft (2.27) der Strategie T'. Nun ergibt sich das zentrale

Theorem 2.35. Die Menge der fiir das Problem (2.8) optimalen Strategien und die Menge

der Indexstrategien sind gleich. Insbesondere existiert eine optimale Strategie.

Beweis. Es sei T' eine Indexstrategie. T' folgt dem grofiten M, also gilt die zweite Gleich-
heit in (2.21). Weiter besitzt T die Exkursionseigenschaft, damit gilt auch die erste Gleich-
heit.

Ist umgekehrt T eine optimale Strategie, so muss 7' ebenfalls zweimal die Gleichheit
erfiilllen, da eine Indexstrategie existiert. Aus der ersten Gleichheit folgt die Exkursions-
eigenschaft, wegen der zweiten erfiillt 7" die Synchronization Identity. Damit ist 7" nach

Lemma 2.22 ebenfalls eine Indexstrategie. ]

67



68



Literaturverzeichnis

1]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

P.Bank, N.El Karoui (2004) A Stochastic Representation Theorem with Applications to
Optimization and Obstacle Problems, The Annals of Probability, 32(1B), 1030-1067

D.A.Berry, B.Fristedt (1985) Bandit Problems - Sequential Allocation of Experiments,
Chapman and Hall

S.Bhulai, G.Koole (2000) On the Value of Learning for Bernouilli Bandits with Unknown
Parameter, IEEE Transactions on Automatic Control, Vol.45, 2135-2140

R.Cairoli, J.B.Walsh (1975) Stochastic integrals in the plane, Acta Mathemat., 134, 111-183
C.Dellacherie (1972) Capacités et Processus Stochastiques, Springer, Berlin
C.Dellacherie, P.-A. Meyer (1975) Probabilités et potentiel, Chapitres I a IV, Hermann, Paris

C.Dellacherie, P.-A. Meyer (1980) Probabilités et potentiel, Chapitres V a VIII, Hermann,

Paris

C.Dellacherie, E.Lenglart (1981) Sur des problemes de régularisation, de recollement et
d’interpolation en théorie des processus, Séminaire de Probabilités X VI, Lecture Notes in
Mathematics, 920, 298-313, Springer

N.El Karoui, (1981) Les aspects probabilistes du controle stochastique Ecolde d’Eté de Pro-
babilités de Saint-Flour I1X-1979, Lecture Notes in Mathematics, 876, 74-238, Springer

N.El Karoui, I.Karatzas (1993) General Gittins index processes in discrete time, Proc. Natl.
Acad. Sci., 90, 1223-1236

N.El Karoui, I.Karatzas (1994) Dynamic Allocation Problems in Continuous Time, The
Annals of Applied Probability, 4(2), 255-286

N.El Karoui, I.Karatzas (1997) Synchronization and Optimality for Multi-Armed Bandit
Problems in Continuous Time, Comput.Appl.Math, 16(2), 117-151

J.C.Gittins, D.M.Jones (1974) A dynamic allocation index for the sequential design of ex-
periments, Progress in Statistics (ed. J. Gani), 241-266, North-Holland,Amsterdam

J.C.Gittins (1989) Multi-armed Bandit Allocation Indices, John Wiley and Sons

69



[15]

[16]

[24]

[27]

[28]

[29]

J.Gittins, Y.G.Wang (1992) The learning component of dynamic allocation indices, Annals
of Statistics, 20(3), 1625-1636

H.Kaspi, A.Mandelbaum (1995) Lévy Bandits: Multi-Armed Bandits driven by Lévy Pro-
cesses, The Annals of Applied Probability, 5(2), 541-565

H.Kaspi, A.Mandelbaum (1998) Multi Armed Bandits in Discrete and Continuous Time,
The Annals of Applied Probability, 8(4), 1270-1290

A.Mandelbaum, R.J.Vanderbei (1981) Optimal Stopping and Supermartingales over Parti-
ally Ordered Sets, Zur Wahrscheinlichkeitstheorie verwandte Gebiete, 57, 253-264

A .Mandelbaum (1987) Discrete Multi-Armed Bandits and Multiparameter Processes, Pro-
bab.Theory Rel.Fields, 71, 129-147

A .Mandelbaum (1987) Continuous Multi-Armed Bandits and Multiparameter Processes,
The Annals of Probability, 15(4), 1527-1556

J.Neveu (1975) Discrete Parameter Martingales, North-Holland, Amsterdam

H.Robbins: Some aspects of the sequential design of experiments, Bull. Amer.Math.Soc., 58,
527-535

J.L.Snell (1952) Applications of martingale system theorems, Trans. Amer. Math. Soc., 73,
293-312

W.R.Thompson (1933) On the likelihood that one unknown probability exceeds another in
view of the evidence of two samples, Biometrika, 25, 275-294

P.Varaiya, J.Walrand, C.Buyukkoc(1985): Extension of the multi-armed bandit problem:
the discounted case, IEEE Trans. Autom.Control, AC-30, 426-439

J.B.Walsh (1980): Optional Increasing Paths, Lecture Notes in Mathematics, 863, ed.
H.Korezlioglu,172-201, Springer

Y.G.Wang (1991): Gittins Indices and Constrained Allocation in Clinical Trials, Biometrika,
78(1), 101-111

R.Weber (1992) On the Gittins Index for Multiarmed Bandits, The Annals of Applied
Probability, 2(4), 1024-1033

P.Whittle (1980) Multi-armed Bandits and the Gittins Indez, J.R. Stat. Soc., 42(2), 143-149

70



Thesen

Der Gittins-Indexprozess lasst sich als Losung eines Darstellungsproblems fiir optionale
Prozesse charakterisieren und das bekannte Gittins-Indextheorem mit Hilfe eines solchen

beweisen.

Diese Charakterisierung ermoglicht es, eine gewisse Regularitdt der Pfade der Indexpro-
zesse herzuleiten. Genauer sind die Pfade der Gittins-Indexprozesse unterhalbstetig von

rechts.

Anhand einfacher Beispiele erkennt man, dass es im Gegensatz zum zeitdiskreten Fall
fiir die Optimalitdt einer Strategie in der Situation stetiger Zeit nicht hinreichend ist,

ausschlieflich Arme mit maximalem Gittins-Index zu betétigen.

Die optimalen Strategien im zeitstetigen Fall konnen vollstdndig charakterisiert werden.

Wesentlich dafiir sind die Pfadeigenschaften der Indexprozesse.

Die Konstruktion einer Indexstrategie zeigt die Existenz von Losungen der betrachteten

dynamischen Allokationsprobleme in stetiger Zeit.
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