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1. (10 Punkte)
e Sei K ein Korper. Zeigen Sie, dass

I=)(X%Y +)X)

AeK

ein Ideal des Ringes K[X,Y] der Polynomen in zwei variabeln ist. Finden Sie ein
erzeugendes System fiir I.

e Sei R ein kommutativer unitdrer Ring und f = ag + a1 X + -+ - + a, X" € R[X] ein
Polynom. Zeigen Sie, dass f nilpotent ist (d.h. f™ = 0 fiir ein m € N), genau dann
wenn alle Koeffizienten ay, . .., a, € R nilpotent sind.

e Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Seien a € R* invertierbar und b € R ein
nilpotentes Element. Dann ist a 4+ b invertierbar.

2. (10 Punkte)
e Sei R ein unitirer Ring (nicht unbedingt kommutativ!) und a,b € R. Zeigen Sie: Ist
1 — ab € R invertierbar, dann ist 1 — ba € R auch invertierbar.
e Sei R ein Ring. Bezeichnet man das Zentrum

Z(R) :={r € R:xa=ax fiir jedes a € R}.
Zu zeigen: Ist a* — a € Z(R) fiir jedes a € R, dann ist R kommutativ.

3. (10 Punkte)
e Sei R ein Integritédtsbereich und (R*,-) die Gruppe aller invertierbaren Elemente. Zu
zeigen: jede endliche Untergruppe H < R* ist zyklisch.
e Sei R ein Ring und I C R die Menge allen Nullteiler von R. Bildet [ ein Ideal von
R?

4. (10 Punkte)
e Sei (G eine Gruppe. Zeigen Sie, dass

[[:(G), T5(G)] € Tigy (G),

fiir alle 7,7 € N.
e Sei G eine nilpotente Gruppe und H < G eine echte Untergruppe. Dann gilt

HNZ(G) # 1.



