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1. (10 Punkte)
e In einem kommutativen Ring R, ein Element a € R heifit nilpotent, falls a™ = 0 fiir
ein n € N. Zu zeigen: ein Polynom f = ag + ;X + -+ + a,X™ € R[X] ist nilpotent,
genau dann wenn alle Koeffizienten a; nilpotent in R sind.
e Sei R ein kommutativer Ring mit Eins. Ein Polynom f =a¢+a; X +--- 4+ a,X" €
R[X] ist invertierbar, genau dann wenn ag € R* und ay, . .., a, € R nilpotente Elemente
sind.
e Sei R ein faktorieller Ring und K := Q(R) der zugehorige Quotientenkorper. Fiir
ein primitives Polynom f € R[X] vom Grad > 1, gilt die folgende Aquivalenz:

f ist irreduzibel in R[X| <= f ist irreduzibel in K[X].

2. (10 Punkte)
e Sei K ein Korper. Zu zeigen: Der Ring K[Y, Z]/(Z?) ist isomorph zu einem Unterring
von K[X,Y, Z]/(X2, XY — Z).
e Zeigen Sie, dass K[X,Y](Y? — X? — X3) ein Integritatsbereich ist, dessen Quotien-
tenkorper isomorph zu K(Z) ist. Hier K(Z) bezeichnet der Quotientenkorper des
Ringes K|[Z] ist.

3. (10 Punkte)
e Sei R ein Hauptidealring und 7 € R ein irreduzibles Element. Zu zeigen: R/7"R ist
ein lokaler Ring dessen maximal Ideal Rw/Rz™ ist.
e Sei K ein Korper und R := K[X,Y, Z,T|. Dann gilt:

(XZ = X2YT = 2%) = (2.Y)(\(XZ =Y, YT - 22, XT - Y 2).
o (XZ Y2 YT — Z?) kein Primideal von R ist.

4. (10 Punkte)
e Sei R ein faktorieller Ring und f = ag + a1 X + -+ a, X" € R[X]. Sei m € R ein
Primelement, sodass ein k € {0, 1,...,n} gibt mit:

(i) mlao, mlai, ..., plax—

(ii) 7 kein Teiler von ay ist, und

(iii) 7% kein Teiler von ayq ist.



Zu zeigen:

In der Primfaktorenzerlegung von f € R[X], taucht ein irreduzibles Polynom vom
Grad > k auf.
e Das Polynom f = X° 4+ 15X* 4+ 20X? — 40X + 35 € Q[X] ist irreduzibel.
e Das Polynom f = X"+ 2 € Q[X] ist irreduzibel.



