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1. Ideale und Faktorringe [10 P]: Es sei (R, +,) ein Ring. Ein Unterring I < R heil3t beidseitiges
Ideal, falls R-1=1-R =1 gilt.

1. Sei f:R— Rein Homomorphismus von Ringen und I < R ein beidseitiges Ideal. Zeigen
Sie, dass dann auch f~1(I) c R ein beidseitiges Ideal ist.

2. Zeigen Sie, dass
(a+Deb+1D:=(a+b)+Iund(a+DHo(b+1):=(a-b)+1
eine Ringstruktur auf R/I definiert, fiir die die Projektion
n:(R,+,") — (R/],®,0)
ein Ringhomomorphismus ist.

2. Homomorphiesatz fiir Ringe [10 P] Seien R; und R, zwei Ringe und f : R} — R, ein Ringho-
momorphismus. Zeigen Sie:
1. Ker f ={x€ Ry | f(x) =0} ein beidseitiges Ideal.
2. Im f c R, ist ein Unterring.

3. R/Ker f ist als Ringisomorph zu Im f.
3. Beispiele fiir Faktorringe [10 P]:

1. Man betrachte das Polynom f = X? + 1 aus dem (kommutativen) Polynomring R = R[X].
Es sei I das von f erzeugte beidseidige Ideal

I=R-f-R=R-f.

Zeigen Sie, dass R[X]/I als Ring isomorph zu den komplexen Zahlen C ist und geben Sie
diesen Isomorphismus an. Insbesondere ist damit R[X]/I ein Korper.

2. Sei I das von X® -2 erzeugte beidseitige Ideal in Z[X]. Zeigen Sie, dass der Faktorring
Z[X]/I isomorph zu Z[v/2] ist.



4. Gleichungssystemein Z/pZ [10 P]:
1. Gegeben sei folgendes lineares Gleichungssystem:

X1+6x2 =
4x1 + 3XZ =
Fiir eine Primzahl p sei L, < (Z/ pZ)? die Losungsmenge des Gleichungsystems, das durch
Reduktion mod p entsteht. Man bestimme L, und Ls.

2. Losen Sie die Gleichung
3x*—4x+1=0

inZ/pZfirp=5und p=7.
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