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Aufgabe 1 (15 Punkte)

(a) (10 Punkte) Es sei A ∈ M(n × n;R) ist eine diagonalisierbare Matrix, d.h. es gibt
eine Diagonalmatrix B ∈ M(n × n;R) und eine invertierbare Matrix S = GL(n;R) mit
A = S−1BS. Zeigen Sie, dass für alle reellen Polynome p es gilt

p(A) = S−1p(B)S .

(für einen Polynom p(x) = a0 + a1x + a2x
2 + ... und eine Matrix A ∈ M(n × n;R)

definieren wir p(A) = a0 + a1A+ a2A
2 + ...).

(b) (5 Punkte) Bestimmen Sie




2 1 0
0 1 0
0 0 2





n

, n ∈ N .

Hinweis: Man kann a) oder Induktion benutzen.

Aufgabe 2 (10 Punkte)
Triagonalisieren Sie die folgenden reellen Matrizen:





1 0 1
−1 −1 −1
0 1 0



 ,





5 2 1
−8 −3 −2
7 4 3



 .

Zeigen Sie zuerst, dass es möglich ist und geben Sie die Matrix eines Basiswechsels an.

Aufgabe 3 (15 Punkte)
Für eine Matrix A ∈ M(n× n,R) definieren wir

eA
def
=

∞
∑

n=0

1

n!
An = 1 +A+

1

2
A2 +

1

6
A3... .

Beweisen Sie, dass für alle reellen Polynome p und alle Matrizen A,B ∈ M(n×n;R), p(eAB)
ist genau dann nilpotent, wenn p(eBA) nilpotent ist (eine Matrix A ist nilpotent, wenn es ein
m ∈ N mit Am = 0 existiert).



a) Zeigen Sie zuerst, dass für alle reellen Polynome p und eine Matrix A ∈ M(n× n;R)

p(eA) =
∞
∑

i=0

ciA
i ,

mit ci ∈ R, ∀i = 0, 1, ....

b) Beweisen Sie, dass für alle Matrizen A,B ∈ M(n×n;R) die charakteristischen Polynome
von AB und BA übereinstimmen. Dann zeigen Sie, dass für alle reellen Polynome p

die charakteristischen Polynome von p(eAB) und p(eAB) auch die gleiche sind.

c) Beweisen Sie die Aussage mit Hilfe des Satzes von Cayley-Hamilton.


