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Aufgabe 1 (15 Punkte)

(a) Bestimmen Sie die Minimalpolynome der folgenden Matrizen tiber R:
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(b) Sei char(K) = 0 un sei mr(z) = (x — \)? das Minimalpolynom vom T' € End (V) wobei
A € K beliebig ist. Zeigen Sie:

(i) Fiir jedes g € Klz] gilt: g(T) = g(\)I + ¢’ (A\)(T — \I).

(ii) Sei H die Matrix
2 1
ne(20)

Dann gilt (H — I3)? = 0. Bestimmen Sie igzgo HF.

(c) Beweisen Sie: Falls das Minimalpolynom my von T' € Endg (V') eine Zerlegung my = g-h
mit ggT(g,h) =1 besitzt, dann gelten die folgenden Aussagen:

(i) V =Kerg(T) @ Ker h(T') =: Uy & Us.

(ii) Uy und Uj sind T-invariant. Ferner, U; und Us sind r(7T')-invariant fiir ein beliebiges
Polynom r € K[z|. Damit sind die Endomorphismen r(T)y, : U; — U, fiir i = 1,2,
wohldefiniert.

Aufgabe 2 (17 Punkte)

(a) Bestimmen Sie eine Basis des R*, beziiglich der die Matrix
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Jordansche Normalform hat.

(b) Sei K ein Kérper. Sei P(T) = (T — I)3(T + I)?>. Welche Jordanschen Normalformen
treten bei 5 x 5-Matrizen mit Eintragen in K auf, deren charakteristisches Polynom P ist.

(c) Zeigen Sie: Zwei 5 x 5-Matrizen mit dem charakteristischen Polynom P sind genau dann
dhnlich, wenn ihre Minimalpolynome iibereinstimmen.

Aufgabe 3 (8 Punkte) Sei V ein K-Vektorraum und f € Endg (V) mit ¢(f) = 0, wobei
q(t) = (t—1)%(t —3)*(t — 5). Bestimmen Sie die explizite Zerlegung von V in ¢;(f)-invariante
Teilriume, wobei q1(t) = (t — 1), g2(t) = (t — 3)* und ¢3(t) =t — 5.



